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Tisztelt Hallgatok!

Kérem, hogy a jegyzetben talalt hibakat a vetier @math.bme.hu email cimen jelezzék nekem. A levél targya legyen:
Hibat talaltam. Egy hatékony médszer a hibdk rogzitésére, ha valaki a szdmitégépen olvassa a jegyzetet:

e nyom egy PRINT SCREEN-t

e behivja a PAINT programot

e nyom egy PASTE (ctrl-V) utasitast

e pirossal bekarikdzza a hibét, esetleg valamit oda ir

o clmenti a JPG f4jlt, a f4jl neve legyen a hiba helyének az oldalszdma, vagy a nevében legyen benne az oldalszam
e a JPG f4jlokat csatolt fajlként a fent megadott cimre

Természetesen minden mas mdédszerrel kiildott hibajelzést is koszonok.

Az "Extra feladat", "Extra tananyag" cimkékkel megjelolt feladatok és anyagrészek nem részei a kotelez6 vizsga
anyagéanak. Ezeket a vizsgdkon nem kérdezziik. Viszont ha valaki az "Extra feladat", "Extra tananyag" cimkékkel
megjelolt feladatokbdl és anyagrészekbdl

e Osszesen 20 oldalnyi mennyiséget sz€pen, okosan megtanult, és
e a honlapon megadott hatarid6ig szdndékét emailben jelzi, és

e a szbébeli beszamolo elején frasban bemutatja, hogy mik azok az anyagrészek, melyekbdl 6sszedll az § extra 20
oldala, és

e utdna a vizsgaztaté dltal a deklardlt anyagbdl feltett kérdésekre sz€pen, okosan vélaszol, akkor

a vizsgdn madr elért a kozepes (3) vagy a j6 (4) osztdlyzatit egy jeggyel javithatja.
A "szépen, okosan" itt azt jelenti, hogy tényleg érti a dolgokat, nem csupén visszamondja az olvasottakat.

Nem iMSC hallgatok részére a kiildendd email cimzettje: vetier49 @gmail.com, targya: Beszamolé Extra tananyag-
bol.

iMSc hallgaték a jegy javitdsan til iMSc extra pontokat szerezhetnek, ha a megtanult anyag mennyisége 30 oldal.
Résziikre a kiildendd email cimzettje: ferenczi @math.bme.hu, tirgya: Beszamol6 Extra tananyaghol.
Eredményes, 6romteli, j6 tanuldst kivdnok! Udvozlettel,

2018. augusztunovember 29.

Vetier Andras



1. Esemény, valoszintiség

L téma: Lehetséges kimenetelek

Az aldbbi véletlen jelenségek megnevezett megfigyelésével kapcsolatban adjuk meg az eseményteret, azaz soroljuk
fel a lehetséges kimeneteleket (mds néven: elemi eseményeket). Minden esetben dllapitsuk meg, hogy hidny elem( az
eseménytér?

1.

10.

(a) Két szabdlyos érmével dobunk,
(b) Harom szabalyos érmével dobunk,
(c) Négy szabdlyos érmével dobunk,
(d) Ot szabélyos érmével dobunk,

(e) Tiz szabalyos érmével dobunk,

és megfigyeljiikk mindegyik érmén, hogy melyik oldal van felil.

(a) Addig dobunk egy szabdlyos érmével, amig végre fejet kapunk,
(b) Addig dobunk egy szabdlyos érmével, amig masodszorra fejet kapunk,
(c) Addig dobunk egy szabdlyos érmével, amig harmadszorra fejet kapunk,

és megfigyeljiik, hany dobads kell ehhez.
(a) Addig dobunk egy szabalyos érmével, amig végre fejet kapunk,

(b) Addig dobunk szabdlyos érmével, amig masodszorra fejet kapunk,
(c) Addig dobunk szabélyos érmével, amig harmadszorra fejet kapunk,

és megfigyeljiik, hogy addig hanyszor dobtunk irést.

(a) Két szabalyos (kiilonb6z6 szinti) dobokockaval dobunk,
(b) Héarom szabalyos (kiillonb6z6 szinti) dobdkockéaval dobunk,
(c) Négy szabdlyos dobdkockaval dobunk,
(d) Ot szabdlyos (kiilonboz6 szinti) dobékockaval dobunk,

és megfigyeljiik mindegyik kockédn, hogy melyik szdm van feliil.

(a) Addig dobunk egy szabalyos dobdkockaval, amig végre hatost kapunk,

(b) Addig dobunk egy szabdlyos dobdkockdval, amig masodszorra hatost kapunk,

(c) Addig dobunk egy szabalyos dobdkockaval, amig harmadszorra hatost kapunk,
és megfigyeljiik, hdny dobés kell ehhez.

I1. téma: Kombinatorika gyakorlasa

A hét torpe minden este mas sorrendben szeretne sorba allni, amikor Héfehérke a vacsorat osztja. Hanyfélekép-
pen tehetik ezt meg?

Hanyféle sorrendben rakhatok ki a MATEMATIKA sz6 bettii?

Egy versenyen 5 -en indulnak, az djsdgok az elsé hdrom helyezett nevét kozlik. Hanyféle lehet ez a lista?
(Kozlik a helyezést is.)

Egy fagyizéban 5 féle fagylalt kaphat6: vanilia, csoki, mélna, piszticia és citrom. Hanyféleképpen vehetiink 2
gombdcot, ha szdmit a gombdeok sorrendje is, és lehet egyfajtabol tobbet is venni?

Van 6 lanyismer6som, és kett6t el akarok hivni moziba. Hanyféleképpen tehetem ezt meg?



11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

3 Uj tanart és egy titkarndt akarnak felvenni egy iskoldban. 6 tandr- és 3 titkarnd-jelolt van. Hanyféleképpen
keriilhetnek ki koziilikk az iskola dj dolgoz6i?

Egy szamkombindcids zarat 3 db kiilonbozs, 1 é€s 10 kozotti szam begépelésével lehet kinyitni, de tudjuk,
hogy a szdmok névekvd sorrendben vannak. Hany ilyen kombindci6 van?

II1. téma: Klasszikus képlet alkalmazasa

Feldobunk egy érmét

o kétszer
e haromszor

® 1 -szer
egymasutin.

(a) Mi a valésziniisége, hogy dobunk (legaldbb egy) fejet?
(b) Es hogy pontosan 1 db fejet dobunk?

Egy csomag magyar kartydbodl kivesziink egy lapot, megnézziik a szinét, majd visszatessziik. Megkeverjiik a
paklit, majd megint valasztunk egy lapot. Mennyi a valdszintisége annak, hogy a két lap szine kiilonb6z6?

Mi a val6szintisége annak, hogy két szabélyos kockdval dobva legaldbb az egyik 6 -os lesz? Es annak a valé-
szinlisége, hogy egyik sem lesz 6 -o0s?

Mi a valdszintisége annak, hogy egy haromgyermekes csalddban a gyerekek mind egynemtiek, ha a lanyok és a
fiuk sziiletési valészintlisége egyarant % ?

Legaldbb hdny szabdlyos pénzdarabot kell feldobni ahhoz, hogy 90% -ndl nagyobb legyen az esély arra, hogy
legyen koztiik fej?

Mennyi a valészintisége, hogy ha egy polcon 7 db konyvet véletlenszertien sorba rakunk, akkor egy koztiik

sz

1év4 trilogia kotetei egymds mellé keriilnek?
Hatszor dobunk egy szabdlyos dobokockaval. Mi a val6szinlisége annak, hogy mind a hat szdm el6jon?

A brazil labdarigé védlogatott edzésének megkezdése elbtt, az edzésen résztvevd 22 jatékost két csoportba oszt-
jék. Mi annak a valdszintisége, ha taldlomra torténik a szétosztds a két 11-es csoportba, hogy Ronaldo és Ronal-
dinho egymas ellen jatszik?

Mennyi a val6szintisége annak, hogy az 6tos lottén ( 90 -b8l 5 szamot hiiznak, sorrend nem szdmit) pontosan
két taldlatunk lesz? Es hogy legalabb két taldlatunk lesz?

Egy dobozban 6 zold és 4 sarga golyé van. Kihizunk (visszatevés nélkiil) 4 golydt csukott szemmel, mennyi a
val6szintisége, hogy pontosan két zold golydt huztunk ki?

A hires Galton deszka.

A képek alapjan ismerkedjiink meg a Galton deszkdval! Képzeljiik el, mi torténik, mi torténhet, ha start pontra
helyeziink egy goly6t, ami aztdn ide-oda iitédve, legurul az alapvonalra! Feltételezziik, hogy minden eldgaz4snal
a goly6 0.5 valdsziniiséggel megy balra, 0.5 valdsziniiséggel megy jobbra.
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1. abra. Galton deszka

0. kapu
1. kapu
2. kapu
3. kapu
4. kapu

Start pont

0. szint
1. szint

Alepronal 2. szint

ésa

szamozott cellak 3. szint

4. szint

10. szint

i

2. abra. Galton deszka: szintek 0-tol 10-ig és a kapuk a 4. szinten




3. dbra. Egy lehetséges pdlya mentén tobbszor is odarajzoltuk a golyot

Két fontos kérdéskor:

e Vajon milyen eséllyel gurul a goly6 a lehetséges palydk valamelyikén?

e A végén az alapvonalon milyen eséllyel kot ki az egyes celldkban?
Kissé tavoli és merész hasonlat, de elgondolkodtaté:

e Vajon — az életem egy véletlennel t(izdelt szakaszdn — merre sodor a sors?

e Hova sodor a sors, hol kotok ki a végén?

Amikor On, Kedves Olvasé, a valészintiségszamitast kezdSként tanulja, akkor el8szor ilyen "goly6-sorsokat”
kell érdeklddéssel tanulmanyoznia: hogy alakul a legurulé goly6 sorsa? Ha ezt nem taldlja elég izgalmasnak,
akkor fme a vigasz: megfelel6 mennyiségli és mindségti tanulds 4rdn el lehet jutni sokkal dsszetettebb, és emiatt
izgalmasabb, életszer{ibb prolémékhoz.

A legurulé golyé pélydjat azzal jellemezziik, hogy minden egyes szinttel kapcsolatban (a legalsé szinttél —
természetesen — eltekintve) megmondjuk, hogy a goly6 balra vagy jobbra hagyja el a szintet. Az dbran lathat6
palya a balra (B) ésjobbra (J) Iépések alabbi sorozataval jellemezhetd:

B B J J B B J J J J

Szamlalasi feladatok:

23. Hany lehetséges palya van

(a) a start pont és az alapvonal (10. szint) k6zott?
(b) astart pont és a 4. szint kozott?

(c) a4. szint 2. kapuja (mint dj start pont) és az alapvonal (10. szint) k6zott?
24. Hany pélya fut a start pont és

(a) az alapvonal O -ik celldja kozott?

(b) az alapvonal 1 -s6 celldja kozott?



25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

(c) az alapvonal 2 -ik celldja kozott?
(d) az alapvonal 6 -ik celldja kozott?

(e) az alapvonal k -ik celldja k6zott?
Hany olyan pélya van, mely a start pontbdl indul és

(a) atmegy a 4. szint 1. kapujan?
(b) atmegy a 4. szint 2. kapujan?

(c) atmegy az i-ik szint j-ik kapujan?
Hany olyan pélya van, mely

(a) atmegy a 4. szint 1. kapujan és az alapvonalon a 3. celldba fut?
(b) 4tmegy a 4. szint 1. kapujan és az alapvonalon a 4. celldba fut?
(c) atmegy a 4. szint ¢ -ik kapujan és az alapvonalon a j -ik celldba fut?
(d) atmegy a k-ik szint ¢ -ik kapujan és az alapvonalon a j -ik celldba fut?
Most képzeljiink el egy nagyobb Galton deszkat, aminek tobb szintje van: az alapvonala nem a 10. szint, hanem

az n -ik. Hany olyan pdlya van ebben a Galton deszkdban, mely dtmegy a k -ik szint ¢ -ik kapujan és az
alapvonalon a j -ik celldba fut?

Val6szintiségek szamoldsa:

Fogadjuk el, hogy a start pont és az alapvonal (10. szint) kozotti lehetséges palydk egyforma esélyliek. Eme
feltevés elfogaddsa utdn meghatirozanddk az aldbbi val6szintiségek: Mennyi a valdszinisége annak, hogy a
start pontbdl indulé golyé

(a) a 0 -ik celldba jut?
(b) az 1 -s6 celldba jut?
(c) a 2 -ik cellaba jut?
(d) a 6 -ik cellaba jut?
(e) a k -ik celldba jut?

Mennyi a valészinlisége annak, hogy a start pontbdl indulé goly6 atmegy
(a) a4. szint 1. kapujan?

(b) a4. szint 2. kapujan?
(c) az 17 -ik szint j -ik kapujan?
Mennyi a valészinfisége annak, hogy
(a) a4. szint 1. kapujabdl indulé golyé az alapvonalon a 3. celldba fut?
(b) a4. szint 1. kapujdbdl indulé goly6 az alapvonalon a 4. celldba fut?

(c) a4.szint ¢ -ik kapujabdl indul6 golyé az alapvonalon a j -ik celldba fut?

(d) a k -ik szint i -ik kapujabol indulé goly6 az alapvonalon a j -ik celldba fut?

Most képzeljiink el egy olyan Galton deszkét, aminek az alapvonala nem a 10. szint, hanem az n -ik. Mennyi a
val6szintisége annak, hogy a k-ik szint ¢ -ik kapujabol indulé golyé az alapvonalon a j -ik cellaba fut?



2. Diszkrét eloszlas

Az aldbbi 4 feladatban az ott definidlt valdszinliségi véaltozok eloszldsat adja meg tdblazattal!

Készitsen abrakat az eloszlasokrol Excellel!

Adja meg tdblazattal a bal- és jobb oldali eloszlasfiiggvényt!

Készitsen dbrakat az eloszlasfiiggvényekrdl is!

e Keresse meg az eloszldsok moduszat és medidnjat is! (A szamoldsokhoz haszndlhatja az Excelt.)

Adja meg az eloszldsokat matemaikai képlettel is!

Jo tanacs: Egy X val6sziniségi valtozo eloszlasanak meghatarozasa kissé Osszetett feladat: meg kell keresni a
valésziniiségi valtozd lehetséges értékeit, és minden lehetséges értékeknek meg kell hatdrozni a valdszintiségét. A
P(X = z) vagy P(X = k) (van amikor az x , van amikor a k& betfit szeretjilk haszndlni) 4ltaldnos képlet
megtaldldsa nehéz lehet. Ilyenkor érdemes 1épésrol 1épésre haladni:

e ElSszora P(X = 1) val6sziniiség értékére keressiik meg a valaszt egy numerikus képlettel, és ennek oriiliink.
e Ezutdna P(X = 2) valdsziniiség értékét adjuk meg egy numerikus képlettel, és ennek még jobban oriiliink.

e Most mdr nagyobb 6nbizalommal meriink belevdgni a P(X = 3) valdszintiség értékének meghatdrozasaba, és
—ha még ez is sikeriil, — akkor mar nagyon oriiliink.

e Es igy tovabb 1épésrdl 1épésre haladva egyre jobban kivildgosodik eléttiink, hogy mi a probléménak a Iényege,
és — j6 esetben — rajoviink még az altalanos képletre is!

Uccu neki, itt a lehet6ség a mdédszer gyakorldsara:

1. (a) Kétszabalyos érmével dobunk.
(b) Harom szabalyos érmével dobunk.
(c) Négy szabdlyos érmével dobunk.
(d) Ot szabélyos érmével dobunk.
(e) Tiz szabalyos érmével dobunk.

Mindegyik esetben a vizsgdlandé valészintiségi véltozd:
X = ahany fejet kapunk
2. (a) Addig dobunk egy szabalyos érmével, amig végre fejet kapunk.
(b) Addig dobunk egy szabdlyos érmével, amig mdsodszorra fejet kapunk.

(c) Addig dobunk egy szabalyos érmével, amig harmadszorra fejet kapunk.

Mindegyik esetben a vizsgdland6 valdszintiségi valtozo:

X = ahdny dobis kell ehhez

3. (a) Addig dobunk egy szabdlyos érmével, amig végre fejet kapunk.

(b) Addig dobunk szabdlyos érmével, amig méasodszorra fejet kapunk.



(c) Addig dobunk szabélyos érmével, amig harmadszorra fejet kapunk.

Mindegyik esetben a vizsgdlandé valésziniiségi véltozo:
X = ahdny irds ad6dik ekozben

(a) Addig dobunk egy szabdlyos dobdkockaval, amig végre hatost kapunk,
(b) Addig dobunk egy szabdlyos dobékockaval, amig masodszorra hatost kapunk,
(c) Addig dobunk egy szabélyos dobokockaval, amig harmadszorra hatost kapunk,

Mindegyik esetben a vizsgdland6 valdsziniiségi valtozo:

X = ahdny dobés kell ehhez

. 45 darab goly6 van egy dobozban. Koziiliik 10 darab piros, 15 darab kék, 20 darab fehér. Kivesziink
8 goly6t visszatevés nélkiil. Legyen X a pirosak, Y a kékek szdma a kihizottak kozott! Az (X;Y)
kétdimenzids valdszinliségi valtozo eloszlasa valahol kordbban megtaldlhaté ebben a jegyzetben.

(a) Keresse meg!

(b) Allitsa el6 Excellel ezt a tabldzatot!

(c) Adjamegaz X valdszinliségi valtozo eloszlasat képlettel, tdblazattal és grafikonnal!

(d) Adjamegaz Y valdszintiségi valtozoé eloszlasat képlettel, tablazattal és grafikonnal!
. 45 darab goly6 van egy dobozban. Koziilik 10 darab piros, 15 darab kék, 20 darab fehér. Kivesziink 8
golyot, de most nem visszatevés nélkiil, hanem visszatevéssel. Legyen X a pirosak, Y a kékek szdma a
kihuzottak kozott!

(a) Adjamegaz (X;Y) kétdimenziés valGsziniiségi véltozo eloszlasat képlettel is!

(b) Allitsa el Excellel az eloszlds tablazatat!

(c) Adjamegaz X valdszintiségi valtozo eloszlasat képlettel, tablazattal és grafikonnal!

(d) Adjamegaz Y valészintiségi valtozé eloszlasat képlettel, tdblazattal és grafikonnal!

. Az érmék tomegei:

érme 5Ft | 10Ft | 20 Ft | 50 Ft | 100 Ft | 200 Ft

tomeg(g) || 42 | 61 | 70 | 7.7 | 80 9.5

Téblazat: Ermék és tomegeik

Feltételezziik, hogy az érmék valdszinliségei ardnyosak a tomegeikkel. Hany darabot tegyiink be az egyes ér-
mékbdl egy kalapba, hogy a kalapbdl valé hiizaskor az 5 forintos érme legyen a legval6szintibb, aztdn a 10
forintos, és igy tovabb, a legkevésbé valdszintiszinti a 200 forintos legyen! Torekedjen arra, hogy minimalis
szamu érmével oldja meg a feladatot! A megolddsndl — ha gondolja — hasznéljon szamitogépet!

Az alabbi feladatok megolddsaban

e az Osszes eset felsorolasdhoz €s

e az eloszlas tagjainak meghatarozasanal a kedvez6 kimenetelek szamanak leszamlalasahoz
hasznalja az Excel!

. Két szabdlyos dobdkockaval dobunk. Ha a dobott szimok 0sszege kisebb 7 -nél, akkor X legyen a dobott
szamok minimuma, ellenkezd esetben X legyen a dobott szdmok maximuma. Hatdrozza meg X eloszlasat!
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Folytonos egyenletes eloszlas

. Egy varosban a metr$ szabdlyosan 5 percenként jir. Az én érkezési pillanatom a metrédllomdsra véletlenszer(.
Attol fugg, hogy hogyan ébredek, mennyi ideig vacakolok, hogyan tudok dtmenni a zebrakon, stb. Vegyiik a
vérakozdsi id6met egyenletes eloszldstinak 0 és 5 perc kozott! Mi a valdszintisége annak, hogy

(a) kevesebb, mint 3 percet kell varnom a metréra?

(b) tobb, mint 3 percet kell virnom a metréra?

(c) matematikai pontossaggal pontosan 3 percet kell virnom a metréra?
(d) kevesebb, mint x percet kell vdrnom a metréra,ha 0 < x <5 ?

(e) kevesebb, mint x percet kell virnom a metréra, ha x < 0 ?

(f) kevesebb, mint x percet kell vairnom a metréra, ha 5 < x ?

(g) matematikai pontossaggal pontosan z percet kell virnom a metréra?

. A reggeli buszom egyenletes eloszldsd idSpontban érkezik 7 : 30 és 7 : 40 kozott. Hanyra menjek oda a
megélldba, ha legaldbb 80% -os esélyt szeretnék arra, hogy elérjem?

. Egyenletes eloszlds szerint valasztunk egy szdmot a [—1;2] intervallumban. Jel6ljiik ezt X -szel. Mi annak a
valészintisége, hogy X2 < 0.5 ?

. Szimulélja Excellel az el6z6 feladatban szerepld X -et, és sok kisérlet kapcsan szamolja ki az ott szerepld
esemény relativ gyakorisagat! Ha mindent j6l csindlt, akkor a relativ gyakorisdgnak kozel kell lenni a valészi-
niséghez.

. Egy téglalapot gy szerkesztiink meg, hogy mindkét oldalanak hosszat egymdstol fiiggetleniil 0 és 10 cm
kozott egyenletes eloszlds szerint valasztjuk. Mi a valdszintisége annak, hogy
(a) atéglalap keriilete nagyobb 15 cm -nél?
(b) a teriilete kisebb 25 cm? -nél?
(c) atéglalap keriilete nagyobb 15 cm-nél, és a teriilete kisebb 25 cm? teriiletegységnél?
. Egy véletlen téglalapot ugy szerkesztiink meg, hogy mindkét oldaldnak hosszit egymastdl fiiggetleniil 0 és 1
kozott egyenletes eloszlds szerint valasztjuk. Mi a valdszintisége annak, hogy
(a) atéglalap keriilete kisebb = hosszegységnél, ahol 0 < x <4 ?
(b) ateriilete kisebb y teriiletegységnél, ahol 0 <y < 17?
(c) atéglalap keriiete kisebb = hosszegységnél, és a teriilete kisebb y teriiletegységnél?
. Egy nagy papirlapra 5 cm-enként parhuzamos egyeneseket hiizunk, majd egy 10 cm hosszu tiit magasrol a
papirra ejtiink. Mi a val6szintisége annak, hogy
(a) atli metszi valamelyik egyenest?
(b) atl két egyenest metsz?
. Bertrand-paradoxon (hires probléma!): Egyezziink meg abban, hogy a kor egy hurjat "hosszinak" nevezziik,
ha a hidrhoz tartozé kozépponti sz6g 120 fokndl nagyobb, vagyis a hir hosszabb, mint a korbe rajzolhaté
egyenl6oldald haromszog oldaldnak a hossza. Egységsugart kor esetén ez annyit jelent, hogy a hur hosszabb,

mint /3 egység. Mi a val6szinlisége annak, hogy a kor hdrjai koziil véletlenszertien vélasztva hosszd hir
adaddik, ha a véletlenszerti valasztds az alabbi modszerek egyikét jelenti?

(a) A kor egyik atmér6jét véletlenszerlen kivalasztjuk gy, hogy az 4tmérd irdnyat kijelold szog egyenletes
eloszlasu legyen 0 és 27 kozott, majd pedig a kivalasztott &tmérdn egyenletes eloszlds szerint valasztunk
egy pontot. Azt a hart tekintjiik, mely 4tmegy ezen a ponton, és merdleges az dtmérdre.
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10.

11.

12.

13.

14.

(b) A kor keriiletén egymastdl fiiggetleniil két pontot valasztunk egyenletes eloszlas szerint, és tekintjiik a két
pont altal meghatdrozott hurt.

(c) A korlapon egyenletes eloszlds szerint vdlasztunk egy pontot, és tekintjiik azt a hurt, aminek ez a pont a
felez6pontja.

A Buffon féle tii probléma dltaldnositdsai:

(a) Egy nagy papirlapra 10 cm-enként parhuzamos egyeneseket hizunk, majd egy 10 cm hosszu tiit
magasrdl a papirra ejtiink. Mi a valészinlisége annak, hogy

i. a tli metszi valamelyik egyenest?
ii. metszi valamelyik egyenest, és 30 fokndl kisebb szoget zar be az egyenessel?

(b) Egy nagy papirlapra 5 cm-enként parhuzamos egyeneseket hizunk, majd egy 10 cm hosszi tiit magasrél
a papirra ejtiink. Mi a valdszinfisége annak, hogy

1. atli metszi valamelyik egyenest?
ii. a tli két egyenest metsz?

(c) Egy nagy papirlapra 2 cm-enként pairhuzamos egyeneseket hizunk, majd egy 10 cm hosszu t{it magasrél
a papirra ejtiink. Mi a valdszintisége annak, hogy a ti pontosan k& darab egyenest metsz? (k > 0 egész)

(d) Egy nagy papirlapra négyzethdl6t szerkesztiink tigy, hogy 20 cm-enként parhuzamos piros egyeneseket
hizunk, majd az ezekre az egyenesekre merdlegesen szintén 20 cm-enként parhuzamos zold egyeneseket
hizunk. Ezutdn egy 10 cm hosszi tiit magasrdl a papirra ejtiink. Mi a val6szinlisége annak, hogy

i. atl piros és zold egyenest is metsz?
ii. a ti metszi valamelyik egyenest?

Extra feladat:

A kordbban tdlalt "Randevii probléma" folytatdsa. Jancsi és Juliska déli 12 o6ra és 1 Ora kozott — mint
feljebb leirtuk — randeviznak. Azonban a randevi menetébe és sikerébe nem csak a véletlen sz6l bele, mint
korabban, hanem Juliska apukdja is: az 1 6rds id6tartam alatt a fiatalok érkezésétol fiiggetleniil 6 is egyenletes
eloszlas szerint odatoppan a randevu helyszinére, és ha valamelyik fiatalt ott taldlja, akkor nagy pataliat csap, és
megakadalyozza a randevu 1étrejottét. Mi a valdszintisége, hogy a fiatalok randevija mégis 1étrejon?

Egy RND random szamot generdlunk. Mennyi a valészintisége annak, hogy

(2) RND < 0.75 ?
(b) RND > 0.45 ?
(c) 0.45 < RND < 0.75 ?

Egy RND random szdmot generdlunk. Mennyi a valészintisége annak, hogy
(a) RND? < 0.75?
(b) RND? > 0.45 ?
(c) 0.45 < RND? < 0.75?

Egy RND random szamot generdlunk. Mennyi a valészintisége annak, hogy

(a) VRND < 0.75?

(b) VRND > 0.45 ?

(¢) VRND < 0.75 ?
Egy RND random szamot generdlunk. Mennyi a valdszinlisége annak, hogy a tizedespont utani elsé tizedesje-
gye

(a) 3 -mal egyenl$?

(b) 3 -nél nagyobb?

11



(c) oszthat6 3 -mal?

15. Egy RND random szdmot generdlunk. Mennyi a valdszinlisége annak, hogy a tizedespont utdni masodik
tizedesjegye
(a) 3 -mal egyenl§?
(b) 3 -nél nagyobb?
(c) oszthaté 3 -mal?
16. Egy RND random szdmot generdlunk. Mennyi a valdsziniisége annak, hogy a tizedespont utdni elsd tizedesje-
gye 3 -mal egyenld, és a tizedespont utdni masodik tizedesjegye
(a) 4 -gyel egyenl6?
(b) 4 -nél nagyobb?
(c) oszthat6 4 -gyel?
17. Egy RND random szdmot generdlunk. Mennyi a valdsziniisége annak, hogy a tizedespont utdni elsd tizedesje-
gye 3 -ndl nagyobb, és a tizedespont utdni masodik tizedesjegye
(a) 4 -gyel egyenl6?
(b) 4 -nél nagyobb?
(c) oszthat6 4 -gyel?
18. Egy RND random szdmot generdlunk. Mennyi a valdszinlisége annak, hogy a tizedespont utdni elsé tizedesje-
gye oszthaté 3 -mal, és a tizedespont utdni masodik tizedesjegye
(a) 4 -gyel egyenl6?
(b) 4 -nél nagyobb?
(c) oszthat6 4 -gyel?

19. Két (fiiggetlen) random szdmot generdlunk: RND; , RND» . Mennyi a val6szintisége annak, hogy

(a) RND; + RND, < 0.75 ?

(b) RND; + RND, < 1.75 2

(c) 0.75 < RND; + RNDy < 1.75 ?
(d) RND; +RND; < 2 ?

(e) a < RND; + RND, < b ?

20. Két (fiiggetlen) random szamot generdlunk: RND; , RND> . Mennyi a val6sziniisége annak, hogy

(a) RND; - RNDs < 0.25 2

(b) RND; - RND, < 0.75 ?

(c) 0.25 < RND; - RNDy < 0.75 7
(d) RND; - RND, < 2 ?

(e) a < RND; -RND; < b?

21. Két (fiiggetlen) random szamot generdlunk: RND; , RND> . Mennyi a val6sziniisége annak, hogy

(a) RND; < RND3 ?
(b) RND; < 1 — RND2 ?
(c) RND; < RNDj ?
(d) RND; < RND% ?
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22. Két (fiiggetlen) random szamot generdlunk: RND; , RND, . Mennyi a valdszintisége annak, hogy

(a) RND; + RND2 < 0.75 ?

(b) RND; + RND2 < 1.75 ?

(c) 0.75 < RND; +RND2 < 1.75?
(d) RND; + RNDZ < 2 ?

(¢) @ < RND; +RND32 < b ?

23. Két (fiiggetlen) random szdmot generdlunk: RND; , RND; . Mennyi a valdszintisége annak, hogy
(a) RND, < RND? ?
(b) RNDy < /RND; ?
(c) RND? + RND3 < 17?

24. Két (fiiggetlen) random szamot generdlunk: RND; , RND> . Mennyi a val6sziniisége annak, hogy

(a) az 2> + RND; -z + RND, = 0 madsodfoki egyenlet gyokei valés szamok?
(b) az 2> + RND; - + RNDy = 0 mésodfoki egyenlet gyokei komplex szamok?
25. Két (fiiggetlen) random szamot generdlunk: RND; , RNDs . A nekik megfeleld két pont harom részre osztja a
[0;1] intervallumot. Mennyi a valészintisége annak, hogy
(a) akozépsd rész hosszabb, mint a masik két rész akarmelyike ?
(b) a kozépso rész hosszabb, mint a masik két rész egyiittesen ?

(c) ahdrom részbdl haromszoget lehet 6sszerakni, azaz mindegyik rész rovidebb, mint a masik két rész hossza-
inak az Osszege?
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4. Tovabbi miiveletek és szabalyok

1.

10.

(a) Mi a valészinlisége annak, hogy 10 szabdlyos dobdkockaval dobva a legnagyobb kapott szdm kisebb
vagy egyenld, mint 4, azaz mind a 10 kapott szam kisebb vagy egyenld, mint 4 ?

(b) Mi a valdszintisége annak, hogy 10 szabdlyos dobdkockdval dobva a legnagyobb kapott szdm kisebb
vagy egyenld, mint 3 ?

(c) Mi a valdszintisége annak, hogy 10 szabalyos dobdkockdval dobva a legnagyobb kapott szam 4 -gyel
egyenl6?

Ha egy szabdlyos dobokockat végtelen sokszor feldobndnk, akkor minden 7 -re értelmezhetd lenne az alabbi
esemény: "az elsé n dobds sordn nem dobunk hatost".

(a) Mennyi ennek az eseménynek a valdszintisége?

(b) Gy6z6djon meg réla, hogy ezek az események csokkend sorozatot alkotnak!

(c) Mit jelent ennek a végtelen sok eseményeknek a metszete?

(d) A fentiekbdl kiadédik annak az eseménynek a valdszintisége, hogy "a végtelen sok dobds sordn soha sem
dobunk 6 -ost". Rakja 6ssze fentiekbdl, hogy hogyan jon ez ki!

. Venn diagram segitségével igazolja az Osszegzési szabalyt két tetszGleges eseményre: ha A, B tetszleges

események, akkor
P(AUB) =P(A)+P(B) -P(ANB)

Venn diagram segitségével igazolja az Gsszegzési szabdlyt hdrom tetszbleges eseményre: ha A, B, C' tetsz6le-
ges események, akkor

P(AUBUC) =

P(A) +P(B) + P(C)
P(ANB)—PANC)—P(BNC)
+ P(ANBNCO)

. Hogyan nézhet ki az (X;Y’) kétdimenziés valészintiségi valtozo eloszlasa, hogy X és Y kozott fenndll a

@Y =20-X
b)Y =2X
© Y <20-X
d) Y = X2
) YV < X2

relacidk valamelyike?
Adjon meg olyan sikbeli egyenletes eloszldst, melynek vetiiletei egyik tengelyen sem egyenletes!
Adjon meg olyan sikbeli nem egyenletes eloszlast, melynek vetiilete mindkét tengelyen egyenletes!

Adjon meg két egymastdl kiilonbozd sikbeli eloszlast, melyeknek vetiiletei mindkét tengelyen megegyeznek!
(Tanulsag: egy sikbeli eloszlas vetiiletei nem hatdrozzdk meg a sikbeli eloszlast.)

Rajz segitségével gy6z6djon meg rdla, hogy az A, B események tnidjdnak a metszete egy C eseménnyel
ugyanaz, mint az A U C' metszete B U C -vel.

Rajz segitségével gy6z6djon meg réla, hogy az A, B események metszetének tnidja egy C eseménnyel
ugyanaz, mintaz AN C dnidja BN C -vel.
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5. Feltételes valoszintiség és eloszlas

L. téma: Feltételes valésziniiség

1. Egy szabdlyos dobdkockdval dobunk. Bardtom latja a dobas eredményét, de én nem. Mennyi a val6szintisége,
hogy 6 -ost dobtunk,
(a) ha bardtomtdl tudom, hogy pérosat dobtunk?
(b) Es ha azt tudom, hogy legaldbb 3 -ast dobtunk?
(c) Es ha azt tudom, hogy legfeljebb 5 -ost dobtunk?

2. Feldobunk két dobdokockat.

(a) Mi annak a val6szintisége, hogy legaldbb az egyik kockdn 2 -est dobunk?
(b) Mi annak a valésziniisége, hogy legaldbb az egyik kockdn 2 -est dobunk, ha mdr tudjuk, hogy a dobott
szamok Osszege 67

3. Tegyiik fel, hogy minden sziiletend6 gyermek azonos eséllyel lesz fid vagy lany. Tekinsiink egy véletlenszertien
vélasztott haromgyerekes csalddot. Ha megtudjuk, hogy a csalddban van fid, akkor mennyi annak a valészin(i-
sége, hogy

(a) pontosan egy fid van a csalddban?
(b) pontosan két fid van a csaladban?
(c) pontosan harom fid van a csalddban?

4. A baritommal snapszerozom. Ebben a jétékban 20 darab lap van, mind a négy szinbdl 5 . En is és bardtom is

kap 5 lapot.
(a) Mi a valdszintisége, hogy a baratomnak van zoldje?
(b) Mi a valdszintisége, hogy a bardtomnak van zoldje, ha nekem 3 z6ldem és 2 pirosam van?

5. Egy iskoldba 260 ember jar, 230 tanuld és 30 tandr. Egyszer egy influenzajarvany tort ki koztiik. Az orvos
az alabbi tablazatot készitette:

’ [ beteg | egészséges | dsszesen |
fid 50 60 110
fany 40 80 120
tandr 10 20 30
o0sszesen 100 160 260

Tablazat: Betegek, egészségesek szdma

(a) Véletlenszerien kihizunk egy kartont. Mi a val6szinfisége, hogy a karton
i. fiaé?
ii. betegé?
iii. beteg fiGé?
(b) Ha el6zetesen a fitk, ldnyok és tandrok kartonjait kiilon fikokba gytjtotték, én a lanyokébdl hiizok, mi a
valdszinlisége annak, hogy beteg lanyt hiztam?

(c) Az orvos szorgos asszistense egy kupacba kidobdlta a fiokokbdl az Osszes kartont, aki beteg volt. Ebbdl
véletlenszertien hizva egyet, mi a val6szintisége annak, hogy tandr az illet§?
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10.

11.

12.

13.

14.

(d) Ha kett6t hizok ugyanebbdl a beteg-kupacbdl egymads utdn, mi a valészinlisége, hogy az elsé fiu lesz, a
madsodik 1any? Es hogy mindkett6 fid lesz?

II. téma: Szorzasi szabaly

Egy urndban 3 piros, 5 fehér és 6 zold golyd van. Kihizunk koziilik 3 golyét. Mennyi a valdsziniisége,
hogy elsdre pirosat, masodikra fehéret, harmadikra z6ldet hizunk, ha hizas utdn a golydkat

(a) visszatessziik

(b) nem tessziik vissza?
Egy lakételepen csétanyirtast végeztek. Az elsd vegykezelés még a csétdnyok 60 %-at irtja ki, de utdna a
csotanyok egyre inkdbb immunissd védlnak, igy a masodszorra mér csak a 40 %, harmadszorra pedig csak a
20 %-uk pusztul el. Mi a valészintisége, hogy egy megjeldlt csétany

(a) atvészeli a teljes eljarast?

(b) az utolsé irtaskor pusztul el?

(c) tdléli a kezelést, ha az els6 kezelés utan még lattak élve?

Egy dobozban 16 alkatrész koziil 3 hibads. Mi a val6szintisége, hogy harom egymds utan kivett alkatrész
mikodSképes?

Egy valszamvizsgdan 30 tétel van. Ezek koziil 6 a nevezetes eloszlasokkal kapcsolatos. Az els6 két szébe-
liz6 hallgaté kihiz egy-egy tételt. Mivel visszatevéssel hiznak, hiizhatjdk mindketten ugyanazt is. Mi annak a
valészintisége, hogy

(a) csak az els6 hallgaté hiz nevezetes eloszldsos tételt?

(b) mindkét hallgaté ilyen tételt hiz?

(c) egyik sem hiz ilyen tételt?
Van két dobozunk. Az egyik dobozban 3 piros és 2 kék golyd van, a masikban 2 piros és 4 kék. Az els6
dobozbdl atrakunk egy golyo6t a masik dobozba, majd onnan atrakunk egyet az elsébe.

(a) Mi a val6sziniisége annak, hogy ezek utdn az elsé dobozban 3 piros goly6 lesz?

(b) Mi a valésziniisége annak, hogy az elsd goly6 piros és a masodik kék?

(c) Mi a valdszintisége annak, hogy az elsé goly6 piros volt, ha a masodik kék?
Van két dobozunk. Az egyik dobozban 3 piros és 2 kék golyd van, a masikban 2 piros és 4 kék. Az
els6é dobozbdl atrakunk egy golydét a mésik dobozba, majd onnan atrakunk egyet az els6be, majd az elsé do-

bozbdl ismét egyet a masikba. Taldljon ki olyan kérdéseket, melyek golydk szinével kapcsolatosak, és feltételes
val6szintiségekkel megvalaszolhatok!

II1. téma: Teljes valésziniiség tétele és Bayes tétel

Egy suli tanuldinak 80 %-a lany. Az elsé matekvizsgan édltalaban a lanyok 85 %-a, a fidk 90 %-a megy at. A
hallgatésagnak kb. hany szdzaléka megy at az els6 vizsgan?

Két szabédlyos dobokockaval dobunk, és megnézziik a dobott szdimok kiilonbségét (ami egy 0 és 5 kozotti
szam). Amennyi a dobott szdmok kiilonbsége, annyi szabalyos érmével dobunk. (Tehat az is lehet, hogy O darab
érmével dobunk.) Mi a valészintisége annak, hogy az érmékkel pontosan 4 fejet kapunk?

Els6 1€pés: harom tizforintos érmével dobunk, és megnézziik, hany fejet kapunk. Mdsodik 1épés: ahdny fejet
kaptunk az els6 1épésben, annyi hiszforintos érmével dobunk. Mi a valészinfisége annak, hogy a hiszforintos
érmékkel pontosan 2 fejet kapunk,

(a) ha nem tudjuk, hogy a tizforintos érmékkel mi jott ki?
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15.

16.

17.

18.

19.

(b) ha tudjuk, hogy a tizforintos érmékkel legaldbb 2 fejet kaptunk?

A ketyere gyarbanaz A, B és C gépsoron éllitjak el6 a ketyeréket. Az A gépsoron a ketyerék 25,a B -n
35,a C -n 40 %-at gyartjak. Az A gépsoron eldallitott ketyerék 5 %-a, a B gépsoron elballitottak 4 %-a, a
C -n gyértott ketyeréknek csak 2 %-a hibas. A hibdsakat félredobjak egy nagy kupacba. Ebbdl véletlenszertien
kiszedve egy ketyerét, mi a val6szintisége, hogy aztaz A, B ,illetve a C' gépsoron gyartottak?

Egy bindris csatorndna 0 jelet 1/3,az 1 jelet 2/3 val6szintiséggel adjdk le. Mivel az adést zajok zavarjék,
ha 0 -t adnak le, akkor 1/4 valdszintiséggel 1 érkezik, ha pedig 1 -et adnak le, 1/5 val6szindiséggel 0
érkezik.

(a) Mi a valdszintisége, hogy 1 -et kapunk?

(b) Kaptunk egy 0 -t. Mi a valészinlisége, hogy ezt 0 -ként is adtdk le?

Egy dobozban pénz érmék vannak. Az érmék tomegei:

érme SFt | 10Ft | 20Ft | S0Ft | 100 Ft | 200 Ft

tomeg (g) || 4.2 6.1 7.0 7.7 8.0 9.5

Tablazat: Az érmék tomegei

Feltételezziik, hogy huzaskor az érmék valdszintiségei ardnyosak a tomegeikkel. Hiromszor hizunk gy, hogy
az 5, 10, 20 és 50 forintos érméket visszatessziik, a 100 €és 200 forintos érméket nem. Mi a
val6szintisége annak, hogy

(a) a 3 -ik hizdsndl 100 vagy 200 forintos érmét hizunk?

(b) a 2 -ik huzdsndl 100 vagy 200 forintos érmét hiizunk, feltéve, hogy a 3 -ik hizdsndl 100 vagy 200

forintos érmét hizunk?

Ugyanaz a helyzet mint az el6z6 feladatban, de most — kezdetkor — minden érmébdl 3 -at tesziink a dobozba.
Most mi a val6szinlisége annak, hogy

(a) a 3 -ik huzasndl 100 vagy 200 forintos érmét hizunk?

(b) a 2 -ik huzdsndl 100 vagy 200 forintos érmét hizunk, feltéve, hogy a 3 -ik hizdsndl 100 vagy 200
forintos érmét hizunk?

17



6. Fiiggetlenség

1. Tegyiik fel, hogy az év egy bizonyos napjdn Budapesten, New York-ban és Tokioban minden nap egymdstol
figgetleniil esik az esé 0.6, 0.8, 0.5 valoszintiségekkel, illetve nem esik 0.4, 0.2, 0.5 val6szintiségekkel.
Es6zés szempontjabol a hdrom varosban 8 féle varidcid lehetséges. Sorolja fel ezt a 8 varidcidt, és mind a 8
varidconak adja meg a valésziniiségét!

2. (Az eldz6 feladat folytatdsa)

Hogyan egyszer(isodik az el6z6 feladatban a szamitds, ha az es6 val6szinlisége mindhdrom vérosban ugyan-
annyi?

3. (Példa pdaronként fiiggetlen, de Osszességében nem fiiggetlen eseményekre)
Egy 10 ésegy 20 forintos érmével dobunk. Tekintsiik az aldbbi eseményeket:
e A= a 10 forintos érme fejet ad
e B = a 20 forintos érme fejet ad

e (C = mindkét érmével irast dobok vagy mindkét érmével fejet dobok
A és B nyilvan fiiggetlenek egymastdl. Mutassuk meg, hogy

(a) A és C fuggetlenek.
(b) B és C fiiggetlenek.
(¢) A és B és C nem fiiggetlenek.

4. Egy piros és egy z6ld kockaval dobunk. Tekintsiik az alabbi eseményeket:

e A = adobott szimok Gsszege 7

e DB = legaldbb az egyik kockéan van hatos

e (' = mindkét kockaval paratlant dobok

e D = akét kockdval kiilonb6z6 szamokat dobok
e FE = azold kockaval 4-est dobok

Vilaszoljuk meg a kovetkezd kérdéseket:

(a) Fuggetlenek-e egymastol az A és C' események?
(b) Kizaréak-e az A és C' események?
(c) Mennyi a B esemény valOszintsége?

(d) Hogy viszonul egymashoz A és D ? Milyen kovetkeztetést vonhatunk le ebbdl a valdszintiségeikre
nézve? Es a fiiggetlenségekre nézve?

(e) Fiiggetlenek-e egymastdl az A és F események?
(f) Mindezek alapjan mutassunk példét olyan eseményekre, amelyek

i. figgetlenek, de nem kizaréak,
ii. kizar6ak, de nem fiiggetlenek.
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7. Sok fiiggetlen tag osszegének eloszlasa harang alakot 6lt

Az aldbbi szamolds feladatok megoldasahoz elénydsen lehet hasznalni az Excelt. Az Excel haszndlata akkor lenne
igazdn hasznossd, ha tdblazatok mérete 1ényegesen nagyobb lenne, mint a most kovetkezd feladatokban adott 5x4 -es
tablazatok.

1. Toltse ki az aldbbi tabldzatot nemnegativ szdmokkal dgy, hogy azok dsszege 1 legyen, és tekintsen a tdblazatra
ugy, mintha a tdbldzat egy kétdimenzids (X;Y') val6szintiségi valtozé sulyfiiggvényének a tdbldzata lenne.

Tablazat: Kétdimenzios eloszlds

(a) Adjameg X sulyfiiggvényének értékeit az alabbi tablazatban:

Tablazat: X eloszldsa

(b) Adjameg Y silyfiiggvényének értékeit az aldbbi tablazatban:

Tablazat: Y eloszldsa

2z n

A fiiggbleges helyzetti "4ll6" tablazatot természetesen "le lehet fektetni”, vizszintes helyzetbe:

Tablazat: Y eloszldsa

7 2

(c) Adjamega Z = X Y valdsziniiségi véltoz6 silyfiiggvényének értékeit egy megfeleld tdblazatban!

(d) Adjamega Z = X + Y valdszintiségi valtozo silyfiiggvényének értékeit egy megfelels tdblazatban!
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2. (Az 1. feladat folytatdsa.) Toltse ki az alabbi tablazatot ugy, hogy az x értékhez tartoz6 oszlopba az X = x
feltétel melletti feltételes sulyfiiggvény értékeit irja:

Tablazat: Feltételes silyfiiggvények (eloszldsok) az X = x feltételek mellett

3. (Az 1. feladat folytatdsa.) Toltse ki az alabbi tablazatot Ggy, hogy az y értékhez tartozé sorba az Y = y feltétel
melletti feltételes stlyfiiggvény értékeit irja:

0 1 2 3 4 T

| | | | I
| | | | [
| | | | I
| | | | I
| | | | [

Tablazat: Feltételes silyfiiggvények (eloszldsok) az Y = y feltételek mellett

4. Toltse ki a

Tablazat: X silyfiiggvénye

tablazatot pozitiv szamokkal tigy, hogy az Osszegiik 1 legyen, és tekintsen a tdbldzatra Ggy, mintha a tablazat

/////

Toltse ki a

Tablazat: Y feltételes siilyfiiggvényei X = x feltételek mellett
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tablazat minden oszlopat pozitiv szamokkal ugy, hogy minden oszlopban az 6sszegiik 1 legyen, és tekintsen a
tdbldzatra igy, mintha a tdbldzat minden oszlopa egy Y valdsziniiségi véltozé X = x feltétel melletti feltételes
sulyfiiggvényének a tdbldzata lenne.

A felvett tdbldzatokra épitve hatdrozza meg az (X,Y") valészintiségi véltozo silyfiiggvényének a tédblazatat:

Tablazat: Kétdimenzios eloszlds

5. Toltse ki az alabbi két tablazatot pozitiv szdmokkal tgy, hogy mindkét tdbldzatban 1 legyen az Osszeg:

Tablazat: Mdsik eloszlds

Hatarozza meg a két eloszlas

(a) direktszorzatat

(b) konvoliciéjat!

6. Toltse ki az aldbbi tdbldzatokat pozitiv szdmokkal gy, hogy minden tdbldzatban 1 legyen az 6sszeg:

1. tdblazat: az X valdszin(iségi valtozé sulyfiiggvénye (eloszldsa):

Tablazat: X silyfiiggvénye (eloszldsa)

2. tablazat: az Y valGsziniiségi valtozo sulyfiiggvénye (eloszldsa) az X = 0 feltétel mellett:
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Tablazat: Y silyfiiggvénye (eloszldsa) az X = 0 feltétel mellett

3. tdblazat: az Y valdészintiségi valtozo sulyfiiggvénye (eloszldsa) az X = 1 feltétel mellett:

!0\1\2\3\\11}

Tablazat: Y silyfiiggvénye (eloszldsa) az X = 1 feltétel mellett

4. tablazat: az Y valdszintiségi valtozo silyfiiggvénye (eloszldsa) az X = 2 feltétel mellett:

|
| | | | L]

Téblazat: Y sulyfiiggvénye (eloszldsa) az X = 2 feltétel mellett

5. tébldzat: az Y valdszinliségi valtozoé sulyfiiggvénye (eloszlasa) az X = 3 feltétel mellett:

|
| | | | [

Téblazat: Y sulyfiiggvénye (eloszldsa) az X = 3 feltétel mellett

6. tdbldzat: az Y valdszinfiségi valtozo6 sulyfiiggvénye (eloszldsa) az X = 4 feltétel mellett:

|
| | | | [

Téblazat: Y sulyfiiggvénye (eloszldsa) az X = 4 feltétel mellett

Hatdrozza meg az Y valdszinfiségi valtoz6 silyfiiggvényét (eloszlasat) tgy, hogy veszi a 2., 3., 4., 5., 6. tdbl4-
zatban adott silyfiiggvények (eloszlasok) keverékét az 1. tablazatban adott sulyfiiggvény (eloszlas) szerint!
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8. Altalanos formulak kétdimenzios eloszlasokkal kapcsolatban
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9.

1.

(o]

Vegyes feladatok eseményekre, valosziniiségekre

Egy pakli francia kartyat (azaz 52 lapot, melyek kozott 4 4sz van) véletlenszer(ien négy jatékosnak osztunk ki
ugy, hogy mindenki kap 13 -13 lapot. Mi a valdsziniisége, hogy mindenkinek jutott 4sz?

Egy diak harom zardvizsgdjara késziil. Az els juniusban lesz, és ezen 90%-os eséllyel megy at. Ha ezen atment,
akkor juliusban prébdlhatja meg a masodik vizsgat, amely 80 % eséllyel lesz sikeres. Ha ezen is atment, akkor
szeptemberben megy a harmadik vizsgara, ahol mar csak 70% eséllyel megy 4t. Ellenben ha barmelyik vizsgija
sikertelen, akkor csak egy év miilva lehet djra prébélkozni
(a) Mi a valdszintisége annak, hogy az elsé évben dtmegy mindhdrom vizsgan?
(b) Feltéve, hogy nem sikeriilt az elsd évben letenni a vizsgakat, mi a valdszintisége, hogy a masodik vizsgdja
volt sikertelen?

. z A dobdkockénak 4 piros és 2 fehér oldala van, a B kockéanak pedig 2 piros és 4 fehér. E16szor feldobunk egy
szabalyos érmét. Ha fej, akkor a tovdbbiakban mindig az A kockaval jatszunk; ha {rds, akkor pedig mindig a B
kockaval.

(a) Mutassa meg, hogy a piros dobdsanak valdszinlisége mindig %

(b) Ha az els6 két dobds piros, mi a valdszintisége, hogy a harmadik is piros?

(c) Ha az els6 harom dobas piros, akkor mi a valészinlisége, hogy az A kockat haszndljuk? (Csak a kocka
fels lapjat latjuk, a kocka tobbi oldalat nem.)

Egy dobozban 4 cédula van, hdrom piros és egy kék. Kihizunk egy cédulét, majd visszatessziikk még hdrom
ugyanolyan szinfivel egyiitt. Ezutdn ismét hizunk egy céduldt. Mi a valészinlisége annak, hogy

(a) egyforma szinti céduldkat hizunk?

(b) pirosakat hizunk, feltéve, hogy egyforma szinfi céduldkat hiizunk?
Informacidink szerint az A céggel kotott iizleteink 60%-a, a B céggel kotott iizletek 70%-a bizonyul kedvezd-
nek. KettGjiik koziil a hamarabb jelentkezd céggel rogton két iizletet is kotiink. Feltehets, hogy 1/2 val6szind-
séggel jelentkezik hamarabb A B -nél, és forditva. Mi a valészintisége, hogy

(a) az elsd iizletkotés kedvezd lesz?

(b) mindkét iizletk6tés javunkra valik?

(c) lesz koztiik rossz és j6 iizlet is?
Ping-pongban az a nyertes, aki elébb éri el a 11 pontot, de legaldbb 2 pont kiilonbség kell a nyeréshez (11 -
10 -nél folytatjdk két pont kiilonbségig). Egy versenyen csak a nyertes kap pénzjutalmat: 1.000.000 Ft-ot. Két

azonos képességii jatékosndl a dont6 szettben 10 — 9 -es dllasndl dramsziinet lesz, nem lehet folytatni. Mi az
igazsdgos osztozkodds a pénzen?

(a) Minden héten egy szelvénnyel jatszunk az 6tos lottén. Hany hétig kell ezt megtenniink, hogy legaldbb %
valészintiséggel legyen legaldbb kettes taldlatunk?

(b) Mi a valészintisége, hogy egy adott héten legalabb kettes taldlatunk lesz, ha két fiiggetleniil kitoltott szel-
vénnyel jatszunk?

(c) Mi avalédszintisége, hogy egy adott héten legalabb kettes taldlatunk lesz, ha két olyan szelvénnyel jatszunk,
amelyeken nincsen egyforma szdm? (Segitség: A 90 szamot ossza haromfelé: 5+5 szdm van a szelvénye-
ken, 80 szadm pedig nincs egyiken sem.)

. Egy dobdkockét az els6 hatosig, egy érmét az elsd fejig dobalunk. Mi a valdszintisége annak, hogy

(a) akockaval pontosan annyit kell dobnunk, mint az érmével?

(b) a kockaval tobbet kell dobnunk, mint az érmével?

24



9. Kertemben 5 fehér és 7 barna tyikot tartok. A fehér tyukok dtlagosan 3 naponként, a barndk 4 naponként tojnak

egy-egy tojast.

(a) Mi a valésziniisége annak, hogy tyukjaim 24 6ra alatt egyiittesen is csak egyetlen tojast produkalnak?
Ma reggel a 12 tytikbdl 2 beszokott az iires nyulketrecbe, és rdjuk zarddott az ajtd. Mi a valdszinlisége
annak, hogy

(b) mindkét tytk barna volt?

(c) az egyik fehér, a masik barna volt?

(d) holnap reggel a nyulketrecben tojas lesz?

(e) akét tyuk egyike fehér, feltéve, hogy a ketrecben nem taldlok tojast?

(f) akét tyuk egyike fehér, feltéve, hogy a mdsik barna, és a ketrecben nem taldlok tojast?

10. (Kapkodo utazo.) Egy utazé az irdasztaldban, a nyolc fidk egyikében hagyta az ttlevelét. Miel6tt a repiil6térre

11.

indulna, kapkodva prébélja megtaldlni. A kapkodas miatt 0, 1 valészintiséggel akkor sem veszi észre az utlevelet,
ha az éppen megnézett fickban van.

(a) Mi a valdszintisége, hogy nem taldlja meg az elsé 5 fikban?
(b) Ha nem taldlta meg az els6 5 fickban, mi a valdsziniisége, hogy az ttlevél nem is volt ezekben?

(c) Ha nem taldlta meg az els6 5 fiokban, mi a valészintisége, hogy a hatralévé fidkokban megtalalja?

Szimmetrikus bolyongas: Egy bolha csiicsiil a szdmegyenes egyik pontjan (példaul az origén), majd elkezd
ugralni. Ugrdsainak eredményeként 0ssze-vissza mozog, bolyong a szimegyenesen. Az elsd ugras kezdetének
a pillanatat nevezziik 0 id6pillanatnak. Id6egységenként, mondjuk méasodpercenként ugik: 0.5 valészintiséggel
balra, 0.5 valdszinliséggel jobbra. Minden ugras nagysiga 1 hosszegység. Az elsé ugrasaval a —1 vagy a +1
pontba jut. Akér ide, akdr oda jutott, megint egységnyit ugik 0.5 valdszintiséggel balra, 0.5 valészintiséggel
jobbra. A méasodik ugrdsdval a —2 vagy a 0 vagy a +2 pontba jut. Aztdn megint ugrik, megint ugrik, 6sszesen
10 ugrast végez, mindig 0.5 valdszintiséggel balra, 0.5 valdsziniiséggel jobbra. A 10 ugrassal a —10 vagy a
—8 vagy a —6 vagy a... +10 pontok valamelyikébe jut. Nyilvanval6, hogy a pdratlan szamok itt ki vannak
zérva, hiszen 10 ugrdssal nem lehet példdul a +1 pontba jutni.

Természetesen tekinthetnénk a bolyongédst a [0; 10] idGintervallum helyett az dltaldnosabb [ng; n] vagy
[ng; +oo] idGintervallumokon is. Itt most az egyszeriiség kedvéérta [0; 10] , illetve az [ng; 10] idGinter-
vallumokra szoritkozunk.

A bolha palydjat azzal jellemezziik, hogy minden (egész) id6pillanatban megmondjuk, hogy hol van. Az dbran az
id6t a vizszintes tengelyen vettiik fel. A szimegyenest, ahol a bolha ugrdl, fiiggéleges tengelyenként dbrazoljuk.
Ezért amikor a bolha a szdmegyenesen balra ugrik, az dbran ez lefelé 1épésnek, ereszkedésnek felel meg. A
jobbra ugras pedig felfelé 1épésnek, emelkedésnek. Az dbrdn ldthat palya annak felel meg, hogy a bolha az
origébdl indul, és az alabbi ugrdsokat teszi:

J B J J B B B J J J
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12.

13.

14.

15.

[y
o

R R I N R T S T R T B R -Y

N
(=]

4. dbra. A bolha egy lehetséges pdlydja

Mivel a mi bolhdnk egyforma esélyekkel ugrik balra vagy jobbra, a bolyongdast szimmetrikusnak nevezziik. Ami-
kor balra vagy jobbra ugras kiilon6z6 valészintiségekkel torténik, akkor asszimetrikus bolyongésrél beszéliink.
Sok mas éltaldnositas is lehetséges, melyekkel a valdszintiségszamitds magasabb szintjén vagy a sztochasztikus
folyamatok elméletében foglalkoznak.

Szamlalasi feladatok:
Hany lehetséges palydja van a bolhdnak
(a) a [0; 10] idGintervallum alatt, ha a 0 idGpillanatban a 0 pontbdl indul?

(b) a [0; 4] idGintervallum alatt, ha a 0 idGpillanatban a O pontbdl indul?
(c) a [4; 10] idGintervallum alatt, ha a 4 idGpillanatban a 2 pontbdl indul?

Hény olyan pélya futa [0; 10] idGintervallum alatt, mely a 10 idpillanatban

(a) a —10 pontban végzodik?
(b) a —2 pontban végzddik?
(c) a 0 pontban végzddik?
(d) a k pontban végzddik?

Hény olyan pélya futa [0; 4] idSintervallum alatt, mely a 4 idGpillanatban

(a) a —4 pontban végzddik?
(b) a —2 pontban végzddik?
(c) a 0 pontban végzddik?
(d) a k pontban végzddik?

Hény olyan pélya van, hogy a bolha a
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16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

(a) 4. pillanatban a 2 pontban van és a 10. pillanatban a 6 pontba fut be?
(b) 4. pillanatban a ¢ pontban van és a 10. pillanatban a j pontba fut be?

(c) k-ik pillanatban a ¢ pontban van és a 10. pillanatban a j pontba fut be?

Most képzeljiik el a [k; n] idGintervallumhoz tartozé bolyongast! Hany olyan pdlya van ebben a bolyongés-
ban, ami a k id6pillanatban az 7 pontbdl indul, és az n-ik id6pillanatban a j pontba fut be?

Most képzeljiik el a [0; n] idGintervallumhoz tartozé bolyongést! Hany olyan palya van ebben a bolyongés-
ban, ami a k idGpillanatban az ¢ pontban van, és az n-ik idopillanatban a j pontba fut be?
Valészintiségek szdmoldsa:
Mennyi a valészintisége annak, hogy a 0 id6pillanatban a O pontbdl indulé bolha a 10. id6pillanatban
(a) a —10 pontba jut?
(b) a —2 pontba jut?

(c) a 0 pontba jut?
(d) a k pontba jut?

Mennyi a valdszintisége annak, hogy a 0 id6pillanatban a 0 pontbdl indulé bolha a 4. id6pillanatban

(a) a —4 pontba jut?
(b) a —2 pontba jut?
(c) a 0 pontba jut?
(d) a k pontba jut?

Mennyi a valészinfisége annak, hogy

(a) a4.idopillanatban a 2 pontbdl indulé bolha a 6 pontba fut be?
(b) a4.iddpillanatban az ¢ pontbdl induld bolha a j pontba fut be?
(c) a k-ik id6pillanatban az ¢ pontbdl indulé bolha a j pontba fut be?

Most képzeljiik el a [k; n] idGintervallumhoz tartozé bolyongést! Hany olyan pdlya van ebben a bolyongés-
ban, ami a k id6pillanatban az 7 pontbdl indul, és az n-ik id6pillanatban a j pontba fut be?

Most képzeljiik el a [0; n] idGintervallumhoz tartozé bolyongést! Hany olyan palya van ebben a bolyongés-
ban, ami a k id6pillanatban az ¢ pontban van, és az n-ik id6pillanatban a j pontba fut be?

JON MAJD IDE
Tiikrozési elv
Elsé elérés

Ki nyer a végén? Ismertebb néven: a tonkremenés probléméja
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Tisztelt Hallgatok!

Kérem, hogy a jegyzetben talalt hibakat a vetier @math.bme.hu email cimen jelezzék nekem. A levél targya legyen:
Hibat talaltam. Egy hatékony médszer a hibdk rogzitésére, ha valaki a szdmitégépen olvassa a jegyzetet:

e nyom egy PRINT SCREEN-t

e behivja a PAINT programot

e nyom egy PASTE (ctrl-V) utasitast

e pirossal bekarikdzza a hibét, esetleg valamit oda ir

o clmenti a JPG f4jlt, a f4jl neve legyen a hiba helyének az oldalszdma, vagy a nevében legyen benne az oldalszam
e a JPG f4jlokat csatolt fajlként a fent megadott cimre

Természetesen minden mas mdédszerrel kiildott hibajelzést is koszonok.

Az "Extra feladat", "Extra tananyag" cimkékkel megjelolt feladatok és anyagrészek nem részei a kotelez6 vizsga
anyagéanak. Ezeket a vizsgdkon nem kérdezziik. Viszont ha valaki az "Extra feladat", "Extra tananyag" cimkékkel
megjelolt feladatokbdl és anyagrészekbdl

e Osszesen 20 oldalnyi mennyiséget sz€pen, okosan megtanult, és
e a honlapon megadott hatarid6ig szdndékét emailben jelzi, és

e a szbébeli beszamolo elején frasban bemutatja, hogy mik azok az anyagrészek, melyekbdl 6sszedll az § extra 20
oldala, és

e utdna a vizsgaztaté dltal a deklardlt anyagbdl feltett kérdésekre sz€pen, okosan vélaszol, akkor

a vizsgdn madr elért a kozepes (3) vagy a j6 (4) osztdlyzatit egy jeggyel javithatja.
A "szépen, okosan" itt azt jelenti, hogy tényleg érti a dolgokat, nem csupén visszamondja az olvasottakat.

Nem iMSC hallgatok részére a kiildendd email cimzettje: vetier49 @gmail.com, targya: Beszamolé Extra tananyag-
bol.

iMSc hallgaték a jegy javitdsan til iMSc extra pontokat szerezhetnek, ha a megtanult anyag mennyisége 30 oldal.
Résziikre a kiildend$ email cimzettje: ferenczi @math.bme.hu, tirgya: Beszamol6 Extra tananyaghol.
Eredményes, 6romteli, j6 tanuldst kivdnok! Udvozlettel,

2018. augusztunovember 29.

Vetier Andras



1. Nevezetes eloszlasok

1. A tanult nevezetes eloszlasok koziil melyik illik legjobban az aldbbi valdszintiségi valtozok modellezésére?

e Nevezze meg eloszlast!

e Indokolja meg az eloszlas jogossagat!

e Ha lehet, adja meg az eloszlds paramétereinek numerikus értékét!

e Ha nem lehet, magyardzza el, milyen adatokra, mérési eredményekre lenne sziikség a paraméterek meg-
addsdhoz!

Ime a valdszindségi valtozok:

(a) Egy érmét 15-szor feldobunk, és megnézziik, hogy hinyszor kapunk fejet.

(b) Egy érmét 15-szor feldobunk, és megnézziik, hogy hianyszor kapunk {rést.

(c) Két érmét 15-szor feldobunk, és megnézziik, hogy hanyszor kapunk dupla fejet.

(d) Két érmét 15-szor feldobunk, és megnézziik, hogy hanyszor kapunk legaldbb egy fejet.

(e) Egy dobdkockat 15-szor feldobunk, é€s megnézziik, hogy hanyszor kapunk hatost.

(f) Addig dobunk egy szabdlyos érmével, amig végre fejet kapunk, és megfigyeljiik, hany dobds kell ehhez.

(g) Addig dobunk egy szabdlyos érmével, amig masodszorra fejet kapunk, és megfigyeljiik, hdny dobds kell
ehhez.

(h) Addig dobunk két szabalyos érmével, amig harmadszorra kapunk dupla fejet, és megfigyeljiik, hany dobas
kell ehhez.

(i) Addig dobunk egy szabalyos dobdkockaval, amig végre hatost kapunk, és megfigyeljiik, hogy hany dobas
kellett ehhez.

(j) Addig dobunk egy szabalyos dobdkockaval, amig masodszorra hatost kapunk, és megfigyeljiik, hogy hany
dobas kellett ehhez.

(k) Addig dobunk egy szabalyos dobékockdval, amig harmadszorra hatost kapunk, és megfigyeljiik, hogy
el6tte hanyszor dobtunk hattél kiilonb6zé szamot.

(1) Ahanyadik aut6 felvesz, amikor kidllok az orszagitra (mert autéstoppal akarok utazni).
(m) Ahény aut6 elmegy 10 perc alatt.

(n) Ahdnyadik aut6 a harmadik piros.

(o) Ahany pétkocsi nélkiili elmegy az els6 potkocsis elbtt.

(p) Ahany pdétkocsi nélkiili elmegy az 6tddik pétkocsis eldtt.

(q) Ahany kocsi megéll az els6 10 odaérkezd kocsi koziil.

(r) Ahény kocsi jon 5 perc alatt.

(s) Ahany kocsi jon 10 perc alatt.

(t) Ahdny kocsi megdll 10 perc alatt.

(u) Ahdny kocsi elmegy, miel6tt az elsé megall.

(v) Ahényadik az a kocsi, amelyik masodiknak megall.

(w) Ahény kocsi elmegy, miel6tt a masodik megall.

(x) Ahany kocsi elmegy, mielStt a harmadik megall.

2. Feltéve, hogy egy 100 tagu tarsasagban 40 balkezes van, adjuk meg annak a valészintiségét, hogy 10 véletlen-

szer(ien kivalasztott ember kozott

(a) pontosan 3 balkezes van.

(b) pontosan x balkezes van.



. Feltéve, hogy egy orszdgban a balkezesek ardnya kb. 40%, adjuk meg annak a valdszintiségét, hogy 10 véletlen-
szerlien kivalasztott ember kozott

(a) pontosan 3 balkezes van.

(b) pontosan x balkezes van.
. Egy gyarban futészalag szdllitja az alkatrészeket. A futdszalag ledll, ha selejtes termék érkezik. A termékek
2%-a selejtes. Mi az eloszldsa annak a valdszintiségi véaltozénak, ami azt szdmolja, hogy

(a) hanyszor allt le a szalag az n -edik termékig (6t is beleértve)?

(b) hany terméket gyartott a gép az n -edik ledllasig?

(c) hany terméket széllitott két ledllas kozott?

(d) hany ledllds tortént egymds utdn anélkiil, hogy egyetlen jo termék is keletkezett volna?
. Egy forgalmas orszdgitszakaszon, ahol mdskor is szoktak radarozni, figyelik, hogy 5 perc alatt hdny auté 1é-
pi 4t a megengedett sebességhatart. Tapasztalat szerint kb. ugyanolyan valdszinti, hogy lesz ilyen aut6, mint

az, hogy nem lesz. Mennyi a val6szintisége, hogy az 5 perc alatt pontosan harom auté 1€pi 4t a megengedett
sebességhatart?

. Egy osztdlyban 22 tanul6 van. Egy 6rdra 8-an nem késziiltek, és 7-en felelnek. Adjuk meg a késziiletlen felelok
szdmanak eloszldsat! Mennyi a valészinlisége, hogy pontosan 2 késziiletlen feleld lesz?

. 100 kulcs koziil 2 nyitja az eldttiink 1€vé ajtét. A kiprébalt kulcsokat félretessziik. Mi a valdszindsége, hogy
legfeljebb 50 prébélkozasbdl bejutunk? Es mi a valészintisége, hogy pontosan n prébalkozdsbdl jutunk be?

. Tegyiik fel, hogy hétkbznaponként Pesten 0.4, Buddn 0.7 annak a valdsziniisége, hogy nem torténik stlyos
baleset. Mi a valdszintisége annak, hogy

(a) Pesten pontosan 1 baleset torténik?

(b) Budan pontosan 1 baleset torténik?

(c) Budapesten pontosan 1 baleset torténik?



2. Mé6dusz megkeresése

1. Vezesse le a hipergeometrikus eloszlds méduszira fentebb megadott képletet!
2. Vezesse le a negativ binomidlis eloszlds méduszara fentebb megadott képletet!

3. Tegyiik fel, hogy valaki azzal szérakozik, hogy mindenkivel, akivel 6sszefut, megkérdezi, hogy mikor van a
sziiletésnapja. (Az év nem szamit, csak a honap, nap. Szokéévektol eltekintiink. Feltételezziik, hogy minden
megkérdezett ember a tobbitdl fiiggetleniil egyforma eséllyel mondja sziiletésnapjaként az év 365 napjat.) Em-
beriink izgul, hogy hdnyadik embernél addédik az els6 olyan helyzet, hogy a megkérdezett ember sziiletésnapja
egybeesik egy olyan sziiletésnappal, amit mar valaki mondott kordbban: vajon hanyadok kérdezésnél kovetkezik
ez be? Hatdrozza meg ennek a val6sziniiségi valtozénak

(a) alehetséges értékeit!
(b) sulyfiiggvényét!
(c¢) moéduszat!
4. Tegyiik fel, hogy egy X valdszinliségi valtoz6 binomidlis eloszldst kovet, melynek paramétereit nem ismerjiik.

Azt azért tudjuk, hogy az n paraméter 10 és 15 kozott van, és azt is tudjuk, hogy X legvalészintibb értéke 5.
Adjon als6 és fels6 becslést az X = 6 esemény valészintiségére!

5. Sok éves tapasztalatok alapjan tudni lehet, hogy egy bizonyos orszdgban az a legvalésziniibb, hogy egy év alatt
3 harmasiker sziiletik. Adjon alsé és felsé becslést annak az eseménynek a valdszintiségére, hogy egy évben
nem sziiletnek harmasikrek!

6. Példa: Hanyadik embernél adédik eldszor sziiletésnap ismétlodés? Bardtom azzal szérakozik, hogy akivel
csak Osszefut, megkérdezi, mikor van a sziiletésnapja. (A sziiletés éve nem szamit, csak a honap és a nap.
Szokdévektol eltekintiink. Felteszziik, hogy minden kérdezésnél — a kordbbi valaszoktol fiiggetleniil — egyforma
eséllyel kaphatjuk sziiletésnapként az év 365 napjanak akarmelyikét.) Bardtom arra kivancsi, hogy hanyadik
kérdezésnél 4ll eld el6szor az a helyzet, hogy a megkérdezett ember sziiletésnapja egybeesik egy kordbban
mondott nappal. Ennek a val6szintiségi valtozonak

e alegkisebb lehetséges értéke 2 (ami akkor adddik, haa 2 -ik megkérdezett ember sziiletésnapja egybeesik
az elsd sziiletésnappal),

e a legnagyobb értéke pedig 366 (ami akkor adddik, ha a sors el6szor 365 olyan emberrel hozza 6ssze
baratomat, akik mind kiilonb6z6 napokon sziilettek).

Hatdrozza meg

(a) ajobboldali eloszlasfiiggvény képletét,
(b) asulyfiiggvény képletét,

(c) az eloszlas moduszat.



3. Szimulacio

1. Szimuléljon Excellel olyan valésziniiségi vdltozét, ami binomidlis eloszlast kovet

(@) n =5 és p = 0.4 paraméterekkel.
(b) n = 5 és vdltoztathatd p paraméterekkel.
(c) véltoztathaté n = 5 és p paraméterekkel.
2. Szimuléljon Excellel olyan val6szintiségi valtozo6t, ami optimista geometriai eloszlast kovet valtoztathaté p pa-
raméterrel.
(a) p =1/2 paraméterrel.
(b) p = 1/6 paraméterrel.
(c) valtoztathat6 p paraméterrel.

3. Szimuldljon Excellel olyan valészintiségi valtozdt, ami az aldbbi tdbldzattal megadot eloszlast koveti:

p(z) || 0.2 | 04 | 0.3 | 0.1

Tablazat: Numerikusan adott eloszlds

4. Szimulaljon Excellel olyan valészintiségi valtoz6t, ami az alabbi tdbldzattal megadot eloszldst koveti:

p(z) | 021040301

Téblazat: Eloszlds szabad paraméterekkel

ahol ko, k1, k2, k3 valtoztathaté paraméterek.

5. Szimuléljon Excellel olyan valdésziniiségi véaltozét, ami az alabbi tablazattal megadot eloszlast koveti:

p(x) || po | P1 | P2 | P3

Tablazat: Eloszlds szabad paraméterekkel

ahol ko, k1, k2, k3 és po, p1, D2, p3 valtoztathaté paraméterek.



4. Tomegpont rendszerek salypontja és tehetetlenségi nyomatéka



5. Egydimenzios adatrendszerek



6. Valoszintiségi valtozok és eloszlasok varhatoé értéke, variancidja, szérasa

1. Tegyiik fel, hogy egy normélt tdmeg eloszlds az [A; B] intervallumra koncentrdlédik. Hogy néz ki az eloszlds,
ha

(a) asulypontja a lehet6 leginkdbb balra helyzkedik el?
(b) astlypontja a lehetd leginkabb jobbra helyzkedik el?
(c) ha a tehetetlenségi nyomatéka a lehetd legnagyobb?

2. A

Tablazat: Eloszlds N.1

tdblazattal megadot eloszldsnak mennyi a

(a) varhato értéke?

(b) masodik momentuma?

(c) variancigja?

(d) szorasa?

(e) a 2.5 pontra vonatkozé masodik momentuma?

3.A

p(z) || 02 ]04]03]0.1

Téblazat: Eloszlds N.2

tdblazattal megadot eloszldsnak mennyi a

(a) varhato6 értéke?

(b) masodik momentuma?
(c) variancidja?

(d) szorasa?

(e) a 2.5 pontra vonatkoz6 masodik momentuma?

4. A



p(z) | 02104 ]03 |01

Tablazat: Eloszlds N.3

tablazattal megadot eloszldsnak mennyi a

(a) varhato értéke?

(b) masodik momentuma?
(c) variancigja?

(d) szorasa?

(e) a 2.5 pontra vonatkozé masodik momentuma?

5. A

Tablazat: Eloszlds N.4

tablazattal megadot eloszldsnak mennyi a

(a) varhato értéke?

(b) masodik momentuma?
(c) variancigja?

(d) szorasa?

(e) a 2.5 pontra vonatkoz6 masodik momentuma?
6. Tegyiik fel, hogy egy bizonyos orszdgban a csalddoknak kb.

e 15%-anak nincs gyereke

o 40%-anak 1 gyereke van

30%-4nak 2 gyereke van

10%-4nak 3 gyereke van
® 5%-4nak pedig 4

A 4 -nél tobbgyerekes csalddok olyan ritkdk, hogy ezzel a lehet6séggel nem foglalkozunk. Feltessziik, hogy
a kiilonbozd csalddokban a gyerekek szdma fiiggetlen egymadstol. Feltessziik, hogy minden gyerek a tobbit6l
fiiggetleniil 0.5 — 0.5 valdszintségggel sziiletik ldnynak vagy fitnak.

(a) Atlagosan hdny gyerek van egy-egy csalddban?
(b) Atlagosan hany lany-gyerek van egy-egy csalddban?
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(c) Atlagosan hany fii-gyerek van egy-egy csalddban?
(d) Ha egy csalddr6l annyit tudunk, hogy van benne gyerek, akkor a gyerekek szdmanak mi az eloszl4sa?

(e) A csalddi pétlékot az alabbi tdblazat szerint kapjak a csaladok:

gyerekek szdma 0 1 2 3 4

csaladi potlék (firying-ben) | 0 000 | 5 000 | 25 000 | 30 000 | 35 000

Téblazat: Csalddi potlék

Atlagosan hany fitying csaladi pétlékot kap egy-egy csalad?
(f) Atlagosan hany fitying csalddi pStlékot kapnak a gyerekes csalddok?

7. Egy dobozban pénzérmék vannak. Az érmék tomegei:

érme SFt | 10Ft | 20Ft | S0Ft | 100 Ft | 200 Ft

tomeg (g) || 4.2 6.1 7.0 7.7 8.0 9.5

Téblazat: Ermék tomegei
Feltételezziik, hogy huzaskor az érmék valdszintiségei ardnyosak a tomegeikkel. 1000 -szer hiizunk visszatevés-
sel. Kb. mennyi lesz a kihtizott érmék

o értkének

e sulydnak

az atlaga? (Ha esetleg kisérletekkel ellendrizni akarja szamitdsat, akkor azt ne igazi érmékkel, hanem szadmi-
togépes szimulacidval tegye! Az, hogy huzaskor az érmék valdszintiségei ardnyosak a tomegeikkel, csak egy
hipozézis volt. Egyéltalan nem biztos, hogy ezek a val6szintiségek megfelelnek a valésagnak.)

8. Taldlja meg az 4ltaldnos képletet egy valdszintiségi valtoz6 varhaté értékére, ha az eloszlasat nem a sulyfiigg-
vénnyel, hanem a lehetséges értékek sulyaival adjuk meg (melyek 6sszege dltaldban nem 1.)
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7. Nagy szamok torvényei

1. Egy dobozban 6 cédula van, rajtuk pedig a kovetkezd szamok:

(a)
(b)
()
(d)
(e)
()
(8
(h)
)
()
(k)
Q)
(m)
(n)
(0)

1,2, 3,4, 5, 6

1,2, 6, 6, 6, 6;

1,2, 2 3,3, 3

1,2, 2, 2, 2,6
1,1,1,2 2 3

11, 11, 11, 12, 12, 13;
21, 21, 21, 22, 22, 23;
21, 22, 22, 22, 22, 26;
210, 220, 220, 220, 220, 236
0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5, 0.6;
0.1, 0.2, 0.6, 0.6, 0.6, 0.6;
5.1, 5.2, 5.6, 5.6, 5.6, 5.6;
~1, -2, —3, —4, —5, —6;
~1, =2, =6, —6, —6, —6;
~1, -2, 2, 3, 3, 3.

A fenti esetek mindegyikében véletlenszer(ien hizunk a dobozbdl egy céduldt, és leolvassuk a rajta 1évS szamot.
Ezt a szamot jeloljiikk X -szel. Képzelje el (még jobb ha ténylegesen vagy szimuldcidéval meg is teszi), hogy
X -re sok kisérletet végez. A kisérletek szamat jelolje IV, a kisérleti eredményeket, amelyek véletlen szamok,
jelolje

X17X2a"'aXN
Becsiilje meg, hogy koriilbeliil mennyi lesz a kisérleti eredmények négyzetének atlaga, vagyis az

X2+ X2+, +X3
N

kifejezés értéke? (Az itt szerepld kifejezést az X, Xo, ..., Xy szdmok masodik momentumdanak nevez-
ziik. Az elméleti értéket, amit Onnek kell meghatdrozni, az X valészintiségi valtozé (avagy a valdszinliségi
véltozo eloszlasa) masodik momentumanak nevezziik.)
Becsiilje meg, hogy koriilbeliil mennyi lesz a kisérleti eredményeknek egy valamilyen konstanstdl, példaul
a 2.8-t6l valo eltérése négyzetének az atlaga, vagyis az

(X1 — 2.8)2 + (X2 — 2.8)2 +...+ (XN - 2.8)2
N

kifejezésnek az értéke? (Az itt szerepld kifejezést az X1, Xo, ..., Xy szdmoknak a 2.8 -re vonatkoz6 mé-
sodik momentumanak nevezziik. Az elméleti értéket, amit Onnek meg kell hatirozni, az X val6szinliségi
véltoz6 (avagy a valdsziniiségi valtozo eloszldsa) 2.8 -re vonatkoz6 masodik momentumanak nevezziik.)

Becsiilje meg,hogy koriilbeliil mennyi lesz a kisérleti eredményeknek az dtlagukra vonatkozé mésodik mo-
mentuma. Az elméleti értéket, amit Onnek meg kell hatdrozni, az X val6szintiségi véltozénak a vérhat6
értékre vonatkoz6 masodik momentumanak nevezziik. Ezt a mennyiséget variancidnak, avagy szorasnégy-
zetnek is hivjuk.

2. El8szor szamolja ki a
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p(z) | 02104 ]03 |01

Tablazat: Eloszlds N.5

eloszlas

(a) varhaté értékét
(b) masodik momentumat
(c) variancidjat

(d) szorasat

majd pedig szimuldljon olyan valészinliségi valtozoét, amely a megadott eloszldst koveti, csindljon sok kisérletet,
szdmolja ki a kisérleti eredmények

(a) atlagét

(b) masodik momentumat

(c) variancidjat

(d) szorasat

és gy6z6djon meg arrdl, hogy a kisérleti eredmények megfeleld jellemz6i az eloszlas megfeleld jellemzbihez
kozel vannak, a kisérletsorozat ismételgetésével azok koriil ingadoznak.
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8. Varhato6 érték, variancia, szoras altalanos tulajdonsagai

1. Egy dobozban két cédula van, rajtuk az 1, illetve a 2 szdmok. Visszatevéssel htizogatunk, és egy papirra mindig
felirjuk a kihtzott szdmot? Legyen X = ahdny hiz4s kell ahhoz, hogy a papirunkon mindkét szdm ott legyen.
Hatarozza meg X

(a) varhato értékét!

(b) szorasat!

2. Egy dobozban hdrom cédula van, rajtuk az 1, 2, illetve a 3 szdmok. Visszatevéssel hiizogatunk, és egy papirra
mindig felirjuk a kihdzott szdmot? Legyen X = ahdny hiizas kell ahhoz, hogy a papirunkon mind a hdrom szdm
ott legyen. Hatdrozza meg X

(a) varhato értékét!

(b) szorasat!

(Segitség: Az elsd huzassal kihdzunk valamit. Véletlentdl fiigg, hogy ezutan hany hizas kell ahhoz, hogy egy
ettdl kiilonboz6 szdmot hizzunk. Jeldlje a sziikséges hizdsok szdmat Y. Véletlentdl fiigg, hogy ezutdn hany
hizas kell ahhoz, hogy a mar kihuzott két szamtdl kiilonboz6 szamot hizzunk. Jeldlje a sziikséges huzasok
szamdt Z. Nem nehéz rajonni, hogy milyen eloszlast kdvet Y és Z, és hogy mennyi a varhat6 értékiik. Ha ezek
utan felhaszndlja a nyilvanvalé X = 1+ Y + Z tényt, megkapja kérdezett varhaté értéket.)

3. Egy dobozban 10 cédula van 1 -t&l 10 -ig szdmozva. Visszatevéssel hizogatunk, és egy papirra mindig felirjuk a
kihuzott szdmot? Legyen X = ahdny hizds kell ahhoz, hogy a papirunkon az 6sszes szadm ott legyen. Hatdrozza
meg X

(a) varhato értékét!

(b) szorasat!
4. Tegyiik fel, hogy egy eloszlas szerint

(a) a 2 koordinatdju pontra esd valészintiség 0.3 . Az eloszlast csak annyiban valtoztatjuk meg, hogy a 2
ponton 1évé 0.3 valdszintiséget a 13 pontba helyezziik 4t. Mennyi lesz az uj eloszlds varhat6 értéke, ha
az eredetié 5 volt?

(b) az x( koordinitaji pontra esé valdszintiség pg. Az eloszlast csak annyiban valtoztatjuk meg, hogy az xg
ponton 1év6 py valészinliséget az xy + b pontba helyezziik 4t. Mennyi lesz az 4j eloszlas varhat6 értéke,
ha az eredetié m volt? (b konstans)

(c) az zg koordinatdju pontra es6 valészinliség py. Az eloszlast csak annyiban valtoztatjuk meg, hogy az z
ponton 1évé pg valdszintiséget az a xy pontba helyezziik 4t. Mennyi lesz az 1j eloszlds varhaté6 értéke,
ha az eredetié m volt? (a konstans)

(d) az x( koordinataji pontra esd valdszintiség pg. Az eloszlast csak annyiban valtoztatjuk meg, hogy az xg
ponton 1évé pg valdszinfiséget az axy + b pontba helyezziik at. Mennyi lesz az uj eloszlds varhat6
értéke, ha az eredetié m volt? (a és b konstansok)
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9. Nevezetes eloszlasok varhato értéke, varianciaja, szorasa — formulak

1.

Percenként dtlagosan 2 hivas érkezik a tudakozokozpontba. Mi annak a valészintisége, hogy 10:00 és 10:05
kozott legaldbb 4 hivas érkezik?

Atlagosan hény szem mazsoldnak kell lennie egy siitiben ahhoz, hogy egy véletlenszeriien kivalasztott siitiben
legalabb 99% valdszintiséggel legyen (legaldbb egy szem) mazsola?

Egy dobozban 5 piros és 4 fehér golyé van. 3 goly6t kivesziink visszatevés nélkiil. Legyen X a kihuzott piros
golydk szama. Szamolja ki X eloszldsat, varhat6 értékét, variancidjat, szorasat!

Ha egy orszagban a atlagosan 2,7 harmasiker sziiletik, akkor mi a val6szinlisége annak, hogy pontosan 4 har-
masiker sziiletik

(a) egy év alatt?

(b) két év alatt?
Sok év statisztikdja 4ll rendelkezésiinkre arra nézve, hogy naponta hdny lakéstiz volt Budapesten. A napi négy

tlizeset ugyanolyan relativ gyakorisidggal fordul el6, mint az 6t tlizeset. Becsiilje meg, hogy a napok koriilbeliil
hany szazalékdban fordul el6 a két tizeset!

Sok év adatai alapjan feltessziik, hogy egy bizonyos kisvarosban naponta atlagosan 4.5 konnyi baleset és 2.8
sulyos baleset torténik. Mennyi annak a valdszintisége, hogy egy nap alatt a konny{i balesetek szama

(a) 10 -nél kisebb?

(b) 5 -nél nagyobb?

(c) 5 -nél nagyobb, de 10 -nél kisebb?

(d) 10 -nél kisebb, feltéve, hogy 5 -nél nagyobb?
(e) 5 -nél nagyobb, feltéve, hogy 10 -nél kisebb?

Hogyan médosulnak a fenti kérdésekre adott valaszok, ha nem egy, hanem két egymast kdvetd napon bekovet-
kezd balesetek szamara vonatkoznak?
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10. Nevezetes eloszlasok varhato értékei — bizonyitasok
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11. Binomials eloszlas masodik momentumanak, variancidgjanak és szorasa-
nak levezetése
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12. Feltételes varhato érték, variancia, szoras
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13.

Vegyes feladatok diszkrét eloszlasokra

. Egy 30 f6s osztdlyban 17 lany van. Véletlenszer(ien kivélasztanak az osztalybdl egy 12 f6s csapatot egy vetél-

keddre. Legyen a csapatba keriilt 1dnyok szdma X . Kérdés: P(X = 7) =7

Egy 400 oldalas konyvben 6sszesen 200 sajtéhuba van (véletlenszertien elszérva). Mennyi a valdszintisége
annak, hogy a 13. oldalon tobb, mint egy sajtéhuba van? Hany sajtéhuba a legval6sziniibb a 13. oldalon? Mennyi
a valésziniisége annak, hogy a 13. és a 14. oldalon egyiitt tobb, mint két sajtéhuba van?

80 tiveg bor van egy borospincében 0ssze-vissza lerakva, ebbdl 30 fehér, 50 voros. A vendégek a fogaddstol
3 iiveg fehér és 7 vorosbort rendelnek, de a pincében kiégett a villany. A fogadés véletlenszertien kivdlaszt 10
tiveget. Mi a valészintisége, hogy minden vendég kap neki megfelel itokat?

A viddmparkban a céllovoldében jatszom. Egymds utdn vonulnak fel a célpontok, mindegyiket egymdstdl fiig-
getleniil 2/3 valdszinliséggel eltaldlom. Mi a valdszinlisége, hogy 6 célzdsbol

(a) pontosan 4 -et taldlok el?

(b) 2 -nél tobbet taldlok el, de azért nem az Osszeset?
Blicc tir minden nap villamossal megy dolgozni, de nincs bérlete, sem jegye. A villamosra minden nap 0,2

valészintiséggel szdll fel ellendr, és ilyenkor 0,95 valdszintiséggel elkapja Blicc urat. (Az ellenér minden nap az
addigiaktdl fiiggetleniil donti el, ellendrzi-e aznap Blicc tr villamosat.)

(a) Mennyi a valdszinfisége, hogy Blicc trnak "szerencsés hete" van, azaz az 5 munkanap egyikén sem kell
biintetést fizetnie?
(b) Mennyi a valdsziniisége, hogy pontosan kétszer kapjak el egy hét munkanapjai alatt?

(c) Feltéve, hogy Blicc trnak "szerencsés hete" volt, mi a valészinlisége, hogy mind 6tszor volt ellendr a
villamoson?

(d) Mi a valdszintisége hogy csiitortokon biintetik meg masodszor?
Egy szocske elindul a szdmegyenes origdjabdl. Minden 1épésnél 1/2 valdszinliséggel jobbra, 1/2 valdsziniiséggel
balra ugrik. 20 ugrds megtétele utan

(a) milyen val6szintiséggel lesz a 0-ban?

(b) milyen valdszintséggel lesz az 1-ben?

(c) milyen valdszintiséggel lesz a (-2)-ben, ha az utolsé el6tti ugras utan a (-3)-ban volt?
Van két érmém, az egyik igazsagos érme, a masik cinkelt, de ranézésre nem tudom Oket megkiilonboztetni
egymdstol. A cinkelt érme 3/4 valdszintiséggel mutat fejet. El6veszem az egyik érmét a zsebembdl, 1/2 eséllyel

az igazsdgosat, 1/2 eséllyel a cinkeltet. A kivalasztott érmét feldobom 30-szor, és azt tapasztalom, hogy 25-szor
mutatott fejet. Mi a valészintisége, hogy a cinkelt érmét vettem el6?

Addig dobunk két kockdval, amig a két kockan 1év6 szamjegyek Osszege 12 nem lesz.

(a) Mennyi annak a valdszintisége, hogy pontosan nyolcszor dobunk 12-nél kisebb dsszeget, mieldtt 12-t dob-
nank?

(b) Mennyi a valdszintisége, hogy 6sszesen nyolcszor dobunk?

Egy (szabdlytalan) pénzérmét dobunk fel annyiszor, amig fejet nem kapunk. Ha a fej dobas valdszintisége p,
akkor mennyi a valészinlisége, hogy

(a) pont k -szor dobunk a fej el6tt?

(b) pont k -szor dobunk az érmével?
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Dobogatok a kockaval és vondsal szdmolom, hogy hany hatost dobtam. Mi a valdszintisége, hogy a 12. dobdsra
hizom a harmadik vondst? Ha azt szamolnam ki, hogy mennyi a val6szintisége, hogy 12-szer dobok hatost6l
kiilonboz6t, mire kidobom a harmadik hatost, akkor kiilonbdzne ez az el6z6 eredménytdl ?

100 kulcs koziil csak 1 nyitja az el6ttiink 1€v6 ajtét. A sotétben nem latjuk, hogy melyik kulcsot prébaltuk mar ki,
igy a prébdlgatdsok sordn tobbszor is a keziinkbe keriilhet ugyanaz kulcs. Mi a valészintisége, hogy legfeljebb
50 prébalkozassal kinyitjuk az ajtét? Es ha a kiprébalt kulcsokat félretessziik?

Egymas utan kérdezgetjiik az embereket a sziiletésnapjukrél: melyik honap hanyadikén sziilettek.
(a) Hanyadik embernél adddik az elsé olyan sziiletésnap, ami mar kordbban szerepelt? Hatiarozza meg ennek
a valdszintiségi valtozénak az eloszldsat: adja meg a stlyfiiggvénynek a képletét!
(b) Hanyadik embernél adédik a masodik olyan sziiletésnap, ami mar kordbban szerepelt? Hatdrozza meg

ennek a valészinliségi valtozonak az eloszldsat: adja meg a sdlyfiiggvénynek a képletét!

Adja meg az aldbbi valdszinliségi véltozok eloszlasat! Két szabdlyos dobokockdval dobunk, és megfigyeljiik a
dobott szdmok

(a) Osszegét.

(b) kiilonbségét.

Valaki minden héten egyetlen 6t0s lott6 szelvénnyel jatszik. Legaldabb hany hétig kell jatszania ahhoz, hogy a
harmas, négyes, 6tds valdszinlisége legaldbb 1/2 legyen? (Ez 3 kiilonalld kérdés.)

Van két érmém, az egyik igazsdgos érme, a masik cinkelt, de ranézésre nem tudom &ket megkiilonboztetni
egymadstol. A cinkelt érme 3/4 valdszintiséggel mutat fejet. Eloveszem az egyik érmét a zsebembdl, 1/2 eséllyel
az igazsagosat, 1/2 eséllyel a cinkeltet, és odaadom a hallgatéknak. 30 dobds utén el kell donteniiik, melyik érme
volt, amit el6vettem. Hol hizndk meg a dontési hatart? (A 30 dobds koziil hany fej esetén tippelnének még az
igazsdgos érmére, hany fej esetén tippelnének mdr a cinkeltre?)

Egy dobozban N darab cédula van 1-t81 [V -ig megszdmozva. Visszatevés nélkiil hizunk n -szer, majd a kihdzott
szdmokat nagysdg szerint sorba rakjuk. Tekintsiik a nagysdg szerinti

(a) legkisebbet,

(b) legnagyobbat,

(c) 2-ik legkisebbet,

(d) 3-ik legkisebbet,

(e) s -edik legkisebbet.

Hatarozza meg ezeknek a valdsziniiségi valtozoknak az eloszlasat: adja meg a silyfiiggvény képletét!

Altaldnositds: Egy dobozban A darab piros és B darab fehér golyé van. Visszatevés nélkiil hizok az r -ik
pirosig. Adjuk meg a sulyfiiggvény és az eloszlasfiiggvény képletét! Adja meg a suilyfiiggvényt visszatevéses
hizas esetén is!
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Tisztelt Hallgatok!

Kérem, hogy a jegyzetben talalt hibakat a vetier @math.bme.hu email cimen jelezzék nekem. A levél targya legyen:
Hibat talaltam. Egy hatékony médszer a hibdk rogzitésére, ha valaki a szdmitégépen olvassa a jegyzetet:

e nyom egy PRINT SCREEN-t

e behivja a PAINT programot

e nyom egy PASTE (ctrl-V) utasitast

e pirossal bekarikdzza a hibét, esetleg valamit oda ir

o clmenti a JPG f4jlt, a f4jl neve legyen a hiba helyének az oldalszdma, vagy a nevében legyen benne az oldalszam
e a JPG f4jlokat csatolt fajlként a fent megadott cimre

Természetesen minden mas mdédszerrel kiildott hibajelzést is koszonok.

Az "Extra feladat", "Extra tananyag" cimkékkel megjelolt feladatok és anyagrészek nem részei a kotelez6 vizsga
anyagéanak. Ezeket a vizsgdkon nem kérdezziik. Viszont ha valaki az "Extra feladat", "Extra tananyag" cimkékkel
megjelolt feladatokbdl és anyagrészekbdl

e Osszesen 20 oldalnyi mennyiséget sz€pen, okosan megtanult, és
e a honlapon megadott hatarid6ig szdndékét emailben jelzi, és

e a szbébeli beszamolo elején frasban bemutatja, hogy mik azok az anyagrészek, melyekbdl 6sszedll az § extra 20
oldala, és

e utdna a vizsgaztat6 dltal a deklardlt anyagbdl feltett kérdésekre szépen, okosan vélaszol, akkor

a vizsgdn madr elért a kozepes (3) vagy a j6 (4) osztdlyzatit egy jeggyel javithatja.
A "szépen, okosan" itt azt jelenti, hogy tényleg érti a dolgokat, nem csupén visszamondja az olvasottakat.

Nem iMSC hallgatok részére a kiildendd email cimzettje: vetier49 @gmail.com, targya: Beszamolé Extra tananyag-
bol.

iMSc hallgaték a jegy javitdsan til iMSc extra pontokat szerezhetnek, ha a megtanult anyag mennyisége 30 oldal.
Résziikre a kiildendd email cimzettje: ferenczi @math.bme.hu, tirgya: Beszamol6 Extra tananyaghol.
Eredményes, 6romteli, j6 tanuldst kivdnok! Udvozlettel,

2018. augusztunovember 29.

Vetier Andras



1. Folytonos eloszlasok

1. Legyen X egyenletes eloszlast valésziniiségi véaltozé

e a [0, 1] intervallumon
e a [0, B] intervallumon

e az [A, B] intervallumon
Mennyi az X

e medidnja?

e also kvartilise?
o felsd kvartilise?
e p -kvantilise?

e Adja meg a kvantilis fiiggvény képletét!

2. Tekintsiik a kovetkezd folytonos eloszldsokat, melyeket a stiriségfiiggvényiikkel adunk meg.

(@ f(z)=2z O<z<l)

(b) f(x)=2x/a®> (0<z<a)

© f(x) = 1/2y3) (0<z<1)
@ flx)=05+2 (0<zx<l)

@ fr)=2e7" (x>0)

v o

Rajzolja le a stirtiségfiiggvények grafikonjait! Mennyi ezeknek az eloszlasoknak

e a medidnja?

alsé kvartilise?

o felsé kvartilise?
e p -kvantilise?
e Adja meg a kvantilis fliggvény képletét!

e Hatdrozza meg az eloszlasfiiggvény képletét!

3. Tekintsiik a kovetkezd folytonos eloszldsokat, melyeket az eloszlasfiiggvényiikkel adunk meg.

(@ F(z)=2* (0<z<1)
(b) F(nc)zac/a2 (0<z<a)
() Flx)=1—¢e"2 (2>0)
d) F(z)=+z (0<x<1)

Rajzolja le az eloszlasfiiggvények grafikonjait! Mennyi ezeknek az eloszldsoknak

e a medidnja?

o also kvartilise?

o felsé kvartilise?

e p -kvantilise?

e Adja meg a kvantilis fiiggvény képletét!

2z

e Hatdrozza meg a stiriségfiiggvény képletét!

4. Tekintiink két egymastol fiiggetlen, kiilon-kiilon 0 és 1 kozott egyenletes eloszlasu véletlen szamot. Jeloljiikk X
-szel a nagyobbikat.



(a) Hatdrozza meg X eloszlasfiiggvényének képletét!

(b) Az eloszlasfiiggvény derivaldsdval hatdrozza meg X striiségfiiggvényének képletét!

(c) Az eloszldsfiiggvény haszndlata nélkiil, az

P <X<
fla) ~ u (21 < & <x9, z1 ésxykozel vannak z -hez )
To — I

képletbdl kiindulva hatdrozza meg X stiriségfiiggvényének képletét!

5. Tekintiink két egymastdl fiiggetlen, kiilon-kiilon 0 és 1 kozott egyenletes eloszlasu véletlen szamot. Jeloljik X
-szel a kisebbiket.
(a) Hatdrozza meg X eloszlasfiiggvényének képletét!
(b) Az eloszlasfiiggvény derivalasaval hatdrozza meg X stirtiségfiiggvényének képletét!

(c) Az eloszldsfiiggvény haszndlata nélkiil, az

P <X <
f(z) =~ u (21 < & <@g, m és x5 kozel vannak x -hez )
To — T

képletbdl kiindulva hatdrozza meg X sirliségfiiggvényének képletét!

6. Ahhoz hasonléan, ahogy az F'(x) eloszlasfiiggvény tulajdonsédgai és f(x) -szel vald kapcsolatdt megvildgitottuk,
keresse meg a T'(x) jobboldali eloszlasfiiggvény tulajdonsdgait és f(x) -szel valé kapcsolatat!



2. Folytonos eloszlasok szemléltetése festékkel, pontfelh6vel



3. Random szamok transzformacioi



4. Varhato érték, variancia, szoras (— folytonos eset)
1. Legyen X egyenletes eloszldsu valészintiségi valtozd

e a [0, 1] intervallumon
e a [0, B] intervallumon

e az [A, B] intervallumon
Mennyi az X

e varhat6 értéke?

e masodik momentuma?
e variancidja?

e szérasa?

e Mennyi X? a vérhat6 értéke?

2. Tekintsiik a kovetkezd folytonos eloszldsokat, melyeket a stiriségfiiggvényiikkel adunk meg.

@ flx)=2z (O<z<]1)

(b) f(z) =2x/a®> (0<x<a)

© [2) = 1/(2yF) (0<z<1)
@ flx)=05+2 (0<ax<l)

(e) fx) =272 (x>0)
Mennyi ezeknek az eloszldsoknak

e a varhato értéke?
e a masodik momentuma?
e a variancidja?

e a szorasa?

3. Tekintsiik a kovetkezd folytonos eloszlasokat, melyeket az eloszlasfiiggvényiikkel adunk meg.

(@ F(z)=2% (0<z<1)
(b) F(:E):x/a2 (0<z<a)
© Flz)=1—e2 (z>0)
d) F(x) = \/E(O<a:<1)

Mennyi ezeknek az eloszldsoknak

e a varhato értéke?
e a misodik momentuma?
e a variancidja?
e aszordsa?
4. Generdlunk két egymadstdl fiiggetlen, kiilon-kiilon 0 és 1 kozott egyenletes eloszlast random szdmot. Jeloljiik X
-szel a nagyobbikat. Ha X -re 1000 kisérletetet hajtanank végre, kortilbeliil mennyi lenne a kisérleti eredmények
(a) atlaga?
(b) négyzetének az atlaga?
(c) variancigja?

(d) szorasa?



. Generalunk két egymastol fiiggetlen, kiilon-kiilon 0 és 1 kozott egyenletes eloszldsi random szamot. Jeloljik X
-szel a kisebbiket. Ha X -re 1000 kisérletetet hajtandnk végre, koriilbeliil mennyi lenne a kisérleti eredmények
(a) atlaga?
(b) négyzetének az atlaga?
(c) variancigja?
(d) szoérasa?
. Generdlunk hdrom egymastdl fiiggetlen, kiilon-kiilon 0 és 1 kozott egyenletes eloszldsi random szdmot. Jeloljiik
X -szel
e alegnagyobbat.
e anagysag szerint k6zépsot.

e a legkisebbet.

7 _ z

Mind a harom esettel kapcsolatban végezze el ugyanazokat a szamitdsokat, amiket az el6z6 feladatokban kellett.

. Generdlunk tiz egymadstol fliggetlen, kiilon-kiilon 0 és 1 kozott egyenletes eloszlast random szamot. Jeloljitk X

-szel a nagysdg szerint harmadik legkisebbet. Végezze el ugyanazokat a szamitdsokat, amiket az el6z6 felada-
tokban kellett.

. Generdlunk hdrom egymastdl fiiggetlen, kiilon-kiilon 0 és 1 kozott egyenletes eloszlast random szdmot. Jeloljitk
X -szel
e alegnagyobbat.
e anagysdg szerint kozépsot.
e alegkisebbet.
Mind a hidrom esettel kapcsolatban hatdrozza meg, hogy ha X -re 1000 kisérletetet hajtandnk végre, koriilbeliil
mennyi lenne a kisérleti eredmények
(a) atlaga?
(b) négyzetének az atlaga?
(c) variancidja?
(d) szorasa?
. Vélasztunk egy véletlen szdmot egyenletes eloszlds szerint az (1,4) intervallumon, majd szerkesztiink egy
egyenld szard derékszogd haromszoget, melynek ekkora a befogéja. Mennyi a haromszog teriiletének a var-

hat6 értéke?

7

Tegyiik fel, hogy az X val6sziniiségi valtozo strliségfiiggvénye f(x) = 22 (0 < = < 1). Képzeljiik el, hogy
valaki X -re sok kisérletet végez. A kisérletek szamat jelolje IV, a kisérleti eredményeket, amelyek véletlen
szamok, jelolje

X1, Xo,..., XN

e Becsiilje meg, hogy koriilbelill mennyi lesz a kisérleti eredmények atlaga, vagyis az

Xi+Xo+...+ XN
N

kifejezés értéke?
e Becsiilje meg, hogy koriilbeliil mennyi lesz a kisérleti eredmények négyzetének atlaga, vagyis az

X+ X34 +X%
N

kifejezés értéke?



e Becsiilje meg, hogy koriilbelill mennyi lesz a kisérleti eredményeknek egy valamilyen konstanstél, példaul
a 0.8 -tdl vald eltérése négyzetének az atlaga, vagyis az

(X1 —0.8)2+ (X3 — 0.8)2+...+ (Xy — 0.8)2
N

kifejezésnek az értéke? (Az itt szerepld kifejezést az X, Xo,..., Xy szdmoknak a 0.8 -re vonatkozé
madsodik momentumanak nevezziik.

e Becsiilje meg, hogy koriilbeliil mennyi lesz a kisérleti eredményeknek az atlagukra vonatkozé mdasodik
momentuma.

10. Tegyiik fel, hogy az X val6szintiségi valtoz6 eloszlasfiiggvénye F'(z) =/ (0 < x < 1). Képzeljiik el, hogy

11.

12.

valaki X -re sok kisérletet végez. A kisérletek szamat jelolje IV, a kisérleti eredményeket, amelyek véletlen
szamok, jelolje
X17X27- --;XN

e Becsiilje meg, hogy koriilbeliil mennyi lesz a kisérleti eredmények atlaga, vagyis az

Xi+Xo+...+Xn
N

kifejezés értéke?
e Becsiilje meg, hogy koriilbeliill mennyi lesz a kisérleti eredmények négyzetének étlaga, vagyis az
XP+ X3+, +X3%
N

kifejezés értéke?
e Becsiilje meg, hogy koriilbeliil mennyi lesz a kisérleti eredményeknek egy valamilyen konstanstol, péld4ul
a 0.8 -3l val6 eltérése négyzetének az atlaga, vagyis az
(X1 —0.8)2+ (Xo —0.8)2 +...+ (Xn — 0.8)2
N

kifejezésnek az értéke? (Az itt szerepld kifejezést az X1, Xo,..., Xy szdmoknak a 2.8 -re vonatkozd
masodik momentumanak nevezziik.

e Becsiilje meg, hogy koriilbeliill mennyi lesz a kisérleti eredményeknek az atlagukra vonatkoz6é mdsodik
momentuma.

Egy Bergeng6c DVD napokban kifejezett élettartamanak stirtiségfiiggvénye
2
flx) = e ha z>1

Mi annak a valdszintisége, hogy ha janudr 26-an hoztuk haza a boltb6l, akkor februar 1-én még miikodik?
Melyik DVD-t érdemesebb megvenni, a Dél-Szaharait, aminek siirtiségfiiggvénye

1
r)=— haz>1
J@) = =
vagy a Bergengdécot?
A vihar X id6 mdlva tor ki a Balatonon, ahol X egy exponencidlis eloszlast kovetd valdszinlségi valtozé A
paraméterrel. Bérbe veszek egy csénakot A Ft/6ra bérleti dijért ¢ 6ra idGtartamra (¢ > 0 valds konstans), és

azonnal bérbe adom egy "albérlének" B Ft/6ra bérleti dijért ( A < B ) ameddig csak lehet, tehdt min(X, c)
id6tartamra azzal a feltétellel, hogy

e ha a vihar el6bb jon mint a ¢ id6tartam letelte, akkor a visszamaradé ¢ — X i1d6rész elvesztéséért én D
Ft/6ra vigaszdijat fizetek az "albérlém"-nek.

(a) Hogyan fiigg a hasznom az X tényleges értékét61?
(b) Irja fel a haszon varhaté értékét képlet forméjaban!

(c) Mennyi legyen a ¢ konstans értéke, hogy a hasznom varhaté értéke a lehet6 legnagyobb legyen?



5. A varhaté érték, variancia és szoras altalanos tulajdonsagai (- diszkrét és
Jfolytonos eset)

1. Tegyiik fel, hogy a zsomlék sulya (pontosabban: tomege) egyenletes eloszlast kovet 5 dkg varhaté értékkel és 1
dkg szérassal. Kirdndulni megy a csaldd: 20 zsomlét tesznek a zsdkba. Mennyi a varhato értéke, illetve a szérdsa
a zsdkban 1év6 zsomlék Osszsulyanak?
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6. Nevezetes folytonos eloszlasok

11



7. Kozelitések normalis eloszlassal

10.

11.

. Egy arverésen a miikincsek élettartama exponencidlis eloszldst, 100 év varhato értékkel. Eladdsi druk négyze-

tesen no az id6vel. Mi az eladasi ar varhaté értéke?

Tegyiik fel, hogy egy villanykorte élettartama (évben) % paraméter(i exponencidlis eloszlasd valdszintiségi val-
tozo.

(a) Mennyi a varhat6 élettartama?

(b) Mi a valoészintisége annak, hogy kevesebb, mint 2 évig ég?

(c) Mi a valdszintisége, hogy tobb, mint 1 évig nem ég ki?

(d) Mi a valészintisége, hogy mostantdl kezdve egy napig ég, de utana a kovetkezd nap folyaman kiég?

(e) Feltéve, hogy 1 évig nem ég ki, mi a valészinlisége, hogy utdna még legalabb negyed évig miikodni fog?
Annak a val6sziniisége, hogy egy buszmegalléban, hogy a kivekezd ¢ percen beliil jon busz 1 — e =8¢, Mi annak
a valdszintisége, hogy tobb mint 10 percet kell varakoznunk? Es annak, hogy kell varnunk legaldbb 5 percet,

de legfeljebb 10-et? Mi a véarakozasi idénk varhat6 értéke? Mi annak a valészintisége, hogy ha mar sikerteleniil
vartunk 4 percet, akkor kell még varnunk legalabb 10 percet?

Egy iroddban atlag 5 percenként cseng a telefon. Az utolsé hivas 4 perce volt. Mi a valészintisége, hogy az
utolsé hivés és a kovetkez6 hivas kozti idStartam 5 és 10 perc kozé esik?

. Tegyiik fel, hogy a zsomlék stlya (pontosabban: tomege) egyenletes eloszlast kovet 5 dkg varhatd értékkel és 1

dkg szérdssal. Kirdndulni megy a csaldd: 20 zsomlét tesznek a zsdkba.

(a) Mennyi a valdszintisége annak, hogy a zsdkban 1év6 zsomlék 6sszsulya meghaladja a 105 dkg -ot?
(b) Mekkora az az x érték, amire teljesiil, hogy a zsdkban 1év6 zsomlék Osszstlya 0.99 valdszinlséggel haladja
meg az x dkg -ot?

Egy utcai telefonfiilke foglalt, amikor odaérek. A beszélgetés hossza véletlen, percekben mérve % paraméterd
exponencidlis eloszldsi. Mi a valdszintisége, hogy 5 perc milva sem keriilok sorra? Mi a helyzet akkor, ha
tudjuk, hogy odaérkezésiinkkor mar 2 perce tart a beszélgetés?

Adott tipusu elektromos berendezések 2%-a 1000 tizeméran beliil elromlik. Tegyiik fel, hogy a meghibasoddsig
eltelt id6 exponencidlis eloszldst kovet.

(a) Mekkora a valészintisége, hogy egy ilyen berendezés az 4tlagosndl tovabb miikodik?

(b) Hany 6ra garanciat vallaljunk, ha a garancidlis id6n beliil atlagosan csak 5% garanciaigényt akarunk kielé-
giteni?

Egy orokifja tulajdonsagi villanykorténél % annak a val6szintisége, hogy 2000 6randl tobbet tizemel. Egy va-
rosban 200 ilyen ég6t helyeziink el. Mi a valdszintisége annak, hogy 200 éra elteltével éppen 150 ég6 vilagit?

A menzai poharak kirakasukt6l szamitott torési ideje exponencidlis eloszlast kovet 6 honap varhat6 értékkel.
Hatdrozza meg annak valdszintiségét, hogy 50 kirakott poharbdl legfeljebb 30 torik el egy év alatt!

Egy szamit6gépes programozasi nyelvben RND fiiggvény el6dllit egy véletlen egyenletes eloszldsd valdszinii-
ségi véltozét a (0, 1) intervallumon. Milyen transzformdciénak vessiik ald ezt a szdmot ahhoz, hogy a kapott
szam egy 7 paraméterid exponencidlis legyen?

Bizonyitsuk be, hogy az

e F(z)=1—¢* haz >0
e Glyy=1—eVyhay >0

eloszlasfiiggvényekkel megadott X és Y valdszintiségi véltozdk koziil az egyik dregedd, a masik fiatalodd!
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13
14
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20

21

. Mennyi az aldbbi integrilok értéke, mit jelentenek?
@ [ olw)ds
(b) _Zi x p(z) de
© _Z 2] () da

d) | 2% () de
—00
(e)
. Bizonyitsuk be, hogy ®(—z) + ®(z) =1
. Szamitsuk ki a kovetkezd valdszintiségeket, ha X standard normalis eloszlast val6szintiségi valtozo!
(@ P(-1<X <1
(b) P(—2 < X < 2)
() P(-3< X <3)

. Szamitsuk ki azokat az értékeket, amelyeknél kisebbet egy standard normadlis eloszldsi valdszinliségi valtozo
0.2, 0.9, illetve 0.99 valdszintiséggel vesz fel!

. Tegyiik fel, hogy X eloszldsa normalis 220 varhat6 értékkel és 10 szordssal. Szamold ki a kovetkez6 valdszin(i-
ségeket:

(a) P(X > 225)

(b) P(215 < X < 229)

(c) P(215 < X < 229|X > 225)
(d) P(X > 225|215 < X < 229)

. Egy nagy populdciéban az emberek atlagos testmagassdga 178 cm, a magassagok szérdsa 9 cm, és a magassag
normadlis eloszldsnak tekinthetd. Mennyi ekkor annak a valdszintisége, hogy egy véletlenszerlien kivalasztott
személy testmagassaga 169 és 187 cm kozé esik? Mennyi annak a valésziniisége, hogy ezen személy magasabb
2 méternél? Feltéve, hogy a kivélasztott személy testmagassdga nagyobb, mint 172 cm, mik az el6z6 pontokban
kérdezett események valdszinliségei? Most mennyi az az érték, amelynél kisebb magassag 0.2, 0.9, illetve 0.99
val6szinliségii (feltétel nélkiil)? Szimuldljuk Excelben egy véletlenszeriien vélasztott ember testmagassagat!

. Egy pontosnak tekinthetd ismersiinkkel 7 érakor van taldlkozonk. Erkezése normalis eloszldsi, o = 5 perc
szorassal. Melyik az az id6pont, amely el6tt ismerdsiink 0.9 val6szintiséggel megérkezik? Szimuldljuk Excelben
imserdstink megérkezési idejét!

. Megfigyelték, hogy egy napszakban egy metrékocsiban az atlagos utaslétszam 80 f6, a széras 20 £f6. Mekkora a
val6sziniisége, hogy az utaslétszam egy kocsiban

(a) 50 f6 alatt

(b) 80 és 100 f6 kozott lesz, ha mindkét esetben feltételezziik, hogy az utaslétszam kozelitheté normalis el-
oszlassal?

. Egy X valoszintiségi valtozo varhato értéke 0, szérdsa 1. Melyik esetben valdsziniibb, hogy X > %; akkor, ha
X eloszlasa normdlis, vagy akkor, ha egyenletes? (Az (a, b) intervallumon egyenletes eloszlds szrdsa 3_7%.)

. Egy gyar autémotorokba valé gyertydkat készit. A gyertydk miikodési ideje kozelithetd normalis eloszldssal,
atlagosan 1170 6ran keresztiil miikodnek, 100 6ra szordssal. A gyér olyan miikodési id6 garanciat akar vallalni,
amelynél hamarabb csak a gyertydk legfeljebb 5%-a hibdsodik meg. Hany 6ra legyen a véllalt miikodési id6? A

7.z

gyertyak miikddési idejének Excelben valé szimuldlasaval ellendrizziik le az el6z6 rész megoldasat!
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22. Egyszerre feldobunk 6t kiilonb6z6 szabdlyos "dobo6izét": egy tertaédert, egy kockat, egy oktaédert, egy do-
dekaédert, egy ikozaédert. Mindegyik izével a szdmok 1-t6] kezd6d6en johetnek ki. Az dobott szdmokat igy

szimulalhatjuk Excellel:
tertaéder esetén: VEL

oktaéder esetén: VEL

dodekaéder esetén: VEL.
ikozaéder esetén: VEL.

Az 6t izével dobott szdmok Osszege X. Hatdrozza meg X
(a) varhat6 értékét!
(b) szorasat!

(c) Az X > 35 esemény val6szintiségét!

.KOZOTT (1; 4
kocka esetén: VEL. (1;6
LKOZOTT (1;8
(1;1
(1;2

14

4

KOZOTT

14

KOZOTT
KOZOTT

14

)
)
)
2)
0)

23. Van 25 izzém, melyek élettartamai egymastol fiiggetlenek, és (napokban mérve) exponencidlis eloszlast kovet-
nek 0.4 paraméterrel. Az izzokat egymads utdn hasznilom a sotét pincénk folyamatos vildgitdsara. Legyen X az
az az id6tartam, ameddig a 25 izzodval a vildgossag a pincében biztosithatd, tehat X = az izzok élettartamainak

az 0sszege. Hatdrozza meg X
(a) varhato értékét!
(b) szorasat!

(c) az X > 60 esemény valdszintiségét!

(d) Mennyi az az x id6tartam, amire 0.9 biztonsdggal garantdlhat a vildgossdg? Vagyis mennyi az az x
id6tartam, hogy az X > x esemény valdszintisége 0.9 ?

14



8. Eloszlasok transzformacioi

1. Tegyiik fel, hogy egy specidlis kemencében a hdmérséklet Celsius fokokban mérve egyenletes eloszlast kovet
1000 és 1200 kozott. Milyen eloszlast kovet a h6mérséklet Fahrenheit fokokban? Adja meg a sirliségfiiggvény
képletét mindkét esetben! (Mint ismeretes: = Celsius fok y = % z + 32 Fahrenheit foknak felel meg.)

2. Tegyiik fel, hogy X exponencidlis eloszldst kovet 2.5 paraméterrel. Milyen eloszldsi az Y = 3X képletel
értelmezett Y valdszintiségi valtoz6? Adja meg Y

(a) stiriségfiiggvényének

(b) eloszlasfiiggvényének
a képletét!

3. Egy alkatrész élettartama exponencidlis eloszlast kovet 12.5 nap véarhaté értékkel. Mostantdl szamoljuk a na-
pokat, de az alkatrészt csak fél nap mulva kezdjiik el haszndlni. Azt az idépontot jeloljiik X -szel, amikor az
alkatrész elromlik. Adja meg X

(a) striségfiiggvényének

(b) eloszlasfiiggvényének
a képletét!
4. Tegyiik fel, hogy X standard normalis eloszlast kovet. Milyen eloszlast kovet az

(@ Y =2X
b)Y = —2X
() Y =2X+3

valésziniiségi valtoz6?
5. Tegyiik fel, hogy X standard normadlis eloszlast kdvet. Milyen eloszlast kovet az

(@) Y = 20X
(b) Y = —20X
(©) Y =20X + 30

valdszindségi valtoz6?
6. Tegyiik fel, hogy X normalis eloszlést kovet 100 és 10 paraméterekkel. Milyen eloszlast kovet az

(@) Y = 20X
(b)Y = —20X
(©) Y = 20X + 30

val6szintiségi valtoz6?

7. A X -paraméterd exponencidlis eloszldst az y = /x transzforméciéval transzformaljuk. Mi lesz a transzformd-
cidval kapott eloszlas

o closzlasfiiggvénye?

o siiriségfiiggfiiggvénye?

8. A ) -paraméteri exponencidlis eloszldst az y = 22 transzforméciéval transzformdljuk. Mi lesz a transzforméci-
oval kapott eloszlas

e closzlasfiiggvénye?

15



9.

10.

.

o siiriségfiiggfiiggvénye?

o varhato értéke?
A standard normdlis eloszldst az y = 22 transzformdci6val transzform4ljuk.

e closzlasfiiggvénye?
o siirliségfiiggfiiggvénye?

e varhato értéke?

A kapott eloszlds neve: elsérendii khinégyzet eloszlas. (Figyelem: Az y = 22 fiiggvény a —oo, 0 intervallumon
csokken, a 0, co intervallumon né!)

Tegyiik fel, hogy egy Y val6szintiségi véltozé sok fiiggetlen 1-kozeli értékeket felvevd valészinliségi véltozéd
szorzata. Y logaritmusit jeloljik X -szel: X = In(Y"). Mivel a logaritmus képzése szorzatot dsszegbe visz,
az X val6sziniiségi valtoz6 sok fiiggetlen 0-kozeli értékeket felvevd valdszintiségi valtozo osszege. Ezért X
eloszldst normdlisnak vehetjiik valamilyen u, o paraméterekkel. Mivel Y = eX , az Y eloszldsét gy kaphajuk
meg, hogy a normdlis eloszldst az y = e¥ transzformdacionak vetjiik ald. A transzformdacidval kapott eloszlds
neve: lognormalis eloszlas ;:, o paraméterekkel. Hatdrozza meg a lognormalis eloszlas siirtiségfiiggvényének a
képletét!
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9. Monoton darabokbél ésszetevodo transzformaciok (Extra tananyag)
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10. Diszkrét és folytonos eloszlasok keverése (Extra tananyag)

Kiizdelem a zavaré fény ellen! El egy baritom északon, a sarkkoron til, ott ahol télen mindig s6tét van. A hazuk el6tt
vilagiit a fehér ho és egy rosszul elhelyezett utcai 1dmpa. Bardtom kisfia utélja, hogy a ldmpa bevildgit a szobdjaba.
Ezért minden délutdn pontosan 18 érakor (vacsora eldtt) — egy jol irdnyzott 16véssel — megprébalja csuzlival kiléni. A
lampa magasan van, ezért minden 16vése csak 0.01 valdszintiséggel taldl. A tél legelején egy sotét napon 0 6rakor be-
tettek egy Uj izz6t, aminek élettartama exponencidlis eloszldst kovet 10 hét varhato értékkel, vagyis — az id6t hetekben

mérve — 0.1 paraméterrel. Kérdések:

1. Mi a valészinfisége annak, hogy a fid az elsd sikert
(a) az elsd napon elkonyvelheti magdnak?
(b) a k -ik napon konyvelheti el maganak?
(c) az elsd héten konyvelheti el magénak?
(d) a k -ik héten konyvelhet el maganak?
2. Mi a valészintisége annak, hogy mar az elsé héten
(a) az izzot cserélni kell, mert a fid kilovi?
(b) az izz6t cserélni kell, mert — bar a fid nem tudja kil6ni — de kiég?
(c) az izz6t cserélni kell?
3. Mi a valészintisége annak, hogy
(a) az x id6pillanat elbtt az izz6t cserélni kell, mert a fid kiovi? (Az id6t hetekben mérjiik. > 0 valés.)
(b) az x id6pillanat el6tt az izz6t cserélni kell, mert — bar a fid nem tudja kil6ni — de kiég?

(c) az x iddpillanat elbtt az izz6t cserélni kell?
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11. A fonokok halmaza nem mérhet6 (Extra tananyag)
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12. A nagy szamok erds torvénye eseményekre (Extra tananyag)

20



Valoszinliségszamitas
4. RESZ
Kétdimenzios folytonos valoszinliségi valtozok (A rész)

GYAKORLO FELADATOK

Vetier Andras

2019. 4prilis 29.

Tartalomjegyzék

1.

2.

3.

4.

8.

9.

Kétdimenzios folytonos valésziniiségi valtozok
Kétdimenzids egyenletes eloszlas

Béta eloszlasok kétdimenzioban

Kisérleti eredmények fiiggvényének a varhato értéke
NSZT a kisérleti eredmények fiiggvényének az atlagara
Vetiilet- és feltételes eloszlasok

Transzformacié sikrdl sikra

Linearis transzformacio sikrol sikra

Transzformacio sikrél egyenesre

10. Regresszi6é a mediannal és a varhato értékkel

11. Normalis eloszlasok a sikon

10

11

13

14

15

17

18



Tisztelt Hallgatok!

Kérem, hogy a jegyzetben talalt hibakat a vetier @math.bme.hu email cimen jelezzék nekem. A levél targya legyen:
Hibat talaltam. Egy hatékony médszer a hibdk rogzitésére, ha valaki a szdmitégépen olvassa a jegyzetet:

e nyom egy PRINT SCREEN-t

e behivja a PAINT programot

e nyom egy PASTE (ctrl-V) utasitast

e pirossal bekarikdzza a hibét, esetleg valamit oda ir

o clmenti a JPG f4jlt, a f4jl neve legyen a hiba helyének az oldalszdma, vagy a nevében legyen benne az oldalszam
e a JPG f4jlokat csatolt fajlként a fent megadott cimre

Természetesen minden mas mdédszerrel kiildott hibajelzést is koszonok.

Az "Extra feladat", "Extra tananyag" cimkékkel megjelolt feladatok és anyagrészek nem részei a kotelez6 vizsga
anyagéanak. Ezeket a vizsgdkon nem kérdezziik. Viszont ha valaki az "Extra feladat", "Extra tananyag" cimkékkel
megjelolt feladatokbdl és anyagrészekbdl

e Osszesen 20 oldalnyi mennyiséget sz€pen, okosan megtanult, és
e a honlapon megadott hatarid6ig szdndékét emailben jelzi, és

e a szbébeli beszamolo elején frasban bemutatja, hogy mik azok az anyagrészek, melyekbdl 6sszedll az § extra 20
oldala, és

e utdna a vizsgaztaté dltal a deklardlt anyagbdl feltett kérdésekre sz€pen, okosan vélaszol, akkor

a vizsgdn madr elért a kozepes (3) vagy a j6 (4) osztdlyzatit egy jeggyel javithatja.
A "szépen, okosan" itt azt jelenti, hogy tényleg érti a dolgokat, nem csupén visszamondja az olvasottakat.

Nem iMSC hallgatok részére a kiildendd email cimzettje: vetier49 @gmail.com, targya: Beszamolé Extra tananyag-
bol.

iMSc hallgaték a jegy javitdsan til iMSc extra pontokat szerezhetnek, ha a megtanult anyag mennyisége 30 oldal.
Résziikre a kiildend$ email cimzettje: ferenczi @math.bme.hu, tirgya: Beszamol6 Extra tananyaghol.
Eredményes, 6romteli, j6 tanuldst kivdnok! Udvozlettel,

2018. augusztunovember 29.

Vetier Andras



1. Kétdimenzios folytonos valdszintiségi valtozok

7. 2

1. Egy (X,Y) kétdimenzids valdszintiségi valtozoé stiriségfiiggvénye
fle,y) =day  (0<z,y<1)

(a) Szemléltesse az eloszlast "festékkel"!

(b) Szemléltesse az eloszlast a stiriségfiiggvényt megado feliilettel!

(c) Hatdrozza meg az eloszlasfiiggvény képletét!

(d) Mennyi a valdszintisége annak, hogy X +Y < 1?

(e) Mennyi a val6sziniisége annak, hogy Y < X?2?

(f) Mennyi a valésziniisége annak, hogy Y < X2, feltéve, hogy X +Y < 1?
(2) Adjameg az fi(x) striliségfiiggvény képletét!

(h) Adja meg az fo); (y|z) feltételes stirtiségfiiggvény képletét!

(i) Hatdrozza meg az f5(y) siiriségfiiggvény képletét!

(j) Hatdrozza meg az fi2(x|y) feltételes stiriségfiiggvény képletét!

7

2. Egy (X,Y) kétdimenzids valdsziniiségi valtozé stiriségfiiggvénye
fly)=clx+y) (>0, y>0, z+y<1)
ahol c egy alkalmas konstans.

(a) Hatdrozza meg a c konstans értékét!

(b) Szemléltesse az eloszlast "festékkel"!

(c) Szemléltesse az eloszlast a stirtiségfiiggvényt megado feliilettel!

(d) Hatdrozza meg az eloszlasfiiggvény képletét!

(e) Mennyi a valészintisége annak, hogy X +Y < 1?7

(f) Mennyi a valészinlisége annak, hogy Y < X 29

(g) Mennyi a valészintisége annak, hogy Y < X2, feltéve, hogy X +Y < 1?

3. Egy (X,Y) kétdimenzi6s valésziniiségi valtozo siirtiségfiiggvénye
fl@y)=cRr+y) (>0, y>0, z+y<1)
ahol c egy alkalmas konstans.

(a) Hatdrozza meg a c konstans értékét!

(b) Adja meg az f(z) stiriségfiiggvény képletét!

(c) Adjamegaz fy);(y|z) feltételes stiriségfliggvény képletét!
(d) Szdmoljakia P(Y < 0.1|X = 0.25) feltételes valszintiséget!
(e) SzamoljakiaP(Y < 0.1|X = 0.50) feltételes valészintiséget!
(f) Szdmoljaki aP(Y < 0.1|X = 0.75) feltételes valészintiséget!
(g) Szdmoljaki aP(Y < 0.1|X = z) feltételes val6szintiséget!
(h) Hatdrozza meg az f>(y) stirliségfiiggvény képletét!

(i) Hatdrozza meg az fi2(x|y) feltételes stiriségfiiggvény képletét!
() SzdmoljakiaP(X < 0.1]Y = 0.25) feltételes valészintséget!
(k) Szdmoljaki a P(X < 0.1]Y = 0.50) feltételes val6szintiséget!



(1) SzdmoljakiaP(X < 0.1]Y = 0.75) feltételes valészintiséget!
(m) SzdmoljakiaP(X < 0.1]Y = y) feltételes valésziniiséget!

Megoldas:

(@) ¢ =2,vagyis f(z,y) =22z +y) =4z +2y (x>0, y>0, z4+y<1)
(b) filz)=20-32>+1  (0<z<1)

Fi(z)=2*-2+x O<z<1)

© fonlyle) = 55T  (0<z<l-y<l)
F2|1(y\x):#1f§il <z<l—-y<l)

(d) P(Y < 0.1|X = 0.25) = Fypy (yla) = #ﬁyﬂ gy = 0080

(©) P(Y < 0.1|X = 0.50) = Fy, (ylz) = #ﬂ“ oo yon = 0164

(f) P(Y < 0.1|X = 0.75) = Fy, (yz) = #ﬁﬂ e gy =075

(@ P(Y <0.1|X = z) = Fy1(0.1]x) = 92559 ha 0 <z <0.9

PY <01|X=2)=1 ha 09<z <1
M fo(y)=2-2y (0<y<1)
By)=2y-y> (0<y<1)
M) fiplaly) =52 (O<y<l-z<1)

F1|2(x\y):@ O<y<l—z<l)

Y
() P(X < 0.1]Y = 0.25) = [F1‘2(x|y) _ wjfaycy]m“ oy = 0047
& P(X < 0.1]Y = 0.50) = [Fl‘g(a:|y) - ﬁ%fjfhzo_L = 0120
) P(X < 0.1]Y = 0.75) = [Fm(ﬂy) izy}w:m’ e = 0340

(m) P(X < 0.1]Y =y) = Fy5(0.1]y) = 245 ha 0<y <09

P(X <01y =y)=1 ha09<y<]1

4. Reggel taxival megyek az egyetemre. A varakozasi idém percekben mérve X. Feltessziik, hogy X exponen-
cidlis eloszlast kovet A\; = 0.1 paraméterrel. Este taxival megyek haza. A vdrakozasi id6m percekben mérve
Y. Feltessziik, hogy Y exponencidlis eloszlast kovet Ao = 0.2 paraméterrel. A két varakozasi id6 fiiggetlen
egymastol.
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(a) Hatdrozza meg az f(x,y) sikbeli stirtiségfiiggvény képletét!



(b) Mennyi annak a valdszintisége, hogy X +Y < 15?

(c) Mennyi annak a valdsziniisége, hogy X +Y < 2?

(d) Mennyi annak a valészinfisége, hogy X < Y?

(e) Mennyi annak a valdszintisége, hogy X < Y, feltéve, hogy X +Y < 157

Az aldbbi, "pince-vildgitdssal kapcsolatos'' feladatok egymdsra épiilnek. A feladat-sorozat lépésrol-lépésre

levezeti a gamma eloszldsok siriiségfiiggvényeinek a képletét.

o 2 2

. Mdsodrendii gamma eloszlds siriiségfiiggvényének levezetése:

Sotét pincénkben dllanddan fog égni a villany, amig csak birjak az izzéim. Sajnos csak két izzom van. Ezeket
egymés utdn fogom hasznalni. Elettartamaik fiiggetlenek és exponencialis eloszlast kovetnek 2 hénap varhaté
értékkel. Legyen X az izzdécsere pillanata, Y pedig az a pillanat, amikor a masodik is kiég.

(a) Adjameg az f;(z) stirliségfiiggvény képletét!
(b) Adjameg az fo); (y|z) feltételes stiriségfiiggvény képletét!

(c) Hatdrozza meg az f(z,y) siirliségfiiggvény képletét!

o o2 o

(d) Hatdrozza meg az fo(y) siirliségfiiggvény képletét! (Ez a mdsodrendii gamma eloszlds stiriiségfiiggvénye.
Emlékeztetdiil: itt most Y az a pillanat, amikor a mdsodik izz0 kiég.)

(e) Az érdekesség kedvéért hatdrozza meg az f)o(x|y) feltételes stirtiségfliggvény képletét, és gondolja meg,
mit jelent a kapott eredmény!

o 2 2

. Harmadrendii gamma eloszlds stirliségfiiggvényének levezetése:
Szomszédom pincéjében is dllandéan fog égni a villany, amig csak birjak az izz6i. o) gazdagabb, neki harom
izz6ja van. Ezeket egymds utdn fogja hasznalni. Elettartamaik fiiggetlenek és exponencidlis eloszldst kovetnek
2 hénap varhat6 értékkel. Legyen X a masodik izzdécsere pillanata, Y pedig az a pillanat, amikor a harmadik is
kiég.
(a) Adjameg az f(z) siirliségfiiggvény képletét! (Segitség: ezt a siriiségfiiggvényt az eldzo feladatban hatd-
roztuk meg. Ott akkor f5(y) -nal jeloltiik.)

(b) Adja meg az fy; (y|x) feltételes stirtiségfiiggvény képletét!

(c) Hatdrozza meg az f(x,y) siirliségfiiggvény képletét!

2 o

(d) Hatdrozza meg az fo(y) stirtiségfiiggvény képletét! (Ez a harmadrendii gamma eloszlds siiriiségfiiggvénye.
Emlékeztetdiil: itt most'Y az a pillanat, amikor a harmadik izz6 kiég.)

7.z

(e) Az érdekesség kedvéért hatdrozza meg az fyo(z|y) feltételes stiriségfiiggvény képletét, és gondolja meg,
mit jelent a kapott eredmény!

. Negyedrendii gamma eloszlds stiriiségfiiggvényének levezetése:
Misodszomszédom pincéjében is dllanddan fog égni a villany, amig csak birjdk az izzéi. O még gazdagabb,
neki négy izz6ja van. Ezeket egymads utdn fogja haszndlni. Elettartamaik fiiggetlenek és exponencidlis eloszlast
kovetnek 2 hénap varhat6 értékkel. Legyen X a harmadik izzécsere pillanata, Y pedig az a pillanat, amikor a
negyedik izz6 kiég.
(a) Adjameg az f(z) siirliségfiiggvény képletét! (Segitség: ezt a siriiségfiiggvényt az eléz6 feladatban hatd-
roztuk meg. Ott akkor f2(y) -nal jeloltiik.)
(b) Adjameg az fo); (y|z) feltételes siirliségfiiggvény képletét!
(c) Hatdrozza meg az f(z,y) siirtiségfiggvény képletét!
(d) Hatdrozza meg az fo(y) stirtiségfiiggvény képletét! (Ez a negyedrendii gamma eloszlds stiriiségfiiggvénye.
Emlékeztetdiil: itt most'Y az a pillanat, amikor a negyedik izz0 kiég.)

(e) Az érdekesség kedvéért hatdrozza meg az f1)5(x|y) feltételes stiriségfiiggvény képletét, és gondolja meg,
mit jelent a kapott eredmény!



o 2 2

8. Otodrendii gamma eloszlds stiriiségfiiggvényének levezetése:
Harmadik szomszédom pincéjében is dllandéan fog égni a villany, amig csak birjak az izz6i. O még a masod-
szomszédomndl is gazdagabb, neki ot izz6éja van. Ezeket egymds utan fogja hasznélni. Elettartamaik fiiggetlenek
és exponencidlis eloszlast kovetnek 2 honap vérhat6 értékkel. Legyen X a negyedik izzdcsere pillanata, Y pedig
az a pillanat, amikor az 6todik izz6 kiég.

(a) Adjameg az f(z) siirliségfiiggvény képletét! (Segitség: ezt a siriiségfiiggvényt az eldzo feladatban hatd-
roztuk meg, és akkor f2(y) -nal jeldltiik.)

2

(b) Adjameg az fo); (y|z) feltételes siirliségfiiggvény képletét!
(c) Hatdrozza meg az f(z,y) slrtiségfiuggvény képletét!

(d) Hatdrozza meg az fo(y) stirtiségfiiggvény képletét! (Ez a negyedrendii gamma eloszlds siiriiségfiiggvénye.
Emlékeztetdiil: itt most Y az a pillanat, amikor aaz étodik izzo kiég.)

.

(e) Az érdekesség kedvéért hatdrozza meg az f1)5(x|y) feltételes stiriségfliggvény képletét, és gondolja meg,
mit jelent a kapott eredmény!

9. n -ed rendii gamma eloszlds siiriiségfiiggvényének levezetése a teljes indukcié modszerével:
A j6 hosszi utcank végében laké ember pincéjében is dllandéan fog égni a villany, amig csak birjak az izz6i.
Neki — mondjuk — 7 izz6ja van. Ezeket egymds utén fogja hasznalni. Elettartamaik fiiggetlenek és exponenci-
dlis eloszlast kovetnek 2 hénap vérhat6 értékkel. Legyen X az (n — 1) -edik izzdcsere pillanata, Y pedig az a
pillanat, amikor az n -edik izz6 kiég.
(a) Adjameg az fy(x) stirliségfiiggvény képletét! (Segitség: ezt a siiriiségfiiggvényt a teljes indukcié modsze-
rének megfelel6en — okosan — vegye fel!
(b) Adja meg az fo); (y|z) feltételes stirtiségfiiggvény képletét!
(c) Hatdrozza meg az f(z,y) siirliségfiiggvény képletét!
(d) Hatdrozza meg az f(y) stiriségfiiggvény képletét! (Ez az n -ed rendii gamma eloszlds siriiségfiiggvénye.
Emlékeztetdiil: itt most Y az a pillanat, amikor a n -edik izzo kiég.)

(e) Az érdekesség kedvéért hatdrozza meg az f)o(x|y) feltételes stiriségfiiggvény képletét, és gondolja meg,
mit jelent a kapott eredmény!



2. Kétdimenzios egyenletes eloszlas

1. Egy bolha az origébdl indulva a pozitiv irdnyba ugrdl. Ugrdsainak nagysiga fiiggetlen egymadstdl, és deciméter-
ben mérve egyenletes eloszlast kovet 30 és 60 kozott. Legyen X annak a pontnak a koordinatdja, ahova elészor
ugrik, Y pedig annak a pontnak a koordinatdja, ahova masodszor ugrik.

(a) Adjameg az f;(z) slirtiségfiiggvény képletét!

(b) Adjameg az fo); (y|z) feltételes siirtiségfiiggvény képletét!
(c) Hatdrozza meg az f(z,y) sirtiségfiggvény képletét!

(d) Hatdrozza meg az f>(y) stirliségfiiggvény képletét!

(e) Hatdrozza meg az fy)o(x|y) feltételes siirtiségfiiggvény képletét!
2. Az origé kdzéppontd, egységnyi sugard korlapon egyenletes eloszlds szerint vélasztunk egy (X,Y") pontot.

(a) Hatdrozza meg az f1(x) siirliségfiiggvény képletét!

(b) Hatdrozza meg az f51 (y|x) feltételes stiriségfiiggvény képletét!

v o

(c) Hatdrozza meg az f(x,y) stirliségfiiggvény képletét!
(d) Hatdrozza meg az f>(y) stirliségfiiggvény képletét!

22

(e) Hatdrozza meg az f|o(x|y) feltételes stirtiségfiiggvény képletét!



3. Béta eloszlasok kétdimenzioban

1. Ot jébarat mindegyike a tobbitdl fiiggetleniil dél és 1 6ra kozott egyenletes eloszlds szerint érkezik a menzdra.
Legyen X az az id6pont, amikor a mar négyen vannak, és legyen Y az az id6pont, amikor a mar mind az 6ten
ott vannak. Ha van ré lehet6sége, szimuldlja a jelenséget és a valdszintiségi véltozékat! Az alabbi feladatok
megértésében és megoldasdban sokat segit, ha érti, 14tja, hogy mi torténik, hogyan dolgozik a véletlen!

(a) Fokuszaljunk el6szor csak az Y valdszintiségi valtozora!

i. Hatarozza meg az
Y <0.75

esemény valdszintiségét! (Vegye észre, hogy ez az esemény azt jelenti, hogy mindenki odaér harom-
negyed egy eldtt.)

ii. Hatdrozza meg Y eloszlasfiiggvényének a képletét!

iii. Hatdrozza meg Y slrliségfiiggvényének a képletét az eloszlasfiiggvény derivalasdval!
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iv. Hatdrozza meg Y slrlségfiiggvényének a képletét az eloszlasfiiggvény felhaszndldsa nélkiil!
(b) Foékuszaljunk most csak az X valdszintiségi véltozora!

i. Hatdrozza meg az
X <0.25

esemény valdszintiségét! (Vegye észre, hogy Vegye észre, hogy ez az esemény azt jelenti, esemény
azt jelenti, hogy legalabb négyen odaérnek negyed egy el6tt. A binomidlis eloszlas képletét 6sszegzé-
sekkel kombindlva iigyesen lehet haszndlni.)

ii. Hatdrozza meg X eloszlasfiiggvényének a képletét!
iii. Hatdrozza meg X strtiségfiiggvényének a képletét az eloszlasfiiggvény derivalasaval!
iv. Hatdrozza meg X sfirliségfiiggvényének a képletét az eloszlasfiiggvény felhasznalasa nélkiil!

(c) Most foglalkozzunk az (X, Y") kétdimenziés valdszintiségi véltozéval!

i. Hatdrozza meg az
X <025 és Y <0.75

esemény valoszinliségét! (Vegye észre, hogy ez az esemény azt jelenti, hogy legalabb négyen odaérnek
negyed egy eldtt, és mindenki odaér haromnegyed egy el6tt. A polinomidlis eloszlds 0sszegzésekkel
kombindlva ligyesen lehet hasznélni.)

.

ii. Hatdrozza meg (X,Y") stiriségfiiggvényének a képletét az eloszldsfiiggvény derivaldsdval!
iii. Hatdrozza meg (X,Y") eloszlasfiiggvényének a képletét az eloszldsfiiggvény felhaszndldsa nélkiil!



4. Kisérleti eredmények fiiggvényének a varhato értéke

1. Tegyiik fel, hogy az (X,Y") kétdimenzids valészintiségi valtozé eloszldsa tédbldzattal megadva igy fest:

Y

5 || 0.060 | 0.120 | 0.090 | 0.030
4 ]/ 0.080 | 0.160 | 0.120 | 0.040
3
2
1

0.030 | 0.060 | 0.045 | 0.015
0.020 | 0.040 | 0.030 | 0.010
0.010 | 0.020 | 0.015 | 0.005

oz 3] 4w

Hatédrozza meg

(a) az XY szorzatanak,
(b) az Y/X hényados,
(c) az X/Y hényados
a vérhat6 értékét!
2. Egy (X,Y) kétdimenzids valdszintiségi valtozo stirliségfiiggvénye
fl@y)=z+y (>0, y>0, z+y<1)

Hatédrozza meg

(a) az XY szorzatanak,
(b) az Y/X hényados,
(c) az X/Y hényados

a varhat6 értékét!
3. Egy (X,Y) kétdimenzi6s val6sziniliségi véltozé stirliségfiiggvénye
fla,y) =4x 4+ 2y (x>0, y>0, x+y<1)
Hatédrozza meg

(a) az XY szorzatanak,
(b) az Y/X hényados,
(c) az X/Y hényados

a vdrhat6 értékét!



5. NSZT a kisérleti eredmények fiiggvényének az atlagara
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6. Vetiilet- és feltételes eloszlasok

1. Tekintjiik a (0,0), (1,1), (1,2), (0, 1) pontok éltal meghatdrozhott paralelogrammadn vett egyenletes eloszlast.
Hatédrozza meg

v

o az X = z feltétel mellett Y feltételes stirliségfiiggvényét, majd pedig

(a) afeltételes eloszlasfiiggvényét,
(b) afeltételes medidnjat,

(c) afeltételes varhato értékét,

(d) a feltételes masodik momentumat,
(e) a feltételes variancidjit

(f) afeltételes szorasat!

.

e az Y = y feltétel mellett X feltételes stiriségfiiggvényét, majd pedig

(a) afeltételes eloszlasfiiggvényét,
(b) afeltételes medidnjat,

(c) afeltételes varhaté értékét,

(d) a feltételes masodik momentumat,
(e) afeltételes variancidjat

(f) afeltételes szorasat!

2 A0<z <Lz <y< % egyenl6tlenségekkel definidlt tartomdnyon ("vitorldn") vessziik azt az eloszlast,
melynek siiriségfiiggvénye f(x,y) = ﬁ Hatdrozza meg

v o

o az X = z feltétel mellett Y feltételes stirliségfiiggvényét, majd pedig

(a) a feltételes eloszlasfiiggvényét,
(b) afeltételes medidnjat,

(c) afeltételes varhato értékét,

(d) a feltételes masodik momentumat,
(e) a feltételes variancidjat

(f) afeltételes szorasat!

2

o az Y = y feltétel mellett X feltételes stirtiségfiiggvényét, majd pedig

(a) afeltételes eloszlasfiiggvényét,
(b) afeltételes medidnjat,

(c) afeltételes varhato értékét,

(d) a feltételes masodik momentumat,
(e) afeltételes variancidjat

(f) afeltételes szorasat!

A0z <Lz <y < i egyenlStlenségekkel definidlt tartomdnyon ("vitorldn") vessziik azt az eloszlést,
melynek siiriségfiiggvénye f(z,y) = 27“7 Hatdrozza meg

v o

o az X = z feltétel mellett Y feltételes stirliségfiiggvényét, majd pedig

(a) afeltételes eloszlasfiiggvényét,
(b) afeltételes medidnjat,

(c) afeltételes varhato értékét,

(d) a feltételes masodik momentumat,
(e) a feltételes variancidjat

(f) afeltételes szorasat!

11



e az Y = y feltétel mellett X feltételes stiriségfiiggvényét, majd pedig
(a) afeltételes eloszlasfiiggvényét,
(b) afeltételes medidnjat,
(c) afeltételes varhato értékét,
(d) a feltételes masodik momentumat,
(e) a feltételes variancidjat
(f) afeltételes szorasat!

4. Kalkulétor vagy a szamit6gép altal eldallitott O és 1 kozott egyenletes eloszlast véletlen szamokra épitve defi-
nidljon olyan kétdimenzids valésziniiségi valtozot, mely az alabb megadott eloszlasokat koveti. Az eloszlasokat

a sliriségfiiggvényiikkel adjuk meg:
@ f(z,y)=4dzy (0<az,y<l)
® flzy)=z+y (>0, y>0, z+y<1)
© flr,y)=4x+2y (¢>0, y>0, x+y<1)

12



7. Transzformacio sikrol sikra

1. Az (z,y) -sik egységnégyzetén vett egyenletes eloszldst transzformdljuk az u = zy, v = £ transzformaci6val
az (u,v) -sikra.

(a) Hatdrozza meg az egységnégyzet képét!

o

(b) Hatdrozza meg a kapott eloszlas stirliségfiiggvényének a képletét!

2

2. Az (z,y) -sik egységnégyzetén tekintjiik azt az eloszlast, melynek stirtiségfiiggvénye f(z,y) = 4zy. Az el-
oszldst az (u, v) -sikra transzformdljuk az v = xy, v = £ transzforméciéval. Hatdrozza meg a kapott eloszlds
stirliségfiiggvényének a képletét!
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8. Linearis transzformacio sikrol sikra

1. A sikbeli standard normélis eloszlast transzformaljuk az

u =2z + 3y
v=a+2y

linearis transzformacidval.

(a) Hatdrozza meg a Jacobi matrixot!
(b) Szamolja ki a Jacobi determindnst!

(c¢) Irja fel a kapott eloszlds stirtiségfiiggvényének a képletét!
2. A sikbeli standard normadlis eloszlast transzformaljuk az

u = 2x + 5y
v=x+ 2y

linearis transzformacidval.

(a) Hatdrozza meg a Jacobi métrixot!
(b) Szamolja ki a Jacobi determindnst!

(c) Irja fel a kapott eloszlds stirtiségfiiggvényének a képletét!
3. A sikbeli standard normalis eloszlast transzforméljuk az

u =2z + 6y + 10
v=x+2y—>

linearis transzformacidval.

(a) Hatarozza meg a Jacobi matrixot!
(b) Szdmolja ki a Jacobi determindnst!

(c) Irja fel a kapott eloszlds stirtiségfiiggvényének a képletét!
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9. Transzformacio sikrol egyenesre

1. Koralaku céltdbldra 1oviink. A kor sugara 1 méter. A taldlat helye egyenletes eloszlast kovet a korlapon. A taldlat
helyének tdvolsiga

e a kor kdzéppontjatol

22

e a kor keriiletétdl
véletlentdl fiigg. Hatdrozza meg ennek a valészindségi véaltozénak az

(a) eloszlasfiiggvényét!
(b) stirtiségfiiggvényét!
2. Hatalmas koralakd céltdblara 16viink. A taldlat helye standrd normdlis eloszldst kovet a korlapon. A taldlat
helyének
e a kor kozéppontjatdl vald tdvolsiga

o a kor kozéppontjatdl vald tdvolsdganak a négyzete
véletlentdl fiigg. Hatdrozza meg ennek a val6szintiségi valtozénak az

(a) eloszlasfiiggvényét!

(b) stiriségfiiggvényét!
3. A(0,0),(1,1),(1,2), (0,1) pontok dltal meghatdrozhott paralelogramman vett egyenletes eloszldst veitjiik

(a) az x -tengelyre,

(b) az y -tengelyre

Milyen eloszldsokat kapunk a tengelyeken?
4 A0<z<lz<y< % egyenl6tlenségekkel definidlt tartomanyon ("vitorlan") vessziik azt az eloszlast,
melynek stirtiségfiggvénye f(x,y) = i Hatédrozza meg
(a) az x -tengelyre,
(b) az y -tengelyre

2

vetett vetiileteloszlés stirliségfiiggvényének a képletét!
S5 A0<z<lz<y< % egyenl6tlenségekkel definidlt tartomanyon ("vitorlan") vessziik azt az eloszlast,
melynek stirtiségfiiggvénye f(x,y) = 27” Hatédrozza meg
(a) az = -tengelyre,
(b) az y -tengelyre

2

vetett vetiileteloszlés stirliségfiiggvényének a képletét!

6. Tegyiik fel, hogy az (X,Y) val6sziniiségi véltozo slrtiségfiiggvénye: f(xz,y) = 4o +2y (x>0, y >
0, x4y < 1) Hatdrozza meg X + Y sfirtiségfiiggvényének a képletét!

7. Tegyiik fel, hogy X és Y fiiggetlenek, és mindketten egyenletes eloszlast kovetnek 0 és 1 kozott. Hatdrozza meg

X + Y stiriségfiiggvényének a képletét!

8. Tegyiik fel, hogy X és Y fiiggetlenek, é€s X egyenletes eloszlast kovet 0 és 3 kozott, Y pedig egyenletes eloszlast
kovet 0 és 5 kozott. Hatdrozza meg X + Y siirliségfiiggvényének a képletét!

9. Tegyiik fel, hogy X és Y fliggetlenek, és mindketten A\ paraméterti exponencidlis eloszlast kovetnek. Hatdrozza
meg X + Y sirlségfiiggvényének a képletét!
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10.

11.

12.

13.

14.
15.

Tegyiik fel, hogy X és Y fiiggetlenek, és X \; paraméterd, Y pedig Ao paraméteri exponencidlis eloszlast
kovet. Hatdrozza meg X + Y stirliségfiiggvényének a képletét!

Tegyiik fel, hogy X, Xo, X3 fiiggetlenek, és mindharman A\ paraméter(i exponencialis eloszldst kovetnek.
Hatdrozza meg X1 + Xo + X3 slirliségfiiggvényének a képletét!

Tegyiik fel, hogy X1, X0, X3, X, fiiggetlenek, és mind A\ paraméter(i exponencidlis eloszlast kovetnek. Haté-
rozza meg X1 + Xo + X3 + X strliségfiiggvényének a képletét!
Tegyiik fel, hogy X1, Xo, ..., X, fliggetlenek, és mind )\ paraméterti exponencidlis eloszlast kovetnek. Hata-
rozza meg X1 + X5 + ... + X, stiriségfiiggvényének a képletét!

VRN D; + /RN D, stirliségfiiggvénye: 2/32° ha0 < z < 1, —2/3(2®> — 62z +4)hal < 2 < 2

VRND; + 2 - /RNDs; stiriségfiiggvénye: 23 /6 ha0 < 2z < 1,2/2—1/3hal < 2 <2, —23/6 +52/2 -3
ha2 <z <3
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10. Regresszio a mediannal és a varhato értékkel

1. Ha a Hoppant6 Bolhdnak azt mondjuk, hogy "HOPP!", akkor ugrik egy nagyot. Az ugrdsdnak (méterben mért)
nagysaga véletlentdl fiigg. Ezt a valészinfiségi valtozot X -szel jeloljik. Ebben a feladatban feltessziik, hogy
X egyenletes eloszlast kovet 4 és 6 kozott. Ez — tobbek kozott — azt is jelenti, hogy

e az eseteknek kb. a negyedében 4 méternél nagyobbat, de 4.5 méternél kisebbet ugrik,
e az eseteknek kb. a negyedében 4.5 méternél nagyobbat, de 5 méternél kisebbet ugrik,
e az eseteknek kb. a negyedében 5 méternél nagyobbat, de 5.5 méternél kisebbet ugrik,

o az eseteknek kb. a negyedében 5.5 méternél nagyobbat, de 6 méternél kisebbet ugrik.

A bolha szeret a véletlennel és a pénzzel jatszani. Ha olyan adakoz6 emberre akad, aki beigéri neki, hogy fizetni
fog, és csak ugy kijelent egy c konstans szdmot is, akkor elkezd ugralni, és j6 sok (mondjuk kb. 100 ) ugrdst
végez. A szabdlyok szerint az adakozé ember minden egyes ugras utdn fizet:

e ha X > c,akkor (X —¢)-szer 10 forintot,
e ha X < c,akkor (¢ — X) -szer 20 forintot.

Ezért a bevallalés ember vesztesége ugrasonként:

e ha X > c,akkor 10 (X —¢) forint,
e ha X < c¢,akkor 20 (¢ — X) forint.

Hogyan vélassza meg a bevéllalés ember a ¢ konstans szdmot, ha azt akarja, hogy veszteségének ugrasonkénti
vérhat6 értéke minimdlis legyen?

2. (Az eldz0 feladat folytatdsa) Ebben a feladatban a Hoppant6 Bolha ugrdsdnak nagysidga normaélis eloszlast kovet

5 méter varhato értékkel és 1 méter szordssal. A kérdés ugyanaz, mint az el6z6 feladatban.
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11. Normalis eloszlasok a sikon
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