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Egyenletrendszerek

Elemi sormlveletek, lépcsos alak



Elemi sormuveletek

D Egy matrix sorain végzett alabbi miveleteket elemi
sormlveleteknek nevezziik:
« Sorcsere: két sor cseréje
Si <+ Sj: az i-edik és a j-edik sorok cseréje
 Beszorzas: egy sor beszorzasa egy nemnulla szammal
cS;: az i-edik sor beszorzasa c-vel, ahol c # 0
« Hozzaadas: egy sorhoz egy masik sor konstansszorosanak
hozzaadasa
S+ ¢S;: a j-edik sor c-szeresének az i-edik sorhoz adasa
D elemi oszlopmiiveletek: O; + 0, cO;, O; + cO;.
?  Mire jo?
lépcsos, redukalt [épcsds, haromszog-, diagonalis alakra hozas;
egyenletrendszer, determinans, rang,...



Lépcsos alak

D Egy matrix [épcsos alaku, ha

1. a 0-sorok (ha vannak) a matrix utolso sorai;

2. barmely két egymas utan kovetkez6 nem-0 sorban az also
sor elején (legalabb eggyel) tobb 0 van, mint a folotte lévd
sor elején.

A nemnulla sorok elsé zérustol kiilonbo6zo elemét foelemnek,
vezérelemnek vagy pivotelemnek hivjuk. Egy féelem
oszlopanak féoszlop vagy bazisoszlop a neve.

P A kovetkez6 matrixok lépcsos alakiak:

1T -2 3 -4 010110
32 10 0 0 -5 6 00010 1
lOA]’lO1]’OOOO’OOOO11

0 0 0 O 00000O00O



Lépcsos alak és rang

T Barmely test feletti matrix elemi sormlveletekkel [eépcsos
alakra hozhato.
B 1. bal oldali nulloszlopok letakarasa
2. sorcsere utan a;; # 0
3. S — g—ﬂsq utan as alatt minden elem 0.
4. takarjuk le az elsé oszlopot és az elso sort, és
ha nincs tobb sor, VEGE,
ha van, menjunk a 1 pontra.
T Egy matrix barmely lépcsos alakjaban azonos a nemzérus
sorok szama.
D E szamot a matrix rangjanak nevezzik.
) Arangjatr(A) (rang(A), rank(A)) jeloli



Redukalt lépcsos alak ( = reduced row echelon form)

D Egy matrix redukalt lépcsos, ha

1. lépcsos alaky;

2. minden féelem egyenld 1-gyel (vezéregyes);

3. a fooszlopokban a foelemeken kivil minden elem 0;
P A kovetkezo matrixok redukalt lépcsos alakuak:

120 4] [010001
1 0] fo 1 0 01 6/ [000 101
[oo]’[oo]’ooo o {0000 11

0 00 0 (000000

m Algoritmus: oszloponként haladva eldszor a vezérelemek alatt,
majd csak utana az utolso oszloppal kezdve és visszafelé
haladva folottuk is eliminalunk!



Redukalt lépcsos alakra hozas

1 3
P Hozzuk redukalt [épcsds alakraaz |1 1
2

0

2| matrixot!
2 4
0

130527511 30 ’|S1 3 53+45210 3

. 522 .
M (11 222 o —2 2| Z'lo 1 —1|=|0o 1 =
2 2 4 0 —4 4 0 —4 4 00 0

T Avredukalt lépcsds alak egyértelmi

Egy test elemeibol képzett barmely matrix redukalt [épcsds
alakra hozhato. Ez az alak egyértelmu.

m Programnyelvekben (pl. MATLAB) is rref( ) e fliggvény neve.



Egyenletrendszerek

Egyenletrendszerek megoldasa



Gauss-modszer

D

Az egyenletrendszer konzisztens, ha van megoldasa, egyébként
inkonzisztens.

A Gauss-modszer, -kikiiszobolés vagy -eliminacio: lin.egy.rsz.
megoldasa lépcsds alakra hozassal (oszloponként haladva). A
féoszlopok valtozoi: kotott valtozok, a tobbi a szabad.

Megoldas visszahelyettesitéssel (backward substitution).
X+y+z=2

Oldjuk meg az egyenletrsz.-t Gauss-modszerrel!
y+z=3
.o P PR Y T 1T 12
Az egy.rsz. bovitett matrixa mar lepcsos alaku: [O - 3],
igy a megoldas visszahelyettesitésekkel megkaphato:
X =1 =1 0
z t 0 1 10



Gauss-Jordan-modszer (megoldas rref-ra hozassal)

P Oldjuk meg a kov. IF; folotti egyenletrendszert (valtozok x, y, 2)!

7 1 210 T 1 2
1/653

2 3 5|5 0 1 1T|5] s3,5.-s, |1 1 20| s51-5,

— = —
7 0 1|2 0 6 612 O 1 115
1 2 3|5 0 1 1|5
10 1l [ 2t 2 -1

— |yl =|5—-t| = |5 +t|-1|, tel,.
0O 1 1|5

- z t 0 1

A harmadik valtozé a szabad valtozo (z = t), az elsd kettd a
kotott valtozo.

- Az egyenletrendszernek 7 megoldasa van, mivel az egyetlen
paraméter 7 ertéket vehet fel.

"



Gauss-Jordan-modszer - tobb paraméter

1212
P 123 3

367 8
1.2 0 3/2
00 1 1/2
000 O

o O -

1 121 2 117 s
of =10 0 2 1 0f-1| =¥
1 0 000 0O
3 3
3/2 X Xt Xs= S
—-1/2| — ” »
X3+ =X ==
0 3+24 5

A kotott valtozok: xq, X3, @ szabad valtozok: X, = s, x4 = t, X5 = U.

X1
X2
-
X4
X5

26—l 3 -2 = —1
0 1 0 0

1 _ 1 1
1t =|-2+s| o|+t|-1[+u| O
0 0 1 0
| Lo o o |1

12



Egyenletrendszerek

A megoldasok terei



T

Homogeén linearis egyenletrendszer megoldashalmaza

Egy n-ismeretlenes FF testbeli egyltthatos homogen linearis
egyenletrendszer megoldashalmaza alteret alkot F"-ben (zart
a vektorok 0sszeadasara és skalarral szorzasara nézve).

AXx=0,Ay=0= A(cx+Yy) = cAx+ Ay =0
A homogeén linearis Ax = 0 egyenletrendszer megoldasainak
alterét az A matrix nullterenek nevezzik és N'(A)-val jeloljuk.

172 1 2 1
Hatarozzuk megaz A |1 2 3 3 1| nullteret (ld. el6z6 pl.)
3 6 7 8 3
X1 —2s—3t—u =2 3 =q
Xo S 1 0 0
x| = —3t slo l 3| +ul 0|, s,t,ueR
X4 t 0 1 0
X5 u 0 0 1 13



Az inhomogeén linearis egyenletrendszer megoldasai

T Homogeén és inhomogén egyenletrendszer megoldasai
Az inhomogeén linearis Ax = b egyenletrendszerre:

inhomogen inhomogen egy Ax = 0 homogén
0S5zes =| tetszéleges |+ resz 0sszes
megoldasa megoldasa megoldasa

14



Linearis fuggetlenség



Explicit
vektoregyenlet

Implicit
egyenlet(rendszer)

egyenes r=rg+tv Ax+ By =C
Sikban pont F=ro AX + By = G
AoX + Bzy =0
sik r=ro+su+tv AX+By+Cz=D
egyenes r=ro+tv AX+ By + CGiz= D,
, Ax+ By + Gz=D,
Térben
pont r=rp Aix + By + Ciz = Dy
AoX + Bzy +GCz=D,
Asx + B3y + Cz=Ds
hipersik  r=ro+tiu1+... +th_qUp—1 QX7+ QX+ ...+ apXp =D
) sik r=ro+su-+tv n — 2 flggetlen?? egyenlet
R"-ben
egyenes r=rg+tv n — 1fluggetlen?? egyenlet
pont r=ro n fuggetlen?? egyenlet

15



Vektorok linearis fliggetlensége, linearis o0sszefiiggosége

k
D {v1,...,V} C V linearis kombinacioja >_ ¢v; (¢; € ).
i=1
Az Ures vektorhalmaz lin.komb-ja 0.
v
.y
D {vi,...,Vi} linearisan flggetlen, ha egyik sem all el6 a tobbi

lin.komb-jaként. (egy vektorra is jo: {v} figgetlen, ha v # 0)
D Linearisan fliggo, ha nem fliggetlen (van olyan, amelyik eldall)
T {vi,...,v} linfiiggetlen <= SF . cyv; = 0 csak
Ci=0C =...=C,r=0esetén all fenn. 16



Linearis fliggetlenség végtelen sok vektor esetén, bazis

D AMHa B = {vy,Va,...,Vp,...} véges vagy vegtelen
vektorhalmaz linearisan fuggetlen, ha minden veges
részhalmaza linearisan fliggetlen.

D AMH B generatorrendszer V-ben (kifesziti V-t), ha barmely
v € V vektor eldall veges sok B-beli linearis kombinaciojaként.

D AMH B vektorrendszer a V vektortér egy bazisa, ha

(1) linearisan fliggetlen,
(2) generatorrendszer.

T Minden vektortérnek van bazisa.

A zérustéré az ireshalmaz. (Zéruster = {0})



Bazis és dimenzio

A L'V vektortér, és B = {vq,Va,...,Vp} C V. A kdvetkezok
ekvivalensek:

- Blinearisan fiiggetlen generatorrendszere V-nek (bazis V-ben)

- B minimalis generatorrendszer,

- B maximalis fuggetlen vektorokrendszer.

T Bazistétel
Ha a V vektortérnek van n-elem( bazisa, akkor minden
bazisa n-elemd.

D AV vektortér n-dimenzios, ha van n-elemi bazisa. (véges
dimenzios vektortér)



Sormodell: lin. egyenletrendszer mo-a = hipersikok metszete

X+ y=3 X+2y=3 X+2y=3
az es az
X+2y =4 X4+ 4y =7 2X+ 4y =06

/II
/

19



Sormodell 3D-ben

-

= =45

20



Oszlopmodell: jobb oldal = oszlopvektorok linearis komb-ja

X+ y=3 X+2y =3 s X+2y=3

X+2y =4 X+ 4y =7 2X+4y =6
1X+1_3 1X+2_3 1X+2_3
1 217 T |4 2 s’ |7 2 4’ el

21



Kifeszitett altér

D aWw={v;eVr:i=1,72,...} vektorrendszer altal kifeszitett
altér span(vq, vy, ...) az 6sszes beldlik képzett linearis
kombinaciok altere, azaz

{c,-1v,-1 oo Gl 8 Chg oo G, E 0y Voo Vi, © W}.
A span(vq,Vy,...) <V, azaz altér.
A span(vq,Vy,...) a minimalis altér azok kozott, melyek

tartalmazzak a vy, v, ... vektorokat.

22



Egyenletrendszer megoldhatosaganak feltétele

D Egy matrix oszlopvektorai altal kifeszitett alteret oszloptérnek,
a sorvektorai altal kifeszitett alteret sortérnek nevezzik.

A Az A € F™<" matrix sortere F" altere, oszloptere F™ altere.

J  Asortere: S(A) vagy Row(A), oszloptere: O(A) vagy Col(A)

T beO(A) feltétel
Az Ax = b egyenletrendszer pontosan akkor konzisztens, ha b
eléall az A oszlopainak linearis kombinaciojaként (b € O(A)).
A linearis kombinacio egyutthatoi megegyeznek a
megoldasvektor koordinataival.

T Matrixrangos feltétel
Az Ax = b egyenletrendszer pontosan akkor konzisztens, ha
az egyutthatomatrix és a bovitett matrix rangja megegyezik,
azaz ha|r(A) = r(A|b). 23




A linearis algebra alaptétele




Sortér és oszloptér valtozasa elemi sormiveletek kozben

T Sortér és oszloptér valtozasa
Elemi sormUveletek kozben a

« sortér nem valtozik és az
« oszlopvektorok kozti linearis kapcsolatok nem valtoznak.

K Legyen B az A matrix egy lépcsos alakja. Ekkor

1. A és B sortere megegyezik,

2. az A oszlopvektorai kozt évo linearis kapcsolatok
azonosak a B ugyanolyan sorszamu oszlopai kozti lin.
kapcsolatokkal,

3. B nemzérus sorvektorai linearisan fuggetlenek,

4. afooszlopok B-ben és az azonos indexUl oszlopok A-ban is
linearisan fluggetlenek.

24



Matrix, rang, dimenzio

A Dimenzié = rang
Egy matrix rangja, sorterének dimenzioja és oszlopterének
dimenzidja megegyezik. (Ebbdl kovetkezdleg r(A) = r(AT).)

T Dimenziotétel = rang-nullitasi tétel
Barmely A € F™*" matrix esetén a sortér dimenziojanak (= A
rangjanak) és a nulltér dimenzidjanak (= A nullitasanak)
0sszege n. Képlettel:

dim(S(A)) + dim(N(A)) = n (r(A) 4+ null(A) = n).

B kotott valtozok szama + szabad valtozok szama = n

25



Valos matrixok sor- és nulltere

D

Valos vektortér két altere meroleges, ha barhogy valasztva egy
vektort az egyik, egyet a masik altérbdl, azok merdlegesek.

Két altér kiegészito altér, ha V barmely vektora egyértelmuen
eldall az egyik és a masik altérbe eso vektorok 0sszegeként.
AW <V altér merolegesén a ra meroleges vektorok alterét
értjuk, jele Wt (,W perp”).

A linearis algebra alaptétele

Minden valos matrix sortere és nulltere merdleges kiegészitd
alterei egymasnak.

S(A)L =N(A), O(ANH L = N(A), N (A = S(A), O(A)+ = N(A).
Minden x vektor egyértelmien eldall egy sortérbe és egy
nulltérbe esd vektor 6sszegeként.

Az A matrix négy kitiintetett altere: S(A), N'(A), O(A), N'(AT). -



A négy kitlintetett altér

- Az alabbi abra egy 3 x 3-as 2-rangl matrix kitlntetett altereit
szemlélteti, de ezzel szemléltethetjik a 4 kitlintetett alteret
altalaban is:

S(A) = O(AT) O(A) = S(AT)

27



4 kitlintetett altér és a linearis algebra alaptétele

Egy m x n-es matrix 4 kituntetett alterenek szemléeltetése
leveldiagrammal:

28



Linearis leképezés rangja

D L'V és W veges dimenzios F folotti vektorterek. A linearis
A:V — W leképezés rangjan képterének, nullitasan
magterenek dimenziojat értjuk, azaz r(A) = dim(Im(A)),
null(A) = dim(Ker(A)).

T Dimenziotétel - rang-nullitasi tétel linearis leképezésekre

Ha A:V — W linearis leképezés, és dimV = n, akkor

dim(Im(A)) + dim(Ker(A)) = n (r(A) + null(A) =n). 22



Az elemi sormuveletek alkalmazasai




Az altérbe tartozas vizsgalata

P Hatarozzuk meg, hogy a vi = (1,0,1,2), v, = (—=1,2,—2,1) és
vz = (1,1,1,1) vektorok altal kifeszitett alternek eleme-e az
u=(-1,2,-3,6) vektor! Adjunk meg egy ezt bizonyito linearis
kombinaciot! Mutassuk meg, hogy a w = (—1,2, —3, 4) vektor
nem eleme az altérnek!

M X3V + XV, + x3v3 = U ( = w) megoldasat keressiik. A szimultan
egyenletrendszer matrixa [vq v, v3 | u w.

T =1 1] -1 10 0] 3 3
0 21 2 2 0 10 2 2
_>
T -2 1]-3 =3 00 1(-2 =2
2 11 6 4 0 0 0] O 1

amibol (x1,x2,Xx3) = (3,2, —2), és w valoban nem all el6 linearis
kombinacioként, mert a w-t tartalmazo egyenletrendszer

B 30
ellentmondasos.



Linearis fliggetlenség eldontése

K Legyen A= [a1 aH ... a,?}! Az alabbi allitasok ekvivalensek:
« az ay, ay,.., a, vektorok linearisan flggetlenek;
« az A egyltthatomatrixi homogén linearis egyrndsz.-nek a
trivialison kivil nincs mas megoldasa;
« az A lépcsos alakjanak minden oszlopaban van féelem,
azazr(A) = k.
P Mutassuk meg, hogy a 4-dimenzios (1,2,3,4), (0,1,0,1) és
(1,1,1,0) vektorok linearisan fuggetlenek.
M A vektorokbol képzett matrix és lépcsos alakja

T 0 1 1T 0 1
2 1 1 0o 1 -1
30 1 - 0 0 -2|’
4 1 0 0 0 O

ami azt mutatja, hogy a hom.lin.egyrsz-nek csak egyetlen

megoldasa van, azaz az oszlopvektorok linearisan fliggetlenek. 7



Altér bazisanak meghatarozasa

P Hatarozzuk megaz (1,1,0,-2), (2,3,3,-2), (1,2,3,0) és
(1,3,6,2) vektorok altal kifeszitett altér egy bazisat!
2M oszlopvektorokkal a redukalt [épcsos alakbol:

17 2 11 12 1 1 12 1 1 10 -1 -3
1 3 2 3 _ o 1T 1 2 . o 1 1 2 _ 0 1 2
0 3 3 6 0 3 3 6 0 0 0 0 0 0 0 0
-2 =2 0 2 0 2 2 4 0 0 0 O 0 O 0 0
Ennek alapjan:
1 1 2 1 1
2 1 3 3 1
=_ + , =-3 +2
3 0 3 6 3
0 —2 —2 2 —2 -2

32



Koordinatas alak felirasa (az elobbi bazisban)

P Jelolje B={(1,1,0,-2),(2,3,3,—2)} a bazist. A redukalt
lépcsds alak nemzérus soraibol

10 -1 =3
o1 1 2

kapjuk a négy vektor koordinatas alakjait:

el Bl e,

33



Az elemi sormuveletek alkalmazasai

Sortérbe eso6 egyetlen megoldas



Valos egyiitthatos egyenletrendszer megoldasai

T Linearis egyenletrendszer megoldasai
Minden valos egyltthatos konzisztens linearis
egyenletrendszerre igazak a kovetkezo allitasok:

- egyetlen megoldasa esik az egyltthatomatrix sorterébe;

* a sortérbe esd megoldas az 6sszes megoldas kozil a
legkisebb abszollt értéku;

+ az 0sszes megoldas eldall Ggy, hogy a sortérbe esé
megoldashoz hozzaadjuk a homogen rész osszes
megoldasat.

34



Megoldasok és a kitlintetett alterek

- Legyen A€ R¥3 r(A) =2.
- Ekkor dim(S(A)) = dim(O(A)) = 2, dim(N(A)) =3 —2 = 1.

N[A) N (A7)

>
(o

0
S(A) = O(AT)

0
O(A) = S(AT)
v v

35



A sortérbe es0 megoldas meghatarozasa

P Allitsuk eld a kovetkezd egyenletrendszer 0sszes megoldasat a
sortérbe eso egyetlen megoldas segitségével.

X+y+z4+w=3
X+y—z—w=1
M A bovitett matrix és redukalt lépcsds alakja:
T 1 1 17 3 71 0 0 2
—
_11—1—’]1 0O 0 1 11

- Az egyenletrendszer megoldasa:

[ x 2—5 2 —1 0
y S 0 1 0
Z 1—t 1 + 0 + —1

|w t 0 0 1

36



A nulltereta (—1,1,0,0) és a (0,0, —1,1) vektorok feszitik ki. A
sortérbe es6 megoldasvektor ezekre merdéleges:

—X+Yy =0
—-Z+w=0

Ezekkel kibdvitve az egyenletrendszert, majd megoldva

71 0 0 2 100 0 1
00 1 1 0100 1
—

11 00 0 00 1 0 12
00 -1 10 000 1 12

tehat a sortérbe es6é mo.: (1,1,1/2,1/2), az 6sszes mo.:
1

X —1 0

y 1 1 0
= S t

Z 1/2 * 0 - -1

w 1/2 0 1

37



Az elemi sormuveletek alkalmazasai

Determinans



Motivacio: paralelogramma elojeles teriilete

1V
A f(CU,V):Cf(U,V), éSf(U,CV):Cf(U,V) u
GV
\' Vv
A f(uv) = —f(v,u) —Yu . LV
Y +C
u+c¢
A f(u,v) = f(u+cv,v) = f(u,v + cu) u | u

38



Definicio

D Determinans (elemi sormuveletekkel)

Determinans az a test folotti negyzetes matrixokon
értelmezett skalar érték( fiiggvény, amely

D1 értéke c-szeresére valtozik, ha egy sorat c-vel szorozzuk,
D2 —1-szeresére valtozik kiilonb6zo sorok folcserélésekor,
D3 nem valtozik a hozzaadas sormuvelete kozben,

D4 az egységmatrixhoz 1-et rendel.

m A determinans egységelemes kommutativ nullosztomentes
gylrl (integritasi tartomany) folott is definialhato, bar
kiszamitasa a Gauss-modszerrel nehézségekbe tkozik, mivel
az osztas nem mindig végezheto el.
T Test (sét integritasi tartomany) folotti matrixra a fenti D1-D4
feltételeket kielégit6 fliggvény létezik és egyéertelmd. 39



A determinans kiszamitasa

m det kiszamitasa: elemi sormlveletekkel a determinanst olyan
alakra hozzuk, melynek vagy van egy zérussora, vagy
haromszog alaku.

P Pascal-haromszoghdl képzett matrix determinansa:

(N T R | T T N T T B Y O O B
12 3 4 _j012 3_fo12 3_0123_.
13 61 (025 9 J0o01 3 (0013
1410 20 |03 919 |00 31 (000 1

40



Permutalo matrix determinansa

D

w)

Permutalo matrix: minden soraban és oszlopaban egyetlen
1-es van, a tobbi elem 0. Kigyo: minden soraban és oszlopaban
egyetlen olyan elem van, amin kivil minden mas elem 0.
egy permutald matrix két sora inverzioban all, ha az elébb allo
sorbeli 1-es hatrébb van, mint a masik sorbeli

0 0 1 0

[8 oo ?] inverzidinak szama példaul 4.

1 0 0 0
Legyen o az X = {1,2,...,n} halmaz egy permutacioja. AMH az
I,j € X elemek inverzioban allnak, ha i < j, de a(i) > o()).
A 3241 permutacioban 4 inverzio van.
Egy permutacio paros(ptln), ha inverzidinak szama paros(ptln).
A permutalo matrix determinansa aszerint +1vagy —1, hogy
inverzioban allo sorparjainak szama paros vagy paratlan. (Ez
megegyezik annak a permutacionak a paritasaval, mely az 1-es

elemek els6 indexeit a masodikba viszi.) 41
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Determinans mint kigyok osszege

T Tétel
Minden n-edrend( determinans folbomlik az 0sszes beléle
kivalaszthato kigyo determinansanak osszegére. Jelolje
djj,. j, (ennek értéke +1vagy —1) annak a permutald
matrixnak a determinansat, mely az dyj,, 0y, ..., apj, €lemekbol
allo kigyohoz tartozik. Ekkor

det([ay]) dez Jn @1 A2); « - - Anjys

ahol az 0sszegzés az {1,2,...,n} halmaz 0sszes lehetséges

{j1,J25 -5 Jn} permutaaman veglgfut
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Bazisfelbontas

T Jelolje az Ay« matrix
« redukalt lépcsos alakjanak nemzérus soraibol allo
r x n-es részmatrixat R (r = r(A)),
- az R féoszlopainak megfeleld A-beli oszlopok alkotta
m x r-es részmatrixot B.
Ekkor az R matrix j-edik oszlopa megegyezik az A matrix j-edik
oszlopanak a B oszlopai alkotta bazisban felirt koordinatas
alakjaval. Képletben:

A, =BR,;, azaz A=BR.

44y



Bazisfelbontas

1T 2 3 4
P A=12 4 8 6 a1|a2|a3|a4|a5]
T2 7 0 —N
T 2 3 4 5 1T 2 3 4 5 T 2 0 7 17
M2 4 8 6 2(—+l0 0 2 -2 =8| —=|0 0 1 -1 —4
1T 2 7 0 —MNM 0 0 4 —4 -—-16 0 0 O 0 0

E matrix elso két sora alkotja az R matrixot, az A matrix elsé és
harmadik oszlopa a B matrixot, igy a felbontas

1T 2 3 4 5 1 3 100 7 17
A=1(2 4 8 6 2l = |2 8 = BR.
00 1 -1 —4
12 7 0 -1 17

m Az O(A) = span(as,...,as) térben B = {aq, a3} bazis, melyben

[31][5 — [(1)]7 [aZ]B = |§], [83]5 = [?_, [84]8 = [_ﬂa [aS]B = [jﬂ 45




Matrixfelbontasok

LU-felbontas, PLU-felbontas



LU-felbontas

D A= LU LU-felbontas, ha L alsd egység haromszogmatrix, U
felsé haromszogmatrix.

. ..01] l1poc]
m nincs mindig: =

10 a 1|10 d
m Invertalhato matrixra egyértelm( (ha 3), egyébként nem biztos
11 1 170 0|1 1 1

0 0 0f=1]0 1 0|0 0 O
0 0 0 0O a 110 0 O

m Egyenletrendszer megoldasa LU-felbontassal: Ax = b, A = LU,
azaz LUx = b megoldasa:

Ax=b <= Ly=b, Ux=y,

és e ket egyenletrendszer visszahelyettesitésekkel megoldhato.
m a matrixinverz is megadhato visszahely.-kel az LU-felbontasbol 46



8 4 8 1 0 0
—1/2S
A=|2 6 4 4 P2 |Ex=|-1 1 0
13 2 4 0 0 1
(4 8 4 8] (1 0 0
ExA=|0 2 2 o] =% Ex=|0 1 0
13 2 4 -7 01
(4 8 4 8] 1 0 0]
S3—1/2S
EqExA=|0 2 2 o Z=£ Enx=10 1 0
011 2 0 —5 1
(4 8 4 8]
EspE3EpA= 1|0 2 2 0| =U.
00 0 2

Tehat ExpE31ExA = U, amibol L = (E32E31 E21)_1 = E;ﬂ E§11E§21.




Tudva, hogy S; — [;;S; inverze S; + [;;S;, kapjuk hogy

Tehat A = LU, azaz

48



A fenti példabol megsejthetd egyszer(l szamolas altalaban is

igaz. Az Am«n matrix ay # 0 elemével eliminaljuk az alatta

levoket, azaz elvéegezziik az S, — %51,..., S = ‘JG—TS

sormUveleteket. Legyen [y = g—ﬂ altalaban

17 0 0 7 0 0

o [y 1 0 o 0 1 0
E21 = oo Emp= : o

0 O 1 e © 1

49



lgazolhato, hogy ha az elsé oszloppal kezdve, és oszloponként
fontrol lefelé haladva végezziik az eliminalast, akkor az
eliminalo elemi matrixok szorzatara igaz, hogy

L= (E;'Ex ... E)(ES .. Epd) ... (En'_y) ami megkaphato az
ljj értekeknek az egységmatrix ij-indexu helyére valo
beirasaval, azaz

1 0 0
by 1 0

L= _
lrm lmz 1
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Az LU-felbontas memoriahasznalata

- N

&)

1 2
4 1
2 4
(4 1 2
0 7/2 0
12 4
(4 1 2
0 72 0
0 7/4 7)2
4 1 2
0 7/2 0

—

[4.00
2.00
1.00

U
[4.00
0.50
1.00
U
[4.00
0.50
0.25

¢
4.00
0.50

| 0.25

1.00
4.00
2.00

1.00
3.50
2.00

1.00
3.50
1.75

1.00
3.50
0.50

2.00
1.00
4.00

2.00]
0.00
4.00

2.00]
0.00

3.50

2.00
0.00
3.50
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PLU-felbontas

D PA=LU, azaz A = P'LU, P permutalo.
m nem csak négyzet alaklakra értelmezheto

0 1 0 1
1 2|=10 o
2 3 10
0 1
=10 0
10

0

1T 0 0]1]2 3
0 1 0f (0 1
2 12 1[0 O
T 0

2 3
0 1 [O 1]
1/2 1/2

m A Matlab/Octave programok csak PLU-t szamolnak, és mindig
az oszlop legnagyobb abszoldt értékd elemével eliminalnak a
szamitasi hibak csokkentése érdekében.

m Egyenletrendszer megoldasa PLU-val: Ax =b <= PAx =Pb

< LUx=Pb < Ly=PbésUx=y
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1[-1 6 1 =7 4]
21 1 44 =7 5
_)

3 4 -8 4 8 —4
4| 3 -68 6 —8]
3 4 —84 8 —4]
2| s 63-9 6
_>

1 s 230 1-1
413 05 0-5]
0010][-1 6
pa_ 0100 1 4
0001 4 —8
1000 3 —6

- &~ N W DN N W

—

4
4
8

4L -8 4 8 —4

1 44 —7 5
%

1 61 -7 4

3 68 6 -8

b -84 8—4

N 63-9 6
—)

3[4 05 0-5

a1 23 0 11
-7 4 1 0 0
7 5| v 10
8 —4 Yo 01
6 -8 —1/s 23 0

- N W S~ N W

- O O O

Mivel elemi sorm(iveletekkel barmely test folotti matrix lépcsos alakra
hozhato, ezért PLU-felbontasa is létezik. (LU-felbontasban az elemi
sormUveletek koziil csak a ,sor hozzaadasa egy alatta lévo sorhoz” mivelet

volt megengedve.)

4 —8 4 8 —4
o 63 -9 6
o 42 -5 3
3 05 0 =5

[ 4 -8 4 8-—4
s 6 3-9 6
34 0 5 0-5
=i/ 25 Ol 1 —1
4 —8 4 8 —4
0 63 -9 6
0 05 0 -5
0 00 1 —1
53



Matlab/Octave megoldas az el6zo feladatra

1.6 1 -7 4
4L 4 —7 5

4 —8 4 8 —4

3-6 8 6-81;

>> [L U P] = lu(A)

1.00000 0.00000 0.00000 0.00000
0.25000 1.00000 0.00000 0.00000
0.75000 0.00000 1.00000 0.00000
—0.25000 0.66667 0.00000 1.00000

U =
4 -8 4 8 —4
0 6 3 -9 6
0 0 5 0 —5
0 0 0 1 -4
p =

Permutation Matrix

54
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