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1. Irjuk fel az
1 1
A=|1 1
0 0
matrix (a) szingularis felbontéaséat, annak redukalt valtozatat, (b) pszeudoinverzét, és (¢) hatarozzuk
meg az Ax = (2,6,2) egyenletrendszer legkisebb abszolut értékid optiméalis megoldasat! (4 pont)

Megoldas. ATA = [3 3], karakterisztikus polinomja A2 — 4, sajatértékei 4, 0, sajatvektorai v; =
(1,1), vo = (1,—1). Szingularis értékei 2, 0, u; = Avy = (1,1,0), két tovabbi erre meréleges vektor:
uy = (1,—1,0) és uz = (0,0,1). A felbontas és a redukalt felbontas:
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A pszeudoinverz és az optimélis megoldés:
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2. Hatarozzuk meg a

B =

O O W
S W W

0
3
3

B

maétrix Jordan-alakjat, egy hozza tartozé Jordan-bazisat, és az e® matrixot! (4 pont)

Megoldas. Az egyetlen sajatérték 3, a hozza tartozo sajatvektor x; = (1,0,0). Eszerint olyan
x3 vektort keresiink, melyre (B — A\I)?x3 = x;. Ennek az egyenletrendszernek a megolddsa x3 =
(0,0,1/9), és (B — MI)x3 = (0,1/3,0), azaz — 9-cel minegyik vektort beszorozva — a
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métrixokkal B = PJP . Innen
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3. Legyen
1 1 1
C=1(1 5 5
1 5 14

Hatarozzuk meg (a) a C matrix LDU-felbontasat (ahol D diagonalis, L és U f6atlojaban csak egyesek
vannak); (b) ezt felhasznalva allitsuk el6 C-t M M alakban; (¢) és (pl. ezen felbontas segitségével)
irjuk fel az x7 Cx kvadratikus alakot négyzetek dsszegeként! (4 pont)

Megoldas. Az LU, LDU és MM alaka felbontéasok:
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Az MM alaku felbontas tgy keletkezett, hogy a D métrixot diag(1,2, 3) diag(1, 2, 3) alaku szorzatta
alakitottuk, és igy kaptuk az M = diag(1,2,3)U matrixot. Ezt felhasznélva kapjuk, hogy x? Cx =
xTMM”x = (M7x)T(M”x) egy vektor négyzete, tehat négyzetosszeg, azaz

2+ 5y% 4+ 1422 + 20y + 222 + 10yz = (x +y + 2)% + (2y + 22)? + (32)%



4. Melyik normalis, melyik unitér, melyik pozitiv definit és melyik 6nadjungalt az alabbi méatrixok

koziil? (4 pont)
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Megoldas. Mivel minden 6nadjungalt és unitér matrix normalis, ezért el6bb e két tulajdonsagot
vizsgaljuk: My, M szimmetrikusak, ezért dnadjungaltak, [ 1, }]H =[2, 1], tehat Mj is 6nadjungalt,
M, nem, mivel valos elemt, de nem szimmetrikus.

Az M; ortogonalis, tehat unitér is, mert oszlopvektorai ortonormaélt rendszert alkotnak. A tobbi
matrix oszlopai nem merdélegesek egymasra, tehat nem unitérek. Ennek ellen6rzése a komplex elemti
Mj; esetén az uff v képlettel szamolando: (1, —i) - (i,1) = (1,4) - (i,1) = 2i # 0.

Az My, M, M normalis, mivel énadjungdlt. Az My is, mivel M7 M, = M,M? = ﬁ ; ﬂ

Definitséget csak valos szimmetrikus matrixra definidltunk, igy csak My és My vizsgalando: mivel
M; sorai lineéarisan Osszefliggdk, determinansa 0, tehét nem lehet pozitiv definit; az My bal {6ls6

2 x 2-es féminora 0, igy az sem pozitiv definit, tehat ilyen méatrix nincs a felsoroltak kozt.

5. Melyik irreducibilis az alabbi matrixok koziil? Amelyik nem, azt melyik permutéciés matrix viszi

[8 g] alakba? Amelyik irreducibilis, annak mennyi a spektralsugara és Perron-vektora? (4 pont)
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Megoldas. Az irreducibilitas eldonthetd a matrixokhoz rendelt szomszédsagi grafokkal:

R, irreducibilis, mert a graf erésen Osszefiiggd, azaz barmely cstcsbol barmely masikba el lehet
jutni irdnyitott Gton. Ry reducibilis, hisz példaul nem indul iranyitott él a kovetkez6 halmazokbol a
komplementeriikbe: {6}, {3}, {1,5}, {2,4}, {1,5,6}, {2,3,4},.... Igy igen sok olyan P permutacios

maétrix van, amelyik Ro-t a kivant alakba viszi. Ilyen példaul a P = RlT maétrix is, mert az a 6-dik
pontot viszi az 1-be (1-et a 2-be, 2-t a 3-ba,...). Valoban:
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Az R; matrixnak nyilvanvaloan sajatvektora az p = (1,1,1,1,1,1) vektor az 1 sajatértékkel. Mivel
R; nemnegativ és irreducibilis, ezért a Frobenius—Perron-tétel szerint a spektralsugarhoz, mint sa-
jatértékhez tartozo sajatvektor az egyetlen sajatvektor, mely pozitiv elemii. Ebbdl kovetkezik, hogy
a spektralsugar 1.

Mdsik megoldds a feladat mésodik részére:
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A karakterisztikus polinom gyokei a hatodik egységgyokok, melyek az 1-sugart koron vannak, tehat
1 a spektralsugar. A spektralsugéar valoban sajatérték, és a A = 1-hez tartozo sajatvektor — a Perron-
vektor —p=(1,1,1,1,1,1).



