ANALIZIS 1-2. SZIGORLAT 2022. junius 22.
Mérnokinformatikus szak [-varians Megoldasok

* 1. feladat (14 pont)
Integraljuk az f(z,y) := 22y/22 + 92 ((z,y) € R?) fiiggvényt a

H = {(x,y) c R? |x2 +y¥P<1,y> 0} halmazon!

Mo. Sikbeli polarkoordinatakkal (2p) (H = P([0,1] x [0, 7])):
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* 2. feladat (4+6+6=16 pont)
a) Hogyan definialtuk a Fourier-sorok elméletében két folytonos, 27 szerint periodikus fiiggvény
belsé (vagy skalaris) szorzatat?

1+cos(2<p) (2p) T
> ¥ T

b) Hatarozzuk meg az (x + cos?(x),x + sin(z)) bels§ (vagy skalaris) szorzatot!

¢) Hatérozzuk meg az f(r) = cos®(z) (v € R) fiiggvény Fourier-soraban szerepld dsszes egyiitt-
hato értékét! (Segitség: alkalmazzunk trigonometrikus azonosségot!)

27
Mo a) (f.9) = [ falale) do (4p)
b) (x — cos®(z),x > sin(x f cos?(x) sin(r) da 2p) [—2 cos® z] @),

1 1
c) f(x) = cos®(z) = 3 + 3 cos(2x) (x € R) (3p) véges trigonometrikus polinom, tehét

1
ag=1, az = 2 és a tobbi egyiitthato zérus (3p) .

* 3. feladat (10 pont)

Legyen f(x) := e 1®l (2 € R). Tudjuk, hogy minden w € R esetén .Z (f)(w) = 1+w2 (ahol .#
Fourier-transzforméciot jeloli). % (f x f —3f) =7

(Feltehetjiik, hogy az f * f fiiggvény Fourier-transzformalhato, ennek bizonyitasa nem része a
feladatnak.)




Mo. A Fourier-transzforméacio tulajdonsagai alapjan

F(fxf=3f)=F()?=37(f) (5p),

azaz minden w € R esetén

F(f+f=3f)(w)=

4. feladat (18 pont)
Legyen (an)nen olyan szamsorozat, amelyre

apo=1, apy1=vV1+ay.

Szamitsuk ki (a,)nen hatarértékét (amennyiben létezik)! (Segitség: el@szor bizonyitsuk be, hogy
a sorozat monoton nové, és a 2 felss korlatja.)

Mo. Elészor teljes indukciéval belatjuk, hogy (an)neny monoton névs. a; = /2 (1p) , tehat
ap < a1 (1p) . Tegyiik fel, hogy a, < an; teljesiil valamilyen n € N esetén. Ekkor

Ap41 = \/1 +ap < \/1 + antr1 = api2 (3P)a

tehat a sorozat monoton névé (1p) .

Megmutatjuk, hogy a sorozatnak a 2 felsg korlatja: agp <2 (1p) , tegyiik fel, hogy a, <2
valamilyen n € N esetén. Ekkor

an+1:\/1+an§\/§§2 (3p)7

tehat az (a,)nen sorozatnak a 2 felss korlatja (1p) .
Mivel (an)neny monoton névé és feliilrsl korlatos, ezért konvergens (2p) , jelolje a hatar-
értekét A. Ekkor ani1 —3 A, VI+an =3 VI+A (1p) , kovetkezésképpen

A=V1+A = A’=1+A4A (2p),
igy A = 1+2\/5 vagy A = 1_7\/5 (1p) . Mivel a; = 1 és (an)ney monoton névs, ezért

A=155 (1p) .

5. feladat (54+5=10 pont)

a) /:1:2 In(z)dz =7 b) /:Cze’33 dz =7




Mo. a) Parcialis integréalassal (1p) :

3 3
/332 In(z) dz 2p) % In(z) — =1 do 22 % In(z) — % +C (CeR).

6. feladat (6+6=12 pont)
Hatarozzuk meg az alabbi sordsszegeket!

o 2k+2 _ 3k

a) ZT b) Z(—l)ky

k=0 k=0
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7. feladat (44+4=8 pont)
Definialjunk két (kiilonbo6zs és Analizis 1 vagy 2 targybol tanult) fogalmat, amelyben szerepel
az egyenletes” jelzs!

Mo. Azt mondjuk, hogy az f : R — R fliggvény egyenletesen folytonos (1p) a H C Dom(f)
halmazon, ha minden € > 0 esetén létezik olyan § > 0, hogy minden z,y € H és [z —y| < §
esetén

[f(z) = f(y)l <e. (3p)

Legyen (fn)nen egy R — R fiiggvényekbdl 4llo sorozat, és jeldlje f := lim f,, a pontonkénti

n—oo
limeszfiiggvényét. Azt mondjuk, hogy (fn)nen egyenletesen konvergens (1p) a H C R
halmazon, ha H C Dom(f) (1p) és

sup | fu(z) — f(2)] =3 0. (3p)
xeH



8. feladat (44-8=12 pont)
Mondjuk ki és bizonyitsuk a numerikus sorokra vonatkozé majorans kritérimot!

Mo. Tétel: Legyenek (ap)nen €s (bn)nen olyan szamsorozatok, amelyekhez létezik olyan N € N,
hogy minden n € N és n > N esetén

0<a, < bn (2P)7

valamint a Y b, sor konvergens (1p) . Ekkor a ) a, sor is konvergens (1p) .
neN neN

Bizonyitds: Legyen € > 0. A ) b, sor konvergencidja és a sorokra vonatkozo Cauchy-
neN
kritérium (1p) alapjan létezik olyan N7 € N, hogy minden n,m € N ésn > m > N;

n
> bkl <e (2p) . Legyen n,m € N és n > m > max{N,N;} (2p) . Ekkor
k=m+1

esetén

n

>

k=m+1

> b <e (2p),

k=m+1

= Zaké Zbk:

k=m+1 k=m+1

tehat (ismét a sorokra vonatkozo Cauchy-kritérium miatt) a > ay, sor konvergens (1p) .
neN

(Alternativ bizonyitas: a részletosszeg-sorozatrol megmutathato, hogy feliilrsl korlatos és
egy kiiszobindextsl kezdve monoton. A felsg korlattal vigyazni kell, mert mivel a majorélas
o0

csak egy kiiszobindextdl kezdve teljesiil, ezért a Y b, sorosszeg nem jo felsg korlatnak.)
n=0




