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Altalanos alapelvek.

A pontozési atmutato célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az utmu-
tat6 minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt
részpontszamokat kozli. Az utmutatonak nem célja a feladatok teljes értékd megoldasanak részletes
leirasa; a leirt lépések egy maximalis pontszamot éré megoldas vazlatanak tekinthetsk.

Az ttmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldonak, ha a kapcso-
16d6 gondolat egy attekinthets, vildgosan leirt és megindokolt megoldas egy 1épéseként szerepel a
dolgozatban. Igy példaul az anyagban szerepls ismeretek, definiciok, tételek puszta leirasa azok al-
kalmazasa nélkiil nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban
valoban szerephez jut). Annak mérlegelése, hogy az utmutatoban feltiintetett pontszam a fentiek fi-
gyelembevételével a megoldonak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javito hataskore.

Részpontszam jar minden olyan Gtletért, részmegoldésért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolat-
menet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldéasa volna kaphat6. Az ttmutatoban szerepl6
részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az utmutatoban leirttol eltérs jo megoldas ter-
mészetesen maximalis pontot ér.

Minden feladat 10 pontot ér. Az elégséges hatara 24 pont. A vizsgajegybe a dolgozat pontszama
szamit bele, igy a dolgozatokra osztalyzatot nem adunk.

1. Egy négyszeresen élosszefiiggd grathoz hozzavesziink egy 4j cstucsot, melyet a graf tetszéleges 6t
pontjaval 0sszekotiink.

a) Igaz-e, hogy a kapott graf mindig négyszeresen élosszefiiggs?

b) Igaz-e, hogy a kapott graf mindig 6tszorosen élosszefiiggs?
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Legyen az eredeti graf GG, a pont és az 6t €l hozzavételével kapott graf G'.
a) Megmutatjuk, hogy barhogy hagyunk el G’-bdl legfeljebb harom élet, a kapott graf sszefiiggs

lesz, azaz G’ négyszeresen élosszefiiggd. (1 pont)
G'-bdl legfeljebb harom élet elhagyva a G altal feszitett részgrafbol is legfeljebb harom élet hagytunk
el, igy G Osszefliggé marad, hiszen tudjuk, hogy G négyszeresen élosszefiiggd. (3 pont)

Az djonnan felvett cstics a legfeljebb harom él elhagyasa utan is csatlakozik a G altal feszitett
részgrathoz, hiszen az 6t csatlakozo él kozott lesz olyan (legalabb kettd is), amelyet nem hagytunk
el. (2 pont)

b) Ez nem lesz igaz, ennek igazolasara elég egy ellenpéldat mutatni: legyen G (mondjuk) az a
graf, amit egy hat csiicsi teljes grafbol egy él elhagyéasaval kapunk, az Gj pontot pedig kossiik Ossze

G 6t foku csucsaival és a két négy foku csucs koziil az egyikkel. (2 pont)
A kapott graf nem lehet 6tszorosen élosszefliggs, hiszen van 4 foku csiicsa, az ehhez csatlakozo négy
élet elhagyva tehat szétesik. (2 pont)

2. Egy G graf a és b csucsai kozt 1étezik harom éldiszjunkt 1t, teljesiil tovabbé, hogy a graf barmely
¢ csucsabol az a és b cstcsokba vezet Osszesen legalabb harom éldiszjunkt tt. Igaz-e, hogy G barmely
két csicsa kozt is 1étezik harom éldiszjunkt at?



Az 5. Menger-tétel szerint G barmely két cstucsa kozt 1étezik harom éldiszjunkt at akkor éa csak

akkor, ha a graf haromszorosan élosszefiiggs. (2 pont)
Annak eldontéséhez, hogy ez teljesiil-e, hagyjunk el legfeljebb két élet a grafbol. (1 pont)
Ekkor tetszdleges ¢ csicsra igaz lesz, hogy vagy a-val vagy b-vel azonos komponensben van, (1 pont)
hiszen a harom éldiszjunkt utbol legalabb egy megmaradt a két él elhagyasa utéan. (2 pont)
Igaz tovabba, hogy az a és b cstcsok azonos komponensben vannak, (1 pont)
hiszen volt koztiik harom éldiszjunkt 1t, s ezek koziil is legaldabb egy megmaradt a két ¢l elhagyésa
utan. (2 pont)

Ezzel belattuk, hogy a graf valamennyi cstcsa egy komponensben lesz a két él elhagyasa utéan,
vagyis a graf csakugyan haromszorosan élosszefliggd, s igy a feladat kérdésére a valasz igenls. (1 pont)

Menger-tétel hasznalata nélkiil az allitas bizonyitasa elég maceras, ¢-bsl (mondjuk) a-ba, majd onnan
d-be mend éldiszjunkt utakat taldlni nem olyan egyszerd. Aki ebbe az iranyba probalkozik, de érdemi
elérelépés nélkiil, az 1-2 pontnal ne kapjon tobbet.
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3. Hatérozzuk meg az n® —n* —n? és n® —n? + 1 szamok legnagyobb kozos osztéjat minden n egész

szamra.
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Jeloljiik d-vel a kérdéses Inko-t. Ekkor nyilvan d | n*(n® —n? + 1) = n® — n* + n?, ( )
ahonnan d | (n® —n* 4+ n?) — (n® — n* — n?) = 2n% ( )
Mivel n® — n? 4+ 1 paratlan (hiszen n® és n? azonos paritast), ( )
d is paratlan kell hogy legyen, ezért d | n? is teljesiil. (1 pont)
lgy d | (n® —n®+1) +n*=n+1 ( )
ésd|n-n*=n3, ( )
ahonnan d | n®+1—n®=1, azaz d = 1. ( )

4. FEgy szam 464-szerese 8 maradékot ad 50-nel osztva. Milyen maradékot ad maga a szam 50-nel
osztva?
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A feladat a 464z =8 (mod 50) kongruencia mod 50 megoldasainak meghatarozasa. (1 pont)
464 és 50 Inko-ja 2, ez osztja 8-at, tehat lesz megoldas (ha valaki csak eddig jut el, arra adhatunk 1
pontot), éspedig 2 darab modulo 50 (erre is adhatunk 1 pontot, ha valaki nem oldja meg a linearis
kongruenciat). A kongruenciat 2-vel osztva és 225x-et a bal oldalrdl elvéve az eredetivel ekvivalens

7Tr =4 (mod 25)

kongruenciat kapjuk. (2 pont)
A jobb oldalrol 25-6t elvéve a
7r = —21 (mod 25)

kongruencia adodik. (2 pont)
Mivel 7 és 25 relativ primek, (1 pont)
7-tel osztva az eredetivel ekvivalens

r=-3=22 (mod 25)

kongruenciat nyerjik. (2 pont)
Innen a megoldasok 22 és 22+25=47 modulo 50. (2 pont)



5. Hatarozzuk meg az Gsszes olyan n szamot, melyre ¢(n) = 2.
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Legyen n primtényezés felbontdasa n = p{'py?...p%". Hasznaljuk az el6adason tanult
p(n) = (7" — P s — p5* 1) . (pir — ppr!) keépletet. (Iddig még mem jar pont.) A
szorzat tényez6i mind pozitiv egészek, igy egyikiik sem lehet nagyobb 2-nél, (2 pont)
azaz n-nek nem lehet 3-nél nagyobb primosztoja, (2 pont)
a 3 csak az els6 hatvanyon szerepelhet, (2 pont)
a 2 pedig legfeljebb a mésodik hatvanyon. (2 pont)

Az n szam tehat osztoja a 12-nek, a hat oszto koziil konnyen lathato, hogy a 3, a 4 és a 6 tesznek
eleget a feltételnek. (2 pont)

6. Hatarozzuk meg 2325"" utolsé harom szamjegyét a hatos szamrendszerben.
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A feladat megoldasahoz 23%5°" 216-tal vett osztasi maradékat kell meghatarozni. (1 pont)
Mivel 23 és 216 relativ primek, (1 pont)
az Euler-Fermat tétel szerint 239('6) =1 mod 216. (1 pont)
216 = 2333, fgy p(216) = 4 - 18 = 72. (1 pont)
Most tehat a 25%* szam 72-vel vett osztasi maradékara vagyunk kivancsiak. Mivel 25 és 72 is relativ
primek, (1 pont

)
az Euler-Fermat tétel szerint 25¢(7) =1 mod 72. ( )
72 = 2332 igy p(72) = 4 -6 = 24, tehat 25* 72-vel osztva 1 maradékot ad. ( )
Igy 232" = 23721 mod 216 valamely k egészre. (1 pont)
Mivel 237 =1 mod 216, a 23%"" szam 216-tal vett osztasi maradéka 23. ( )
23 a hatos szamrendszerben felirva 35, tehat az utols6 harom szamjegy 035 lesz. ( )



