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Kinematika

Sikbeli és térbeli mozgasok
Koordinatarendszer: Valamilyen egyértelm(ien meghatarozhaté ponthoz rogzitett
vonatkoztatasi rendszer. Tetsz6legesen vehetjiik fel, gy érdemes, hogy egyszer(isddjon a szdmolas.

Tipusai 2 dimenziéban: A
Yy
o Derékszogl koordinatarendszer
) o » P(r,0)
e Poldr koordindtarendszer s
r o7 :“-
r = \/xz + y2 e :q:b
y al l .
tg@ - ; rcosf x
Tipusai 3 dimenzidban:
o Derékszogl koordinatarendszer Y
e Henger koordindtarendszer
[ ]
e GOmbi koordindtarendszer ‘

x =r - sin(0) - cos ()

vy =r -sin(Q) - sin (0) 7
z = r - cos(B)

Helyvektor (r): Az origd és P pont kozotti irdnyitott szakasz. A koordinatarendszertél fligg a
dimenzidjanak a szdma. Mindig csak adott koordinatarendszerben értelmezhetd, de ott egyértelmd.
A mozgasokat a helyvektorral irjuk le. A cél az, hogy minden id6pillanatban ismert legyen a
helyvektor.

Elmozdulast leiré fogalmak:

e Palya: helyzetvektor elmozdulasa az id6ben 2t
e Elmozduldsvektor: a kezd&s és végpont kozotti vektor. A o ,1.\-/
(egyenes szakasz, a legrévidebb tavolsag) /\/ » e
Ar =12 -1l 0 As’ B
e Ut: Al és A2 pont kdzott adott palyan megtett tavolsag 0 AF
A2 T2
s A Al;r_r)lo Ar = f dr
1 rl

SI mértékegysége a [m].

Az elmozdulasvektor lehet 0, ha az Ut nem 0, példaul, ha a kezdépontba jutottunk
vissza.



Sikbeli és térbeli sebesség
Atlagsebesség:

Ar
Vatl — A—; igy konnyen felveheti a 0 értéket, ha ugyanoda jutunk vissza.

Pillanatnyi sebesség:

T Ar _dr |
v 2 limyeg3r = G0 v =20
A pillanatnyi sebesség is vektormennyiség.
Ha nincsen kilon jelz6 a sebesség el6tt, akkor a pillanatnyi sebességet értjiik.
A pillanatnyi sebesség mindig a palya érint6sébe mutat.

SI mértékegysége a [m/s].

A sebességet az elmozdulds id6 szerinti derivaltjaként definialtuk. Azonban az
elmozdulasvektor felbonthatd (ha deréksz6gl koordinatarendszert néziink) x, y, z irdnyu

< sz

szorzatok emiatt nem csak az egyttthatokat kell lederivalni, hanem az egységvektorokat is le
kéne, de mivel az egységvektorok nem valtoznak az id6ben, igy 0 értékliek lesznek.

dc o dy o dz o dx 4 di
= — % — % — % * — * — * —
L P P A P P T AP T

Ez azonban polar koordinatarendszerre mar nem igaz.

Sikbeli és térbeli gyorsulas

Atlagos gyorsulds:
Av

ay = L

Zatl At

Pillanatnyi gyorsulas:

ay _ dv

At T dt

Ha nincsen kilon jelz6 a gyorsulas el6tt, akkor a pillanatnyi gyorsuldst értjlk.
SI mértékegysége a [m/s’]

a £ limge

Amennyiben ismert a test helyvektora, sebessége, gyorsulasa, akkor a mozgas minden
idépillanatban felirhato!

Hajitasok, egyenes vonalu egyenletes mozgasok
Most csak a 2 dimenzids hajitasokkal foglalkozunk, ahol a légellenallds elhanyagolhato, és a
gravitacios gyorsulas allandé (9,81 m/s?).

A szabadon esé testek mozgasanak komponensei fliiggetlenek, ezt még Galilei mondta ki.
Vagyis a mozgas soran végig kiilonvalaszthato, és kiilon kezelhetd az x és az y irdnyu komponensek.

igy minden komponens esetében tulajdonképpen egyenes vonall egyenletes mozgast végez
a test.



a = allando
v(t) = fot’a*dt =at'+cl;hav(0)=vo=>v(t) =ax*t+ v,
x(®) = fv() +dt = [)'(at + vo) ¥ dt = Zax t2+ vyt +x,

Kormozgas
Ha egy test pdlyaja kor alaku, akkor kormozgasrdl beszéliink.

Szogelfordulas:
A S
¢ == [rad]
Sebesség:
Mindig az érint6 iranyba mutat, kilénben letérne a

palyarol.

Gyorsulas:
Mindenképp van radialis, kozéppont felé mutatd

gyorsuldsa, hiszen, a sebességvektor folyamatosan

valtozik. Ezt hivjuk centripetalis gyorsuldsnak (a.).

Ha a sebességvektor nagysaga allandé, és csak az

irdnya valtozik, akkor egyenletes kormozgasrdl beszéliink, ha a nagysaga is valtozik az
id6ben, akkor gyorsuld a kormozgas.

Ha gyorsuld a kérmozgas, akkor van érintGiranyld komponense is a gyorsulasvektornak.

(ay).

A centripetdlis gyorsulas:
Irdnya a kdzéppont felé mutat, hiszen dv vektor hatarhelyzetben parhuzamossa valik
a helyvektorral.

, Av Ar As
Hatarhelyzetben: — = — =~ —
v T T

. Av v, As v v?2

A definicié: a., = lim — = —x*lim —=—-%xp= —

¢p 4t-0 At r 4t-0 At r r

Szogsebesség:
Axidlis vektor, vagyis a mozgas sikjara mer6legesen mutat a jobb kéz szabdlynak

megfelelGen.
o] = 40  de

— A%I—n»oﬂ ~dt
Egyéb Osszefliggések:
ds
ao  T* g ds

W*r=r*—= ——=—=17
dt dt dt
Qv 40
a= lim—=vx* lim —=v*w
=  At-0 At At—0 At
v? 5
acp—7=r*w =v*



Dinamika

Newton torvények
l. torvény (tehetetlenség torvénye): Minden test megtartja mozgasallapotat (egyenes vonalu

egyenletes mozgast végez, vagy nyugalomban marad), amig mas test erével nem hat ra.
Kovetkezményei:

e Nyugalom és az egyenes vonali mozgas semmiben sem kiilonbozik, a nyugalom csak
egy specialis eset.

e Nem hat erg, az azzal is megfeleltethetd, ha er6k ereddje 0.

e Er6 hatdsara gyorsulni fog a test, de nem minden test egyforma mértékben (tehetetlen
tomeg).

Er6torvények:

e 1, Er6s kolcsonhatas: kozelhatd erd, erGsség: 1
e 2, Elektromagneses erdk: kozelhato erd, erésség: 10
e 3, Gyenge kdlcsdnhatas: tavolhatd erd, erésség: 10"
e 4, Gravitacios erd: tavolhatd erd, erGsség: 10

Inerciarendszer: Def: Minden rendszer, ahol érvényes Newton elsé térvénye. Ezek a
rendszerek egymashoz képest nyugalomban vannak, vagy egyenes vonall egyenletes mozgdst
végeznek.

Newton torvények minden inerciarendszerben azonosan érvényesiilnek, igy nincsen kitlintetett
rendszer (relativitas elve). Egy fizikai leiras akkor megfelel§, hogyha minden inerciarendszerben
azonos alaku.

. . . L g L0 dp p ..
Il. térvény: Rendszer impulzusvaltozdsahoz erd kell. F = o Tovébbgondolva, ha a tomeg
. . . « s oL . dp d
allanddénak tekinthetd (nem relativisztikus eset / hétkéznapi eset): F = —=m * =

SI mértékegysége az er6nek a N (newton).

Tomegek:
A gyorsulashoz er6 kell, azonban a kiilonb6z6 testek kiilonb6z6 mddon reagalnak, gyorsulnak
ugyanazon er6 hatasara (gondolatkisérlet). Ezt a tomeget hivjuk tehetetlen tomegnek.
Tomeget azonban egyszer(ibb mérni, hogyha a testre hatd erGket 0-va tessziik, a gravitacids er6t
kiegyensulyozzuk. Ez a statikai tomegmérés. Sulyos témegnek nevezziik, ha csak a gravitacios erével
szemben hatdrozzuk meg a témeget. F = m * g

EStvos Jozsef mérései 10°-es pontossaggal igazoltak, hogy a sulyos és tehetetlen témeg aranya 1.
Majd Einstein mondta ki, hogy a két féle tdmeg teljesen ekvivalens.

Impulzus, lendllet: p = m * v. Mértékegysége Sl-ben: kg*m/s.

Il. torvény: (Er6-ellenerd torvénye): Ha A és B test er6t gyakorol egymasra, akkor az A altal a
B-re kifejtett er6 ugyanolyan nagysagu, de ellentétes irdnyd, mint a B altal az A-ra kifejtett er6.

FA—>B = _FB—>A



Ez minden 2 témeges rendszerre igaz, ha tébb tomeges a rendszer, akkor minden két test
kozott paronként ez felirhatd.

A két erd egyszerre és ugyanannyi ideig hat. Azonban a tdmadaspontjuk kilénb6z6! Masik
testre hatnak.

IV torvény (Er6hatasok fliggetlenségének elve): Ugyanabban a pontban haté erdk
helyettesithetGk 1 erével, a vektori 6sszegzés szabalyai szerint. Masképpen: az erék
szuperponalhaték.

Er6torvények:

e Nehézségier6: F = m=+*g

e Rugéer6:F = —kxx
. 7’ .7 77 ml*mz
e Gravitdciéser6: F = y 2 Te

e Surlodasiers: Fs = px* Fy,,
Surlodasi erék: 2 érintkezd test kozott (az egyik lehet a talaj is) surlddasi er6 1ép fel.

CsUsz6:
A csUszd surlodasi erd az érintkezd felliletek koz6s érintdsikjaba esik.
Irdnya ellentétes az adott test masik testhez viszonyitott relativ sebességével.
Az er6 aranyos a testek kdzotti nyomoderdbvel, és az ardnyossagi tényez6 a csuszo
surlodasi egyiltthato (). Az egyltthatd fligg az anyagi minGségtél.
Hétkdznapi esetekben ez az er6 allando.
Az er6 nem fligg az érintkez6 fellletek nagysagatdl.

Tapadasi:
Akkor értelmezhetd, ha a testek relativ sebessége 0.
Nagysaga mindig akkora, hogy a test nyugalomban maradjon. Es Irdnya is ehhez
igazodik.
Altaldban nagyobb a tapadasi surlédasi egyiitthatd, mint a cstszasi, emiatt indul meg
hirtelen a huzott test.

Mechanikai Munka

Def: F er6 munkdja az eré elmozdulds irdnyaba es6 6sszetevbjének és a test elmozdulasanak
szorzata. Jele W. SI mértékegysége: J (joule). W = F x s = |F| * cos @ x |s|. Skalaris mennyiség,
emiatt a 2 vektor skaldris szorzatat nézziik.

Lehet pozitiv és negativ is a bezart szogtbl fliggben. 0°-90°-ig pozitiv. 90°-180°-ig negativ.

Gravitaciés er6 munkdja:

Ha tartunk egy testet és leejtiik az mozogni kezd, vagyis 3
a gravitacio pozitiv munkat végez. F=all v=all
Emeléskor azonban mi fektetiink be munkat a h m
gravitacios er6tér ellenében. nulla szint
W =Fxh= |F|* cos180°« |h| = —mgh Freh



Valtozé er6 munkaja:
A teljes utat elemi kis szakaszokra bontjuk, ahol mar az eré allandénak tekinthetd.
Egy kis elemi szakasz munkaja: AW = F * Ax. A teljes szakaszra: W = Yi-( F * Ax;.

Ha kellen finom a felosztas: W = limy,;_o Dijeo F * Ax; = f; F(x) * dx.

Linearis rugétorvény (Hook térvény):
Ha kihuzzuk a rugdt, akkor a rugderd ezzel ellentétesen, befele hat, mig amikor
osszenyomjuk a rugot akkor szintén ellentétesen, de mar kifele hat. Emiatt a rugderé:

F = —k*g.Amunkéjapedig:W=f0x—kx*dx=—%*k* x?.

Munkatétel:
A test mozgdsi energidjdnak valtozasa megegyezik a testen végzett munkaval.
Egyenletes gyorsuldskor:
1 )
x=sax t24+ vy xt+x9, 65V =axt+ v,
Utobbibol az idét kifejezve: t = =

v—vq (v—vg)?

a2

s P 1
Behelyettesitve els6 egyenletbe: (x — x) = * Vg + 2 ax
Atrendezve: v2 — vy%2 = 2 x a * (x — xp).

1 1
Beszorozva m/2-vel: —* m v? — ~FMmx vl =m=*ax*(x —xp).

Ami pont a munkatétel: AK = AW.

Ha nem egyenletes a gyorsulds:

E:m*g:m*f,

Mindkét oldalt szorova v-vel (- — al). ->m *7 *¥ = 7 * F.
e 1od .o

Ahol.[*f—z*dt(r )-

(- 1.4 .2y _ =

Igy.m*z*dt(r )= rx*F.

Amit kiintegralva éppen a minkatételt kapjuk.

Energia

Def: A testek fizikai dllapotat egy adott pillanatban leir6 mennyiség. Energia egy skalar
mennyiség, amely csak pozitiv érték( lehet.

SI mértékegysége a J (joule).

Mozgasi energia:
Jele: K

. 1
Képlete: K = - xm x v?

; ; P ;s Av
Valtozé er6 hatasdra: F = m*a=mx—.

At
« . b b dv b dv dx
Azer6 munkdja: W = [ F(x)*dx= [ mx—sxdx= [ m*—x*—xdx =
a a dt a dx dt
b dv b 1 1
[Tmx—xvxdx= [ mrvrxdv=-xm=*v2—=%m=xv{.
a dx a 2 2
vagyis barmilyen er6hatas esetén elegendd a kezdeti és végallapotot megnézni. Igy

kiszamithatd az er6 munkaja, és az energiavaltozas.



Potencialis energia, helyzeti energia:
Rendszeren munkat végezve nem biztos, hogy gyorsulni fog, de ezek utan magara
hagyva munkat végezhet. llyenkor a kiilsé er6 munkaja a helyzeti energiat noveli.
Jele: U.
Példaul: ha egy targyat megemeliink, majd megtartunk, nem valtozik a mozgasi
energidja, de ha elengedjiik, akkor munkat is tud végezni a rendszer, pl.: meghajt egy
kereket.
A 0 potencidlu helyet tetsz6legesen valaszthatjuk.
Ekvipotencialis vonalaknak, felliletnek azon pontok halmaza, ahol a potencialis
energia azonos. Pl.: 2 dimenzidban gravitacids er6térnél koncentrikus korok.

Rugdenergia:
Azzal, hogy 6sszenyomunk, vagy széthuzunk egy rugét mi munkat végziink, ami
késGbb visszanyerhet6 (ha felveszi az alapallapotat a rugd). Tehat a rugd képes
energiat tarolni. Ennek mértéke ugyanakkora, mint amekkora munkat
belefektettiink: W = fox —kx *x dx = —%* k* x? =U,

Uygyanaz mint a potencidlis energia, emiatt is jel6lik szintén U-val.
Az 6sszenyomott és a kihlzott rugé energidja is ugyanakkora

Termikus energia, bels6 energia:
igy nevezziik a mechanikdban a disszipativ erék &ltal végzett munkat. (Disszipativ
erdket lasd: Er6k tipusai) Mechanikaban nem visszanyerhet6.
Leggyakrabban a surlédasi er6 munkdja okoz termikus energiavaltozast:
AE, = F; x Ax.

Ezek alapjan mar egy kiils6 er6 munkaja nem csak a kinetikus energia megvaltozasat
okozhatja, hanem a potencialis, rugd, és bels6 energiat is.
Wy = AK + AU, + AU, + AE;

Erok tipusai
Konzervativ erék:
Def: Ha két pont koz6tti mozgds soran az eré altal végzett munka fliggetlen a pdlya
s . . b p .
alakjatdl. Képletileg: fa F +dr = allando , Wy_g = —Wy_,p.

Példaul: Rugderd, Gravitacios erd.

Centralis er6k:
Def: Barmilyen iranyt véve a térben, az eré hatdsvonala mindig a kozéppont és test
kozott van, nagysaga pedig a tavolsagtdl flgg.
A centrdlis er6k konzervativak.
Példaul: Gravitacios erd, elektrosztatikus erék.

Disszipativ erdk:
Def: Ha a munka fligg a pdlya alakjatol.
Példaul: Surlédasi eré.

Konzervativ rendszer:
Def: Ha csak konzervativ er6k hatnak.
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Ilyenkor definidlhatunk potencidlis energiafiiggvényt, ami a konzervativ erék

ellenében végzett munka.
rl

U(r)= W_p = —f E(r) «dr
To
dU(x) . ., .
F(x) = — “ax ha 1 dimenziés mozgas

F(r) = —grad(U), ha t8bb dimenzi6s mozgas
Minden konzervativ er6hoz |étezik egy potencialis energiafiiggvény amire ez teljesil
A 0 szintet szabadon vélaszthatjuk meg.
Altaldban Digrammokon is dbrazoljuk a potencidlis energiafiiggvényt.

Példa: Rugo potencidlis energiaja: \

SzéIs6 esetben maximalis a potencialis

energia, mig a kinetikus energia 0. K6zéps6
helyzetben pedig a potencialis energia 0, és
kinetikus energia maximalis. (Errél még lesz

sz6 az energiamegmaradasnal.)

1
m

%

Példa: centralis erGtér (pl gravitaciods erétér): >

Ilyenkor negativ a potencialis energia, mert
kozéppontban nehéz lenne értelmazni, igy a
végtelenbe helyezik a 0 pontot.

Allapotok (ha végtelenben van a 0 pont):

o Kotott dllapot, ha potencialis energia <0
e Szabad allapot, ha pontencialis energia >0

Energiamegmaradas
Axidoma, vagyis nem kell bizonyitani, de eddig minden tapasztalat ezt mutatja.

Mechanikai energimegmaradas:
Tétel: Ha adott egy elszigetelt rendszer, ahol csak konzervativ erék hatnak, akkor a
konzervativ erék altal végzett munka egyenl6 a potencialis energia negativ megvaltozasaval.

sz —AU

A munkatétellel 6sszetéve megkapjuk, hogy a kinetikus és a potencialis energia atalakulhat
egymasba.
AK = —AU

KibGvitett energiamegmaradas tétele:
Ha hatnak disszipativ erdk is, akkor a kiils6 eré6 munkdaja megegyezik a kinetikus, potencidlis,
és termikus energia megvaltozasaval.

v



Teljesitmény
Def: Az er6 munkajanak id6 szerinti derivdltja. ,A munka gyorsasaga”.
aw

T dt
AW . Ar
P= lim —=F x
At-0 At  —
Skalaris mennyiség.

SI mértékegysége a W (watt).

Impulzusmegmaradas
Nem konzervativ rendszerben is érvényes tétel.
Példaul Gtkozésekkor hasznaljuk fel.

Tétel: egy zart rendszer impulzusa allandé.
Bizonyitas:
Newton Ill. térvénye Utkdzéskor: Fy_,p = —Fp_,4.
Newton Il. térvényével dsszefiizve: % * (ml * v_1) = —% * (M2 * v2).
< , d d
Atalakitva: <+ (m1 + v1 +m2 + v2) = =+ (p1 + p2) = 0

Ez pedig csak akkor lehet, hogyha az impulzus 6sszege allandé.

Er6lokés:
ap
E_E'>E*dt_dg
Pillanatnyi er6hatast menetét nem tudjuk kimérni, emiatt gyakran kell

helyettesitenlink egy atlag er6vel, ami At ideig hat. Ennek a veszélye, hogy a
valdsdgban sokkal nagyobb erék is felléphetnek, mint az atlag.

Impulzus olyankor is megmarad amikor nem csak a sebesség, hanem a tomeg is valtozik.

Rakétamozgas:
A rakéta, és az lizemanyag (gaz) tekinthet6 egy zart rendszernek, emiatt érvényes ra
az impulzusmegmaradas tétele.
A rakéta a mozgdsdval a kidramlé gdz impulzusvaltozasat kompenzalja.

Rakétamozgas egyenlete:
Fx At =p—po
Ahol p az aktudlis impulzusa a rakétanak, p, pedig a kezdeti.
Az F erd a gravitacids erd, amit lekiizd a rakéta, valamint a rakéta és a gaz impulzusait
kifejtve (a sebesség és a tomeg is valtozhat!):
—m*g* At = [(m+Amr) * (v + Av) + (Amg) *(v—vg)] —mx*v
A rakéta tomegének valtozdsa pont -1-szerese a kidramld gaz tomegének.
—m=* g x At = [(m+Am)*(v+Av)—(Am)*(v—vg)]—m*v
Felbontva a zaréjeleket:
—mxg*x At =mx*Av+ Am* Av + Am * v,
Osztva At-vel, m-el ,valamint hatarértéket véve (A-bdl derivalas lesz. és Am * Av
eltdnik):
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v v

m
—g=%+2—rf*%(vg+ Av) —0—1~
A rakéta gyorsulasa: dv/dt:
a= — Vg . dm g kezdeti idSpillanatban
m dt
Latszik, hogy akkor lesz pozitiv a gyorsulds, hogyha — %‘" * Z—T >

g, vagyis, hogyha:
am
dat
Kiintegralva a 2 oldalt, hogy egyszer(ibb legyen:

< 0, vagyis csokken a rakéta tomege.

v= vg*ln(%)—g*t

Gravitacio, Bolygomozgas
Kepler torvények:
1, Bolygdk ellipszis palyan mozognak, aminek egyik fékuszpontja a Nap.
2, A helyvektor egyenl6 id6tartamok alatt egyenl teriletet surol. (Napkozelben
gyorsabban, Naptavolban lassabban halad a bolygé.)

T2 p S . . . .
3, — = allando, ahol T a keringési id6, R az atlagos tavolsdg a Naptdl.
R

adott késdbbi idépillanatban

. sy s . , , _ m=M _ 1]2 M _ 2 _ 2
Bizonyitasa korpalyara: F; = I, XY AR EMA—E>Y R = 0T =0T K
2+IT)?
@m*

2
rd =y M=>2 w13 = y x M=> - = allands

Newton témegvonzasi torvény:
mlxm2
T2

2 részecske kozott F = —y * nagysagu erd hat. Mindkett6re hat 1-1 erd, és a

masik felé mutat.

Gravitdcids potencidlis energia:
Gravitacidés mezG: egységnyi tomegre hato gravitacios eré:

M
= —V x —
g= v+

Gravitacids tér konzervativ erétér. Potencialis energiafliggvénye:
T
dr Mx*m
Y * M xm * — = —Yy *
T

T
]

Ebbél a gravitacids er6tér munkaja (mgh) is kihozhaté:

_y

(R+y)*R

Mivel y sokkal kisebb mint R, emiatt elmanyagolhatd, és akkor mar meg is kaptuk

AUg- —y * M *m *

mgh-t, mivel h azonos y-al.

SzOkési sebesség:
Kotott allapotbdl szabad allapotba juto test sebességét nevezziik szokési
sebességnek. Vagyis: Uy + Ky = U(o0) + K(0) =0

’ T . . .. Mxm 1
Felirva a potencialis, és kinetikus energidkat: —y * " + JRm* v2=0

Ebbél: v = /Z*Q*M, ami a Foldan kb. 11,2km/s
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Utkozések

Makroszkdpikus esetben 2 esetrdl beszélhetlink, amikor fizikailag Gtkoznek, ilynekor az
impulzusmegmaradas tétele igaz lesz, valamint amikor csak kdzel haladnak el egymashoz, ilyenkor a
gravitacios erétorvényeket kell felirni.

Mikroszkdpikus esetben csak szérédasrél beszélhetiink, vagyis rovid id6 alatt nagy er6 hat a
részecskékre, de nem talalkoznak.

Altalunk vizsgalt a makroszképikus valédi itkdzésnek 2 széls6 esete van, a tokéletesen
rugalmas, és a tokéletesen rugalmatlan (itk6zés. Azonban a 2 k6z6tt barmilyen dtmeneti titkdzés
el6fordulhat a valdsagban.

Tokéletesen rugalmas (itk6zéskor az titk6zés utdn a testek kiilonb6z6 sebességgel haladnak
tovabb. Nincsenek disszipativ erék, igy a mechanikai energiamegmaradas tétele, és az
impulzusmegmaradas tétele is teljesdl.

ml*xvl+m2*v2=mlx*ul+m2x*u2

1 1 1 1
E*ml*v12+§*m2*v22=§*m1*u12*§*m2*u22

Tokéletesen rugalmatlan ltkdzéskor a két test 0sszetapad, és azonos sebességgel haladnak
tovabb. llyenkor csak az impulzusmegmaradas tétele érvényes.
ml*xvl4+m2*xv2=_ml+m2)*u

Tobb tomeges rendszerek
Tomegkdzéppont:
Def:

i=1Mi *1

Tikp = n
A nevezében tulajdonképpen az egész rendszer 6ssztdmege van.
A tomegkdzéppont sebességét ennek az id6 szerinti derivalasaval kapjuk:
L L
t iz ™My
A tomegkdzéppont gyorsuldsat pedig a kétszeres derivaltbdl kapjuk:
i=1 M

Tomegkodzéppont tétel:
A rendszer ugy mozog, mintha a témegkdzéppontba pontba lenne 6sszes(ritve a az
Osszes tomeg, és mintha arra hatna az eredéeré.
Példa: A tizijaték. A tomegkdzéppont ugyanugy parabolapalyat ir le, hidba robban
darabokra ut kdzben.
Bizonyitas:
Newton II. térvénye egyik pontra: m * ¥ = Fk + };.; F;j, ahol Fk a kiils6 eré.
Newton Il. térvénye mindegyik pontra: ity m; * #; = YL Fk; + ¥ X2 Fij.
Azonban a belsé erék kélcsondsen kiejtik egymast, igy marad: : )i, m; * 7, =

i=1 Fk;.

Amibe ha behelyettesitjik a tomegkdzéppont gyorsulasanak definicidjat:
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n
Motip= ) Fhi
l=

A tdmegpontok mozgasi energidjat a kilsé és belsé erék is meg tudjak valtoztatni. Példaul
egy 0sszenyomott rugé szétlok 2 autot.
Azonban a mechanikai energiamegmaradas még itt is érvényes (ha csak konzervativ erék

hatnak):
AK + AUkiilS6 + AUbelsé = Aallando

A pontrendszer mozgasi energidjat nem csak az egyes pontok mozgasi energidjanak
Osszegeként tudjuk felirni. Hanem vehetjiik a tomegkozéppont sebességét (v tkp), és a
tomegkozépponthoz képesti sebességeit (v') a pontoknak.

v = Vi + Vp

A Galilei tarnformacidt alkalmaztuk.

n 2
K. = ! !
rendszer — E * m; * (2 i + Etkp)
i=1

n
1
— 12 ! 2
Krendszer = 2 * Z m; * (Zi +(2*v* Ztkp) + Btkp)
i=1

A kdzépsd tag a tomegkdzéppont definicidja miatt 0. igy:

n n
rendszer — E * m; *Vj + E * m; * ztkp
i=1 i=1

A bal oldali tomegkdzépponti rendszerbeni mozgasi energia.
A jobb oldali pedig a témegkozéppont mozgasi energidja.

Krendszer = Kpeiss + Krxp

Impulzusmomentum, perdiilet
Impulzusmomentumnak nevezziik egy tomeg helyvektoranak és impulzusanak vektorialis
szorzatat.
L=rxp

Impulzusmomentum tétel:
A forgatédnyomatékok vektori eredGje egyenld a impulzusmomentum id6beli
megvaltozasaval.
Bizonyitas:
Newton Il. torvénye: F = m 7.
Mindkét oldalt vektroidlisan szorozvar-el: r x F = m * (r x 1*).
. . d N ;
Mivel: r x i = o * (rx71),ésrx F =M igy az egyenlet:
d . . d
M= E*(gxm*g),amLM = E*(rxg),
Az 1 x p-t impulzusmomentumnak nevezziik, jele: L.

Vagyis végll a tétel algebrai alakja:

dL _ .
dt  —
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Impulzusmomentum tétel tobb tomeges rendszerek esetében:
Bizonyitas:
Newton II. térvénye: m=*# = F; + Y- Fjj.
Mindkét oldalt vektroidlisan szorozva r-el: m = (r; x ;) = F; + X ;=; Fjj.

. L d N
Mivel: r x ¥ = = * (r x 1), igy az egyenlet:

dt
Az Gsszes pontra nézve:

d .
—*(rixm*ri)= rix Fi +Yxmix Fj.

d n n n
gt 2 (wxmei) = D nx Fov ) ) nxy
i=1 i=1 J#i
Az utolsé (dupla szummas tag 0, hiszen a egyes erdk és helyvektor kiilonbségek
parhuzamosak lesznek. Mivel: F;; = —Fj;, ésigy r; x F;j + 17 x — Fj;, ami tovabb

egyenlé: (ri — r]) x Fjj, ami a parhuzamossag és az r; = r; miatt 0.

Tehdat az eredeti egyenlet egyszerlsodik:

d n n
e (rmei) = Ye
i=1 i=1
ami:
n n
d
DN

Centralis er6k esetén a perdilet dllandd, mert a forgatdnyomaték 0, hiszen az erék és az
elmozdulasvektor parhuzamosak, igy vektorialis szorzatuk O.

Kiterjedt test
Ha mdr nem kozelithetd 1 tomegpontként egy test, akkor kiterjedt testekrél beszéliink.
A kiterjedt test mind transzlacids mozgast (eddigi mozgasok), mind rotacidés mozgast (sajat
tengelye korili forgast) képes végezni.

Merev testnek neveziink egy kiterjedt testet, ha a részecskék megtartjak a kezdetben
meghatarozott helyliket a tomegkozépponthoz képest (réviden: nincsen deformacid).

Forgatonyomaték:

a Forgatényomaték egyenl6 az erd és az er6kar (tengely és tdmadaspont kozotti
tavolsag) vektorialis szorzatdval:

M=rxF

M) = [r] = |E]+ sin®
Az SI mértékegysége: Nm (newton-méter).
Az iranyat a jobb kéz szaballyal tudjuk meghatarozni:
C=AxB

Impulzusmomentum, Perdiilet:
Impulzusmomentumnak nevezziik egy tomeg helyvektoranak és impulzusanak
vektoridlis szorzatat.
L=rxp
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A perdiilet iranyat szintén a jobb kéz szabdlynak megfelel§en tudjuk megallapitani.
A perdiilet a rotdci6 sikjat is kijel6li emiatt.
Perdiilet id6beli megvaltozasa egyenld a forgatonyomatékok eredéjével.

AL

2= Me

Tehetetlenségi nyomaték:
Nem egyforman hajlanddak elkezdeni a testek forogni, erre haszndljuk a tehetlenségi
nyomaték fogalmat.
Jele: I.
Def:

- 2
I—Zmi* Ty

Egy test mindig a legangyobb tehetetlenségi tengelye koril forog, mert a perdilet
vektor a forgastengelyhez tartana, ha magara hagyjuk, és engedjiik.
A tehetetlenségi nyomaték és perdulet kozotti kapcsolat (ha szimmetria tengely kordl
forgunk):

L=1T*w

Néhdny test tehetetlenségi nyomatéka:

e Vékony gytrd vagy vékonyfalu henger geometriai tengelye koril forgatva:
Ym; i

e TOmor henger geometriai tengelye koril forgatva: Z% * M * rl-z.

o  TOomor gdbmb geometriai tengelye koril forgatva: Z% *m; * rl-z.

e Vékony rud egyik vége koril forgatva: Z% *m; * rl-z

Egyensulyanak feltétele, hogy a forgatonyomatékok és az er6k 6sszege is 0 legyen. Ekkor
érvényes a mechanikai energiamegmaradas is a rendszerben.

Forgoémozgas
Alapfogalmak:

. ; S .z
szogelfordulas: @ = ;,radlanban

. s . A@ d@ , ’ 3
szbgsebesség: w = limy,.o - = -, mértékegység Sl-ben: rad/s
s 4 ; Aw _ dw
sz6ggyorsulas: o = limyo——~ = ——

Hasonldsdag a transzlaciés mozgasokhoz:
O=s: szogelfordulas kb ut.
w=v: szogsebessség kb sebesség.
a=a: szoggyorsulas kb gyorsulas.

Q
Q
Q

S=So+v0*t+%a* t2 0=00+w0*t+%a* t2

Q
Q
Q

v=vygtaxt W= w,+ axt

p=mxv =~~~ L= [|* w (szimmetria tengely kéril)
1 1

K:E*m*vz = E:E*I*wz

£=m*g R M: O xa



Rotacids energia:

E 1@ 2
= — % (¥ *
) w

Tiszta gordulés:
Amikor egy kiterjedt test Ugy forog, hogy kézben nem
csuszik meg a talajon, akkor tiszta gordilésrél beszéllink.
Ilyenkor a test és a kényszerfelllet egymassal érintkezd

pontjainak ered6 sebessége mindig nulla.
A felsé pont sebessége pedig megegyezik a
tdmegkdzéppont sebességével: 2 * vy, = Vrerg5 = 2 * 7 * 0. Ez adja meg a test
transzlacids, és rotacidés mozgasa kozti kapcsolatot. Egyébként a fels6 pont a forgas

pillanatnyi
forgastengely

soran cikluois palyat ir le.

Forgd testen végzett munka:
AW = Fex As = Fgxr* A0 = M * AO
02

W = fM*d@
61

Steiner-tétel:

Ha egy test egyik forgastengelyének ismerjik a tehetetlenségi nyomatékat, akkor

kénnyen kiszamithatjuk egy masik, az el6z6vel parhuzamos tengelyre a

tehetetlenségi nyomatékot: N n o

L, = Igp + m*h?

ahol h az ismert és kiszamitando tengely kozti

tdvolsag, m a test teljes tomege.

Bizonyitas:
Koszinusz tétel miatt:
r# = R?+h?—2*R;* h*cosy;
r# = R?+ h? 4+ 2% R; * h * cos 0;
Tehetetlenségi nyomaték:
L= Ym;*rf

IL,=Ym;*«Rf + Ym;*h*+ ¥ m; * 2% R; * h  cos 6;

Azonban az utolsé szumma pont a tomegkozéppont definicidja, igy 0 lesz.
Tehat: I, = Ym; * R} + Ym; * h? = Iy, + m * h?

Porgettyd effektus, precesszio:
Ha egy vizszintesen forgd testet megtamasztunk,
akkor az lassan vizszintes sikban forogni kezd. Ezt

nevezzik porgettyl effektusnak. M r
A forgas soran a perdilete folyamatosan véltozik: q .
AL =1L+ A0
A perdilet valtozasat a nehézségi eré L..)
fogatényomatéka okozza: [M| =m =g = r p—"
aL] _, 48
M| = At —L*Ezl‘ Wprec
Vagyis:




w =—
prec L

JelentGssége: Lendkerekek, giroszkdp.

Gyorsulo koordinatarendszerek

Ha két koordinatarendszer gyorsul egymashoz képest, akkor a Newton torvények nem
irhatok fel ugyanolyan alakban. Hiszen, ha az allé rendszerben gyorsuldsnak érzékelt mozgast (a) fel
akarjuk irni egy hozza képest gyorsulé rendszerben (a,), akkor nem elég abban a gyorsulast (a’)
megmeérni, hanem a kett6t 6ssze kell adni: a = a’ + a,.

Ezek utdn, ha fel akarnank irni Newton Il. torvényét, akkor egy fiktiv erd fellépését is
tapasztaljuk:

msa—mxa, = mx*a'

A kozéps6 er6 a valdsdgban nem létezik, de ha tehetetlenségi eré6két kezeljiik, akkor visszakapjuk a az
eredeti Newton egyenletet.

Példa: a gyorsuld buszban a kapaszkodé hatrafele kileng. Kivilrél nézve latjuk az okat, hiszen
a busz gyorsul, igy az er6k vizszintes irdnyd komponensei 6sszességében nem 0-k. A buszrél nézve,
azonban nem latszana, hogy miért hajlik el, emiatt feltételezziik ezt a fiktiv erét.

Forgd koordinatarendszerben is hasonld a helyzet, mivel ezek is gyorsuld
koordinatarendszernek minGsiilnek az inerciarendszerekhez képest-

Centrifugdlis erd:
Ha egy forgd asztalon egy golyd van, és az asztallal egyitt forog, akkor kiviilrdl
szemlélGdve azt tapasztaljuk, hogy hat ra a centripetdlis erd, és emiatt forog az
asztallal egytt.
Azonban, ha beleliiliink az asztal koordinatarendszerébe, akkor azt tapasztaljuk, hogy
a golyd all. De tudjuk, hogy a centripetalis eré ekkor is hat rd. Emiatt, hogy az erék
eredd@je 0 legyen, feltételezziik, hogy hat ra még egy erd, a centrifugdlis erd, ami
ugyanolyan nagysagu, mint a centripetalis, csak kifele hat.

Fop = -ms @z (@xv))

Coriolis-er6:
Ha egy forgo asztal koordinatarendszerében liink, akkor egy elengedett golyd nem
egyenesen hagyja el az asztalt, hanem ferde palyat ir le, ami miatt feltételezziik a
Coriolis-eré6t.
Az er6t az aldbbi képlettel tudjuk megadni:

Fe = =2mx* (wxv)

Az iranyat a vektori szorzds jobb kéz szabalydval kaphatjuk meg, de figyeljlink a —
el6jel miatt ellentétes iranyt kell venni.
A Fold is nagyon j6 példa erre, hiszen ha elindulunk az északi sark felé, akkor mindig
jobbra térit minket a Coriolis-er6.
A Coriolis-eré a foldon legegyszer(ibben egy Foucault-ingaval mutathato ki: ez egy
olyan inga, mely hosszu id6n keresztil leng, és ez altal lathatéva valik a lengési sik
elfordulasa. A hatas az sarkokon a legerdsebb, hiszen ott merdlegessé valik az w és a
v, mig az egyenlitén megsziinik a hatdsa, mert parhuzamosak lesznek.
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A Coriolis-eré felel6s a ciklonok kialakitasaban is fontos szerepet jatszik, ez alakitja ki
az irdnyukat.
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Specialis relativitaselmélet
A specidlis relativitaselmélet csak inerciarendszerekkel foglalkozik, vagyis a
koordinatarendszerek nem gyorsulhatnak egymashoz képest.

Galilei-transzformacio
Ha két koordinatarendszer egymashoz képest egyenes vonall egyenletes mozgast végez,
akkor, ha at akarunk térni az allé (vessz6 nélkili paraméterek) rendszerb6l a mozgdba (vesszbs
paraméterek), akkor a helyvektorokat transzformalni kell:
() = Ro+vx*t+r'(t)

Ahol Rq a két koordindtarendszer kezdeti tdvolsaga, és v az egymashoz képesti sebességiik.
llyenkor a Newton térvények alakja allandd, hiszen: m x = F és ha kétszer lederivaljuk id6 szerint a
felsé képletet:

() =v+7()

#(t) = r'(t)

vagyis tényleg azonos alakuak lesznek.

Michelson - Morley kisérlet
A kisérletben meg akartak mérni a Fold sebességét,
ugy, hogy félig atereszt6 tikron keresztiil vezetnek fénynyalabot 1-1 F

tikorre (A és B), ahonnan visszaverddve szintén athaladva a félig . /

ateresztd tikron interferencia Iépne fel (E detektornal). Ugyanis a
fliggblegesen haladd fénysugarra semmilyen késleltetés nem hatna, a
vizszintesen haladét viszont befolydsolna a Fold forgasa.

Azonban semmilyen eltérést nem tapasztaltak.

Specialis relativitaselmélet axiomai:
e ,Relativitas elve.” Minden inerciarendszer egyenrangu. A fizikai torvények azonos alakuak
barmely rendszerben.
e ,Fénysebesség (jele: c) dllanddsaga.” A vakuumbeli fénysebesség minden
inerciarendszerben azonos.

Lorentz-transzformacio

Egyes eseményeket kilonb6z6 helyrél megfigyelve masképpen, vagy maskor
érzékeljik. Altaldban emberi tartomdnyokban nincsen sziikség erre a transzformacidra, hiszen a
hatdsa csekély, azonban relativisztikus sebességek (fénysebességgel 6sszemérhets nagysagrendd
sebességek) esetén mar szamolni kell vele.

Mozgd rendszerben a mas id6ben, de azonos helyen tortént eseményeket a nyugvo
megfigyel6 mas helyen latja. De a mozgd koordindtarendszerben egy id6ben Iévé, de kiilonb6zé
helyen tortént eseményeket a nyugvd megfigyel6 kiilonbozé idében latja. Példa erre a vonat. Ha
valaki vacsorazik a vonaton és az allomasrdl figyeljik, akkor mas helyen latjuk, hogy hol eszi a levest
és hogy hol a féételt, mert folyamatosan kdzeledik a vonat. Azonban ha egyszerre ketten esznek
levest, valaki a vonat elején, mas a vonat végén, akkor az allomasrdl nézve az eldl 1évé embert
hamarabb latjuk enni, mint a végében lévét (kozeledésnél).
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Ezt jol szemléltethetjik a Minkowski-eljarassal, amikor is a mozgd koordinatarendszerben
felvessziik az eseményeket (id6 és hely szerint), majd a tengelyeket megfeleléen elforgatva
megkapjuk az allé koordindtarendszerben érzékelt eseményeket.

Képletileg a transzformacio:
Innentdl kezdve a sima paramétereket az allé koordinatarendszerbeli értéknek, a
vesszGs paramétereket a mozgd koordinatarendszerbeli értékeknek vesszik! A két
koordinatarendszer pedig v sebességgel mozog egymdshoz képest. A
helykoordinatak és az id6koordinatdk is kiilonb6z6ek mar a két rendszerben, de van 1
pillanat, amit mindkett6ben a 0 idének lehet venni.
Tegylik fel, hogy a két rendszer tengelyei parhuzamosak egymdssal és a test, amit
vizsgalunk csak az x tengely mentén mozog.

Ha fel akarjuk irni a helykoordinatdk értékeit a masik rendszer paramétereivel, akkor
transzformaciot kell végrehajtani rajta:

x=2Ax(x'"+v=t)

xX'=Ax(x—vxt)

az els6 axidma miatt azonos minden rendszerben a A transzformacio!

Ha egy | hosszu rud nyugszik az allé koordinatarendszerben és azt a mozgdbadl nézziik,
akkor mast érzékeliink, és ez forditott esetben is igaz:

N=x,—x; = A% (x', —x'1)

R=x',—x"1= 1%, —x;)
Az id6k is masképp telnek:

Ezek alapjan a teljes transzformacioé:
All6bdl a mozgd rendszerbe vald attéréskor:

v
, X—Uvxt , t_c_z*x
X' = — t = ——
v 1Y
c? c?

Mozgdbdl az allé rendszerbe vald attérés:

A U A
X' —vxt U—"g2*x
X = ——— t= ————
1Y v
c? c?

Nyugalmi hossz
Abban a rendszerben mért a hosszt, ahol a test nyugszik, nevezziik nyugalmi hossznak. Ez egy
invarians paraméter, amely az adott testre jellemzé.
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Minden mas rendszerbSl mérve a hosszt rovidebb értéket kapunk, ezt nevezziik hossz
kontrakciénak.

Példa:
Ha az allé rendszerben nyugszik a test:
ll
l = _ =
0= X2 \/ 2
1— =
c2
l, - lo *
valéban kisebb lett a mért érték.
Ha mozgo rendszerben nyugszik a test:
lo= x5 —
l = lO *
itt is kisebb lett a mért érték.
Sajatido6

Ha az események koz6tti id6t abban a rendszerben mérjik, ahol az id6méréshez egy dra kell,
és abban a rendszerben szamolunk tovabb veliik, akkor azt sajat idének nevezziik.

Ha a mozgé rendszerben toérténik 2 esemény, akkor a koztes id6:
Atlo = tlz - tll

Ez a sajat idG.

Ha ezt az 4ll6 rendszerbdl mértiik volna:

At=t2_t1=

Amint lathatjuk a masik rendszerben mért idé mindig hosszabb lesz:
At > Aty
Ezt nevezzik id6 dilatacidnak.

A sajat id6t képesek vagyunk 1 éraval mérni, azonban sziikség lehet esetleg tobb 6érara, akkor
azokat szinkronizalni kell. A szinkronizalast Ugy tudjuk elvégezni, hogy abban a rendszerben vagyunk,
ahol az eseményeket meg akarjuk figyelni, és a két érahoz képest nem mozgunk. Ha atléplink egy
masik rendszerbe, ahol mar az érak is mozognak, onnantél kezdve lehetetlen a szinkronizalas, hiszen
ahogy mozognak felénk, maskor pillantjuk meg Gket, és elcsusznak.

Kauzalitas
Nincsen olyan rendszer, ahol el6bb lenne az okozat, és aztan csak az ok.

Ha az allé rendszerben torténik 2 esemény (t1 és t2 idGben, x1 és x2 helyen), amelyek nem
fliggetlenek, és aminek a terjedési sebessége C, akkor az all6 rendszerben:
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Xy — X1

t,—t, =4t =
274 C

Ezt a mozgd rendszerbdl figyelve:

th—z*X
2
NE s
- v
, (t1+At)——*x2 b+ =25 1—C—2*x2
t', = =

172
/1—0—2 1-

Ha a kett6 kozott eltelt id6re vagyunk kivancsiak a mozgé rendszerben:

Xy —Xy U v 1 v
. , —r @tz o-x)xGE-2)
At:tz_tlz =
v? V2
1-Z 1-Z
c? c?

Ez csak akkor lehet kisebb mint 0, (vagyis hogy el6bb legyen az okozat aztdn az, hogyha

(1 v) . . . 1 v c? . .
- — — )lesz kisebb mint 0. Azonban ilyenkor - < — => ( > — = ¢ Vagyis a hatas
Cc c c c v

terjedési sebessége gyorsabb lenne mint a fénysebesség, ami nem lehet.

Ikerparadoxon

Ez egy kiil6nos jelenség a specialis relativitaselméletben,
amely ha két megfigyel§ 6sszehangolt 6rakkal ugyanabbdl a
pontbdl indulva kiilonb6z6 mozgast végez, akkor kovetkezé
taldlkozasukkor az oraik nem feltétlenil fogjak ugyanazt mutatni.

(Ez az id&dilatacié jelenségén alapul: a mozgd éra lassabban jar, simultaneity

mint az allé.) planes 2

A megfogalmazdsa az, hogyha egy ikerpar egyik tagja simultaneity
elutazik fénysebesség kozeli sebességgel egy csillagig majd vissza, planes 1

akkor az elutazott tag fiatalabb lesz mint a F6ldon maradt tarsa.

Példa: »>

Az egyik testvér 0,8c-vel haladva elmegy egy | =4
fényévre 1évé csillagig és vissza, mig a testvére a F6ldon marad.

AFoldon ez alatt 10 év telik el: t = = = 2;‘;’;” =10 év

Azonban ha attériink a mozgo testvér szemszogébe, akkor Lorentz transzformaciot

kell végrehajtani:

x'=1= J1—0,82 =48 fényév
I_x,
v

Tehat amig a testvér a Foldon 10 évet oregszik, addig az utazé 6-t.
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Relativisztikus dinamika

Az impulzus megmaradas torvénye relativisztikus esetben is érvényes marad, azonban itt is
alkalmaznunk kell a Lorentz-transzformdciot.

Példaul: Ha két egymassal szembe mend, egymas mellett elhaladd hajébdl kidobnak két
labdat, amik itkoznek, akkor az egyik hajobdl gy |atjak, hogy a masik labda sokkal gyorsabban halad,
mégis lezajlik az Utkdzés, és mindkét hajé ugyanakkor kapja el a sajat labdajat. Emiatt szlikséges a
Lorentz transzformdcid.

mx*u
P= 2
1——

2

A képlet értelmében agy is szdmolhatunk, mintha a témeg szenvedne valtozast, ahogy
gyorsitjuk a testet egyre nagyobb lesz a tdmege.

Sebességisszegzés:
Ha két relativisztikus sebességli (irhajé mozog, akkor nem szamolhatunk a szokdsos
sebesség-Osszefliggésekkel, hanem relativisztikusan kell szamolni.
Ha az egyik (irhajé balra mozog v-vel, a masik jobbra u-val. Es mi a balra mozgdbdl
szeretnénk megfigyelni a masik (irhajot, akkor az ott érzékelt sebességet megkapjuk:
, _dx"  Ax(dx—v=xdt)
dt’ A*(dt—clz*dx)

a tort szamlalojat és nevezGjét is osztva dt-vel:

dx v
. dt . u—-v
u = dx vFU
V*— - )
1 2dt c
c
ebbe a képletbe behelyettesitve megkapjuk a masik (rhajo sebességét az egyikbdl
nézve.
Tomegek:

Az el6bb mar emlitettem, hogy a mozgds soran né a testek tdmege (szamottevé
hatasa csak relativisztikus esetben van).
A tdmeg és az energia kozott egy képlet mutatja a kapcsolatot:

2
mg * €
E=———==m=xc?
1Y
o2

Ahol m0 az ugynevezett nyugalmi témeg, ami azt jelenti, hogyha nem mozog a test,
akkor ekkora a mérhet6 tomege. Az m pedig mdr a mozgds soran lév6 tomeg.

1 v?

. 1y Y 1 .
A = kozelithets 1 + 3 ¥z —el, amit ha alkalmazunk:
v
-z
mg * c? 5 5
—— = My *C“+-*xmy*v
2 2
1 —_—
c2

2

Ahonnan mdr lathatd is, hogy az my * ¢* az a nyugalmi energia, az_ *mg * v? pedig

a kinetikus energia (kis sebességeknél érvényes a kozelités).
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Az impulzus és az energia kapcsolata:
Fontos még megemliteni, az impulzus és az energia kozti kapcsolatot relativisztikus

E=cx /mg*cz+p2

ahol c a fénysebesség, my a nyugalmi témeg, és p az impulzus.

esetben:
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Altalanos relativitaselmélet

Az 3ltaldnos relativitaselmélet mar a gyorsuld koordinatarendszerekkel is foglalkozik.
2 Axibmara épit:

e 1, Afizikai toérvények minden rendszerben azonos alakuak.
e 2, Asllyos és a tehetetlen tomeg azonos.
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Rezgések
Barmilyen fizikai mennyiség végezhet rezgést (nem csak a mechanikaban van értelmezve,
példdul: elektromos rezg6kor (RLC)).

Rezg6mozgas definicid: Rezgémozgdsnak nevezzik, ha egy fizikai mennyiség periodikusan
ugyanazt az értéket veszi fel.

Csillapitott rezgés definicio: Ha a fizika mennyiség valtozasa csokken, de periodikusan
hasonlé valtozason megy at.

Harmonikus rezgések
Def: Olyan rezgések, amelyek id6ben szinuszosan vagy koszinuszosan periodikusak.

Barmilyen rezgés dsszeallithatd harmonikus rezgések 6sszegeként.

Az egyenlete:
x(t) = A*coswt + @,
A: az amplitudéja (maximalis kitérése) a rezgésnek.
w: a korfrekvencia (w = 27 * f, vagyis a frekvencia 2m-szerese).
f: frekvencia (f = %ahol T a periddusidé).
T: periddusidd, vagyis mennyi ideig tart egy rezgés.
Qo a kezd6 fazisszog, vagyis mdas néven a fazis.

2 féle mddon is felirhato egy rezgés:
x(t) = A*sinwt + B * cos wt
x(t) = C * sin(wt + @)
a kettd irasmad konnyen atalakithaté egymasba, hogyha kibontjuk az alsét
trigonometrikus azonossagokkal:
C * sin wt * cos g + C * cos wt * sin @
Innen lathatjuk, hogy
C*xcospg=A,C*sinpy =B
C? x cos? @, = A?,C? * sin? ¢, = B?
A? + B? = C*
tehat: C = VA2 + B2, ¢, = arctg(%).

Anharmonikus rezgések
Minden rezgés felirhatd harmonikus rezgések 6sszegeként. A Fourier-sor technikajaval:

a
flx) = ?0 * Z(ak * cos kwox + by, * sin kwgx)

k=1
és az a-k:
) T
ay =?*fx(t) * cos(k * wg * t) * dt
0
a bk-kI
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T
2
bk:T*fx(t)*sin(k*wo*t)*dt

0
és a harmonikus rezgéseknél targyalt modon fel lehetne irni 1 darab sinusként is.

Tomegpont harmonikus rezgése
Ha egy rugéra fliggesztett testet kihdizunk, majd elengedjiik,

akkor, ha a kozegellendllastdl eltekintiink harmonikus
rezgést végez.
Newton Il. térvénye szerintt m* ¥ = F = —kx

rugdallandd befolyasolja a frekvenciat: = w?

igy a mozgas egyenlete: X = —w? * x. Y |

Erre az egyenletre megoldas csak a szinusz és a koszinusz,

valamint tetsz6leges linedris kombinaciéjuk lehet a megoldas, ugyanis csak ezek a fliggvények
teljesitik azt a tulajdonsagot, hogy masodik derivaltjuk megegyezik 6nmaguk -1-szeresével.

A amplitudot és a fazist pedig a kezdeti feltételek szabjak meg. (Példaul, van-e
kezd6sebessége a testnek, vagy kihtztuk-e (ilyenkor ez lesz az amplitado)).

Ha az eredi széveg szerint, kihlizzuk a testet x, tavolsagra a nyugalombdl majd elengedijiik,
akkor a mozgasegyenlet: x(t) = x, * cos wt.

Energiaviszonyok
A linedris oszcillator mozgasegyenletébdl kiindulva: ¥ = —w? * x.
Mindkét oldalt beszorozva x-al (v-vel): X * ¥ = —w? * x * x,

. " d 1 2\ 2 . d 1 2
ahol: x % = —* (=% x%)ésx*xx =—x* (=% x
dat \2 dt  \2
H d 1 .2 1 2 2 .
igy az egyenletet 1 oldalra rendezve: Pyl Gk + SFWT X )= 0-ra jutunk.

. . 1 1 1 1 . .
Vagyis a zéréjelbeli tag allandé: - * X%+ 3% w? x x? = 3% v? + 3* w? * x? = allando

. . k , .
Rugd esetében —= w? és az egyenletet, ha beszorozzuk m-vel, akkor megkapjuk az

energiaviszonyokat:

Ll
E>)<7fn_>|<17 +E*k*x =alland0

vagyis a kinetikus és rugdenergia 6sszesitve nem valtozik.

Csillapitott rezgés
Ilyenkor mar szdmba vessziik a kdzegellenallast is, tehat a tomegpont rezgését valamilyen
hatds lassitja (pl.: kozegellenallds). A csillapitds dltaldban sebességfiiggs. F = —f * v.

Ekkor a linedris oszcillator egyenlete mddosul:
ZF=m*a=—k*x—ﬁ*v
m*xi= —kxx— [xx

Atrendezve az egyenletet, ha = wo? ahol wy a test sajat kdrfrekvencidja, valamint

3=

= 2 * ¥ nevezziik at.

¥+ 2%y xx+we?*xx=0
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Erre az egyenletre csak az e’“tipusu fliggvény lehet megoldas, mivel els6 és masodik
megoldasa is hasonlit 5nmagara. f'(t) = 1 e’ f"(t) = A2 x e,
Behelyettesitve:

eMx (W2 +2%y* A+ wp?)=0
Mivel et sose lehet 0, igy a masodfoku egyenletnek kell 0-nak lennie. igy az egyenlet

megoldasai:
M= —v= VY? — we?
Vizsgaljuk meg az eseteket: } ’\h )
Ha kicsi a kozegellenallas fékezGereje, akkor Ii "\l i N e
¥ < wy, és ilyenkor egy exponenciélisan = *\* N N

csillapodd szinuszos vagy koszinuszos rezgést g
kapunk. -

Kritikus csillapitas

Ha nagyobb a kozegellenallds, ésy = wg vagy y > wy
akkor tulcsillapitott rezgésnek nevezziik, és sosem tér ki a
fliggvény a x tengely ala. 0

Tulcsillapitott eset

Kényszerrezgések

Ha a rugdn mozgo test csillapitott rezgést végezne 6nmagatol (w, korfrekvenciaval), azonban
valamilyen kiilsé periodikus erével (w frekvenciaju) beavatkozunk, és rezgésben tartjuk a testet,
olyankor beszélhetiink kényszerrezgésrél.
llyenkor a rezgés a kényszeritGerd frekvenciajan alakul ki (hiszen az tartja fent a rezgést), és a rezgést
végzd test ehhez alkalmazkodik.

A mozgas egyenlete ilyen esetben:

ZF=m*a= —k xx — B * v + F,(t) ahol F;,(t) = Fy * cos wit
B

ko 248 _ .
Ha.m— wp” és 2 x y akkor az egyenlet:

. . ) Fy * cos w,t
X4+ 2xy*X+wy*xx = ——
m
Rezonanciajelenségnek nevezziik azt, amikor egy kényszerrezgést végz6 test amplitiddja
hirtelen megndé. Ez akkor kovetkezik be, ha a kényszerrezgés frekvencidja kdzel van, vagy megegyezik
a test sajat frekvenciajaval (vagyis amin akkor rezegne, ha magara hagynank). Tervezéskor ezt a

jelenséget kertlni kell, bar vannak kivételek, amikor pont ezt a jelenséget hasznaljuk ki, pl.:
elektromos rezgékor.

Rezgések osszeadasa

Ha egy test egyszerre két féle rezgést is végez, akkor ezeket a rezgéseket helyettesithetjik 1
rezgéssel, illetve forditva is igaz, hogy a rezgést felbonthatjuk komponensekre.

Egyirdnyu és azonos frekvenciaju rezgések:
Ha x; = A, * cos wt + ¢4 és x, = A, * cos wt + ¢,, akkor az ered@jiik:

Xe = X1 + X5 = A * cos(wt + @) + A, * cos(wt + ¢,), amit trigonometrikus
azonossagokkal atalakitva:

X, = B * cos(wt) + a
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Tehat az eredd rezgés is harmonikus és a frekvenciaja is megegyezik az eredeti
rezgésekével, de az amplitudo és a fazisa vdltozhat!

Egyirdanyd, de kilonboz6 frekvenciaju rezgések:
Ha a két frekvencia (és korfrekvencia) aranya racionalis szam, akkor eredé rezgés is
periodikus rezgés marad.
Bizonyitas:
xq = A; * cos w1t és valamekkora fazissal eltolva x, = A, * cosw,t + @
A rezgések periodikusak T periédusidével(nl és n2 egészek):
Wi kt=w *x(t+T)—nl*2xm;;;0xt+@ =W *x(t+T)+@—n2*x2xm
Egyszer(sitve az egyenleteket:
0= w1 *T—nl=*2xm;;;0= wyxT—n2*2x*m
Egymadssal osztva a 2 egyenletet:
nl*2+m  w;*T

n2*2+m  w,*T

ahonnan mar latszik is, hogy:

nl  w;

n2 = w,
Tehat ha raciondlis szam a két frekvencia hanyadosa, akkor az eredé rezgés is
periodikus.
Ez az allitds forditva is igaz, tehat ha az eredd rezgés periodikus, akkor felbonthato 2
kilonboz6 frekvenciaju rezgésre, amiknek, a frekvencidinak a hanyadosa racionalis
szam.

Meréleges, de azonos frekvenciaju rezgések:
Ha egymasra meré6legesek a rezgések, akkor az a test az eredd rezgése soran ellipszis
palyat fog bejarni.
Specidlis esetek ha:

e Az amplituddjuk megegyezik és a faziskiilonbség 90°, akkor kor alaku lesz a
palya.

o A két rezgés kozotti fazis 90° akkor szabalyos ellipszis lesz a palya.

o A két rezgés azonos fazisban is van, vagy 180° fazis eltérése, akkor a két
rezgés egy egyenes mentén fog rezegni. (Ha az amplitidék megegyeznek,
akkor 45°-0s szoget fog bezarni ez az egyenes.)

tga = B/A tga = - B/A A=B
Y- AY AY

/ \ / gl i N\
/ \\ / X
/ \\\ g/‘/ \

/ X \ X\ X
/// \\ /
// \ \‘\,\ [,/
/ \ e I -
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Kilonb6z6 irdnyu és kiilonboz6 frekvencidju rezgések:
Ha a két frekvencia aranya racionalis szam, akkor valamikor visszatér magdba a palya,
vagyis zart gorbét fog alkotni. Ha nem, akkor sose tér vissza.

Lebegés
Lebegésnek nevezziik azt a jelenséget, amikor egy rezgés amplitudéja az id6ben hol erdsodik,
hol gyengiil, de a frekvencidja allandé.

Ez a jelenség akkor johet létre, hogyha 2 egyirdnyl, azonos amplitidéju, de kilonbo6zé
frekvencidju rezgés 6sszegz6dik, azonban a frekvencidk nagyon kozeliek egymashoz.
Legyen x; = a * oS wt és X, = a * COS w,t + @a két rezgés. Osszegiik a trigonometrikus
azonossagok utan: x, = a * [cos (@ *t+ %) * COS (% *t+ g)] Ahogy latjuk w; + w, nagy
frekvencidju része lesz az ered6nek, mig w,; — w,lesz a kis frekvencidért (er6sodért-gyengiilésért)

felelGs rész

A lebegés periddusideje megegyezik a 2 frekvencia kiilonbségének reciprokjaval.
1

Ry
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Hullamok

Definicid: A tér egy adott helyén torténd valtozas kés6bb, a tér egy masik pontjaban
ugyanugy megjelenik.
Lényegében minden hulldammozgas energiat és impulzust szallit a tér egyik pontjabdl a masikba,
anélkil, hogy a tomeg is eljutna egyik pontbdl a masikba. (Példaul Newton-inga.)

Tipusai
e Rezgés irdnya szerint:
o Longitudinalis: a pontok mozgasa egy sikba esik a hullam terjedésével. Pl.:
hanghullamok.
o Transzverzalis: a pontok mozgasa merdleges hulldm terjedésének iranyara.
Pl.: elektromagneses hulldmok, hdron terjed6 hullam.
o Kozeg dimenzidja szerint:
o 1D: pl.: gumiszalagon, hdron hulldm.
o 2D: pl.: vizfelszin
o 3D: pl.: hanghulldmok
Leirasa

Most csak az egydimenzids hulldmokra térek ki részletesen, de a legtdbb allitas igaz tobb
dimenzids hullamok esetén is.

Leirasara olyan periodikus fliggvényt kell keresni, aminek a paramétere az id6 és valamilyen

F(e=3)

Olyan fuggvényt keresiink, ami x1 helyen t1 id6épillanatban és x2 helyen t2 pillanatban ugyanazt az

r(a-3)=r(e-7)

Ha csak a paramétereket vessziik, akkor:

x1 x2
tl——=t2——
c c
(t1 —t2)*xc=x2—x1

ebbdl mar latjuk, hogy a hulldmot a terjedési sebességével (c) lehet legjobban leirni, mert az dllandd

irdny és abban szamitott terjedési sebesség:

értéket veszi fel.

marad adott kézegben.

A hullamot még jellemzik:

e Periddusidé (T): az az idG, amig a tér egy ﬂ\“
pontja ugyanabba a fazisba keriil Gjra, a Terjedesi sebesseg
hullam terjedése soran. — o
e Frekvencia (f): a periddusidé reciprokja.
e Hulldmhossz (A): a tér két legkozelebbi ‘ Amplitudd
olyan pontjanak tdvolsaga, ahol a mozgas ! A P -
ugyanabban a fazisban van. S Ta t -
e Amplitudd (A): kitérés mértéke. \/ Rezgésidd

e Hulldmszam (k): k = 2*r/A Hullamossz A
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e Korfrekvencia (w): a frekvencia 2n-szerese.

A hulldamjellemzék kozotti kapcsolatok:

1 w

Sikhullam

Olyan hullam, amely egy egyenes mentén terjed, a hulldamfrontja egy sik.

A leiré figgvénynek mar nem csak egy id6 és egy tavolsag paraméter sziikséges, hanem egy
irdny (egységvektor) is, amely mutatja, hogy melyik irdnyban terjed a hulldm.

f (t - —) aholx = {x,y,z} ése = {ey, ey, e,}
igy az egységvektor egyértelm(en kijeléli a sikot is.

Hullamegyenlet
Adott valamilyen f (t - %) hulldmegyenlet. Jel6ljik: t — % =u

A fliggvény id6 szerinti derivaltjait nézve:
6—1: = 1mindig, mert sikot kijelol6 vektor nem szdl bele az id6be, ést’ = 1.
A derivélaskor a lanc szabdlyt kell alkalmazni:

of _df ou __ 0of _df

ot du ot ot  du
aZf de ou . o*f  d*f
9t2  duz ot a2 du?

A fliggvény hely szerinti derivaltjait nézve:

d . , I . .
ﬁ = — e?" mert ilyenkor csak a sikot kijel6l6 vektort kell figyelembe venni.
A derivélaskor a lanc szabalyt kell alkalmazni:

of _df ou of _ df e,

= — x — f—

ox du ox > at du c
62f dzf u S 62f dzf ex

ax2 " du? ox 92 du? 2
A tér mindharom iranydban ugyanez lesz a hely szerinti derivalt, csak a megfeleld
egységvektort kell beirni. Azonban olyankor az egységvektorok 6nmagukkal vett skalar
szorzata marad az egyenlet jobb oldalan, ami kiesik:
A(f)— 2f 0% f azf_ dzf* e2 +e2 + e? _ dzf*l= ﬂ*i
ay 0z2  du? c? du? ¢ 0t? c?

Tehat a teljes hullamegyenlet, aminek az f fliggvénynek eleget kell tenni:
1 a2 f
—x=—==A1
Z*5z =40

Harmonikus hullamok
Egy hullamot akkor neveziink harmonikus hulldmnak, hogyha ilyen alakra hozhato a
leirofliggvénye:
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e *X

f = fo*cos w*(t—_c )+(p0]

Amit egyszer(sitve, ha a hulldmszam k = %, és abbdl vektort képziink: k =

1)
— %

s*e (ha csak 1

dimenziérdl beszéliink, akkor nincsen kilon értelme vektorokrél beszélni):
fo+ coslw £ — ke x + @0

HullAmok o6sszeadasa
Azonos frekvenciaju hullamoknal, ha a fazisuk azonos, akkor a két

hullam erésiti egymast, és a kozos hullam amplituddja a két hulldm

amplituddjanak 6sszege lesz. A frekvencia nem valtozik.

Ha a két amplitudé megegyezik, a frekvenciajuk azonos, és azonos PoZITIV
L., , o, INTERFERENCIA
fazisuak, akkor kétszeres lesz az amplitudé.

Azonos frekvenciaju hullamoknal, ha a fazisuk ellentétes, akkor a két
1. HULLAMALAK]

1. HULLAMALAK Q@%—
2. HULLAMALAK [/ V"

hulldam gyengiti egymast és az k6zos hulldm amplituddja a két hulldam g
amplituddjanak a kiilonbsége lesz. A frekvencia nem valtozik. +

Ha a két amplitudé megegyezik, a frekvenciajuk azonos, és ellentétes 2HULLAMALAK /7N /M

fazisuak, akkor kioltjak egymast, és eltlinik a hullam. -

£, , NEGATIV
Alléhullamok an-:m(‘lzmiN('lA

Adott két hulldam valamilyen amplitiddval, azonos frekvenciaval, de
ellentétes iranyban terjednek, akkor 6sszeaddsukbdl [étrejohet az alléohullam.

Ilyen helyzet akkor johet létre leggyakrabban, hogyha valamilyen fellletrdl visszaverddik a
hullam, és sajat magaval talalkozik, sajat magaval hoz létre interferenciat.

Rogzitett végrél vald (kemény) visszaver6déskor a beérkezé hullammal ellentétes fazisban
ver6dik vissza.

Nyitott végrél valo (lagy) visszaverédéskor a beérkezé hulldmmal azonos fazisban verédik

vissza.

Adott 2 hullam: f; = f, *cos[w*t—&*£+(p1] és f, =f0*cos[a)*t—E*£+<p2].
Azered8hulldm: f, = fi + f, = fo * (cos[w * t — k x x + 1] + cos[w * t — k * x + ¢,]).
Trigonometrikus azonossagok utan (cosa+cosp):

@+ <P2] ¥ — <P2]

fe=2*f0*cos[w*t+ *cos[@*£+

Lathatdan szétvalnak az id6t (1. koszinusz) és a teret (2. koszinusz) leird paraméterek.
Lesznek csomépontok, ahol nem rezeg egyaltalan a szalag, mdashol pedig maximalis kilengést
tapasztalunk
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Doppler-hatas
Doppler-hatds akkor alakul ki, hogyha a hullamforras és a megfigyel6 egymashoz képest
mozognak. llyenkor a hulldm frekvenciaja, és a hulldmhossza valtozik.

Kozeledéskor:
Az érzékelt frekvencia (f’) magasabb lesz, mig az érzékelt hulldmhossz (A’) rovidebb.

Ha a forras mozog és a megfigyel6 all és v sebességgel kozelednek egymashoz, akkor
a hulldmhossz rovidil (tébb hulldmba ,Gtkozik bele” a megfigyeld).

A=1—-v=t
A frekvencia is modosul emiatt (ndvekszik):
= c c
A A—vxt
. 1l _Co
Mivel: t = 7 és 1 7 igy:
c C * %
f’: = f: fvz(]_-l-—)*f
C_,l c—v 1Y c
FTUT c

tehdt magasabb lesz a frekvencia.

Ha a megfigyel6 mozog és a forrds all és v sebességgel kdzelednek egymashoz, akkor
a frekvencia mdédosul.

,_C v

I'=3*7
4

fr=f+f*2

, \%
f =(1+E)*f

Az eredmény ugyanaz a két esetben.

Tavolodaskor:
Az érzékelt frekvencia (f’) alacsonyabb lesz, mig az érzékelt hulldmhossz (A’)
hosszabb.
Csak ha a forras mozog és a megfigyel6 all esetét vezetem csak le.
A tavolodas miatt a megfigyel6 kevesebb hullamba ,ltkozik bele”:
A=A4+v=t
A frekvencia is médosul emiatt (csokken):

f’ c c

T T At
Ugyanazon okok miatt, mint kdzeledéskor:

tehat kisebb lesz a frekvencia.

Ha mind a megfigyeld, mind a forrds is mozog, akkor is csak a relativ sebességiik szamit.
Azonban, ha ismert az allé helyzethez képesti Doppler-effektus, akkor a két hatast egyszerlen
O0sszeadva megkapjuk a megfigyelG altal érzékelt hulldmhosszt, és frekvenciat.
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Termodinamika

Nagyszamu részecskébdl allé rendszerek atomjainak mozgdsat, és allapotait nem tudjuk
leirni, mert nem ismertek a kezdeti feltételek. Emiatt mas, makroszkopikus mennyiségekre kell
hagyatkoznunk, amit az érzékszerveinkkel tudunk érzékelni.

Homérséklet

Mérése a hosszvaltozason, hétagulason (pl.: higanyos h6mérg), vagy akar az ellenallas
valtozasan (pl.: digitalis hémérg) alapulhat. Annyi biztos, hogy a hémérséklet valtozasa valamilyen
mas fizikai mennyiség valtozdasat is okozza, amit megmérve kdvetkeztethetlink a h6mérsékletre.

Termikus érintkezésbe hozott testek hémérséklete kiegyenlit6dik. Ez a termodinamika 0-ik
fététele.

Pontos leirashoz kellenek skalak:
A skalak a jég olvaddsat, és a viz forrdsat veszik alapul, ugyanis ezek ,stabil” h6mérsékletek, ugyanis
amig végbe nem megy, a folyamat addig nem valtozik.

e Fahrenheit skdla: a jég olvadasa = 32°F, a viz forrdsa = 212°F.
e Celsius skala: a jég olvaddsa = 0°C, a viz forrdsa = 100°C.
e Reauinur skala: a jég olvaddsa = 0°R, a viz forrasa = 80°R.
e Abszolut h6mérsékleti skala: a jég olvaddsa = 273,1K, a viz forrasa = 373,1K
o A skalak kozotti atvaltas:
n°C = 0,8*n°R = (1,8 *xn+ 32)°F = (n + 273,1)K

Az abszolut hémérsékleti skala:
Tuddsok azt tapasztaltak, hogy a dugattyuba bezart gdzok nyomasanak és
térfogatanak szorzata p * V allandd, ha az anyagmennyiség és h6mérséklet allandé.
igy idedlis hémérséklet mérésére. Azonban innentél kezdve nem a viz olvadésa az
alapmennyiség, hanem az abszolut hémérsékletet tudjak megmeérni.
Mérések soran még egy maédositd konstanssal is szamoltak:

pxV=Rx*T

amirdl kidertlt, hogy minden gazra igaz, hogyha 1 mélnyi van a gazbdl.
Az R emiatt az egyetemes gazéllandd lett, értéke: R = 8,31 J/K.
Innentél kezdve a termodinamikdban minden hémérsékleti értéket Kelvinben kell
értenil!l!

Idealis gaz
Idedlis gaz jellemz6i:
Emberi tartomanyokban minden gdz idedlisnak tekinthetd, csak nagyon alacsony
hémérsékletek esetén kell masképp szamolni velik.

e Nincsen kdlcsdnhatas a részecskék kozott, csak Gtkdznek egymdssal.
e Nem cseppfolydsodnak.

e Kitoltik a rendelkezésre allo teret.

e Méretilk elhanyagolhat6 a tarolé edény méretéhez képest.

o Nagy a részecskeszam.
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Egyetemes gaztorvény
Az egyetemes gaztorvény:
(Amely tulajdonképpen 6sszefoglalja a kordbbi megfigyeléseket (Boyle—Mariotte-
torvényt, és a két Gay-Lussac-torvényt).
p*V=n*RxT
Ahol p a gdz nyomasa, V a térfogata, n a mol-szam (hany molnyi gaz van benne), R az
egyetemes gazallando (8,31J/K), T a gaz hGmérséklete.

Anyagmennyiség:
Az anyagmennyiség a mértékegysége a mol. Ez 6*¥10°° db részecskét jelent barmilyen
anyagbol. Ezt a szamot nevezziik Avogadro-szamnak (Na).
Minden anyagnak van egy meghatdrozhaté moldris tomege, vagyis, hogy 1 madl gaz
hany gramm (vigyazzunk, itt gramm az alap mértékegység, és nem az Sl-beli kg!!!).
m = n * M, ahol m a tdmeg, n a mol-szam, M a molaris tomeg.
Ha a részecskék szamat elosztjuk az Avogadro-szammal, akkor megkapjuk a mol-

, N , , ,
szamot: ~a =M ahol N a részecskék szama.

Az egyetemes gaztorvény egy masik alakja:
Ha a mol-szam helyett a részecskék szamdval szamolunk és bevezetjiik a Boltzmann-
allandét, aminek jele k:

" R
" Na
ahol R az egyetemes gazallandd, Na pedig az Avogadro-szam. Az (j allandé értéke:

1,38*107%,
igy az egyenlet:
p*xV=Nx*xkxT

Ezeket a torvényeket tekinthetjik a gazok allapotegyenletének is, mert minden allapotdban
igaz az idedlis gazokra, ahol az allapotvaltozdk a nyomads a térfogat, és a h6mérséklet. Vagyis ha az
allapotvaltozdk kozil ismert kettd, akkor a harmadik kiszamithaté. (Specidlis esetben, ha az egyik
allandé, akkor a masik ketté egymasbdl kiszamithatd, ha két allapotban is megmérjiik a valtozoét.)
Ezek az egyenletek azonban csak egyensulyi helyzetben igazak, az dllapotvaltozéknak csak statikus
esetben van értelmiik, a makroszkopikus megkozelités miatt.

Emiatt csak statikus, vagy kvazi statikus eseteket vizsgalunk, amikor is a valtozas olyan hosszu idé
alatt, megy végbe, hogy a rendszer minden id6pillanatban egyensulyban van.

Termodinamika I. fotétele

Az elsé f6tétel tulajdonképpen a mechanikai energia-megmaradas altaldnositasa,
kiegészitése. A mechanikaban csak munkavégzéssel lehetett valtoztatni egy test energiajat, azonban
pl.: ha 2 kilénb6z6 hémérsékletii vasdarabot egymas mellé tesziink, akkor a hidegebb felmelegszik, a
melegebb lehlil, energiat ad at, de még sincs munkavégzés.

Az |. f6tétel:
dE = AW + AQ
vagyis a test belsd energidjanak megvaltozasa megegyezik a rajta végzett munkaval
és a kornyezetbdl vald hé kozléssel.
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A munkat akkor tekintjik pozitivnak, ha a gazt 6sszenyomjuk (csokken a térfogata), vagyis ha
mi végzlink munkat a gdzon. Negativ pedig akkor, hogyha a gdz tagul, (vagyis a gaz végez
pozitiv munkat a kérnyezeten). Mint lathatjuk a gdzon végzett munka (W) (a mi munkank), és
a gaz 4ltal végzett munka (W’) egymas ellejtettjei: W' = —W.

A hékozlést pozitivnak tekintjlik, hogyha a gaz felmelegszik, és negativnak, hogyha lehl. A hé
mértékegysége a J (joule), vagyis latszik, hogy energia jellegli mennyiség.

(Régebben kaldridban mérték, ami az az energia, ami 14,5°C-rél 15,5°C-re noveli 1dm? viz
hémérsékletét. Rovidebben, ami 1°C-vel néveli a viz h6mérsékletét.)

Zart rendszernek tekintjik a gazt (dugattyut), hogyha se mechanikai munkat nem tudunk
végezni rajta, és h6t sem tudunk vele kozoélni. Félig zart a rendszer, hogyha lehet hGcsere, de
mechanika munkavégzés nem. Es nyilt a rendszer, hogyha mindketts lehetséges.

Az elsé f6tétel idealis gazokra:
Az idedlis gaz kinyomhatja a dugattyut, ilyenkor pozitiv munkat végez a kérnyezeten,
F = p = A er6t tud kifejteni (ahol p a nyomas, A a feliilet). Munkavégzése ilyenkor:
W' =p=xAx*dx =p=*W.Arendszeren végzett munka ennek a -1-szerese. Ezt
behelyettesitve a f6tételbe:
dE = AQ —p *xdV

Hoékapacitas
Definicio: Mennyi energiat kell befektetniink ahhoz, hogy 1K-el felmelegedjen.
Jele C.
40
= lim —
C= m a7

azonban igy minden testnek kiilénb6z6 lenne a hékapacitasa, attdl fliggéen, hogy
mennyi részecske van benne.

Emiatt bevezették a fajhdt és a molhét:
Definicid: 1 egységnyi anyagnak (egy mélnak, vagy egységnyi tomegnek) mennyi
energia kell 1K-el torténd felmelegitéshez.

co = 1 I 40
1 A

im
m AT-0 AT

Idedlis gdzon, azonban kilénb6z6 a molhé, ha allandé térfogat mellett vagy allandé nyomas
mellett mérjik.

Allandé térfogaton vett molhé (v-vel jelezziik indexben):

llyenkor a dV =0, az elsé fététel médosul: dE = AQ.
AE

o 4 fr g , 1. 4 1 ..
A molhd definicidjaba beirva: Cy,p; = —* llmAT_mﬁ =—* limyr_g v

1 dE_ 1 OE

Cv = —%x— = * —
n dT n 0T
Allandé nyomadson vett fajhd (p-vel jelezziik indexben):
llyenkor az els6 f6tétel: dE = AQ —p * dV.
Ahol: d(p * V) =V = dp + p * dV-t beirva megfeleléen jobb oldalra:
dE = AQ —d(p*V)+V *dp.
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d(E+p=*V)= AQ +V xdp.

Az E + p = V-t nevezziik entalpidanak, és jele H. Valamint mivel dllandé a nyomas igy:

dH = AQ

‘ P 1. 4Q 1 ..

Igy a molhé definicidja: Cipo; = — limyr_o T limyr_g
1 dH 1 0H

- %= —

C. = — -
PTRYAr - nor

AH
AT

A kétféle molhé kozotti kapcsolat:
C,=C,+R
vagyis allandé nyomason tobb energiat kell befektetni a melegitéshez.
Bizonyitasa:

Idealis gazra: E =E(T), csak a h6mérséklet fliggvénye.

1 _dE . dE . . .
Cy = —* - atalakitva: C;, * n = —— vagyis: E(T) =n=x*C, * T, mivel a C, széles

tartomanyban allandé.

Idealis gazra: H =H(T), csak a h6mérséklet fliggvénye.

H=E+p*V=n*C,*xT+n*R+xT=nx*Tx*(C, +R).
1 dH 1

igy beirva allandé térfogaton vett molhébe: C,, = A= kMx (C, + R).

Ekviparticio tétele:
Az energia egyenletes oszlik egy minden ,,mdéd” kézott. X-Y-Z irdnyd mozgas és forgas
kozott.
Ez alapjan a gdzok rendelkeznek szabadsagi fokokkal, ami azt jelenti, hogy , hany féle
madon” tudnak energiat tarolni. Ennek a jele f. Egyatomos gaz esetében ez a szam 3,
mig kétatomos gaz esetében ez a szam 5. Ezekkel is ki lehet fejezni a kétféle fajhét:

f
Cv:E*R

f+2
Cp = > * R

Idealis gaz belso energiaja

A Gay-Lussac kisérletek alapjan, amikor is akar gaz nyomasat akar a térfogatat valtoztatta a
gaznak, az nem melegitette fel a korilotte 1évé vizet. Vagyis se nem végzett munkat se nem adott at
hét. igy az I. f6tétel értelmében a gaz belsé energiaja nem valtozhatott.

Ez alapjan meg is allapitotta, hogyha az anyagmennyiség és hémérséklet allandd, akkor
p1 * Vi =p, xV, = allando
tehat a gaz bels6 energiaja csak a hGmérséklettdl fligg.

Folyamatok
Adiabatikus folyamat:

Definicio: olyan folyamat, ahol nincsen h6csere a kornyezettel: AQ = 0.
Ilyenkor az I. f6tétel médosul:

dE = —p*xdV =W = -W'
Tehat rendszeren végzett munka megegyezik a belsé energiavaltozassal.
Ezt tovabb alakitva, felhasznalva az allapotegyenleteket bebizonyithatd, hogy
adiabatikus esetben:
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p * vk = dlland6 => P1 * V1k = D2 * Vzk

o = _F2
k a fajhé viszony: k = et

A képletet tovabb alakitva: p * VE = p« V x VK" = n« R » T VK1,
Mivel n és R is allandé, igy adiabatikus esetben:

T + Vk1 = allando
Adiabatikus folyamatnak tekinthet6ek a hirtelen végbemend P4
folyamatok, példaul a biciklipumpalas.
A p-V diagramon az adiabatikus folyamatot adiabatdval szemléltet;jik,
ami egy magas hatvanyu hiperboldnak felletethet6 meg.

Izotermikus folyamat: izoterma

Definicid: Olyan folyamat, amely sordn a h6mérséklet nem valtozik. adiabata

>
4

Emiatt a gdz bels6 energidja is allando: dE = 0. 0
llyen esetben az |. f6tétel:

AQ=p+xdV =W = —-W
vagyis a gaz héfelvétele megegyezik a gaz altal végzett munkaval. D,
a p-V diagramon az ilyen folyamatot izotermaval szemléltetjik, ami egy
alacsony hatvanyu hiperbola.

A p-V diagram alatti terilet (integral) mutatja meg a felvett hét: ol
V2 V2
nxr*T
Q= f p*xdV = f T*dV=n*R*T*[ln(V2)—ln(Vl)] Pa
Vi Vi

tehat a hG, ami a gaz altal végzett munka izotermikus esetben, ha az
elsé pontbdl a 2-ik pontba megy:

v,
W’=Ql_,2=n*R*T*ln(—)
V1

Izochor folyamat:

Definicié: Olyan folyamat, amelynek sordn a rendszer térfogata nem valtozik: dV = 0.
Ilyen esetben az I. f6tétel:

dE = AQ
A p-V diagramon fligg6leges vonalnak felel meg.

1zobar folyamat:

Definicio: Olyan folyamat, amelynek sordn a rendszer nyomasa allandé marad: dp=0.
Ilyen esetben az elsé f6tétel nem valtozik:
dE = AQ —p xdV
azonban a térfogatvaltozast kénnyd mérni.
A p-V diagramon vizszintes vonalnak felel meg.
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Carnot-féle korfolyamat

Pa

A folyamat elGszor egy izotermikus tagulasbol all (A->B), majd egy adiabatikus tagulasbdl (B-
>C), utana egy izotermikus 6sszehuzddashdl (C->D), végiil egy adiabatikus 6sszehlzddasbol (D->A).

Ebben az irdnyban egy héer6gépet fog megvaldsitani, ugyhogy a rendszer altal végzett
munkat (W’)-t probaljuk meg kiszamolni.

1, Az izotermikus tagulas soran:
A rendszer felvesz h6t (Q1), ami megegyezik a rendszer altal végzett munkaval:

V, ,
QAan*R*Tl*ln(V>= AB
1

Itt a rendszer altal végzett munka pozitiv lesz.

2, Az adiabatikus tagulds soran:
A rendszer belsé energiajanak a valtozasa egyezik meg a rendszeren végzett
munkaval adiabatikus esetben:
AE =E.—Eg =nxc,* (T, —Ty) = Wpe
nxc,* (Ty —Ty) = Wige
Itt is pozitiv munkat végez a rendszer.

3, Az izotermikus 6sszehuzddas:

A ,
QCD=n*R*T2*1n(V)=WCD
3

itt mar negativ a rendszer altal végzett munka, vagyis mi végziink a rendszeren
munkat az 6sszenyomassal.

4, Az adiabatikus 6sszehuzddas:
nxcy* (T, —Ty) = —nxc,* (Ty —Ty) = Wipy
itt is negativ a rendszer altal végzett munka.
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A rendszer altal végzett munka a korfolyamat soran:

V.
Wkér=n*R*T1*ln(vz)+n*cu*(T1—T2)+n*R*T2*ln(V
1

Az adiabatikus munkak pont kiejtik egymast.
A térfogatok ardnyai is azonosak, mert az adiabatdkon:
Ty * Vzk_1 =Ty * V3k_1
T, * Vlk—l = T, V4k—1
osztva egymassal a két egyenletet.
Vo, Vs
A
A korfolyamat munkaja:

V2

Wkér=n*R*T1*ln<V>+n*R*T1*ln<

1
a jobb oldali tagot -1-el szorozva, majd 6sszevonva:

2

V
Wi =nx RxIn(22)« (Ty =)

1

A hatasfoka a gépnek:

Vs

3

4 )
V;

Yy
Wisr _ Wisr _ n*RxIn (V_l) (Tl B Tl)

n =

nL-T
Ty

TI:

A Carnot-folyamat tehat egy h6éerégépet valdsit meg,

Bl Qfelvett - QAB B n*rx Tl * ln(

)

melynek soran az els6 szakaszban kell vele h6t kézolniink, a

3-ik szakaszban pedig 6sszenyomnunk, és ez alatt lead hét.
A héer6gép hatasfoka annal jobb lesz, minél magasabb a T1
hémérséklet és minél alacsonyabb a T2 hémérséklet.

A héer6gép hatasfoka:
_ Qfel + Qle _ Tl - TZ
Qfer Ty

)=y (= Ty)

(a Qi valdjaban negativ értékii!)

V1, T1
&Q )
Cr—
—————
Q Qfel
V2, T2

A m(ikddés soran:

Qe = W'+ Qfel
vagyis az elvont h6t munkara forditja és masik tartalyba kdzol még hét.
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Forditott Carnot-féle korfolyamat

P

A forditott Carnot-féle korfolyamat tulajdonképpen ugyanaz a folyamat csak megforditva.
Ilyenkor a gép akar hitéként akar hGszivattyuként is tud mUkodni.

A folyamat elGszor egy adiabatikus tdgulasbdl (D->A), majd egy izotermikus tagulasbél (A->B),
utana egy adiabatikus 6sszehlizddasbdl (B->C), végil izotermikus 6sszehlizddasbal (C->D) All.

Mivel most nem héerégépként lizemel, hanem valamilyen egyéb gépként, emiatt az altalunk
befektetett munkat szamoljuk ki.

1, Adiabatikus tagulds soran:
nx*c, x (T, —Ty) = Wyp
negativ munkat végziink.

2, lzotermikus tagulas soran:

negativ munkat végziink.
Itt vesz fel h6t a gép.

3, Adiabatikus 6sszehtzddas soran:
nxcy,x (Ty —T,) = Weg
itt mar pozitiv munkat végziink.

4, 1zotermikus 6sszehlzddas soran:
V,
n*R*T1*1n<—) = Wgy
Vi

itt is pozitiv munkat végziink.
Itt ad le hét a gép.
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Az el6z6ekhez hasonld mddon, a rendszeren végzett munka ugyanaz lesz, mint a
héer6gépnél a rendszer altal végzett munka:

V.
Wigy = nx RxIn (72) « (1, = T)
7,

A h(it6gépnél és a hdszivattyunal nem hatdsfokrdl beszéllink, hanem josdagi tényezérdél.

Hdszivattyu esetén:
A josagi tényezd: a magasabb h6mérsékleten (T;-n) mennyi hét ad le, osztva a kdrfolyamatba
fektetett munkankkal.

V2

L |Qle| _ n*R*Tl*ln(V—l) _ T, V1, T1

Wkﬁ?" n * R * ln (%) * (Tl — TZ) Tl - TZ ﬁ Qle

1
Hdszivattyuzaskor tehat a josagi tényez6: w
——— —————
et D
hészi =
oszivattyu T1 _ T2 ﬁ .
Az atvitt (leadott) hé pedig megegyezik az elvont hével és ¢
a befektetett munkaval: v2,T2

Qe = Qper +W

H(it6gép esetén:
A j6sagi tényezG: az alacsonyabb hémérsékleten (T,-n)

felvett h6, osztva a korfolyamatba fektetett munkankkal.

. Qratl T
Wier T =T ﬁ Qle

Nagyon hasonlit a josagi tényez6 a hészivattyuhoz, csak
akkor a magas h6mérsékleten leadott hé a lényeg, a ) f—rr—

h(t6gép esetén pedig az alacsony hémérsékleten elvont

hé. ﬁ Q fel

Az elvont hé6 pedig megegyezik a leadott hé és a

V1 Tl

V2, T2

befektetett munka kiilonbségével:
Qe =W = Qfq

TetszO6leges korfolyamatok

Redukadlt hék:
Py 2114 Qfel+Qle _ Tmagas_Talacsony ey
A Carnot héerégépnél [athattuk, hogy = (a Qi valéjaban
Qfel Tmagas
negativ értékd) ezt az egyenletet atrendezve:
Qfer Q
fe + le =0

Tmagas Talacsony
ezeket a Q/T hanyadosokat nevezziik redukalt h6knek.

Az egyenl@ség csak reverzibilis (megfordithatd) folyamatoknal igaz. Az

irreverzibiliseknél (megfordithatatlan) kisebb vagy egyenlG lehet csak 0-val, ugyanis

+ T, =T , < %
QfertQie < gy = Regesalacsony joy 5 redukalt hék:

fel Tmag as

olyankor a
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Qfel + Qle <0

Tmagas Talacsony
Ha ezeket az 6sszes redukalt hére, és nem csak kettére alkalmazzuk, akkor

megkapjuk a Clausisus-féle egyenl6tlenséget:

n o AO:
Z Q; <0
i=o T;

vagyis a redukalt h6k 6sszege kisebb vagy egyenld 0-val és 0 csak reverzibilis

folyamatnal lehet.
Finomitva az 6sszeadast integralt kapunk a kérfolyamatra:

%gso

Tetsz6leges korfolyamat felbonthatd nagyon apré kis Carnot-féle korfolyamatokra, amikre
mar ismerjik a redukalt h6k 6sszegét.

A korfolyamatot 2 6 részre bontjuk, az egyik, ahol felvesz h6t a rendszer a masik, ahol
lead.(Itt mdr abszollt értékét vessziik a héknek, igy a leadott héket negativ elGjellel kell

0> Z" 40; Z" |AQj| B Z" |AQy|
T L= T; j=o0 Tj k=0 Tk
A felvettek kozil (j-sek) a legnagyobb hémérsékletet véve (T,,= T;) és mindig azzal

venni.)

behelyettesitve, valamint a leadottak kozil (k-sok) a legkisebb h6mérsékletet (T,=T,) véve
alulrdl tudjuk becsilni az el6z6 képletet.

|Qfel| _ |Qle|

<0
Tmagas Talacsony
Ezt dtrendezve:
Talacsony < |Qle|
Tmagas B |Qfel|
igy megvizsgalva barmilyen kdrfolyamat hatasfokat:
_ |Qfel| - |Qle| _ |Qle| Talacsony _ T1 - T2 _
Ntetsz = =1- <1- T - T = TNcarnot
|Qf€l| |Qfel| magas 1

Vagyis a legjobb hatasfoka a Carnot-féle hGerégépnek van!

Termodinamika II. f6tétele

A természetben a folyamatok altaldban csak 1 irdnyban jatszédnak le. PI.: ha leesik a ké,
akkor felmelegszik, de olyan sose fordul el6, hogy magatdl lehdil a ké és felugrik.
Ritka esetben lehet megfordithatd folyamatot végezni. Pl.: specidlis szlir6kkel el6bb dsszekeverijiik a
két féle gazt, majd Ujra széthulzva a szlir6ket megint szétvalasztjuk kiilon a kétféle gazt.

Reverzibilis folyamat:
Definicio: a folyamat reverzibilis, ha a rendszert valamilyen A allapotbdl bizonyos
allapotsorozaton keresztil atvisziink B allapotba, majd ugyanezen az
allapotsorozaton keresztil visszavissziik az A allapotba, akkor a kbrnyezeten
semmilyen valtozds nem tapasztalhaté.
Példa: a Carnot-féle kdrfolyamat idealis gdzoknal.
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A termodinamika Il. f6tétele:

»A folyamatok mindig igy mennek végbe, hogy a rendezetlenséget noveljék”.

Kelvin-féle megfogalmazas:
Nem lehetséges olyan korfolyamat, amely soran egy hétartalybdl elvont hg,
minden egyéb hatas nélkiil, teljes egészében munkavégzésre fordithato.

Clausius-féle megfogalmazas:
Nem lehetséges olyan korfolyamat melynek soran egy hidegebb testbdl 6nként hé
menne at egy melegebb testbe.

A két megfogalmazas ekvivalens.
Ha létezne a Kelvin-féle gép, akkor az dltala elGallitott munkaval Gizemeltetnénk egy
Carnot-féle hészivattyut, ami egy hidegebb tartalybdl vinne at h6t a melegebb
tartalyba (amibdl a Kelvin-gép veszi az energiat), és pont annyi hét szivattylzna at,
hogy sose hiiljon le az a tartaly. llyenkor 6nmagdatdl menne at hé a hidegebbdl a
melegebbe.
Forditva, ha 6nmagatél atmenne hé a hidegebb tartalybdl a melegebbe, akkor egy
Carnot-féle h6er6gépet mikddtetve a két tartdly kozott, pont elérhets lenne, hogy a
Carnot gép ugyanannyi hét adjon le a hidegebb tartalynak, mint amennyi atszivarog a
melegebbe. Ilyenkor azonban a melegebbdl elvont hé teljes egészében munkdra
lenne fordithaté.

Entropia
A redukalt h6knél beszéltiink a Clausius-féle egyenl6ségral:

n AO.
Z Qi <0
i=o Tj

f%so

az egyenlGség csak reverzibilis esetben all fent.

Vizsgdljunk meg két kiilénb6z8 folyamatot A és B pontok kdzott, ahol mind az 1. mind a 2.
irdnyban is reverzibilis folyamat, és az egyik A-bdl B-be a masik B-bél A-ba vezessen:

1B 2 A
0= fﬁAQrev =f AQrev_l_f AQrev

T T T
B

attéve az egyik integréljelet, és a hatarokat megcserélve(-1-szeres lesz az érték).
2 B 1B
f AQrey _ f AQrey

T T
A A

Amint azt Iatjuk, az integralas nem fligg az Utvonaltdl, csakis a kezdé és végponttdl.
Valamint minden folyamathoz létezik egy fliggvény, ami ugyanezt adja, és ez a
fliggvény az entrdpia.

2 BAQ 1 BAQ
A[ T =:! T = S(B) —S(4)
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Az entrépia fliggvény jele S, és csak a folyamat kezd§ és végpontjatol fligg. Egy masik alakja a
definicionak: “2<* = d.

Az entrdpia novekedésének elve:

Ha a két folyamat kozll az egyik irreverzibilis akkor mar nem egyenlé lesz nulldval a
redukalt h6k 6sszege, hanem kisebb lesz 0-nal

AQ irrev BAQ rev AAQ
0> ¢— = — —<rev
= 3€ T f T f T
Attéve a reverzibilis folyamat integraljat, a hatarokat megcserélve:
rev BAQ irrev BAQ
S(B) —S(A) = —= > f —
®-sw= [ == [ 3
A A
Az irreverzibilis esetre koncentralva:
irrev B
4Q
f T <S(B)—-S(4)
A
4Q
—<ds
T =

Ezt szoktak a Il. f6tétel analitikus alakjanak is nevezni.

Az elv szerint zart rendszerben (nem lehet se munkavégzés se hdcsere), az entrdpia csak
névekedni tud, ha magdra hagyjuk a rendszert. Ha elérte az entrdpia a maximumat, akkor
lesz a rendszer egyensulyban. Hétkdznapi megfogalmazasa ennek a tételnek, hogy a magara
hagyott rendszerben a folyamatok csak abban az irdnyban zajlanak le, amerre né a
rendezetlenség.

Kinetikus gazelmélet (roviden)

A kinetikus gazelmélet kapcsolatot teremt a gdzok mikroszkopikus és makroszkopikus
jellemz6i kozott. Mikroszkopikus jellemz6 a részecskék atlagos sebessége, és tomege.
Makroszkopikus jellemz& a h6mérséklet, a nyomas vagy a térfogat.

Bebizonyithatd, hogy a nyomas és a részecskék sebessége kozotti kapcsolat:
=2
=—%xpD*xD
p 3 p
ahol p a gdz nyomasa, p a slrlsége, és v a részecskék atlagos sebessége.

. .. N+xm . . . . ..
Ha a nyomast felirjuk p = - alakban, ahol N a részecskék szama, m egy részecske tomege,

és V az egészgaz térfogata, akkor megkaphatjuk a p*V szorzatot is.
1
p*V:§*N*m*ﬁ2
Ezt az egyenletet az idedlis gaz allapotegyenletébe (egyetemes gaztérvénybe) beirva.
1
pxV = N*k*ng*N*m*ﬁz

N-el osztva a jobb oldalon, majdnem 1 részecske mozgasi energiaja szerepel. Beszorozva %-el
az egyenletet:

sxk*xT = § * Krészecske
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Ebbdl mar konnyen megkaphatjuk a hémérsékletet: T = 3%

- * Krészecske (@hol K az atlagos

«ses

van az, hogy az abszolut h6mérsékleti skalan (Kelvin skalan) nincsen negativ hémérséklet, hiszen a
mozgasi energia sosem vehet fel negativ értéket. Az abszolut OK pedig azt jelenté, hogy minden
részecske mozgasa leallna, emiatt a OK sem érhet6 el, de tetsz6legesen megkdzelithetd.

A kinetikus gazelmélet nagy attérése nem csak az abszolut h6mérsékleti skala fontossaganak
aldtamasztasa volt, hanem az is, hogy barmilyen makroszkopikus allapotot fel lehet irni a részecskék
mikroszkopikus jellemzGivel is, hiszen az egyetemes gaztorvényben szerepl6 p*V szorzatot és a
hémeérsékletet is fel tudtuk irni.
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