Bevezetés a szamitaselméletbe I1.

Zarthelyi feladatok — az ELSO zarthelyi potlasara

Pontozasi itmutatd
2013. majus 16.

Altalanos alapelvek.

A pontozasi atmutaté célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az utmu-
tato minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt
részpontszamokat kozli. Az utmutaténak nem célja a feladatok teljes értékii megoldésanak részletes
leirésa; a leirt lépések egy maximalis pontszamot éré megoldas vazlatanak tekinthetsk.

Az utmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldonak, ha a kapcsolodd gon-
dolat egy attekinthetd, vilagosan leirt és megindokolt megoldas egy 1épéseként szerepel a dolgozatban.
Igy példaul az anyagban szerepld ismeretek, definiciok, tételek puszta leirasa azok alkalmazasa nélkiil
nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban valoban szerephez
jut). Annak meérlegelése, hogy az utmutatoban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a
megoldonak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javito hatéaskore.

Részpontszam jar minden olyan otletért, részmegoldésért, amelybdél a dolgozatban leirt gondolat-
menet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphat6. Az atmutatoban szerepld
részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az atmutatoban leirttol eltérs jo megoldas termé-
szetesen maximalis pontot ér.

Minden feladat 10 pontot ér. Az elégséges hatara 24 pont. A vizsgajegybe a dolgozat pontszama
szamit bele, igy a dolgozatokra osztalyzatot nem adunk.

1. A G graf csicshalmaza legyen V(G) = {1,2,...,20}. Az 2,y € V(G) cstcsok akkor legyenek
szomszédosak G-ben, ha x # y és x - y oszthato 3-mal vagy 5-tel (vagy mindkettével).

a) Van-e G-ben Hamilton-ut?

b) Van-e G-ben Hamilton-kor?

* ok % kX

G-bdl elhagyva a 3-mal vagy 5-tel oszthato szamokat csupa izolalt pontbol allo grafot kapunk.(3 pont)
Ezzel 9 pontot hagyunk el (3,5,6,9,10,12,15,18,20) és a maradék grafnak 11 komponense lesz, (3 pont)
ezért a tanult tétel értelmében nincs benne Hamilton-1t, (3 pont)
igy Hamilton-kor sem. (1 pont)

2. A G graf csucshalmaza legyen V(G) = {100, 101, ...,200}. Az x,y € V(G) cstcsok akkor legyenek
szomszédosak G-ben, ha x # y és (x,y) > 10 (ahol (z,y) az x és y legnagyobb kozos osztojat jeloli).
Hatéarozzuk meg G kromatikus szamat, x(G)-t.

* %k % kX

A 100,110, 120, ...,190, 200 cstcsok 11 pontu klikket alkotnak G-ben, hiszen koziiliik barmely kettének

a 10 kozos osztoja. (4 pont)
11 szinnel viszont G cstcsai konnyen megszinezheték. Ugyanis szinezziik a 100, 101, ..., 109 cstcsokat
egy szinnel, a 110,111, ...,119 cstcsokat egy kovetkezével, stb., a 190,191,...,199 cstcsok kapjak a
tizedik szint, végiil egyediil a 200 kapja a tizenegyedik szint. (2 pont)
Ez a szinezés jo lesz, hiszen azonos szinnel szinezett cstucsok kiilénbsége mindig legféljebb 9, igy nem
lehet 9-nél nagyobb kozos osztojuk. (2 pont)
Mivel G-ben van 11 csucsu klikk, ezért x(G) > 11, (1 pont)
masrészt mivel G cstcsai 11 szinnel szinezhetdk, ezért x(G) = 11. (1 pont)



3. Hatéarozzuk meg egy 6 cstuicst kor komplementerének élkromatikus szamat!

* ok % kX

Jelolje a kor csticsait sorrendben korbe haladva vy, ve, . . ., vg, a kor komplementerét G.

G-ben minden pont foka 3, igy x.(G) > 3. (3 pont)
Masrészt 3 szinnel G éleit konnyd megszinezni: a {vy,vs}, {va, v4}, {vs,v6} élek legyenek pirosak, a
{v1,v4}, {va,v6}, {vs,v5} élek kékek és a {vy,v3}, {ve,vs5}, {va4,v6} élek zbldek. (6 pont)
Tehat x.(G) = 3. (1 pont)

4. A G perfekt graf tartalmaz 2013 cstucsu kort. Igaz-e feltétleniil, hogy G tartalmaz 3 cstucsa kort?

* k% kX

Mivel G-ben van péaratlan (2013 csticst) kor, ezért a tanult tétel értelmében nem péaros graf, (2 pont)
fgy x(G) = 3. (2 pont)
G perfekt, ezért x(G) = w(G), (2 pont)
igy w(G) > 3 is igaz. (2 pont)
Ezért G-ben van 3 pontu klikk, vagyis 3 pontu kor, igy az allitas igaz. (2 pont)

5. A G(A,B;FE) paros graf két pontosztalya le-
gyen A ={ay,as,...,a9} és B ={by,bs,...,bg}. Minden
1<1<9és1 <7 <9esetén az a; akkor legyen szomszé-
dos bj-vel, ha a jobbra lathaté matrix i-edik soranak és j-
edik oszlopanak keresztez6désében allo elem 1-es. Adjunk
meg G-ben egy maximélis péarositast és egy minimalis le-
fogo csticshalmazt!
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* k% kX

Az {ay,ay4,a7,b9,b5,b5,b9} lefogd ponthalmaz G-ben (ez a feladatban megadott méatrixbol kénnyen

ellendrizhetd). (4 pont)
G-ben kénnyt mutatni 7 éld parositast: példaul az {a1, b4}, {ag,bs}, {as, by}, {as, b3}, {as, b2}, {as, b5}
és az {az, by} élek. (3 pont)

A megadott lefogd ponthalmaz, illetve péarositas bizonyitja, hogy 7(G) < 7, illetve v(G) > 7. Ebbél
a v(G) < 7(G) Osszefliggés miatt kovetkezik, hogy v(G) = 7(G) = 7, vagyis a megadott lefogod
ponthalmaz minimalis és a megadott parositas maximaélis. (3 pont)
Megjegyezziik, hogy a fenti nem az egyetlen 7 elemi lefogé ponthalmaz: {ay,as, aq, az, by, bs, bg} is
ilyen. A maximaélis parositast és a minimélis lefogd ponthalmazt természetesen érdemes az elGadéson
tanult algoritmussal keresni; azonban (ahogy az a fentiekbdl latszik) egy teljes értékd megoldashoz
nem feltétleniil sziikséges ennek a lépéseit dokumentalni.

6. Legyen adott egy G iranyitott graf, az s € V(G) csucs és a ¢ : F(G) — RT kapacitasfiiggvény.
Jel6lje minden v € V(G), v # s esetén m(v) az s-bdl a v-be vezetd maximalis folyam értékét. Tegyiik
fel, hogy valamely ¢ € V(G) csucsra m(t) = 100, de minden v € V(G), v # s,t esetén m(v) > 100.
Mutassuk meg, hogy ekkor a t-be érkezé élek osszkapacitasa 100.

* %k % kX

Mivel az s-bdl t-be vezetd maximalis folyam értéke 100, ezért a Ford-Fulkerson tétel miatt a minimaélis
st-vagas kapacitasa is 100. Legyen C egy 100 kapacitasi st-vagas. (2 pont)
Ha volna olyan v # t cstcs, amely a C-beli élek elhagyasa utan t-vel egy oldalon van, akkor C' egyben
100 kapacitast sv-vagas is volna, amibél m(v) < 100 kovetkezne. Ez ellentmond a feladatban irt
feltételnek, igy ilyen v nem lehet. (5 pont)
Igy O kapacitéasa definicio szerint a t-be érkezd élek dsszkapacitdsa, amivel az allitast belattuk.(3 pont)



