Fels6bb Matematika 1. ZH 2010-10-22 E.I. ABC

1. Irjuk fel az
2 0
A=|-2 1
0 2

matrix (a) szingularis felbontését, és annak redukalt valtozatat, (b) pszeudoinverzét, és (¢) hataroz-
zuk meg az Ax = (10,2, 6) egyenletrendszer legkisebb abszolut értékd optimalis megoldasat! (4 pont)

Megoldas. (a) Mivel ATA = [ 5, })2], igy a karakterisztikus polinom z? — 13z + 36, aminek gyo-
kei 9 és 4. A hozzajuk tartozd sajatvektorok (2,—1) és (1,2). E vektorok ortogonalisak, és ezek
normalt alakjai lesznek V oszlopvektorai (lenormalni Sket raér a legvégén). Az U oszlopvektorainak
kiszamitasahoz e vektorokat A-val szorozzuk, majd az igy kapott vektorok vektori szorzata adja U
harmadik vektorat:
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Igy mér csak normalni kell az oszlopokat, és felirhato az SVD két alakja:
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(b) A pszeudoinverz kiszamitasahoz elég a redukalt alakot hasznalni:
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(c) A* 12 = m :

2. Hatarozzuk meg az A matrix QR-felbontasat, és ennek felhasznalasaval is keressiik meg az el6z6
feladatbeli egyenletrendszer legkisebb abszolut értékd optimalis megoldasat! (3 pont)

Megoldas. Elgszor a Gram—Schmidt-eljarassal A els§ oszlopara merdleges vektort keresiink:
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A vi és vy vektorok normaéltjai lesznek Q oszlopai:
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3. A 10 x 10-es B matrix karakterisztikus polinomja (A — 3)6(A — 2)%. A B — 31 els§ néhany
hatvanyanak rangja 8, 6, 5, 4, a B — 2I matrixé 7, 6. Irjuk fel B Jordan normalalakjat! (2 pont)

Megoldas. Mivel (B — 3I)* a legkisebb kitevs, melynek rangja 10 — 6, ezért e sajatértékhez tartozo
leghosszabb lanc 4-hosszi. Az is lathato, hogy mivel 10 — 8 = 2, ezért a A = 3 sajatértékhez 2 blokk
(és igy 2 lanc) tartozik. Felirva az egyenleteket a k-hosszi Jordan-lancok my, szaméara:
my =6—10+5
meo +2ms +3my =6 — 104+ 8

mi+mo+msg+my =10—8



Kapjuk, hogy my = 1, mg = 0, my = 1, m; = 0. Hasonl6 szamolassal adodik a A = 2 sajatértékre,
hogy a leghosszabb lanc hossza 2, mert (B — 2I)? a legkisebb kitevd, melynek rangja 10 — 4. (Mivel
10 — 7 =3, igy a A = 2-hoz 3 blokk tartozik.) Az egyenletrendszer:
me=4—10+7
mi + mo = ].0 — 7

amibdl mgo = 1, my = 2. Ezek alapjan a Jordan-méatrix:
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4. Trjuk fel az (1,2, 2) vektor koriili 60° fokos forgatas matrixat valamely béazisban, és irjuk fel abban
a bazisban az x + 2y + 2z = 1 egyenleti sik egyenletét! (2 pont)

Megoldas. Az els6 koordinatatengely koriili forgatas métrixa egy ortonormaélt bazisban
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Ha (1,2,2) az egyik tengelyrany egy ortogonalis koordinatarendszerben, akkor — mivel a sik normal-

vektora épp e vektor — egyenlete 2’ = const alakil lesz fliggetleniil a masik két bazisvektortol. Mivel

a sfk normalalakja %m + %y + %z = %, ezért az 0j koordinatarendszerben z’ = % az egyenlet.

5. Hatarozzuk meg a

0 -3 2
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C

maétrix Jordan-alakjat, egy hozza tartozé Jordan-bazisat, és az e~ matrixot! (4 pont)

Megoldas. A karakterisztikus polinom —A% + 6% — 12\ +8 = —(\ —2)3. Mivel a sajatvektorok két-
dimenzios teret alkotnak, amit kifeszit pl. a (1,0,1) és (0,2, 3) vektor, ezért a Jordan-bézis harmadik
vektora altaldnositott sajatvektor lesz, és a Jordan-alak
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Az altalanositott sajatvektor megoldasa az (A — 2I)x = v egyenletnek, ahol v egy sajatvektor.
Mivel a
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egyenlet egylitthatomatrixanak minden oszlopa az (—1,2,2) vektor tobbszorose, ezért a v vektor is
csak ilyen lehet. Legyen tehat v = (—1,2,2). Az egyenletrendszer egy megoldasa x = (0,1,1). Igy a
bazis egyik lanca: (—1,2,2) «— (0,1,1). A maésik lanc egy sajatvektorbol all. E sajatvektornak az
el6z6t6] fiiggetlennek kell lennie. Tehét
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6. Hatarozzuk meg a C matrix PLU-felbontasat és azt folhasznalva oldjuk meg a Cx = (1, —4,2)
egyenletrendszert! (8 pont)



Megoldas.

01 0 1 00 4 8 —4 -3
P=|1 0 0o|,L=J0 1 0|, U=|0 -3 2|,x=15
00 1 1 2/3 1 0 0 2/3 8

7. Mutassuk meg, hogy ha e € R" egységvektor, akkor I — 2ee’ — azaz a tiikrozés matrixa —
szimmetrikus és ortogonalis! (2 pont)

Megoldas. Altalanosabban megmutatjuk, hogy ha e € C" egységvektor, akkor I—2ee!’ 6nadjungalt
és unitér: (I —2ee ) =17 —2(ee” ) =1 — 2ee’,
(I —2ee ) (I - 2ee?) =1 2eel” — 2ee’” + 4ee’ee!’ =1 — 2ee!? — 2eel” + 4ele =1.

8. Bizonyitsuk be, hogy egy transzforméacio akkor és csak akkor merdlegességtarto, ha egy unitér
transzforméacié nemnulla skalarszorosa. (3 pont)

Megoldas. Ha A = ¢U, akkor u A7Av = 2uflv, tehat A merdlegességtartd. Ha A merdle-
gességtarto, akkor v-nek és A Av-nek ugyanazokra a vektorokra kell merdlegesnek lennie, vagyis
dv=A"Av (d € C), azaz U = A/v/d unitér.

9. Mutassuk meg, hogy ha az S szimmetrikus és pozitiv szemidefinit, akkor létezik olyan szimmetrikus
és pozitiv szemidefinit M matrix, hogy S = M2 (2 pont)

Megoldas. Mivel S szimmetrikus, ezért ortogonalisan diagonalizalhato, azaz 1étezik olyan Q orto-
gonalis matrix, hogy S = QAQ ™. Mivel S pozitiv szemidefinit, ezért sajatértékei nemnegativak,
igy a A foatlobeli elemeibsl gydkot lehet vonni, tehat van olyan D méatrix, hogy A = D?. Igy
S =QAQ" = QDDQ” = (QDQ™)(QDQ”) = MM, ahol M pozitiv szemidefinit, hisz D f6atloja-
ban nemnegativ elemek vannak, és szimmetrikus, mivel (QDQT)T = QDQT.



