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El0sz0

A 90-es években a tarolokapacitasok méretének igen erdteljes ndvekedése, valamint az arak nagy-
mérték(i csokkenése! miatt az elektronikus eszkdzok és adatbazisok a hétkdznapi életben is mind
inkabb elterjedtek. Az egyszer(i és olcso tarolasi lehet6ségek a nyers, feldolgozatlan adatok témeges
méret( felhalmozasat eredményezték, ezek azonban a kdzvetlen visszakeresésen és ellen6rzésen kivill
nem sok egyéb haszonnal jartak. A ritkan latogatott adatokbdl ,,adat temet6k” (data tombs) alakul-
tak ki [63], amelyek t&rolasa haszon helyett koltséget jelentett. Ekkor még nem alltak rendelkezésre
olyan eszkdzok, amivel az adatokba agyazott értékes informaciot ki tudtak nyerni. Kovetkezésképpen
a fontos dontések a dontéshozok megérzésein alapultak, nem pedig az informacio-gazdag adatokon.
Jol jellemzi ezt a helyzetet John Naisbitt hires mondasa, miszerint ,,WWe are drowning in information,
but starving for knowledge” (Megfulladunk az informacio6tél, mikézben tudasra éheziink).

Egyre tobb teruleten merdilt fel az igény, hogy az adathalmazokbdl a hagyoményosnal arnyaltabb
szerkezet(i informaciokat nyerjenek ki. A hagyomanyos adatbazis-kezel6 rendszerek — a kdzvetlen
keresdkérdéseken kivil, illetve az alapvetd statisztikai funkciokon tal (atlag, szoras, maximalis és
minimalis értékek meghatarozasa) — komplexebb feladatokat egyaltalan nem tudtak megoldani, vagy
az eredmény kiszamitasa elfogadhatatlanul hosszu id6be telt. A sziikség egy Uj tudomanyteriletet
keltett életre, az adatbanyéaszatot, amelynek célja: ,,hasznos, latens informéacié kinyerése az adatok-
bol”. Az adatbanyéaszati algoritmusokat immar arra tervezték, hogy képesek legyenek az arnyaltabb
informacio kinyerésére akar oriasi méretl adatbazisok eseten is.

Az adatbanyaszat, mint 6nall6 tudomanyteriilet Iétezésérdl az 1980-as évek végétdl beszélhetlink.
Kezdetben a kiilénb6zd heurisztikak, a matematikailag nem elemzett algoritmusok dominaltak. A 90-
es években megjelent cikkek tobbségét legfeljebb elhinni lehetett, de semmiképpen sem kétely nélkiil
meggy6zbdni az egyes irdsok helytallosagarol. Az algoritmusok futési idejérdl és memoriaigényé-
rél altaldban felszines elemzéseket és tesztelési eredményeket olvashattunk. Az igényes olvaséban
mindig maradt egy-ket kérdés, amire emlités szintjén sem talalt valaszt. Bizonyos kaosz uralkodott,
amiben latsz6lag mindenre volt megoldas, &m ezek a megoldasok tébbnyire részlegesek voltak, tele a
legkllonbdzobb hibakkal.

A XXI. szazadba val6 belépéssel a kutatdk korében egyre nagyobb népszerliségnek kezdett 6r-
vendeni az adatbanyészat. Ennek két oka van. Egyrészt a névekvd versenyhelyzet miatt a piaci élet
szereplGinek Oriasi az igénye az adatbazisokban megbujé hasznos informaciokra. A ndvekvd igény
novekvd kutatdi beruhazasokat indukalt. Masrészt, az adatbanyaszat a maga nehézségével, multi-
diszciplinaris voltaval a kutatni, gondolkodni és Gjszer{ problémékat megoldani vagyo igényét toké-

LA tarolokapacitas ndvekedése még Moore joslatat is jocskan felilmalja. Az utébbi 15 év alapjan ugyanis a taroloka-
pacitas 9 honaponként duplazodik meg [119]
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letesen kielégiti.

Sorra szulettek meg a szinvonalas munkak, elemzések, dsszehasonlitasok, mint tiszta irdnyvonalak
rajzolodtak ki a kdoszban. A megoldatlan, nyitott problémakra még mindig keressik a vélaszt, igy
valoszin(leg az adatbanyaszat diadalmenete még sokaig toretlen marad.

Ez a jegyzet a jelenlegi adatbanyaszati problémakrdl és az azokat megoldo algoritmusokral szol.
A terliletek attekintése mellett az algoritmusok mélyebb szintli megismerése is a cél. Az iras infor-
matikus beéllitottsagl olvasdknak készilt. Feltételezziik, hogy az olvaso tisztaban van algoritmus-
[87] és adatbazis-elméleti alapokkal, tovabba nem ismeretlen teriilet szamara a valdszin{iségszamitas
[9, 50] és a lineéris algebra [121] sem.

A jegyzet célja az, hogy az adatbanyaszati apparatus olyan megismerését nyujtsa, melynek segit-
ségével az olvaso sikerrel oldja meg az egyre tobb terlleten felbukkano Gjabb és Ujabb adatbanyaszati
problémakat. Algoritmikus adatbanyaszatrol irunk, ezért azon mesterséges intelligencia terlletéhez
tartozo eszkdzok (mesterséges neuralis haldzatok, genetikus algoritmusok és fuzzy rendszerek), ame-
lyekrol azt tartjak, hogy az adatbanyaszatban is hasznalhatdk, kevés hangsulyt kapnak.

A jegyzet legfrissebb valtozata let6lthet6 a

http://www.cs.bme.hu/ bodon/magyar/adatbanyaszat

cimen talalhat6 oldalrol.

A jegyzet nem végleges! Folyamatosan bévil, valtozik. Egyes részek kisebb stlyt kapnak, masok
viszont jobban részletezettek. Orommel fogadok barmilyen észrevételt, javaslatot akar helyesirasi,
stilisztikai vagy tipografiai hibara vonatkozoan. Ezeket kérném, hogy a

bodon@cs .bme.hu

cimre kildjék.

Az irés IATEX-ben készilt, eleinte a kile, késébbiekben az emacs szdvegszerkeszté segitségével.
Egyes abrak Xfig-el, masok a pst-node csomaggal lettek rajzolva. Az egész munkahoz az UHU-linux
operacios rendszer (http://www.uhulinux.hu) nyUjtotta a stabil és biztonsagos hétteret.



1. fejezet

Bevezetés

A szamitogép, korunk legdicsébb talalmanya, rohamléptekkel hodit teret maganak az élet minden
teruletén. Egy generacid alatt nélkilozhetetlenné valt, amit szileink még el sem tudtak képzelni,
szdmunkra mér elvélaszthatatlanna valt munkanktol és szérakozasunktol egyarant.

Az Internet elterjedésével még intenzivebben érzékelhet6 a szamitogép térhoditasa. A vilagon az
egyik legnagyobb problémat, a tavolsagot hidalta at. Uzleti és magancéll érintkezések valtak lehetévé
révidebb idd alatt és hatékonyabban, mint valaha. Adatok milliéit kezelik és szallitjak a szamitdégépes
rendszerek. Az informacidkon alapul6 dontéshozatal ideje lerdvidilt, hiszen a hozzaférés konnyebbé
és gyorsabba valt. Az (izleti élet szerepl6inek élete is felgyorsult.

Ma a vallalatok léte mulhat az informacidk gyors és pontos begy(jtésén, elemzésén, a rugalmas
fejlédésen, valamint az innovacion. Egyre tobb felsd vezet6 ismeri fel, hogy az Internet, az adatok
elektronikus tarolasa a véllalat szolgalataba allithat. Az adatok azonban énmagukban nem haszno-
sak, hanem a bel6lik kinyerhetd, a vallalat igényeihez igazodd, azt kielégitd informaciokra lenne
szllkség. Ez egy Ujabb sziikségletet teremt: egy olyan eszkdz iranti igényt, ami képes arra, hogy in-
forméaciodszerzés céljabol elemezze a nyers adatokat. Ez az Uj eszk6z az adatbanyaszat.

Adatbanyaszati (data mining) algoritmusokat az adatbazisbdl térténd tudasfeltaras (knowledge
discovery in databases) soran alkalmaznak. A tudaskinyerés adatbazisokbdl egy olyan folyamat,
melynek soran érvényes, Ujszer(, lehet6leg hasznos és végsd soron értheté mintakat fedeziink fel az
adatokban. Ezt gyakran megtehetjik kilonb6zd lekérdezések eredményeinek vizsgalataval, azonban
ez a megoldas lassu, draga és nem elég atfogd. Nem is beszélve arrél, hogy az emberi szubjektivitas
sokszor hibas, tovabba az adatbazisok olyan nagyok lehetnek, hogy egyes lekérdezések elfogadha-
tatlanul lassan futnak le. Jogos tehat az igény, hogy a legismertebb, leggyakoribb elemzéstipusokhoz
specialis modszereket, algoritmusokat fejlesszenek ki, amelyek gyorsan és pontosan szolgaltatnak
egy objektiv képet az adatbazisokban talalhaté ,,kincsrél”.

Az adatbanyészatot az Uizleti élet és a marketing keltette életre. Még ma is ezek az adatbanyészat f6
mozgato rugdi. Szerencsére az adatbanyaszat lehet6ségeit egyre tobb teriileten ismerik fel, melynek
eredményeként az alapkutatasoknak is egy fontos eszkdze lett. Alkalmazzak az orvosbiologidban,
genetikaban, tavkozlésben, csillagaszatban, ...

Az adatbanyaszat egy multi-diszciplinaris terlilet. Az 1.1 abran lathatd, hogy mely tudomanyteri-
letek eszkozeit hasznalja az adatbanyaszat. Az adatbanyaszat tébb hangsulyt fektet az algoritmusokra,
mint a statisztika, és tobbet a modellekre, mint a gépi tanulas eszkozei (pl. neurdlis haldzatok). Méara
az adatbanyaszat akkora teriiletté nétte ki magat, hogy szinte lehetetlen atlatni magas szinvonalon az
egészet.

10
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Heurisztika

| Statisztika |—— Gépi tanulds ~—— Mesterséges Intelligencia |

Algoritmus elm |———
| Adatbézis elm. Matematika | Alkalmazas [— Marketing |
| Gréfelmélet |———

| Linedrisalg. ———— —— Telekommunikéci¢|
—————— Csillagaszat |

| Adatbanyaszat |

1.1. &bra. Az adatbanyéaszat kialakulasa

1.1. A tudasfeltaras folyamata

A tudaskinyerés folyamata soran 6-10 fazist szokas elkiloniteni [49, 63] attél fligg6en, hogy mely
Iépéseket vonjuk dssze (tekinthetjik példaul az 1.2 abrat):

értelmezés és
értékelés

adatbanyaszat

tudas

csokkentés és

transzforméacio I I I .
mintak
D transzformalt

adat

O
i

forras adat

kivalasztas

-

adat

tisztitott adat

1.2. &bra. A tudasfeltaras folyamata

I. Az alkalmazaési terilet feltardsa és megértése, fontosabb eldzetes ismeretek begydijtése, és a
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felhasznalasi célok meghatarozasa.

Il. Céladatbazis létrehozasa: kivalasztani a hasznalni kivant adatbazist, (vagy annak csak egy ré-
szét), amibdl a tudast ki akarjuk nyerni.

I11. Adattisztitas, és el6feldolgozas: itt olyan alapvetd operaciokat értlink, mint a téves bejegyzések
eltavolitasa, hianyos mezdk pétlasa, zajok szlirése sth.

IV. Adatintegracio: a feldolgozas szamara fontos, esetleg elosztott adatbazisok egyesitése.
V. Adattér csokkentés: az adatbazisbdl a cél szempontjabdl fontos attributumok kiemelése.

VI. Adatbanyaszati algoritmus tipusanak kivalasztasa: eldonteni, hogy a megoldando feladat klasz-
terezés, vagy szabaly-, illetve mintakeresés, esetleg osztalyozas.

VII. A megfelel6 adatbanyészati algoritmus meghatarozasa. El6nyeinek, hatranyainak, paramétere-
inek vizsgalata, futési id6- és memdriaigény elemzése.

VIII. Az algoritmus alkalmazésa.

r_

IX. A kinyert informacio értelmezése, esetleg visszatérés az el6z6 1épésekhez tovabbi finomitasok
céljabol.

X. A megszerzett tudas megerdsitése : dsszevetés elvarasokkal, eldzetes ismeretekkel. Eredmeények
dokumentalésa és atadasa a felhasznalonak.

A sikeres adatbanyéaszati projektekben az elsé 5 Iépés teszi ki az id6- és pénzraforditasok legalabb
80%-at. Ha a célok nem kell6képpen &tgondoltak és a banyaszandd adatok nem elég mindségiek,
akkor konnyen el6fordulhat, hogy az adatbanyész csak vaktaban dolgozik és a kinyert informéciénak
tulajdonképpen semmi haszna sincs. A tudasfeltaras soran elengedhetetlen, hogy az adatbanyasz es
az alkalmazasi terilet szakért6je szorosan egyttm(ikodjon, a projekt minden fazisaban ellenérizzék
a betartand6 iranyvonalakat.

Ez a jegyzet az 6. és 7. lépéseket veszi szemiigyre: rendelkezésiinkre all egy adatbazis, tudjuk,
milyen jellegli informéciora van szikséglnk, és az adatbanyész feladata, hogy ennek megoldésara
minel gyorsabb és pontosabb algoritmust adjon.

Altalanosabban kétféle adatbanyaszati tevékenységet kiilonitiink el:

Feltaras: A feltaras soran az adatbazisban talalhato mintakat keressiilk meg. A mintak legtébbszor az
altalanos trendeket/szokasokat/jellemzdket irjak le, de vannak olyan alkalmazasok is (péeldaul
csalasfelderités), ahol éppen az altalanostol eltérd/nem vart mintakat keressik.

Elbrejelzés: Az eldrejelzésnél a feltart mintak alapjan probalunk kdvetkeztetni a jovore. Példaul egy
elem ismeretlen értékeit prébaljuk el6rejelezni az ismert értékek és a feltart tudas alapjan.

Négy fontos elvarasunk van a megszerzett tudassal kapcsolatban: (1) legyen kdnnyen érthetd, (2)
érvényes, (3) hasznos és (4) Gjszer(i. Az érvényesség eldontése a tertilet szakért6je mellett az adat-
banyasz (esetleg statisztikus) feladata is. El6fordulhat, hogy helyes modellt adtunk, az algoritmus is
j6l miikodott, mégis a kinyert szabaly nem fedi a val6sagot. Bonferroni tétele arra figyelmeztet ben-
nlinket, hogy amennyiben a lehetséges kdvetkeztetések szdma tal nagy, akkor egyes kdvetkeztetések
tényleges valosagtartalom nélkil igaznak mutatkoznak, tisztan statisztikai megfontolasok alapjan. Az
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egyik legjobb példa a valdsagtartalom nélkuli szabaly kinyerésére az alabbi megtortént eset. Amerika-
ban a Dow Jones atlag becsléséhez keresni kezdték azt a terméket, amely aranak alakulasa leginkabb
hasonlitott a Dow Jones &tlag alakulasahoz. A kapott termék a bangladesi gyapot volt.

Az adatok illetve a kinyert informéaciok megjelenitésenek modja legalabb annyira fontos, mint az
osszefliggések meghatarozasa. A végfelhasznaldkat (akik altalaban vezetdk) jobban megragadja egy
jOl elkészitett abra, mint kiilonb6z6 matematikai strukturak nyers talalasa. A megjelenités tehat fontos
része az adatbanyaszatnak. Ezt jol igazolja, hogy nagy sikert kdnyvelnek el az olyan adatbanyasza-
ti szoftverek, amelyek adatbanyéaszati algoritmusokat nem is futtatnak, pusztan az adatokat jelenitik
meg intelligens mddon (hdromdimenzids, szines, forgathat6 abrék). Ezeknél a rendszereknél az dssze-
fuggéseket, mintazatokat, k6zos tulajdonsaggal rendelkez6 csoportokat maguk a felhasznaldk veszik
észre. Az adatbanyaszati szoftverekrél részletesebben a 14. fejezetben olvashatunk.

1.2. Szabvanyok

Kezdetben sok adatbanyészati projektre jellemzd volt, hogy az adatbanyaszok megkapték az ada-
tokat és némi informéaciét az alkalmazasi teriiletr6l és cserébe vartak télik a kincset éré informa-
cidkat. A szoros egylttmikodés hianya azonban csak olyan informaciokhoz vezetett amelyekkel az
alkalmazasi terllet embererei nem sok mindent tudtak kezdeni. Az adatbanyéaszat elterjedésével (es
a mindségbiztositasi elvarasokkal) fellépett az igény, hogy legyen egy szabvany, egy Utmutat6 az
adatbanyaszati projektek lebonyolitasardl. igy sziletett meg a CRISP-DM (CRoss Industry Standard
Process for Data Mining) [29], amely adatbanyaszati eszkdzt6l és felhasznalasi terilettdl fuggetlentl
leirja, hogy mikent kellene kinéznie egy adatbanyaszati projektnek, illetve ismerteti a kulcsfontossagu
Iépéseket, és a potencialis veszélyeket.

Az adatbanyaszati folyamat szabvanyositasa mellett egyre nagyobb az igény a folyamat egyes
Iépéseiben felmeriild megoldasok, problémak, eszkézok szabvanyositasara. Ezek kozil a legismer-
tebbek:

— az XML alapu PMML (Predictive Modeling Markup Language), amely az adatbanyészati ered-
mények szabvanyos leirasat szolgélja,

— a Microsoft analysis szerver adatbanyaszati funkciokkal kibdvitett szabvanya (OLE DB for data
mining),

— az ISO torekvései multimédia és alkalmazas specifikus SQL tipusok és a hozza tartozo eljarasok
definidlasara (SQL/MM)

— java adat banyaszati APl (JDMAPI)

1.3. Adatbanyaszati rendszer architekturaja

Egy adatbanyaszati rendszernek kapcsolatban kell lennie az adatbazissal, a felhasznaldval és eset-
leg valami tudasalapu rendszerrel. Ezek alapjan egy tipikus adatbanyaszati architektdra az 1.3. abran
lathato.

Adatbazis, adattarhaz vagy mas informacio raktar: Itt taldlhatok a tényleges adatok, ami lehet
egy adatbazis, vagy adattarhaz, akar egy munkalap vagy barmilyen tarolt informacid. Az adat-
tisztitas és integréacio kozvetlendl az adatokon is elvégezhetd.
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[grafikus felhasznal6i felulet ]

[ minta kiértékelés ]\Q

[ adatbanyasz motor } tudas bazis

|

Adatbazis vagy
adattarhaz szerver

adattisztitas
adatintegracio

szUrés

adat-
tarhaz

adatbazis

1.3. &bra. Tipikus adatbanyéaszati rendszer architektaraja

Adatbazis vagy adattarhaz szerver: A szerver felelGs a felhasznal6 altal kért adat kézbesitéséért.

Tudas bazis: A teriiletre jellemz6, valamilyen szinten formalizalhat6 tudas talalhatd itt. Fontos sze-
repe lehet ennek a keresési tér szlikitésénél, a kinyert mintak érdekességének meghatarozasanal,
kilonbdzd paraméterek és kiiszObszamok meghatarozasanal.

Adatbanyasz motor: Az adatbanyasz motorban futnak a kiilénbéz6 adatbanyaszati algoritmusok.

Minta kiértékeld modul: Ez a modul felelds a kinyert minta vagy 0sszefliggések kiértékeléséért a
tertletre jellemz& érdekességi mutatok alapjan. Sokszor latni fogjuk, hogy minél jobban egybe
tudjuk épiteni az adatbanyéaszatot a minta kiértékelésevel, annal hatékonyabb és gyorsabb lehet
a tudasfeltaras.

Grafikus felhasznal6i felllet: Itt zajlik a kommunikéacio a felhasznalé és az adatbanyaszati rendszer
kozott. A felhaszndl¢ itt adhatja meg, hogy melyik adatbazisban milyen jelleg(i 6sszefliggéseket
keres és ezen a rétegen keresztil lathatja a végeredményt. Az dsszefliggések atlathato, értelmes
talaldsa rendkivil fontos, hiszen ennek hianya elriaszthatja a felhasznal6t az adatbanyéaszattol.

1.4. Legjelent6sebb adatbanyaszati feladatok

Feltehetjuk, hogy az adatbazis valamilyen objektumok (ligyfelek, betegségek, vasarlok, telekom-
munikacios események, . ..) kiilénb6zd tulajdonsagait irja le. A tulajdonséag helyett gyakran hasznal-
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juk majd az attribitum szott. Az adatbanyaszat feladata a rejtett dsszefiiggések, kapcsolatok felderi-
tése. Az dsszefliggések tipusa szerint a kovetkez6 adatbanyaszati alapproblémakrol beszélhetink:

Gyakori mintak kinyerése: Adott objektumok egy sorozata. Célunk megtalalni a gyakran el6fordu-
10 (rész-) objektumokat. Az objektumok lehetnek elemhalmazok vagy sorozatok, esetleg epizo-
dok (részben rendezések), grafok stb.

Attributumok kozotti kapcsolatok : Gyakran hasznos, ha az objektumokra ugy tekintlink, mint az
attribatumok megvalosulésaira és keressik az 6sszefliggéseket az attribatumok kozott. Tobbfeé-
le 6sszefuiggés létezik. Ilyenek példaul az asszociacios-, korrelacios szabalyok, a funkcionalis
fliggbségek és hasonlésagok. Az osztalyozas is attribGtumok kozotti 6sszefliggések felfedezé-
sére szolgal. Az osztalyozasnal egy kitlintetett attribGtum értékét kell megjésolnunk a tébbi
attributum értéke alapjan. Ezt egy modell felépitésevel teszi. Leggyakrabban a modell egy don-
tési fa, de lehet if-then szabalyok sorozata, valamilyen matematikai formula, vagy akéar egy
neuralis halozat stb. is.

Klaszterezés: Objektumokat el6re nem definialt csoportokba (klaszterekbe) kell sorolnunk dgy,
hogy az egy csoportba tartoz6 objektumok hasonléak legyenek, mig a killénb6zé csoportba
kerlltek kiilonbdzzenek egymastdl. Két pont hasonlésagat egy el6re megadott (tavolsagszerdi)
fliggvény segitségével szokas értelmezni.

Sorozatelemzés: A sorozatelemzésbe tobbféle adatbanyéaszati feladat tartozik. Kereshetiink egymas-
hoz hasonlitd (akar rész-) sorozatokat. Ezen Kkivil elemezhetjik a sorozat alakulasat, és ki-
16nb6z0 regresszios modszerekkel probalhatjuk megjdsolni a jovobeli valoszindleg el6forduld
eseményeket.

Eltéréselemzés: Azokat az elemeket, amelyek nem felelnek meg az adatbazis altalanos jellemzéi-
nek, tulajdonsagaik nagy mértékben eltér az altalanostdl kiillonc pontoknak nevezziik. A legtobb
adatbanyaszati algoritmus az ilyen kiilénc pontoknak nem tulajdonit nagy jelent6séget, legtobb-
szor zajnak vagy kivételnek kezeli 6ket. Azonban az élet egyre tobb teruletén merul fel az igény,
hogy éppen az ilyen kiillénc pontokat talaljuk meg. Eltéréselemzés fébb alkalmazasi terilete a
masolas-, koppintaskeresés tovabba a csalasok, visszaélések, virusok, hackertamadasok kisz(i-
rése.

Webes adatbanyaszat: Az Interneten Oridsi adattomeg talalhatd, igy az Interneten alapulo
informécid-kinyer6 algoritmusok is az adatbanyéaszat teriiletéhez tartoznak. A jegyzetben sz6
lesz intelligensebb keresésrdl, oldalak rangsorolasarol, illetve hasonlo tartalmi oldalak megta-
lalasarol.

El6fordulhat, hogy az adatbanyéaszati rendszer, még megfelel6en megvalasztott paraméterek mel-
lett is, thl sok szabalyt, 6sszefliggést tar fel. Az egyik legnehezebb kérdés az, hogy ezek kdzil me-
lyek az érdekesek. Erdekességi mutatokrol altalanossagban nem sok mondhaté el, mert a kiillénb6z8
felhasznalasi teruleteken mas-mas minta lehet hasznos. Megkuldnboztetiink szubjektiv és objektiv
érdekességi mutatdkat. Egy minta mindenképpen érdekes, ha meglepd, azaz eddigi tudasunknak el-
lentmond, vagy Ujszer(, azaz tudasunkat kiegésziti. Ugyanakkor egy informacio csak akkor érdekes,

LA kdzgazdaszok a tulajdonsag helyett ismérvet, valamely tulajdonsag konkrét értéke helyett ismérv valtozatot mon-
danak.
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ha felhasznalhat6, azaz tudunk valamit kezdeni vele [137]. Azt, hogy egy szabaly mennyire meglep&
— tobb-kevesebb sikerrel — tudjuk formalizalni. Az Gjszer(iségrél és a felhasznalhatdsagrol azonban
csak a terllet szakértdje tud nyilatkozni.

Annak ellenére, hogy az adatbanyaszat egy Uj terilet, a fentiekbdl lathat6, hogy régi, mar is-
mert problémakat is magaba foglal. Gondoljunk itt arra, hogy klaszterez8 algoritmusokat mar a 60-as
években is javasoltak, vagy arra, hogy az osztalyozas feladatat fliggvény approximacioként is fel-
foghatjuk, aminek irodalmaval t6bb kényvespolcot is meg lehetne tolteni. Tehat az adatbanyaszatban
gyakran nem maga a probléma Gj, hanem az adatok mérete, tovabbéa az a kbvetelmény, hogy az egyes
algoritmusok futasi ideje olyan révid legyen, hogy az eredmeények a gyakorlatban elfogadhat6 idén
belil érkezzenek. Az alkalmazdsokban nem ritkdk a giga- sot terabajt nagysagu adathalmazok. A
[42] irasban példaul egy beszamol6t olvashatunk egy bank adatbazisanak elemzésérdl adatbanyaszati
eszkozokkel, ahol az ligyfelek szama elérte a 190 milliét az adatok mérete pedig a 4 TB-ot. llyen mé-
retek mellett mér kvadratikus 1épésigény( algoritmusokat sem engedhetiink meg. Latni fogjuk, hogy
a legtobb adatbanyéaszati algoritmus a teljes adatbazist kevés alkalommal olvassa végig.

Skalazhato (scalable) es hatékony (efficient) algoritmusokat keresiink, amelyek megbirkdznak
nagy méretl adatbazisokkal. Elvarjuk, hogy az adatbazis fontosabb paramétereinek ismeretében az
algoritmusok futasi ideje megjésolhato legyen. Az 6riasi memoriaméretek miatt a legtobb elemzen-
d6 adatbazis — megfeleld atalakitasokkal — valoszinileg elfér a memoriaban, de mégis sokszor azt
feltételezziik, hogy az adat a hattértaron talalhato.

Az adatbazisok méretének ndvekedese miatt egyre fontosabbak a parhuzamosithat6 algoritmusok
(lasd példaul particiés algoritmus rész). Ezek az adatbazist részekre osztjak, majd az egyes részeket
kiilon memoriaval és hattértarral rendelkez6 egységek dolgozzak fel, és végul egy kitlintetett egység
egyesiti a részeredményeket. Szintén a méretnévekedés az oka azon algoritmusok népszer(iségének,
amelyek futési ideje nagy mértékben csokkenthet6 valamilyen eldzetes informéciok (példaul korabbi
futési eredmények) ismeretében (lasd asszociacios szabalyok karbantartasa rész).

1.5. Sikeres alkalmazasok

Az ,,adat banyaszata” eredetileg statisztikusok altal hasznalt kifejezés, az adatok nem kell6képpen
megalapozott felhasznalasara, amely soran valaki helytelen kovetkeztetést von le. Igaz ugyanis, hogy
tetsz6leges adathalmazban felfedezhetiink valamilyen struktarat, ha elég sokaig nézziik az adatot.
Ismét utalunk a lehetséges kovetkeztetések nagy szamabol ered6 veszélyre. A helytelen kdvetkezte-
tésre az egyik leghiresebb példa az al&bbi: Az 50-es években David Rhine parapszicholdgus didkokat
vizsgalt meg azzal a céllal, hogy parapszicholdgiai képességgel rendelkezéket talaljon. Minden egyes
didknak 10 lefedett kartya szinét kellett megtippelne (piros vagy fekete). A kisérlet eredményeként
bejelentette, hogy a diakok 0,1%-a parapszicholdgiai képességgel rendelkezik (a teljesen véletlensze-
rden tippel6k kozott a helyesen tippel6k varhatd szama statisztikailag nagyjabol ennyi, hiszen annak
valoszinisége, hogy valaki mind a tiz kartyat eltalélja 57 = 195). Ezekkel a didkokkal Gjra elvé-
gezte a kisérletet, am ezuttal a didkok eredménye teljesen atlagos volt. Rhine kdvetkeztetése szerint
az, aki parapszicholdgiai képességgel rendelkezik és errél nem tud, elveszti eme a képességét miutan
tudomast szerez rola.

A fenti példa ellenére méara az adatbanyaszat sz6 elvesztette jelentésének negativ tartalmat, a sza-
mos sikeres alkalmazasnak koszonhetden. A teljesség igénye nélkiil felsorolunk beldlik néhanyat.

— A bankok egyre gyakrabban alkalmaznak olyan automatikusan elallitott dontési fakat, ame-
lyek alapjan egy program javaslatot tesz egy hitel megitélésérol. Ezt a kérelmezok személyes,
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tovabba el6zetes hitelfelvételi és torlesztési adatai alapjan teszi (osztalyozas) [143]. Tesztek
példaul igazoltak, hogy a hitelbiralat minésége javult az USA-ban, amikor a bankok attértek a
kotelez6en alkalmazott, irdsban rogzitett szabalyok alkalmazésara [143]. Ezeket a szabalyokat
pedig az adatbanyaszat segitségével allitottak ossze.

— A vasarléi szokasok felderitése szupermarketekben, illetve nagy vevékorrel rendelkezd aruha-
zakban hasznos lehet az aruhaz terméktérképenek kialakitasanal, akciok, eladashelyi reklamok
(Point of Sales, Point of Purchase), learazasok szervezesenél. .. (asszociacios szabalyok).

— Az ember genotipusanak elemzéséhez a gének nagy szama miatt szintén adatbanyaszati algorit-
musok sziikségesek. Az eddigi sikeres Kisérletek célja olyan géncsoportok feltarasa volt, ame-
lyek a cukorbetegség bizonyos valtozataiért felelGsek. A teljes emberi génrendszer feltaraséaval
ez a terllet egyre fontosabb lesz.

— Az on-line aruhazak a jov6ben egyre elfogadottabbak és elterjedtebbek lesznek. Mivel az on-
line kereskedelemben nem hasznalhatéak a megszokott személyes marketing eszk6zok a for-
galom (és a profit) személyre szabott vasarlasi ajanlatokkal ndvelhet6. Az ajanlatokat az eddigi
vasarlasi adatok és a rendelkezésre all6 demogréfiai adatok elemzése alapjan tehetjik meg (epi-
zbdkutatas, asszociacios szabalyok).

— A csillagaszatban az égitestek oriasi szama miatt a hagyomanyos klaszterez6 algoritmusok még
a mai szamitasi kapacitasok mellett sem képesek racionalis idén belil kildnbséget tenni gala-
xisok, kozeli csillagok és mas égi objektumok kozoétt. Az Gjabb, kifinomultabb algoritmusok
futasi ideje joval kevesebb, ami lehetdvé teszi a klaszterezést (klaszterezés).

— Utazés szervezéssel kapcsolatos minték Kinyerésevel hatékonyabban (és ennek kovetkeztében
nagyobb nyereséggel) megszervezhet6k a nagy kéltségfaktord tényezok, pl. szallodai szobék,
repll6jegyek ledrazasa, vagy aremelése (epizodkutatas, gyakori minta).

— A virus6l6é programok az ismert virusokat lenyomataik alapjan detektaljak, az ismeretleneket
pedig tobbnyire valamilyen heurisztikus modon prdobaljak kiszdlrni. Osztalyozé algoritmusok
felhasznalaséval az ismert virusok tulajdonsagai alapjan olyan modellt lehet felallitani, ami jol
leirja a virusok tulajdonsagait [129, 130]. A modellt sikeresen alkalmaztak Gj ismeretlen virusok
Kisz(résére (osztalyozas).

Néhany sikeres esettanulmanyrdél a 14.3.2 részben olvashatunk.

1.6. Az adatbanyaszat feltételei

Tagadhatatlan, hogy a sikertelen adatbanyaszati projektek szama nagy, és az adatbanyaszat na-
gyon sok esetben nem valtotta be a hozza fliz6tt reményeket. Ennek oka egyrészrél az adatbanyaszati
szakemberhiany (a j6 adatbanyaszati szakember ritka, mint a fehér hollo), masrészrél az, hogy alap-
vet0 feltételek nem teljestiltek a projektek soran. A sikeres adatbanyaszati projekt egyik legfontosabb
feltétele az adatbanyasz és a terllet szakértjének szoros egyuttmikddése. A tovabbi feltételek az
alabbiak:

Nagy mennyiségl adat: A nagy mennyiség(i adat a kinyert szabalyok statisztikai jelentségét ndve-
li. Minél nagyobb az adatmennyiség, annal biztosabban tudjuk kizérni bizonyos 0sszefiiggések
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esetiségét, azaz annal kisebb az esélye, hogy a talalt 6sszefliggés csak a véletlen eredménye.
Sajnos sok adatot sokaig tart feldolgozni, s6t az algoritmusok egy jelentés része érzékeny arra,
hogy az adatbazis elfér-e a memdriaban.

Sok attribatum: Ha az objektumokat leir¢ attribdtumok szdma kicsi, akkor hagyomanyos eszkdzok-
kel (grafikonok, egyszer( tablazatok, kis dimenzios, forgathatd, szines abrék, ...) is fel tudjuk
tarni a tudast. Kevés attributum esetén a kinyerhet6 tudas sem lehet tal sokféle. Az adatbanya-
szat ereje akkor mutatkozik meg, amikor az attribitumszam olyan nagy, hogy a hagyomanyos
maodszereknek nincs esélyik.

Tiszta adat: Az adatok jo mindsége az adatbanyéaszat egyik alapfeltétele. A zajok, a hibas bejegyzé-
sek jo esetben csak nehezitik az adatbanyaszatot (példaul amikor ismerjik az adatokban talalha-
to zaj, ill. bizonytalansag fokat), rosszabb esetben azonban hamis eredményekhez vezetnek. Az
ilyen rossz min6ségli adatokra remek példa hazank orvosi adatbazisa (rengeteg hibas bejegy-
zes, kitoltetlen mezd, eltéré mértékegyseég alapu bejegyzések, szdveges bejegyzések), pedig az
ezekbdl kinyert informéaciok értékesek lennének. A "szeméthalmazban™ val6 kutakodast tréfa-
san GIGO-nak (garbage in, garbage out?) nevezik.

Torzitatlan adat: Az adatbanyaszat sikeressége mulhat az adatok nem megfeleld kivalasztasan. Ide
tartozé fogalom az dn. BIBO (bias in, bias out®), amely arra hivja fel a figyelmiinket, hogy ha
egy részsokasag alapjan akarunk kovetkeztetni az alapsokasagra, akkor figyelembe kell ven-
nlink a részsokasag kivalasztasanak szempontjait, illetve az abbdl adddé (esetleges) torzitaso-
kat. Példaul, ha a lakossagot az anyagi helyzet szerint akarjuk csoportokba sorolni, de csak
nyugat-magyarorszagi adatok allnak rendelkezésiinkre, akkor tudnunk kell, hogy a kapott ered-
mény (a csoportok leirasa) torz lesz, hiszen a részsokasag atlag eletszinvonala jobb az alapso-
kasagénal.

Alkalmazaési terllet akcioképessége: Gyakran el&fordul, hogy a tudast csak kinyerik, de a felhasz-
nélasa elmarad. Gyakran a felhasznalasi teriletek tal merevek, vagy a véaltoztatas tdlsagosan
magas koltsegekkel jarna. A legtobb adatbanyaszati esettanulmanyban a tudas kinyerésének
maodjardl esik szo, a tudas felhasznalasardl pedig ritkan hallunk.

A befektetés megtérilésének (Return On Investment) mérhet6sége: Egy adatbanyaszati pro-
jektrdl akkor allithatjuk biztosan, hogy sikeres, ha a befektetés hatasat mérni, vagy viszonylag
pontosan becsilni tudjuk.

A jegyzet fejezeteiben a legkevésbé ismert, de napjainkban egyre nagyobb teret nyerd terlleteket
jarjuk korul: a gyakori mintak Kinyerését, az attribGtumok kozotti dsszefliggések meghatarozasat, a
sorozatelemzést, a klaszterezést és a webes adatbanyaszatot. Minden esetben az algoritmusok gyakor-
lati felhasznalasat példakon keresztiil szemléltetjiuk ; emellett megadjuk a probléméak formalis defini-
cidit, és bemutatjuk a legismertebb, leghatékonyabb algoritmusokat is. A jegyzet tovabbi célja, hogy
0sszefoglalja az eddig nem, vagy csak kis hatéekonysaggal megoldott problémakat, tovabba a jelenlegi
kutatasi teruleteket.

2szemét be, szemét ki
Storzitas be, torzitas ki



2. fejezet

Alapfogalmak, jeltlesek

Ebben a részben tisztazzuk a jegyzet soran hasznalt fogalmak jelentését. Célszer(i akkor atnézniink
e fejezet egyes részeit, amikor az olvasas soran olyan részbe ttkoziink, ami nem teljesen tiszta.

2.1. Halmazok, relaciok, figgvények, sorozatok

A halmaz kulénboz6 objektumok egyttese, amelyeket a halmaz elemeinek hivunk. Ha x eleme
a H halmaznak, akkor azt igy jel6ljik: x € H, a halmaz elemeinek szdmaét (révidebben elemszamat)
pedig |H|-val. A jegyzetben a természetes szamok halmazat ({0,1,...}) N-el jel6ljuk, a valds szamok
halmazat R-el, az egész szamok halmazat Z-vel, az tres halmazt (egyetlen elemet sem tartalmazé hal-
maz) 0-val. Két halmaz akkor egyezik meg, ha ugyanazok az elemeik. X részhalmazaY-nak (X CY),
ha X minden eleme Y -nak is eleme. Ha X CY, de X #Y, akkor X valodi reszhalmaza Y -nak. A valodi
séget kizarjuk. Sajnos a superset angol szdnak nincsen altalanosan elfogadott forditasa, pedig sokszor
szeretnénk hasznalni. Azt fogjuk mondani, hogy Y b6vebb X-nél, ha (X CY). A halmazmiveletek
jelolése és pontos jelentésiik: metszet: XNY ={z:ze X észeY },unio: XUY ={z:zeX vagy z€Y },
kilonbség: X\Y ={z:ze X ész&Y}.

Két halmaz (X, Y) Descartes-szorzata (X xY) az 6sszes olyan rendezett parbol allo halmaz, amely-
nek az elsé komponense (tagja) X-ben, a masodik Y -ban van. Az X, Y halmazokon értelmezett binaris
relacio az X xY részhalmaza. Ha (x,y) eleme a @ relacionak, akkor azt igy is jelolhetjik: xq@y. A <
relacio részben rendezés (vagy parciélis rendezés), ha reflexiv (x < x), antiszimmetrikus (x <y ésy <x
feltételekbdl kdvetkezik, hogy x =vy), tranzitiv (x <y és y <z feltételekbdl kdvetkezik, hogy x <z). Ha
az el6z6 3 feltételben az antiszimmetrikus helyett szimmetrikusat (x < y-b6l kdvetkezik, hogy y < x)
mondunk, akkor ekvivalencia-relaciérol beszéliink. A tovabbiakban, tetsz6leges < rendezés esetén,
ha x #y és x <y, akkor azt igy jeloljik x <y. Legyen X részhalmaza X’. A X’ halmaznak y € X egy
alsé korlatja, hay < x minden x € X’-re. Az y legnagyobb als6 korlat, ha minden y’ als6 korlatray’ <y.
Az y maximalis als¢ korlatja X’-nak, ha nem létezik olyan y-t6l kiilonb6zd y' alsé korlat, amire y <y’
Hasonldan értelmezhet6 a felsd, legkisebb felsd, minimalis fels6 korlat fogalmak is. A < rendezés
teljes rendezés, ha minden x # y elemre x <y, y < x kézul az egyik fennéll. Az (X, <) pérost halo-
nak nevezziik, ha < az X-en értelmezett parcialis rendezés, és tetszdleges x,y € X elemeknek létezik
legnagyobb alsé (jeldlésben: x Ay) és legkisebb felsé korlatjuk (x V).

Kdzponti fogalom lesz a lexikografikus rendezés. Nézziik el6szor ennek a matematikai definici-
Ojat. Legyen X és'Y két halmaz, amelyeken értelmezve van egy-egy parcialis rendezés (< x, < v).

19
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Azt mondjuk, hogy a (x1,y1) € X x Y lexikografikusan megel6zi (x2,y2) € X xY pért, ha X3 < xXo,
vagy X1 =X2 €sy; <vYa. A lexikografikus rendezést tetsz6leges szamu halmaz Descartes-szorzatara is
kiterjeszthetjuk rekurziv médon az alébbiak alapjan: X xY xZ =X x (Y x Z). Léthatd, hogy a lexiko-
grafikus rendezést Descartes szorzatokon értelmezziik, vagy mas szoval olyan 6sszetett struktdrakon,
amelyeknek ugyanannyi tagjuk van (n-eseknek is hivjak ezeket). Mi ezt szeretnénk altalanositani,
hiszen példaul szavak sorba rendezésénél is eléfordulnak eltér6 hosszlsagu szavak. Ha a rovidebb
sz0 megegyezik a hosszabb sz6 elsé felével (példaul komp és kompenzal szavak), akkor megegye-
zés alapjan a rovidebb sz6 el6zi meg lexikografikusan a hosszabbikat. Ezek alapjan mindenki tudja
definialni a lexikografikus rendezést eltér6 sz&mu halmazok Descartes szorzatara. A legtbb esetben
a Descartes szorzat tagjainak halmaza és a rajtuk definialt rendezések megegyeznek (pl.: X =Y és
< x ==<y). llyenre, adott rendezés szerinti lexikografikus rendezésként hivatkozunk.

Az X, Y halmazokon értelmezett f binaris relacié fuggvény, ha barmely x € X esetén pontosan
egy olyany €Y létezik, hogy (X,y) € f. Ez jel6lésben f : X — Y, és, ha (X,y) € f, akkory = f(x).
Az X halmazt a f értelmezési tartomanyanak hivjuk (vagy mashogy: f az X-en értelmezett), Y -t az
f képhalmazéanak, az f(X) halmazt pedig az f értékkészletének. Azt a fliggvényt, amely Ggy kapunk,
hogy el8sz6r a f, majd az g fliggvényt alkalmazzuk g o f-el jeldljik. Predikatum egy fuggvény, ha
az értékkészlete az {igaz, hamis} halmaz. Szirjektiv egy figgvény, ha a képhalmaza megegyezik az
értékkészletével, injektiv (vagy mas néven egy-egy értelm(i leképzés), ha az értelmezési tartomany
barmely két kiloénbozd eleméhez kiilonb6z6 értéket rendel és bijektiv (masképpen a fliggveny egy
bijekcio), ha szlrjektiv és injektiv is egyben. )

Legyen H tetszdleges halmaz. Az f:H x - - - x H— H fliggvényt n valtozés mliveletnek nevezzik.
A H halmazon értelmezett kétvaltozos ~ mliveletet asszociativnak nevezzik, ha tetsz6leges a, b, ¢ €
€ H esetén (axb)xc =ax(b*c). A (H,) part felcsoportnak nevezzik, ha = a H-n értelmezett
asszociativ mlvelet. A (H, ) félcsoport elemein a H elemeit értjiik. Ha a (H, ) félcsoport elemei
kozott 1étezik olyan e elem, amelyre exa = axe = a minden a € H elemre, akkor e-t egységelemnek
hivjuk és egységelemes félcsoportdl beszéliink. Ha egy egységelemes félcsoportban minden elemnek
létezik invere, akkor csoportrdl beszélink. Az a inverzére (a~1) teljesiiljon, hogy axa=! = a1«
xa = e. A csoport Abel-csoport, ha a « miivelet kommutativ (axb = bxa) is. A (H,, +) harmas
egy gy(rd, amennyiben (H,x) Abel csoport, (H,+) félcsoport és a %, + miveletek disztributivak
egymasra nézve, azaz (a+b)xc=axc+bxc.

Sokat fogjuk hasznalni a sorozat fogalmat. Legyen S egy halmaz. Az f : N — S fuggvényt az S
felett értelmezett sorozatnak hivjuk. Leirasara az f(0), f(1),... helyett a (so, 1, ...) jeldlést fogjuk
hasznalni. Véges sorozatok esetében az f értelmezési tartomanya (altalaban az {1,2,...,n}) véges
halmaz. VVéges sorozat hossza az értelmezési tartomanyanak elemszama. Az S = (s1,S2,...5n),5 =
= (s],5, .. .S;,) sorozat konkatenaciojan az (s1, Sz, . . . Sn, 1,55, - - - Sr) sorozatot értjik, és (S, S')-el
jeloljuk.

2.2. Linearis algebra

Feltételezziik, hogy az olvasd tisztaban van a matrix, vektor, illetve a matrix (vektor) transzpo-
néltjanak fogalmaval. A hagyomanyoknak megfeleléen az A matrix i-edik sorabdl képzett vektort

Al-vel jel6ljik, ||v||-vel a v vektor euklideszi normajat (,/¥;Vv?) és vIw-vel a vT, w vektrok skalaris
szorzatat (3 v w;).
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2.3. Grafelmélet

Iranyitott graf egy G=(V, E) par, ahol V csucsok (vagy pontok) véges halmaza, E pedig egy bina-
ris relacio V-n. E elemeit éleknek nevezziik. Ha (u, V) € E, akkor az u, v csicsok egymas szomszédai.
Iranyitatlan grafrol beszéliink, ha az E relacio szimmetrikus. A cimkézett (vagy sulyozott) grafnal a
csuicsokhoz, cimkézett é1G (vagy élsulyozott) grafnal pedig az élekhez rendellink cimkéket. A cimké-
zett él0 grafot sulyozott grafnak hivjuk, ha a cimkék szamokkal kifejezhetd stlyokat jelentenek. A
graf méretén (|G|) a csucsok szamat értjuk. Egy csucs fokan a csucsot tartalmazo éleket értjik. Ira-
nyitott grafoknal megkulonbéztetiink kifokot és befokot. A G iranyitatlan graf k-regularis, ha minden
csucs foka pontosan k.

AG = (V' E’) grafaG = (V,E) részgréfja, haV' CV ésE' CE. AG=(V,E) graf V' CV éltal
feszitett részgrafja (induced subgraph) az a G’ = (V/,E’) gréaf, ahol E’ = {(u,v) e E :u,veV'}. A
G1(V1, E1) izomorf a G (Vy, E2) graffal, jelolésben G1 = Gy, ha létezik @: V1 — V> bijekcid, amelyre
(u,v) € Eg esetén (@(u), @(v)) € Ez is fennall. Cimkeézett grafoknal emellett megkoveteljik, hogy az u
csucs cimkéje megegyezzék a @(u) cimkéjével minden u € Vi -re, cimkézett éli grafnal pedig az (u, v)
cimkéje egyezzen meg a (@(u), @(v)) el cimkéjéevel. Ha G = G, akkor automorfizmusrél beszéllnk.

A grafok abréazolasanak elterjedt modja a szomszedossagi matrix (adjacency matrix) és a szom-
szédossag lista. Az |G| x |G| méretli A szomszédossagi matrix a;j eleme 1 (élcimkézett esethen az
él cimkeéje), ha a G graf i-edik cstcsabdl indul él a j-edik cstcsba, kulénben 0. Természetesen a
szomszédossagi métrixat a grafon kivll az hatdrozza meg, hogy melyik cstcsot hivjuk az elsdnek,
masodiknak, ... A szomszedossagi grafot tehat a graf ésaz f :V — {1,...,|V|} bijekcio adja meg.
Hurokél nelkdili, cimkézett grafban a szomszédossagi matrix a;; eleme az i csucs cimkéjét tarolja. A
szomszédossagi lista |G| darab lista, ahol az i-edik lista tarolja az i-edik csucs szomszédait.

Az u cstcsot az U’ cstcesal 6sszekotd k-hossza Gton csticsoknak egy olyan (véges) (vo, V1, . . ., Vk)
sorozatéat értjik, amelyre u=vp, U = vy, és (vi_1,vj) €E (i=1,2,...,k). Egy Ut egyszer(, ha a benne
szerepl® csucsok paronként kildnbdzok. A (vo, v, . .., Vi) Ut kor, ha vo = v, és az Ut legalabb egy élt
tartalmaz. Egy grafot 6sszefiiggének hivunk, ha barmely két csicsa 6sszekdthet6 uttal. A kérmenetes,
iranyitas nélkuli grafot erdének hivjuk. Ha az erdd 0sszefliggd, akkor pedig fanak. Az olyan fat, amely
tartalmazza egy G graf minden csucsat, a G feszit6fajanak hivjuk.

A gyokeres faban az egyik csucsnak kitlintetett szerepe van. Ezt a csucsot gyokérnek nevezziik.
A gyokérb0l egy tetsz6leges x csucsba vezetd (egyértelmlien meghatarozott) Gt altal tartalmazott bar-
mely y csucsot az x 6sének nevezink. Azt is mondjuk ekkor, hogy x az y leszarmazottja. Ha x #y,
akkor valddi 8srél és valddi leszarmazottrol beszélink. Ha az uton x 1 élen keresztiil érhetd el y-bol,
akkor x az y gyereke ésy az x szlil6je. Ha két csucsnak ugyanaz a sziil6je, akkor testvéreknek mondjuk
Oket.

AG=(V,E) graf S,V \S vagasan aV halmaz kétrészes particiojat értjuk. Az (u,v) eE él keresztezi
az S,V\S vagast, ha annak egyik végpontja S-ben a mésik V\S-ben van. Egy vagas sulya — stlyozott
grafok esetében — megegyezik a vagast keresztezg élek dsszsulyaval.

2.4. Valoszinlségszamitas

Feltételezziik, hogy az olvaso tisztdban van a val6szinliségi valtozd, valoszinlségi valtozo el-
oszlasanak, slriiségfliggvényének, eloszlasfiggvényének a valdszinliségi valtozé varhatd értékének
(EX]=p=73 x-p(x)) és szrasanak (D?[X] = a® = E[(X —)?]) vagy altalanosan az n-edik centralis
momentumok fogalmaval (D"[X] = E[(X —u)"]).
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Kevésbé ismert a ferdeség, ami egy eloszlas asszimetriajat probalja megadni. Ha a ferdeség nulla,
akkor az eloszlas szimmetrikus (példaul normalis eloszlasoknal), ellenkez6 esetben a varhato értéktél
balra (negativ ferdeség esetében) vagy jobbra ,,nyulik el”. A ferdeségnek tobb mutatéjat definialtak;

ezek kozll a legelterjedtebb a y; = %), de szokas még a By = ,/y1-et is haszalni.
Szintén nem az alapfogalmak kozé tartozik a lapultsag fogalma, ami egy eloszlés chcsosségét
adja meg. A lapultsagnak is tobb elfogadott definicioja létezik. Legelterjedtebb a o= D2[X 2 (kurtosis

proper), és a y» = B2 — 3 (kurtosis excess) értekek. A normalis eloszlas (32 lapultsagi erteke harom, a
normalisnal laposabbaké haromnal kisebb. A ferdeséget és a lapultsdgot annak eldontésénél szoktak
hasznalni, hogy egy adott minta szarmazhat-e normalis eloszlasbol.

2.4.1. Hoeffding-korlat
A Hoeffding-korlatra a mintavételzéssel kapcsolatos allitdsok alapja.

2.1. lemma. Legyen X;j, 1 <i<n pvarhato érték, fuggetlen, azonos eloszlasu valdszinliségi valtozok
és a < X; < b minden i-re. Ekkor tetszéleges A > 0-ra fennall a kdvetkez6 egyenlétlenség :

P[IL 5 b2 ] <2e 2t
i=

2.4.2. Entropia

Legyen X egy diszkrét valoszinlségi valtozo, amely értékeit egy X halmazbdl veheti fel. Az Iy =
—log, p(X) val6szinlségi valtozot az X entrdpiasirliségének nevezzik. X entropiajat — H (X )-et —
ezen valtozo varhato értékével definialjuk:
- ZC p(x) logz p(x)
Xe

Az entropia valamiképpen a valtozé bizonytalansagat fejezi ki. Ha X elemszama rogzitett és az X
valtozd csak egy értéket vehet fel (mert az egyik érték valdszinlsége 1), akkor H(X) értéke 0 (nincs
bizonytalansag), ha pedig X eloszlasa egyenletes eloszlast kovet, akkor az entropia a maximumat
veszi fel, log, (|X])-t.

Legyen X ésY két diszkrét ertékd valoszinliségi valtozo. Az X-nek az Y feltétellel vett feltételes

entropiaja:
H(X]Y) = % Z( p(x,y) log, p(x]y),

vagy egy kicsit atalakitva kapjuk, hogy
HIXY) == ply ZC p(xly) logz p(x]y).
Xe

yey

Be lehet bizonyitani, hogy # (X|Y) = # (XY ) —# (Y), ami informalisan ugy lehet megfogalmazni,
hogy a feltételes entropia megadja, hogy mennyi bizonytalansdg marad X-ben, ha elvesszik az Y
bizonytalansagat.

A feltételes entropia szamos tulajdonsaga koziil mi csak az alabbit fogjuk felhasznalni:

0 <H(X]Y) < H(X).
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2.5. Statisztika

A statisztikaban altalaban X1, Xo, . . . , X, fliggetlen, azonos eloszlasu valoszinliségi valtozok van-
nak megadva, amiket mintdknak neveziink. Az eloszlast nem ismerjik pontosan, de rendelkezésunkre
allnak megfigyelések. B

Legyenek Xi,Xo,..., X, flggetlen, azonos eloszlasu valdszinliségi valtozok. Ekkor a X =
= 1ot valoszinliségi valtozot empirikus kozépnek, vagy mintaatlagnak, asy? =27 7 (Xi—

X)? val6sziniiségi valtozot pedig korrigal empirikus szorasnégyzetnek nevezziik.

2.2. definicid. Legyenek &1,¢&>, ..., &, egymastdl fuggetlen, standard normalis eloszlésu valdszindi-
ségi valtozok. Ekkor az 37, EZ valoszin(iségi valtozd eloszlasat n paraméter(i x2 eloszlasnak (x3)
nevezzik.

A fentiekb0l kdvetkezik, hogy az (n- ) valosziniiségi valtozo eloszlasa x2, amenyiben a s*? g sz6-
résd, normalis eloszlasu valoszmusegl valtozok korrigal empirikus szorasnégyzetét jeloli

2.3. definicié. Legyenek X ésY két olyan val6sziniiségi valtozo, amelyek eloszlasa rendre X2 és x?,.
Ekkora Z = X//” valoszinlségi valtozo eloszlasat Fn y eloszlasnak hivjuk.

2.5.1. Hipotézisvizsgéalat

A hipotézisvizsgalat feladata mindig valamilyen allitas helyességének vizsgalata. Ezt az allitast
nullhipotézisnek nevezzilk, jele Hp. A nullhipotézis altalaban egy val6szinlségi valtozo valamely pa-
raméterére vagy a valtozo viselkedésére vonatkozo allitas. Az allitas igazolasédhoz vagy elvetéséhez
Kisérletezgetések, mintak allnak rendelkezésiinkre. Ha a minték alapjan a nullhipotézist elvetjik, hol-
ott az igaz, akkor els6faju hibat kovetiink el. Ellenkez6 esetben — amikor a nullhipotézis hamis, de mi
elfogadjuk — masodfaju hibardl beszéliink. Pusztan mintak segitségével nem tudunk teljesen biztos
valaszt adni. A gyakorlatban egy paraméterrel (a) régzitik az els6faju hiba elkovetésének megenge-
dett valoszinliségét. Az 1 — a értéket a prdba szintjének hivjuk.

Osszefoglalva tehat, adott egy allitas, egy paraméter (a) és mintak sorozata. Feladatunk, hogy a
minték alapjan cafoljuk vagy igazoljuk az allitast ugy, hogy bizonyithatoan a-nal kisebb legyen annak
valoszinlsége, hogy az allitas igaz, holott mi cafoljuk. A hipotézisvizsgalatnal a mintak eredményeit
felhasznalva kiszamitunk egy Un. probastatisztika ertéket, és ezt vetjuk 6ssze egy ismert eloszlassal.
Az a-nak célszeri kis (0.1 és 0.01 kozotti) értéket vélasztani?.

2.5.2. Az F-proba

Az F-proba arra szolgal, hogy két fuggetlen, normalis eloszlasu val6szinlisegi valtozo (X, Y) szo-
rasanak egyenl8ségét eldontsiik.
Ho : ox = oy.

Tudjuk, hogy ™ 21)SX és

potézis fennall, akkor az

(v Gl)SY X? eloszlastiak (ny — 1) illetve (ny — 1) paraméaterrel. Ha a nullhi-
Y

s;;z
2
Sy

1Gondolkozzunk el azon, hogy mi térténne, ha a-nak nagyon kis értéket valasztanank!
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probastatisztika F-eloszlasd (nx — 1, ny —1) paraméterrel. Azonban é is F-elosszasu (ny —1,nx —1)
paraméterrel, ezért a gyakorlatban F* = max{F,1/F } > 1 statisztikat szokas hasznalni.

2.5.3. A Xx2-proba

A X? probak az alabbi tételt hasznaljak fel.

2.4. tétel. Legyen A1, Az, ..., Ar egy teljes eseményrendszer (r>3), legyen pi=P(A;j) >0,i=1,...,r.
Ismételjik a kisérletet n-szer egymastodl fuggetlendl. Jel6lje X; az Aj esemény bekovetkezésének sza-
mat. Belathato, hogy ekkor a
C (Xj—npj)?
A

valoszin(iségi valtozo eloszlasa n — oo esetén x2_; eloszlashoz konvergal.

A x? eloszlas kvantiliseit fiiggvény-tablazatokban megtalalhatjuk.

A Xx2-proba legfontosabb alkalmazasi teriiletei az (1.) illeszkedés-, (2.) fiiggetlenség- és (3.)homo-
genitasvizsgalat. Témankhoz a fliggetlenség-vizsgalat tartozik hozza, igy a tovabbiakban ezt részle-
tezziik. A X2 proba irant érdekléddknek a [73] magyar nyelvi irodalmat ajanljuk.

2.5.4. Fuggetlenségvizsgalat

Legyen A1, Ay, ..., Ar €sBq, By, ..., Bs két teljes eseményrendszer. Végezziink n kisérletet. Null-
hipotézisiink az, hogy az eseményrendszerek fliggetlenek.
Ho : P(Aj, Bj) = P(Aj)P(Bj), i=1,...,r j=1,...,s

Ha az események valdsziniiségei adottak, akkor tiszta illeszkedés vizsgalati feladatrol beszéliink, ahol
Ho : P(AiﬂBj) = piqj
hiszen pj, q; értékek adottak. Jelolje kijj az Ai N Bj esemény bekdvetkezesének szamat. Ekkor ki kell
szamitanunk a
W2 - iz (kij—eri-Qj>2
i=1j=1 npiq;

Un. probastatisztika értéket. Jobban megvizsgalva x2-et lathatjuk, hogy az egy
5 (megfigyelt érték - vart érték)?

jellegli kifejezés. Amennyiben x? kicsi, akkor a megfigyelt

értékek kozel vannak azokhoz, amit Hg fennéllasa esetén vartunk, tehat a nuIIhlpoteZ|st elfogadjuk.

Hogy pontosan mit jelent az, hogy ,,kicsi”, azt a 2.4-as tétel alapjan er_1 és az a paraméter hatéa-
rozza meg. Tablazatbdl keressik ki, hogy a x?s_l eloszlas hol veszi fel az 1 — a éertéket. Amennyiben
ez nagyobb a fent kiszamitott x2 értéknél, akkor a nullhipotézist elfogadjuk, ellenkezé esetben elvet-
juk.

A gyakorlatban sokkal tobbszor fordul el6 az az eset, amikor az események valdszin(iségeit nem
ismerjuk. Ekkor a valésziniiségeket az események relativ gyakorisagaval becsiljuk meg. Jeldljuk az
Aj esemény gyakorisagat k; -vel, tehat ki = Z"]’:l kij és hasonldan B esemény gyakorisagat k j-vel. NG
prébak soran az adatok szemléltetésének gyakran haszndlt eszkdze az Un. kontingencia-tablazat. Ez
egy tobbdimenzios tablazat, amely cellaiban a megfeleld esemény bekdvetkezésének szama talalhato.
Egy ilyen 2-dimenzids kontingencia-tablazatot lathatunk a kovetkezé abran.
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| BBy |... [Bs |3
Ap || kig | k12 Kis | Ka.
Az || ko1 | ko2 kos | k.
Ar krl kr2 I(rs I(r.
S || k1| k2 Ks | N

Az AinBj megfigyelt ertéke kij, vart értéke Hp esetén n- FI . FJ Ezek alapjan x? értéke:

rsk”
X_ZZ “M

Mivel a fliggetlenség fennallasa esetén r — 1 darab pj-t és s — 1 darab qj valoszinlseget kell megbe-
csuilni, igy a fenti Hg fennallasa esetén xfsflf(HH) = x%rfl)(sfl) eloszlasu.

2.6. Algoritmus-elmélet

Terjedelmi okok miatt csak felsorolni tudjuk azokat az algoritmusokat, amelyeket az olvasénak
ismernie kell. Ezek pedig: linearis-, binaris keresés, mélységi-, szélességi bejaras, Kruskal algoritmu-
sa minimalis sulyu feszit6fa meghatarozasahoz stb. Emellett feltételezziik, hogy az olvasé tisztaban
van az NP-teljesség (vagy altalanosabban a bonyolultsag) elméletének alapjaival.

2.7. Adatstrukturak

Feltételezzik, hogy az olvaso tisztaban van a lista (vektor) eés a tomb fogalmaval. Az adatbanya-
szatban tovabbi kdzkedvelt adatstruktarai az an. széfa (trie), vagy mas néven prefix-fa (prefix-tree), a
piros-fekete fa, illetve a hash-tabla.

2.7.1. Szofak

A szofét eredetileg szotar szavainak tarolasanal alkalmaztak, annak érdekében, hogy gyorsan el
lehessen donteni, hogy egy adott sz6 szerepel-e a szétarban [36], [54]. A szavak az abc felett értel-
mezett sorozatok, igy altalanosan azt mondhatjuk, hogy egy széfa egy adott véges elemhalmaz feletti
sorozatok tarolasara és gyors visszakeresésére alkalmas adatstruktura. A széfa angol neve (trie, amit
agy ejtink, mint a try szot) a visszakereses angol forditdsabol szarmazik (retrieval). A tovabbiak-
ban az alaphalmazt J-vel, az alaphalmaz felett értelmezett, adott sorozatok halmazat szotarnak hivjuk.
A 2.1 abran egy szofét lathatunk, mely az C, FC, FB, CBP, FCAMP, FCABM sorozatokat tarolja.

A szofa egy (lefelé) iranyitott gyokeres cimkézett fa. Egy d-edik szint{i pontbol csak d + 1-edik
szint(i pontba mutathat él. Néha a hatékonysag kedvéért minden pontbdl a pont sziil&jére is mutat
él. A gyokeret 0. szintlinek tekintjuk. A cimkék az J-nek egy-egy elemei. Minden pont egy elemso-
rozatot reprezental, amely a gyokérbdl ebbe a pontba vezet6 éleken talalhato elemekbdl all. Akkor
tartalmazza a sz6fa az S sorozatot, ha van olyan pont, amely az S-t reprezentalja.
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2.1. dbra. Példa szofara

Ha egy sorozatot tartalmaz egy szo6fa, akkor annak tetsz6leges prefixét is tartalmazza. A prefix
azonban nem biztos, hogy eleme a szétarnak. Ezt a problémat kétféleképpen lehet kikliszobolni. Egy-
részr6l megkuldnboztetink elfogad6 és nem elfogadd pontokat. Egy sorozatot akkor tartalmazza a
sz6fa, ha van olyan elfogadd allapot, amely a sorozatot reprezentélja. Masrészrél bevezethetiink egy
specialis elemet, amit minden sorozat végére illesztink, tovabba sorozatot csak levél reprezentalhat.

A szofanak két implementacidjat kilénboztetjuk meg attol fiiggden, hogy milyen technikat alkal-
mazunk az élek tarolasara. Az Un. tAblazatos implementacioban (tabular implementation) [54] minden
ponthoz egy rogzitett hosszlsagu, mutatdkat tartalmazé vektort vesziink fel. Az i-edik mutaté mutat
az i-edik elemhez tartoz6 él végpontjéra. Ha a pontnak nincs ilyen cimkéji éle, akkor a mutaté értéke
NULL. A vektor hossza az J elemszdmaval egyezik meg.

A lancolt listas implementacioban [36] az éleket egy lancolt listdban taroljuk. A lista elemei él-
cimke, gyermekmutatd parok. A lancolt lista kovetkezd elemére mutaté mutatdkat megsporolhatjuk,
ha egy vektort alkalmazunk, aminek hossza megegyezik a pont éleinek szamaval, és elemei szintén
cimke, mutaté parok. Ez azért is j0 megoldas, mert egy lépéssel tudunk tetszéleges indexd elemre
lepni (a cimke, mutatd par memoriasziikségletének ismeretében), és nem kell a mutatokon keresztil
egyesevel lépegetniink.

Sz6fak esetében a legfontosabb elemi mlivelet annak eldéntése, hogy egy adott pontnak van-
e adott cimkéjd éle, és ha van, akkor ez hova mutat. Tablazatos implementacional ezt a feladatot
egy lépésben megoldhatjuk a megfelel6 index{ elem megvizsgalasaval. Lancolt listas, illetve valtozo
hosszUs&gu vektor esetén a megoldas lassabb mivelet. A vektor minden pérjat ellendriznink kell,
hogy a par cimkéje megegyezik-e az adott cimkevel. A hatékonysagot ndvelhetjik, ha a parokat cim-
kék szerint rendezve taroljuk, és binaris keresést végzunk.

Erdemes osszehasonlitanunk a két vektoros implementacioban a pontok memoriaigényét.
Amennyiben a mutatdk, és a cimkék is 4 bajtot foglalnak, akkor a tablazatos implementéacioban egy
pont memoriaigénye (a vektor fejléc memoriaigényétol eltekintve) |J| -4 bajt, a listas implementacioé
n-2-4 bant, ahol n az adott pontbdl indul6 élek szama, amire igaz, hogy 0 <n <|J|. Ha a sz6fa pontjai
olyanok, hogy kevés éliik van, akkor a listds implementacionak lesz kevesebb memoriara sziksege,
sok élnél azonban tablazatos implementacio a jobb megoldas. A két technikat dtvozhetjik akar egy
adott szofan beltl is [134], [161]: ha a pont éleinek szdma meghalad egy korlatot (altalaban J/2-t),
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akkor tablazatos implementaciot hasznalunk, ellenkezd esetben maradunk a listas megoldasnal.

Megemlitlink két szdfa leszarmazottat. Ezek a nyesett sz6fak (pruned trie) és a PATRICIA fak.
Mindkét fa abban kilonbozik az eredeti sz6fatél, hogy Kiiktatjak az olyan utakat a fabél, amelyekben
nincsen elagazas. A nyesett fanal ezt kizarélag levélhez vezetd utakkal teszik, PATRICIA féknél ez a
korlatozas nem all fenn.

Halmazokat tartalmazo sz6fak

Amennyiben a sz6fa hatékony adatstruktira sorozatok tarolasara, és gyors visszakeresésére, akkor
ugyanez mondhaté el elemhalmazok esetére is. Ha tehat elemhalmazok adottak és az a feladat, hogy
gyorsan megallapitsuk, hogy egy elemhalmaz szerepel-e a megadottak kozétt, akkor elég definialnunk
az elemeken egy teljes rendezést, ami alapjan a halmazokat sorozatokka alakithatjuk.

Kilénbdz6 rendezések kilonbdzd sorozatokat allitanak el6, amelyek kilénb6z6 szofakat ered-
ményeznek. Erre mutat példat a kovetkezd abra, ahol két olyan szdfat lathatunk, amelyek a
ABC, ABD, ACE elemhalmazokat taroljak. Az els6é sz6fa az ABC szerint csokkené sorrendet hasz-
nal (C < B < A), mig a masodik ennek ellenkezgjét.

2.2. abra. Példa: kilonb6z6 rendezést hasznald sz6fak

Egy széfa memdriaigényét aranyos a széfa pontjainak szamaval, igy jogos az az igény, hogy azt a
teljes rendezést valasszuk, amely a legkevesebb pontd, azaz minimalis méretd, szofat adja. Ez az Un.
minimalis sz6fa elGallitasanak feladata. Sajnos ez egy nehéz feladat.

2.5. tétel. A minimalis szofa probléma NP-nehéz .

Eredetileg a feladatot n-esekre bizonyitottak, de ebbdl kdvetkezik, hogy halmazokra is érvényes.
Legyen ugyanis az alaphalmaz J. Ekkon minden halmazt felfoghatunk, mint egy |J| hosszu binaris
értékeket tartalmazo vektort.

A fenti példat szemlélve az embernek az az érzése tdmad, hogy az a rendezés adja a legkevesebb
cstcsu széfat, amelyeben az elemek a halmazokban val6 eléfordulasok szamana aranyaban csokkend
sorba vannak renzve. Ugyanis a gyakori elemek fognak a halmazok kapott sorozatok elejére kertl-
ni, és ezek az elemek, mivel gyakoriak sok sorozat elején lesznek megtalalhatok. A széfa a kozos
prefixeket csak egyszer tarolja, igy akkor lesz a sz6fa mérete varhatdan a legkisebb, ha minél tébb
sorozatnak van kdzos prefixe. Az el6zd abra is ezt sugalta.

Sajnos a fenti modon kapott szofa nem feltétlentil adja a legkevesebb pontot tartalmazo szofét.
Ezt a legegyszer(ibben egy ellenpéldaval tudjuk bizonyitani. Legyenek a halmazaink a kdvetkez6ek :
AX, AY, BXK, BXL, BM, BN. A B elem gyakorisaga 4, az X elemé 3, A-é 2 és a tobbi elemé 1. Ha
felrajzoljuk ezen gyakorisagok alapjan kapott rendezés (B> X >A>K>L>M >N, deaK, L, M,
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N elemek egymashoz viszonyitott sorrendje tetsz6leges lehet) szerinti sz6fat, akkor a bal oldali széfat
kapjuk. Ha az A és X elemek sorrendjét felcseréljiik, akkor eggyel kevesebb pontot tartalmazé szofat
kapunk (jobb oldal).

2.3. abra. Ellenpélda arra, hogy az el6fordulas szerinti csokken6 sorrend adja a minimalis méret(i
szofat

2.7.2. Piros-fekete fak

A piros-fekete (RB-tree vagy symmetric binary B-trees) fak a kiegyensulyozott binaris fak (balan-
ced binary tree) egy tipusa. Minden csucsnak szine van, hagyomanyosan piros vagy fekete. Specialis
forgatasokat hasznald beszuras mivelet biztositja, hogy barmely a gyokérb6l levélbe vezet6 Ut hossza
ne legyen nagyobb, mint a legrovidebb ilyen at hosszanak kétszerese. Egy piros-fekete fa a kovetkez0
tulajdonsagokkal rendelkezik:

I. Minden csucsnak a szine piros vagy fekete.
I1. Minden levél szine fekete.
I11. Minden piros cstcsnak mindkét fia fekete.
IV. Barmely két, azonos cstcsbol indulo, levélig vezetd aton ugyanannyi fekete csics van.

A fentiekbdl kovetkezik, hogy barmely n belsé cstccsal rendelkezd piros-fekete fa magassaga legfel-
jebb 21g(n-+1). A bizonyitas és a fa épitésének menete megtalalhat6 az irodalomban (pl. [87]).

2.7.3. Hash-tabla

A hash-tabla magyar elnevezése hasitd-tabla (©), de mi ezt a sz6t nem fogjuk hasznalni. A hash-
tabla elemek gyors elhelyezésére és visszakeresésére hasznalt adatstruktura. A tablazatnak cellai van-
nak, amibe elemeket helyezhetiink. Minden cellanak van egy cime (vagy indexe). A hash-tablas ta-
rolasban kdzponti szerepet tolt be az elemeken értelmezett an. hash-figgvény, ami megadja az elem
hash-értékét. Egy elemet arra a cimre helyeziink be a hash-tdblaban, amelyet a hash-értéke megad.
El6fordulhat, hogy kiilonb6z6 elemekhez a hash-fliggvény ugyanazokat a hash-értéket rendeli. Ezt
utkdzésnek hivjuk. A hash-tablakrél 6Gnmagaban fejezeteket lehet irni, ennyi bevezet6é azonban elég
ahhoz, hogy megértsiik a jegyzet tovabbi részeit.



3. fejezet

Elofeldolgozas, hasonlosagi fliggvenyek

Ebben a fejezetben a legfontosabb el6feldolgozasi miiveleteket ismertetjiik, majd ratériink arra,
hogy milyen elterjedt mértékek vannak elemek kozotti hasonldsagra. Mindenek el6tt azt kell tisztaz-
nunk, hogy milyen tipusu attribGtumok léteznek matematikus szemmel.

Jeloljik az A attribdtum két értékét a-val és a’-vel.

I. A kategoria tipust (nominal) attribGtumnal az attribGtum értékei kozott csak azonossagot tu-
dunk vizsgalni. Tehat csak azt tudom mondani, hogy a = a’ vagy azt, hogy a # a’. A kategéria
tipusy attribGtum egy specidlis esete a binaris attribGtum, ahol az attribatum csak két értéket
vehet fel.

I1. A sorrend tipust (ordinal) attribGtumoknal az értékeket sorba tudjuk rendezni, azaz az attribd-
tum értéken teljes rendezést tudunk megadni. Ha tehat a # a’, akkor még azt is tudjuk, hogy
a>a’ ésa < a kozil melyik igaz.

I1l. Ha az eddigiek mellett meg tudunk adni egy + fliggvény, amivel az elemek csoportot alkotnak,
akkor intervallum tipust (interval scale) attributumrol beszéliink.

IV. Ha egy intervallum tipust attribGtumnal meg lehet adni zérus értéket, vagy pontosabban az
attributum elemei gyair(it alkotnak, akkor az attributum arany skalaju (ratio scale).

Példaul egy Ugyfeleket leiré adatbazisban vannak binaris (pl.: biintetett el6életii-e), kategorikus (pl.:
vallas, csaladi allapot) és intervallum (pl.: életkor, magassag) tipusu attributumok is.

3.1. El6feldolgozas

3.1.1. Hianyzo értékek kezelése

Az adatbanyészati algoritmusok csak olyan elemeket tudnak kezelni, amelyeknek minden attribi-
tuma adott. A valo élet adatbazisainal ez nem mindig all fenn, kénnyen lehet, hogy bizonyos cellakat
nem toltott ki az adatot begépel6 személy. Ezeket a hianyzé cellakat fel kell télteni valamilyen ér-
tékkel. Ez lehet egy alapértelmezett érték (default value), de szokas az atlagot, a mediant vagy a
maximalis, minimalis értéket valasztani olyan attribdtum esetében amikor, ezeket definialni tudjuk
(pl.: intervallum tipustak esetén).

29
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3.1.2. Attribdtum transzformaciok
Normalizalas

Normalizalason azt értjik, hogy az attribatum elemeit a [0,1] intervallum elemeivel helyettesitjik
agy, hogy a helyettesitett értékek eloszlasa megegyezzen az eredeti értékek eloszlasaval. Tegyuk fel,
hogy az Aattribitum ag, ap, . . ., @y értekeket vesz fel. Az aj, j=1,. .., érték normajat a’j-vel jeloljik.
Normalizalasra két modszer terjedt el.

aj—mina

m, ahOI minA

Min-max normalizalas: Itt egy sima lineéris transzformaciot végzink: a’j =
(maxa) jel6li az A attribltum legkisebb (legnagyobb) értékét.

Standard normalizalas (z-score normalization): aj= %, ahol A az A attribGtum atlaga, o pedig

I (ai—A)2 g s .
a szorasa. A hagyomanyos szoras ( w) helyett az abszollt szdrast is hasznalni szoktak

I —a e I - 7 7 7 7 e g I -
(72:l ||a' aﬁ. Ennek elonye, hogy csokkenti az atlagtol tavol esé pontok (kiloncok, outlier-ek)
hatéasat.

3.1.3. Mintavételezés

Az adatbanyaszati algoritmusok altalaban er6forras-igényesek. Ha a bemeneti adathalmaznak
csak egy kis szeletét, kis mintajat dolgozzuk fel, akkor hamarabb kapunk eredményt. A mintavé-
telezes kdvetkezménye, hogy az igy kapott eredmény nem biztos, hogy pontos, azaz lehet, hogy nem
azt az eredményt kapjuk, mint amikor a teljes adathalmazt dolgozzuk fel. Vannak esetek, amikor a
pontos eredménynél fontosabb a gyors adatfeldolgozas. llyen esetekben nagyon hasznos egy olyan
mintaméret meghatarozasa, aminél az algoritmus gyors, de a hibazas valdszin(isége kicsi.

A hiba mértékérdl csak abban az esetben tudunk bévebben nyilatkozni, ha tudjuk, milyen jellegi
osszefuiggéséket nyeriink Ki. Most azt a specialis esetet nézzilk meg, amikor elemek el6fordulasanak
valoszinlseégét akarjuk kozeliteni a relativ gyakorisagukkal. Gyakori mintak, asszociacios szabalyok,
x? alapu filggetlenségvizsgélatnal ez az eset all fenn.

Tegyuk fel, hogy elemek halmazabdl egy tetszOleges x elem el6forduldsanak valoszinlisége px és
az elemekbdl visszatevéses mintavételezéssel m mintat vesziink. A mintavételezés hibazik, amennyi-
ben x relativ gyakorisaga eltér py-tdl, pontosabban a mintavételezés hibja:

hiba(m) = p(]rel. gyakorisag(x) — px| > s).

Jel6lje X; azt a valdszinGségi valtozot, ami 1, ha x-et valasztottuk egy i-edik hizasnal, killénben 0, és
legyenY = S ; X;. Mivel a huizasok egymastol fuggetlenek, az Y eloszlasa m, px paraméter(i bindris
eloszlast kovet. Ezt felhasznalva:

>¢)

2m-s>

A
——Px

(
|y =m-ps
(
(

hiba(m) = p

I
-

Y—E[Y]|zm-¢)

I
-

p
p(Y <m-(E[X]—¢))

Yzm«am+a)

+
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A masodik egyenl6ségnél kihasznaltuk, hogy a binomialis eloszlas varhato értéke m- py. A bi-
nomialis eloszlas varhato értékétdl valo eltérés valdszinliségére tobb ismert korlat is létezik [138].
Az 1-es fuggelékben elolvashatjuk a Csernov-korlat egy altalanos forméajanak bizonyitasat, itt csak a
vegeredményt adjuk meg, ami:

p(Y >m-(E[X] -|-e)> < g2em
és ,
p(Y <m-(E[X] —s)) < g M
amib6l megkapjuk, hogy:
hiba(m) < 2-e~2€M
Amennyiben a hibakorlatot &-val jel6lom, akkor az alabbinak kell igaznak lennie:

m > 1 In 2

— 2278
Ha példaul azt szeretnénk, hogy a mintavételezés soran tetsz6leges elem minta, — illetve eléfordula-
sanak val6szinlisége — 0.01-nal nagyobb eltérés valdszinlisége kisebb legyen 1%-nal, akkor a minta
mérete legalabb 27000 kell, hogy legyen. A 3.1 tablazatban adott eltérés- és valdszinliségkorlatokhoz

tartozd minimalis mintaméret talalhato.

e 58 | M
001 |0.01 27000
001 |0.001 | 38000
001 |0.0001 | 50000
0.001 | 0.01 | 2700000
0.001 | 0.001 | 3800000
0.001 | 0.0001 || 5000000

3.1. tAblazat. A minimalis minta mérete rogzitett €, & mellett

3.2. Hasonldsagi mértékek

Az adatbanyaszatban gyakran sziikségunk lesz arra, hogy attribGtumokkal leirt elemek kozott ha-
sonlosagot definidljunk. Természetesen elvarjuk, hogy ha minél inkabb tébb azonos éerték szerepel az
attribatumaik koézott annal hasonldbbak legyenek az elemek. A gyakorlatban hasonldsagi mértek he-
lyett killonbdz6ségi mértékkel dolgozunk, amely a hasonlésag inverze (minél hasonlobbak, annal ke-
vésbé kilonbozdk). Elvarjuk, hogy két elem kilonbdzoségét (d(x,y)) ki lehessen fejezni egy pozitiv
valds szammal, tovabba egy elem 6nmagatol ne kiilonbdzzon, szimmetrikus legyen (d(x,y)=d(y, X)),
és teljesuljon a haromszog egyenl&tlenség (d(x,y) < d(x,z) +d(y, z)). Tehat a kilénbdz6ség metrika
legyen. Két elem kiilonbdz6sége helyett gyakran mondunk majd két elem tavolsagat.

A kovetkez6kben sorra vessziik, hogyan definialjuk a tavolsagot kiilonb6z6 tipust attribGtumok
esetében, és azt, hogy miként lehet egyes attribitumok fontossagat (stlyat) megndvelni. Altalanosan
igaz az, hogy ha az attribatum elemein teljes rendezést tudunk definiélni (sorrend, intervallum, arany-
skalazott), akkor tetszdleges a; < ap < ag értékek esetén d(as,as) > max{d(as,az),d(az,as)}.
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3.2.1. Binaris attribdtum

Egy binaris attribGtum olyan kategoria tipusu attribatum, amely két értéket vehet fel (pl.: 0 és 1).
Hogyan hatarozzuk meg x és y elemek hasonlosagat, ha azok m darab binaris attribdtummal vannak
leirva? Készitsuk el a kbvetkez6 6sszefoglal6 tablazatot.

1 Y
1| ¢ r|qgtr
0] s t | s+t
S|ogts|r+t| m

Példaul az 1-es sor 0-s oszlopahoz tartozo érték azt jelenti, hogy r darab olyan attribatum van, amelyek
az x elemnél 1-et, y-nal 0-at vesznek fel.

Ez alapjan definidlhatjuk az an. invaridns és varidns hasonldsagot. Az invarians hasonl6ségot
olyan eseményeknél hasznaljuk, amikor a binaris attribGtum keét értéke ugyanolyan fontos (szim-
metrikus attribatum), tehat mindegy, hogy melyiket kodoljuk 0-val, illetve 1-essel. llyen attribGtum
példaul egy ember neme. Azért kapta ez a hasonldsag az invarians jelz6t, mert nem valtozik az értéke,
ha valaki mashogy kddolja az attribGtumokat (tehat kédolas invarians). A legegyszeribb invarians
hasonlosag az eltér6 attributumok relativ szama:

r-+s
d(X,Y):T-

Aszimmetrikus attribltum esetében a két lehetséges érték nem egyenrangu. llyen attribatum lehet
példaul egy orvosi vizsgalat eredménye. Nagyobb sulya van annak a ténynek, hogy valaki fert6zott
beteg, mint annak, hogy nem az. A konvencioknak megfelel6en 1-essel kodoljuk a Iényeges (&ltaldban
ritka) kimenetet. A legegyszer(ibb varians hasonlosagi mérték a Jaccard-koefficiens komplementere:

q r-+s
dx,y)=1-—=—
(X,y) o
ahol nem tulajdonitunk jelent6séget a nem jelentds kimenetek egyezésének.

Amennyiben szimmetrikus és aszimmetrikus értékek is szerepelnek a binaris attribitumok kozott,

akkor azokat vegyes attribatumként kell kezelni (lasd a 3.2.5-0s részt).

3.2.2. Kategoria tipusu attribGtum

Altalanos esetben a kategoria tipust attribGtum nem csak kettd, hanem véges sok killénbdz6 érté-
ket vehet fel. llyen attribatum példaul az ember szeme szine, csaladi allapota, vallasa sth. A legegy-
szer(ibb hasonlosag a nemegyezések relativ szama:

u
d(x,y) = —
(*y) =,
ahol m a kategoria tipusu attribGtumok szama, u pedig azt adja meg, hogy ezek kdzil mennyi nem
egyezett. Természetesen a kategoria tipusu attributumok sem feltétleniil szimmetrikusak, mert lehet,
hogy az alapértelmezett értékek egyezeése nem igazan fontos. A Jaccard-koefficiens komplementerét
kategoria tipusu attribatumokra is felirhatjuk.
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3.2.3. Sorrend tipusu attribdtum

Sorrend tipusu attribGtum példaul az iskolai vegzettség: 8 altalanos, befejezett kozépiskola, érett-
ségi, fbiskolai diploma, egyetemi diploma, doktori cim. Vannak arany skalaju attribatumok, amelye-
ket inkabb sorrend tipusu attribatumnak kezeliink. Példaul a Forma 1-es versenyeken sem az egyes
korok futasi ideje szamit, hanem az, hogy Ki lett az els6, masodik ...

A sorrend tipusu attribdtumokat altalaban egész szamokkal helyettesitik — tipikusan 1 és M kozotti
egész szamokkal. Ha t6bb sorrend tipust attribGtumunk van, amelyek a fontos allapotok szaméaban
eltérnek, akkor célszer(i mindegyiket a [0,1] intervallumba képezni a ,\’jl;fl miivelettel. igy mindegyik
egyenld sullyal szerepel majd a végsé hasonldsagi mértékben. Ezutan alkalmazhatjuk valamelyik

intervallum tipust hasonldsagot.

3.2.4. Intervallum tipusu attribGtum

Az intervallum tipust attribGtumokat altaldban valos szamok irjak le. llyen attribGtumra példa
egy ember sllya, magassaga, egy orszag éves atlaghdmérséklete sth. Tekinthetiink ugy egy elem-
re, mint egy pontra az m-dimenzios vektortérben. Az elemek kozotti kiloénboz6séget a vektoraik
kulonbségének norméjaval (hosszaval) definidljuk (d(X,¥) = ||[X—V]|). Legtermészetesebb talan az
Euklideszi-norma, de alkalmazhatjuk a Manhattan-normat is. Mindkét mérték a Minkowski-norma
specialis esete.

Euklideszi-norma: Ly(2) = \/|z1]2 +|22[2+ - - +|zm?
Manhattan-norma: Li(Z) = |z1]|+|z2|+- - -+ |Zm|
Minkowski-norma: Lp(Z) = (|z1|P 4 |22|P + - -+ |zm|P) /P

A p = o esetén két vektor tavolsaga megegyezik a koordinatainak a legnagyobb eltérésével
(Lo (2) = max{[zi|}).

Habar az elemek leirasaban mar csak szamok szerepelnek, a hattérben megbdjé mértékegységek-
nek nagy szerepik van. Gondoljuk meg, ha méter helyett milliméterben szamolunk, akkor sokkal
nagyobb értékek fognak szerepelni az elemek leirasaban, és igy a kilonbségek is megnének. A nagy
értékkészlet( attribitumoknak nagyobb hatasuk van a hasonldsag értékére, mint a kis értékkészletd-
eknek. Jogos tehat az egyes attributumok normalizélasa, azaz transzformaljuk ket pl. a [0,1] inter-
vallumba, majd ezen transzformalt attribitumok alapjan szamitsuk a tavolsagokat (3.1.2 rész).

Gyakran el6fordul, hogy a killénb6z6ség megallapitasanal bizonyos attribGtumokra nagyobb stlyt
szeretnénk helyezni. Példaul két ember 6sszehasonlitdsanal a hajszinnek nagyobb szerepe van, mint
annak, hogy melyik labujja a legnagyobb. Ha figyelembe vessziik az attribGtumok sulyait, akkor pél-
daul az Euklideszi-tavolsag igy modosul :

d(x,y) = \/w1|x1—y1|2+w2]x2—y2|2+' 4 W [Xm —Ym|?,

ahol wj-vel jel6ltik i-edik attribatum salyat és legyen S, wj = 1.

El6fordulhat, hogy olyan attribGtummal van dolgunk, amely értékeit nemlinearis Iéptékben abra-
zoljuk (nemlinearis ndvekedeésii attribitumnak szokas hivni ezeket). Példaul a baktérium populaciok
novekedését vagy algoritmusok futasi idejét exponencialis skalan érdemes abrazolni. Az ilyen att-
ributumoknél nem célszerii kozvetlendl intervallum alapt hasonlésagot alkalmazni, mert ez Oriési
kiildnbdzbségeket eredményez azokon a helyeken, ahol kis kiilonb6z6séget varunk.
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Két megkdzelités kozott szokas valasztani. Egyrészt hasznalhatjuk az intervallum alapi hasonlé-
sagot, de nem az attributum eredeti értékén, hanem annak logaritmusan. Masrészt diszkretizalhatjuk
az értékeket, és vehetjik csak a sorrendet a hasonldsag alapjaul.

3.2.5. Vegyes attributumok

Az el6z0 részekben azt tekintettilk at, hogyan definialjuk a hasonldsagot két elem kdzott adott
tipusu attributumok esetén. Mit tegyunk akkor, ha egy objektum leirasanal vegyesen adottak a k-
16nb6z0 tipust — intervallum, binaris, kategoria stb. — attribitumok? Csoportositsuk az egyes attri-
batumokat tipusuk szerint, és hatdrozzuk meg a két elem hasonldsagat minden csoportra nézve. A
kapott hasonlosagokat képezziik a [0,1] intervallumba. Minden attribdtumnak feleltessiink meg egy
dimenziot a térben, igy két elem hasonldsagahoz hozzéarendelhetiink egy vektort a vektortérben. A
hasonlosag értékét feleltessik meg a vektor hosszanak.

Ennek a megkdzelitésnek a hatranya, hogy ha példaul egyetlen kategoria tipusu attribGtum van,
akkor az ugyanolyan sullyal fog szerepelni, mint akar tiz binaris attribitum 6ésszesen. Célszer( ezért
az egyes attribatumtipusok &ltal szolgaltatott értékeket stlyozni a hozzajuk tartoz6 attributumok sza-
maval.

3.2.6. Specialis esetek

Egyre tobb olyan alkalmazas keril el6, ahol a fent definialt altalanos hasonlésagok nem ragadjak
meg jOl két elem kilonbdz6ségét. A teljesség igénye nélkil bemutatunk két olyan esetet, amikor
specidlis tavolsagfliggvényre van sziikség.

Elemsorozatok hasonlésaga

Elemsorozaton egy véges halmazbol vett elemek sorozatat értjik. Példaul a magyar nyelven ér-
telmezett szavak elemsorozatok. Nézzik a S = (abcde) sorozatot. Legtobben azt mondanank, hogy a
(bcdxye) sorozat jobban hasonlit S-re, mint az (xxxddd) sorozat. Nem ezt kapnank, ha a pozicidkban
megegyez6 elemek relativ szamaval definialnank a hasonlésagot.

Egy elterjedt mérték az elemsorozatok hasonldsagara az un. szerkesztési tavolsag. Két sorozatnak
Kicsi a szerkesztési tdvolsaga, ha az egyik sorozathol kevés elem torlésével ill. beszardsaval megkap-
hatjuk a mésikat. Pontosabban, két sorozat szerkesztési tavolsaga adja meg, hogy legkevesebb hany
beszuréas és torlés mivelettel kaphatjuk meg az egyik sorozatbol a masikat. A szerkesztési tavolsag
alapjan csoportosithatunk dokumentumokat, weboldalakat, DNS sorozatokat, vagy kereshetunk ille-
galis masolatokat.

Bezart szdg alapu hasonldsag

Vannak alkalmazasok, ahol nem a vektorok kiilénbségének a hossza a Iényeges, hanem a vektorok
altal bezart sz6g. Példaul dokumentumok hasonldsagaval kapcsolatban szamos okfejtést olvashatunk,
hogy miért jobb sz6gekkel dolgozni, mint a tavolsagokkal. Emlékeztetdil a koszinusz-mérték pontos
képlete:

X'y
[IX]1- Y11

d(x,y) = arccos
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3.2.7. Dimenzidcsokkentés

Az adatbanyészati alkalmazasokban az adathalmaz mérete altaldban nagy. Felmerul a kérdés, hogy
lehet-e ezt a nagy adathalmaz egy kisebb meéretiivel helyettesiteni Ugy, hogy a kisebb adathalmaz
valamilyen szempont szerint hiien reprezentalja a nagy adathalmazt. Természetesen az adatbanyéaszati
feladattdl fugg az, hogy mit jelent pontosan a hii reprezentacio.

Ebben a részben dimenzié-csdkkentésrdl lesz szd, melynek soran az objektumok sok attributum-
mal vald leirasat szeretnénk helyettesiteni kevesebb attribitumot hasznalo leirassal. Hasonldsagtartd
dimenzi6-csokkentésrél fogunk beszélni, ami azt jelenti, hogy tudunk adni egy olyan hasonl6sagi
definicidt az 0j leirasban, ami jo becslése az eredeti hasonldsagnak.

Az eredeti adathalmazt reprezentalé adathalmazt az m x n-es M matrixszal jellemezzik, az 0] le-
irast pedig az m x k-s M matrixszal. Az n nagyon nagy lehet (az interneten egytitt el&fordulé szoparok
keresésénél példaul 10° korili volt az értéke), ami azt jelenti, hogy az adatbéazis nem biztos, hogy
elfér a memoériaban. Ezt a problémat szeretnénk megkeriilni azzal, hogy az M-et az M matrixszal
helyettesitjiik Ugy, hogy k < n annyira, hogy M elférjen a memériaban. Ezaltal lehet6vé valik olyan
algorimusok futtatasa, amelyek feltételezik, hogy az adatokat leird matrix a gyors elérésti memariaban
talalhato.

Két specidlis feladatot targyalunk. Az elsében az attribtumok valds szamok és két objektum
kiilonbdz6ségén (hasonldsag inverze) az Euklideszi tavolsagukat értjik. A masodik esetben az attri-
batumok csak binarisak lehetnek, és két objektum hasonl6sagat a Jaccard-koefficiens (lasd 3.2.1 rész)
adja meg.

3.2.8. Szingularis felbontés

A szinguléris felbontas az elméleti szempontbol egyik legtdbbet vizsgalt, klasszikus lineéris al-
gebrai eszkozoket hasznalé dimenzid-csokkentési eljaras. Ennek alkalmazasa utan nyert M matrix
soraibol jol kozelithetd az euklideszi tavolsag, illetve az attribdtumok vektoraibdl szamitott skalaris
szorzattal mért hasonldsag. Utdbbi megegyezik a koszinusz mértékkel, ha a matrix sorai normal-
tak. Ebben a szakaszban néhany jel6lés és alapvetd fogalom utan definialjuk a szingularis felbontast,
igazoljuk a felbontas létezését, majd megmutatjuk, hogy miként hasznalhat6 a felbontas dimenzio-
csokkentésre. Megjegyezzik, hogy a szakasz nem mutat a gyakorlatban numerikus szempontbol jol
alkalmazhat6 modszert a felbontas kiszamitasara. Kisebb adathalmaz esetén altalanos linearis algebrai
programcsomag (Matlab, Octave, Maple) hasznélata javasolt, mig nagyobb adatbazisoknal az adatok
sajatossagat kihasznalé szingularis felbont6 program (SVDPack) hasznalata ajanlott.

Egy U € R™" matrixot ortogondalisnak neveziink, ha oszlopai ortogonalis rendszert alkotnak,
azaz UTU =, ahol I, az n x n méret(i egységmatrixot, és U T az U transzponaltjat jelsli. Masképpen
mondva U invertalhatd és U1 inverzére U=t = UT teljesiil. Matrix ortogonalitasanak szemléletes
targyalasahoz szilkségiink lesz a vektorok hosszanak altalanositasara, a norma fogalmara. Egy ve R"
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Unnem 01 Vil

7 Y 4 T
| | o, — V1 =

Mmxn = up Um 0 :
| | — v —

3.1. dbra. A szingularis felbontas sematikus vazlata.

vektor ||v||,-vel jeldlt 2-normajat a ||v||, = /3 V? egyenlGséggel definialjuk. Egyszer(ien lathato,
hogy HvH22 =vTv teljesiil. A 2-norma éltalanositasa a tetsz6leges M € R™ " matrix esetén értelmezett
- Ry o 2
IM|| Frobenius-norma, amelynek definicidja M| = /31 3]_1 M{;.
Visszatérve az ortogonalitds szemléletes jelentésére, egy ortogonalis matrix altal reprezentalt li-

nedris transzformécidra ugy gondolhatunk, mint egy forgatasra, amely a vektorok hosszat nem val-
toztatja. A szemlélet alapja, hogy tetszéleges U € R"*" ortogonalis matrix és x € R" vektor esetén

U]l = [IxIl

teljestil. Az azonossag az alabbi elemi Iépésekbdl kévetkezik: |Ux||5 = (Ux)T (Ux) =x (UTU)x =
=x"x= |]x||§ . Hasonldan bel4thato, hogy tetszéleges X € R™*" métrix esetén és U € R™*M illetve
V € R"™" ortogonalis matrixok esetén igaz, hogy

JUXVT [ = Xl

A rovid bevezetd utan ratériink a szingularis felbontas definicidjara. Egy nem sziikségszer(ien
négyzetes M € R™*" matrix szingularis érték felbontasan (singular value decomposition, SVD) az
olyan

M=U3VT
szorzatta bontast értjlik, ahol U € R™M vV € R"™" ortogonalis matrixok, tovabba a =~ matrix M-mel
megegyez6 méretli és a bal felsd sarokbdl 45°-ban lefele elhelyezkedd o1 > 02 > ... > oy > 0 pozitiv
szamokat csupa 0 kovet és a tobbi elem szintén 0. A o; szdmokat szingularis értékeknek nevezzik, és
a 0j =0 valasztassal terjesztjik ki az i > r esetre. A felbontasbol lathato, hogy rang(M) =rang(XZ) =r.
Az U ésaV oszlopait bal-, illetve jobboldali szingularis vektoroknak mondjuk. A jel6lések attekintése
a 3.1. abran lathato.

3.1. tétel. Tetsz6leges M € R™*" matrixnak létezik szingularis érték felbontasa, azaz léteznek U e
e R™M Vv e R"™" ortogonalis matrixok, melyekkel

M=UxVT,
ahol

ZERmXH Z:(Z+ 0)
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tovabba =+ egy r x r méret(i diagonalis matrix, amelynek féatléjaban a 1 >0, >. .. > o, >0 szdmok
helyezkednek el sorrendben.

Bizonyitas: Az MTM matrix szimmetrikus, ezért ortogonalis transzformécioval diagonalizalhaté és
sajatértékei valosak. Tovabba pozitiv szemidefinit, mert tetszéleges xe R™" vektor esetén x" MT Mx=
= (Mx)T(Mx) = ||Mx]|5 > 0, ezért a sajatértékek nem negativak. A sajétértékek legyenek o2 > 03 >
> ...> 02 > 0. Az ezekhez tartoz6 sajatvektorokbol alkotott ortogonalis matrixot jelolje V, ekkor

TiTay _ [ 2420
VMMV—(OO.

A matrixot két részre osztvaV = (V, V), ahol V, e R"*" a pozitiv sajatértékhez tartoz6 sajatvektorokat
tartalmazza. Vagyis

VMMV, =3,2.

Vezessik be az
Ur =MV, 2,7t

jelolést, ekkor
M=UZ.V .

Az U, vektorai ortogonalis vektorrendszert alkotnak, ezt tetszélegesen kiegészitve U = (U, Uy) orto-
gonalis matrixsza
M=U < 2y 0 >VT.

Most megmutatjuk, hogy szingularis felbontas segitségével hogyan lehet dimenzid-csokkentést
végrehajtani. Emlékeztetiink ra, hogy az M matrix n-dimenzids sorvektorai objektumokat jellemez-
nek. Dimenzi6-csokkentéskor az n attribatumot szeretnénk k < n dimenziéju vektorokkal jellemezni
gy, hogy kozben az objektumok euklideszi tavolsaga vagy skalaris szorzattal mért hasonlésaga csak
Kis mértékben valtozzon. A matrixszorzas elemi tulajdonséaga, hogy a szingularis felbontas az alabbi
formaban is irhato.

r
M=U3VT = ZloiuiviT,
i=

ahol ujv] a bal- illetve a jobboldali szingularis vektorokbdl képzett diadszorzat, azaz egy oszlop- és
egy sorvektor szorzataként felirt m x n méret(i 1-rangti matrix. Lathato, hogy az ujv] diadok monoton
csokken6 oj sullyal szerepelnek az 6sszegben. Innen adddik az dtlet, hogy k < r esetén csak az elsd k
legnagyobb sulyu diad 6sszegével kdzelitsik az M matrixot. Azaz

k
My = ZoiuiviT = U2V,

aholUy=(ug uz ... uy) ésVk=(v1Vz ... Vk), valamit 2 egy k x k méret(i diagonalis matrix, melynek
féatlojaban a o1, 0o, . . ., Ok értékek vannak. Konnyen lathatd, hogy My sorai egy k-dimenzios altérben
helyezkednek el, hiszen rang(My) = rang(Zx) = k. Sokkal mélyebb eredmény a kdvetkezsd, melynek
bizonyitasat mellézzik.
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3.2. tétel. Legyen M egy legaldbb k rangu matrix és legyen My a fenti mddon szamitott kozelitése. Ha
a kozelités hibajat Frobenius-norméaval mérjuk, akkor a k-rangl matrixok kozul az My matrix a lehet6
legjobban kozeliti M-et, azaz

M—-M = min M—N]||z.
IM=Mge = min [M=N];

Tovabba a kozelités hibaja a oj szingularis értékekkel kifejezhet6:

r
IM—=Mlle = 4/ Z of.
i—k31

Az My maétrix sorai az M-éhez hasonl6an n méretiiek, de most mar egy k-dimenzids altérnek az
elemei. Ennek az altérnek egy bazisat alkotjak a VkT sorai, €s az

M’ = U,y

matrix k-dimenzios sorvektorai e bazishan fejezik ki az My sorait. Tehat a dimenzid-csokkentés ered-
ménye, hogy az M matrix n-dimenzios sorait a vetités utan az M’ matrix k-dimenziés soraival kozelit-
juk. AVkT sorainak ortogonalitasabdl konnyen belathatd, hogy az My, illetve az M’ soraib6l szamitott
euklideszi tavolsagok és skalaris szorzatok is megegyeznek. Tehat a kozelités alatt torzitas kizarélag
az M-b6l My-ba torténd vetités soran torténik, melynek mértéke a 3.2. tétel alapjan felulrél becsulhetd.

Minhash alapu lenyomat

Vizsgaljuk azt az esetet, amikor az M matrix binaris és két sor (vektor) hasonldsagat a Jaccard-
koefficiens adja meg. Emlékeztetdil :
o mi (mi)T
i+ imi[Z = mi(md)T

hiszen az m'(m})T binéris vektorok esetében az azonos poziciokban 1évé 1-esek szamat adja meg,
||m||? pedig a vektor egyeseinek szamét. Feltételezziik, hogy a binéris vektorok ritkék azaz, ha r-el
jel6ljuk a sorokban az 1-esek atlagos szamat, akkor r < m.

Az M matrixot az M lenyomatmatrixanak fogjuk hivni. A lenyomatmétrixnak nem kell binarisnak
lennie, de azt természetesen most is elvarjuk, hogy a memariaigénye joval kevesebb legyen, mintaz M
memoriaigénye. Tovabbi kikotés, hogy az adatok attribGtumok alapjan vannak tarolva, azaz el6szor
kiolvashatjuk minden objektum elsé attribGtumat, majd minden objektum maésodik attribGtumat, és
igy tovabb.

Ez a helyzet all fel hasonlo weboldalak kiszlirésénél, koppintasok, kal6zméasolatok felderitésénel,
hasonlo tulajdonsagu felhasznalok keresésénél sth. Tovabba ezt a modszert alkalmazhatjuk, amikor
hasonlo eladasu termékparokat kerestink. Amennyiben a termékeket Kis tételben értékesitik, akkor az
asszociacios szabalyokat kinyerd technikak (lasd 8 fejezet) nem alkalmazhatoak.

Gondolkozzunk el azon, hogy miikddik-e az aldbbi algoritmus. Valasszunk ki néhany sort vélet-
lenszer(en és tekintsiik ezeket lenyomatoknak. Két lenyomat hasonlosaganak varhato ertéke meg fog
egyezni az oszlopaik hasonlésagaval. Ez alapjan azt mondhatnank, hogy a sorok egy véletlenszeriien
valasztott halmaza j6 lenyomat.
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A fentiek ellenére ez az egyszer(i mddszer nagyon rossz eredményt adna. Ennek oka az, hogy a
matrixunk nagyon ritka (r < m), tehat egy oszlopban a legtébb elem 0, igy nagy val6szinséggel a
legtobb lenyomat is csupa 0 elembdl allna.

A minhash alapd lenyomat egy elemét a kovetkezdképpen allitjuk el6. Veéletlenszer(ien permu-
taljuk meg az oszlopokat, majd valasszuk az egyes sorok hash értékének (h) azt a legkisebb indexet,
ahol 1-es szerepel. A véletlen permutacio természetesen csak elméleti megkozelités, diszken talalhato
nagy adatbazis esetén tal lassi mivelet. Ehelyett sorsoljunk ki minden oszlophoz egy véletlen hash
értéket. Amennyiben feltehetjiik, hogy a métrix oszlopainak szama 216-nal kisebb, akkor a szilletésna-
pi paradoxon? elkeriilése miatt valasszunk 32 bit szélesség(i egyenletes eloszlast véletlen szamot. Az
algoritmus tényleges implementalé&sa soran tehat egyesevel olvassuk az oszlopokat, véletlen szamot
generalunk, és minden sornak folyamatosan frissitjik azt a valtozdjat, ami megadja a legkisebb, 1-est
tartalmazd indexet.

Mivel egy lenyomatnak k darab eleme van, ezért minden sorhoz k darab véletlen szamot allitunk
el, és k darab hash értéket tarol6 valtozot tartunk karban. VegyUk észre, hogy a lenyomat el$allitashoz
egyszer megyunk végig a matrixon.

Két lenyomat hasonl6sagat az paronként egyez6 lenyomatok szamanak k-hoz vett aranya adja
meg, azaz R R
g — [{¢: Miy =M}

J k ’
ahol M; ;, az M matrix i-edik soréanak ¢-edik elemét jel6li.

Be fogjuk bizonyitani, hogy dAij JO becslése djj-nek abban az értelemben, hogy ha i és j sorok
nagyon hasonlok, akkor azok lenyomatai is nagy valészin(iséggel hasonlék. Ehhez a kdvetkez6 ész-
revételt hasznaljuk fel.

3.3. észrevétel. Tetszbleges (i, j) sorparra igaz, hogy
P[l\//l\i’g = M\j’g] = djj.

Bizonyitas: Csak akkor lehet a két lenyomat azonos, ha a legalabb az egyik oszlopban az 1-est tar-
talmazo indexek kozul olyan index kapta a legkisebb véletlen szamot, amelynél mindkét oszlopban
1-es szerepel. Ennek valdszinlsege éppen djj, amennyiben a permutacié egyenletesen szorja szét az
egyeseket.

Es most a hasonl6sag meg6rzésével kapcsolatos allitas:

3.4. tétel. Legyenek 0 < & < 1, és € > 0 valds szamok. Amennyiben k > — '”2242, akkor &-nél kisebb a
valdsziniisége annak, hogy a lenyomat és az eredeti hasonldsag kiilonbsége €-nal nagyobb.

LA sziiletésnap paradoxonnal kapcsolatos kérdés a kévetkezd: ,Mekkora a val6szin(isége annak az eseménynek, hogy
emberek egy véletlenszer(ien valasztott r f6s csoportjaban van legalabb két személy, akik egy napon tnneplik a sziiletés-
365)_ | 2
—r

napjukat?”. Elemi kombinatorikus Gton a valasz meghatarozhat6: p,=1— (3[65rr ~1—exp 535 A feladat kdvetkezménye
az az allitas, miszerint 2" elemnek 22" elem(i halmazbol kell egyenletes eloszlas szerint véletlenszer(ien egyesével kulcsot
sorsolni, hogy kicsi (exp(—3) < 0.05) legyen annak val6szinlsége, hogy két elem ugyanazt a kulcsot kapja.
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Bizonyitas: Tekintsik az i, j sorokat. Definialjuk X valészin(iségi valtozét, ami 1 I\ﬁu =M j,¢ eseten,
kilonben 0. Legyen X = X1 +. .. + Xx.

X, binomidlis eloszlésa és az el6z8ekben kimondott észrevétel miatt E [X;] = p=P(Mi ;=M ) =
= dij. A lenyomatok hasonl6saganak definiciojabol adodik, hogy dAiJ- = é irjuk fel X-re fiiggelék
a ?7-es tételét: ,

P(X >K(E[X]+g)) <e 2K

Ebbél a bal oldal atalakitasaval megkapjuk az allitast:

P(X >k(p+¢)) :P(é—p>8) = P(dij —dij > €)

Hasonléan megkaphatjuk, hogy P (dij —dij > g) < e=26k amibdl ad6dik, hogy

P(|dij—dij| > €) < 2e7%%



4. fejezet

Gyakori mintak kinyerése

A fejlett tarsadalmakra jellemz6, hogy szamos, a mindennapi életlink soran gyakran hasznalt ter-
méket és szolgaltatast nélkiilozhetetlennek tartunk. Minél sokszin(ibb a felhasznaloi csoport, annal
nehezebb egy olyan Uzenetet el juttatni résziikre, ami mindenki szdmara egyertelmd, &m ha valaki-
nek ez sikerll, az nagy haszonnal jarhat, hiszen par szazalékpontos ndvekedés is szignifik&ns a nagy
volumenben értékesitett termékeknél. A piaci stratégiak kialakitasanal is elsésorban a sokasagra, il-
letve a sokasag jellemzéire vagyunk kivancsiak. Egyedi, kiilonc elemek akkor érdekesek, ha példaul
csalasokat akarunk felderiteni. Fenti eseteken kivil vizsgalhatjuk a gyakori balesetet okozd helyze-
teket, a szamitdgépes haldzatban gyakran el&forduld, riasztassal végz6dd eseménysorozatokat, vagy
pl. azt, hogy az egyes nyomtatott médiumoknak milyen az olvasoi 6sszetétele, és amennyiben tébb
magazinnak, Ujsagnak hasonld a célcsoportja, érdemes tzenetlinket tobb helyen is elhelyezni, hogy
hatékonyabban 6szténdzziik meglevd és potencialis vasarléinkat.

Oldalakon keresztiil lehetne sorolni azon példakat, amikor a gyakran el6fordulé ,,dolgok” érté-
kes informaciot rejtenek magukban. A szakirodalomban a dolgokat mintaknak nevezziik, és gyakori
minték kinyerésérél beszélink.

A minta tipusa toébbfele lehet. VVasarloi szokasok felderitésénel gyakori elemhalmazokat kerestink,
ahol az elemek a termékeknek felel meg. Utazasokkal kapcsolatos szokasoknal a gyakran igénybe
vett, koltséges szolgaltatasok sorrendje is fontos, igy gyakori sorozatokat kerestnk. Telekommuni-
kacids haldzatokban olyan feltételek (predikatumok) gyakori fennallasat keressik, amelyek gyakran
eredményeznek riasztast. Ezeket a gyakori bool formulékat megvizsgalva kaphatjuk meg példaul a
gyakori téves riasztasok okait. A bongészési szokasok alapjan fejleszthetjik oldalaink strukturajat,
linkjeit, igy a latogatok még gyorsabban és hatékonyabban talaljak meg a keresett informéaciokat. A
bdngészés folyamatat cimkézett gyokeres fakkal jellemezhetjiik Gyakori mintakat kinyerd algoritmu-
sokat a rakkutatasban is alkalmaztak. Azt vizsgaltak, hogy a rakkeltd anyagokban vannak-e gyakran
el6fordulé molekula-strukturék. Ezeket a struktirakat cimkeézett grafokkal irjuk le.

A peldakbol kovetkezik, hogy a minta tipusa sokféle lehet. Sejthetjiik, hogy mas technikékat kell
majd alkalmazni pl. cimkézett grafok keresésénél, mintha csak egyszer(i elemhalmazokat kerestnk.
Ebben a részben egy altalanos leirast adunk, egy egységes matematikai keretbe helyezziik a gyako-
ri minta kinyerésének feladatat. Emellett ismertetjik a legfontosabb modszerek altalanos — a minta
tipusatol fliggetlen — leirasat.

41
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4.1. A gyakori minta definicioja

E rész megértéséhez feltételezzik, hogy az olvaso tisztaban van a 2.1 részben definialt fogalmak-
kal (rendezések, korlat, valodi korlat, maximalis korlat, predikatum,).

4.1. definicié. A H halmaz a < rendezésre nézve lokalisan véges, ha minden x,y € H elemhez, ahol
X < y,veges szamu olyan z elem létezik, amelyre x <z <y.

4.2. definicio. Az m K = (M, <) parost, ahol M egy alaphalmaz, < az M-en értelmezett részben
rendezés, mintakornyezetnek nevezziik, amennyiben M-nek pontosan egy minimalis eleme van, M
halmaz a < rendezésre nézve lokalisan véges és rangszdmozott (graded), azaz létezik a | | : M — Z
an. méretfiiggvény , amire |m| = |m’| + 1, ha m-nek maximalis valddi als6 korlatja m’. Az M elemeit
mintaknak (pattern) nevezzik és M-re, mint mintahalmaz vagy mintatér hivatkozunk.

Az m’ < m esetén azt mondjuk, hogy m’ az m részmintaja, ha m’ < m, akkor valédi részmintarél
beszéliink. A <-t tartalmazasi relaciénak is hivjuk. Az altalanossag megsértése nélkul feltehetjuk,
hogy a minimalis méret(i minta mérete 0. Ezt a mintat tres mintanak hivjuk.

ime az egyik legegyszer(ibb példa mintakdrnyezetre, amelyet vasarloi szokasok feltarasa soran
alkalmaztak el@szor. Legyen J véges halmaz. Gyakori elemhalmazok keresésénél a (27, C) lesz a
mintakornyezetet, ahol C a halmazok tartalmazasi relacigjat jeléli. A méretfuggvény egy halmazhoz
az elemszamat rendeli. Az elemhalmazokon tul kereshetlink gyakori sorozatokat, epizodokat (véges
halmazon értelmezett részben rendezéseket), bool formulékat, cimkézett gydkeres fakat vagy altala-
nos grafokat. Ezen mintakornyezetek pontos definicidjat a kbvetkez6 fejezetekben talaljuk.

4.3. definicio. Legyen (Hi, < 1) (H2, = 2) két részben rendezett halmaz. Az f : Hy — Hy flggvény
rendezés valtd vagy mas szoval anti-monoton, amennyiben tetszéleges x,y € Hi, x < 1y elemekre

f(y) 22f(x).

4.4. definici6. A gyakori minta kinyerésnek feladatdban adott egy B bemeneti (vagy feldolgozandd)
adathalmaz, & ¥ = (M, =) mintakdrnyezet, egy supps : M — N anti-monoton fuggvény és egy
min_supp € N kuszobszam. Feladat, hogy megkeressik azon mintékat, amelyekre a supp fliggveny
min_supp-nal nagyobb vagy egyenld értéket ad :

GY = {gy : gy € M, supps(gy) > min_supp}.

A suppsg fuggvényt tamogatottsagi flggvénynek (support function), min_supp-ot tamogatottsagi ki-
sz6bnek, a GY elemeit pedig gyakori mintdknak hivjuk. A nem gyakori mintakat ritkaknak nevezzik.
Az érthet6ség kedvéért a B tagot gyakran elhagyjuk, tovabba a supp(m)-re mint a minta tdmogatott-
saga hivatkozunk. A tdmogatottsagi fliggvény értéke adja meg, hogy egy minta mennyire gyakori a
bemenetben.

Az elemhalmazok példajanal maradva a bemenet lehet példaul elemhalmazok sorozata. Ekkor
egy H halmaz tdmogatottsagat gy értelmezhetjiuk, mint a sorozat azon elemeinek szama, amelyek
tartalmazzak H-t. Példaul a ({A,D}, {A,C},{A,B,C,D},{B},{A,D},{A,B,D}, {D}) bemenet ese-
tén supp({A,D}) = 4. Ha min_supp-nak 4-et adunk meg, akkor GY = {{A},{D},{A,D}}.

A tdmogatottsag anti-monotonitadsabol kovetkezik az al&bbi egyszer(i tulajdonsag.

4.5. tulajdonsag. Gyakori minta minden részmintaja gyakori.
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A mintakat elemhalmazok, sorozatok, grafok, sth. forméajaban fogjuk keresni, azaz a mintak min-
dig valamilyen alaphalmazon definialt strukturak lesznek. Ha az alaphalmazon definialunk egy teljes
rendezést, akkor az alapjan — kdnnyebben vagy nehezebben — a mintékon is tudunk teljes rendezést
adni. Ezt példaul elemhalmazok esetében a lexikografikus rendezés , grafok esetében a kanonikus
cimkezés segitségével fogjuk megtenni. A mintakon értelmezett teljes rendezés egyes algoritmus-
nal (pl.: APRIORI) a hatékonysag novelésére hasznalhatd, masoknak pedig alapfeltétele (pl.: Zaki).
Sokszor fog felbukkanni a prefix fogalma is, amihez szintén egy teljes rendezésre lesz sziikség.

4.6. definici6. Legyen < a H halmazon értelmezett részben rendezés. A < ' teljes rendezést a <
lineéris kiterjesztésének hivjuk, ha minden x <y parra x < 'y teljesl.

A lineéris Kiterjesztéseknek azon csoportja érdekes szamunkra, amelyek mérettartoak. Ez azt jelenti,
hogy |x| < |y| esetén a x < 'y feltételnek is fenn kell allnia. Amikor tehat a & x = (M, <) minta-
kornyezet < tagjanak egy mérettarto linearis kiterjesztését akarjuk megadni, akkor az azonos méret(i
elemek kozott definialunk egy sorrendet. A tovabbiakban a mérettartd jelz6t elhagyjuk, és minden
lineéris Kiterjesztés alatt mérettartd linearis Kiterjesztést értiink.

4.7. definici6. Legyen & & =(M, <) mintakdrnyezet és <’ a < egy linedris kiterjesztése. Az m minta
(-elem(i részmintai kozil az <’ szerinti legels6t hivjuk az m minta /-elem( prefixének.

Példaul, haJ={A, B,C,D,E}, és az azonos méret(i mintdkon az abc rendezés szerinti lexikografikus
rendezést vesszilk a teljes rendezésnek, akkor példaul az {A,C, D, E } minta 2-elem(i prefixe az {A,C}
halmaz.

4.1.1. Hatékonysagi kérdések

A bemeneti adat és a mintdk halmaza altalaban nagy. Példaul bemeneti sorozatok esetében nem
ritkak a 10° nagysagrend(i sorozatok, a mintatér pedig altalaban 10° nagysagrend(i halmazok hatvany-
halmaza. llyen méretek mellett a naiv algoritmusok (példaul hatarozzuk meg a mintahalmaz minden
elemének tAmogatottsagat, majd valogassuk ki a gyakoriakat) tul sok ideig futnanak, vagy tul nagy
lenne a memdriaigényuk. Hatékony, kifinomult algoritmusokra van sziikség, amelyek speciélis adat-
struktdrakat hasznalnak.

Egy algoritmus hatékonysagat a futasi idével (ami aranyos az elemi Iépések szamaval) és a fel-
hasznalt memoriaval jellemezzik. Példaul megmondhatjuk, hogy adott méret(i bemenet esetén atla-
gosan, vagy legrosszabb esetben mennyi elemi Iépést (6sszehasonlitas, értékadas), illetve memdriat
hasznal. Sajnos a gyakori mintat kinyer6 algoritmusok mindegyike legrosszabb esetben a teljes minta-
teret megvizsgalja, ugyanis a tdimogatottsagi kiiszob fliggvényében a mintatér minden eleme gyakori
lehet.

A gyakori minta-kinyerés korszakanak elsd 10-15 évében az algoritmusok hatékonysagat — elmé-
leti elemzések hijan — minden esetben teszteredményekkel igazoltak. Szinte minden algoritmushoz
lehet talalni olyan bemeneti adatot, amit az algoritmus nagyon hatékonyan képes feldolgozni. Ennek
eredményeként példaul, csak a gyakori elemhalmazokat kinyeré algoritmusok szama meghaladja a
150-et, és a mai napig nem tudunk olyan algoritmusrdl, amelyik az dsszes tobbit legy6zné futasi id6
vagy memoriafogyasztas tekintetében.

A jovo feladata ennek a kaosznak a tisztazasa. Ehhez a legfontosabb 1épés a bemeneti adat ka-
rakterisztikajanak formalis leirasa lenne. Sejtjik, hogy legjobb gyakori mintakinyerd algoritmus nem
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létezik, de talan van esélytink értelmes megallapitasokra, ha a bemenetre vonatkozoan kiilonb6z4 fel-
tételezésekkel éliink (szokasos feltétel példaul az, hogy a bemenet olyan sorozat, melynek elemei
kis méretii halmazok vagy az, hogy csak nagyon kevés magas tamogatottsagu minta van) és ezekhez
probaljuk megtalalni az idealis algoritmust.

4.2. Tovabbi feladatok

A gyakori mintakinyerés egyik nagy kritikaja, hogy sokszor tdl nagy a kinyert mintak szdma. Van-
nak olyan feladatok, ahol nem az dsszes gyakori mintat kivanjuk kinyerni, hanem csak egy résziket.
Erre példa az un. top-k mintakinyerés, melynek sorén a k legnagyobb tamogatottsagu mintat keressuk.
Emellett az al&bbi feladatok Iéteznek.

4.2.1. Nem bdvithetd és zart mintak

4.8. definicié. Az m gyakori minta B-re nézve nem bovithet6 (maximal), ha nem létezik olyan m’
gyakori minta B-ben, amelynek m valddi részmintaja.

4.9. definicié. Az m minta B-re nézve zart, amennyiben nem létezik olyan m’ minta B-ben, amelynek
m valddi részmintaja, és m’ timogatottsaga megegyezik m tamogatottsagaval (supp(m’) =supp(m)).

Az ember azonnal lathatja, hogy mi értelme van annak, hogy csak a nem bovithetd6 mintakat
keressik meg: egyértelmiien meghatarozzak a gyakori mintakat és szamuk kevesebb. Sajnos a nem
bdvitheté minték alapjan csak azt tudjuk megmondani, hogy egy minta gyakori-e, a timogatottsagot
nem tudjuk megadni (legfeljebb egy also korlatot).

Nem ilyen trivialis, hogy mi értelme van a gyakori zart mintaknak. Azt latjuk, hogy a zart gyakori
mintak a gyakori mintak részhalmazai, és a zart mintak részhalmaza a nem bdvithetd mintak, hiszen

4.10. tulajdonsag. Minden nem bovithet6 minta zart.

Mégis mi célt szolgalnak a gyakori zart mintak? Ennek tisztazasahoz két Uj fogalmat kell beve-
zetnilink.

4.11. definici6. Az m’ minta az m minta lezartja, ham=<m’, supp(m)=supp(m’) és nincsm”:m"<m”,
melyre supp(m’) = supp(m”).

Nyilvanvalo, ha m zart, akkor lezartja megegyezik 6Gnmagaval.

4.12. definicio. Az m x = (M, <) mintakornyezet a zartsagra nézve egyértelmd, amennyiben minden
m € M minta lezartja egyértelmdi.

Latni fogjuk, hogy példaul az elemhalmazokat tartalmazé mintakdrnyezet zartsagra nézve egyertel-
m{, mig a sorozatokat tartalmaz6 nem az. A zartsagra nézve egyértelmd mintakornyezetekben a zart
mintak jelentsége abban all, hogy ezek ismeretében tetszéleges mintardl el tudjuk doénteni, hogy
gyakori-e, és ha igen, meg tudjuk pontosan mondani tamogatottsagat. Sziikségtelen tarolni az 6sszes
gyakori mintat, hiszen a zart mintakbdl ezek egyértelmiien meghatarozhaték. Az m minta gyakori, ha
része valamely gyakori zart mintanak, és m tdmogatottsdga megegyezik a legkisebb olyan zart minta
tAmogatottsagaval, amelynek része m (ez ugyanis az m lezartja).
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4.2.2. Kenyszerek kezelése

Nem mindig érdekes az 6sszes gyakori minta. El6fordulhat, hogy példaul a nagy méret(i, vagy
bizonyos mintékat tartalmazo, vagy nem tartalmazo, stb. gyakori mintak nem fontosak. Altalanosit-
hatjuk a feladatot Ugy, hogy a felhasznal6 kényszereket, predikatumokat ad meg, és azokat a mintakat
kell meghataroznunk, amelyek kielégitik az 6sszes kényszert.

A feladat egyszerl megoldasa lenne, hogy — mint utéfeldolgozas — a gyakori mintakat egyese-
vel megvizsgalva torolnénk azokat, amelyek nem elégitenek minden kényszert. Ez a megoldas nem
tal hatékony. Jobb lenne, ha a kényszereket minél ,,mélyebbre” tudnank helyezni a gyakori minta-
kat kinyerd algoritmusokban. Ez bizonyos kényszereknél megtehetd, masoknal nem. Nézzik, milyen
osztalyokba sorolhatjuk a kényszereket.

Tulajdonképpen az is egy kényszer, hogy gyakori mintakat keresunk. A gyakorisagra vonatkozo
predikatum igaz, ha a minta gyakori, ellenkez6 esetben hamis. Ez a predikatum anti-monoton:

4.13. definici6. Legyen (H, <) egy részben rendezett halmaz. A p : H — {igaz, hamis} predikatum
anti-monoton, amennyiben tetsz6leges x € H elem esetén, ha p(x) = igaz, akkor p(y) is igazat ad
minden y < x elemre.

Ha a fenti definicioba y <x helyett x<y irunk, akkor a monoton predikatumok definicidjat kapjuk. Egy
predikatum akkor és csak akkor monoton és anti-monoton egyben, ha a mintatér minden eleméhez
igaz (vagy hamis) értéket rendel. Az ilyen predikatumot trivialis predikatumnak hivjuk.

4.14. definicio. Legyen (H, <) egy részben rendezett halmaz. A p : H — {igaz, hamis} predikatum
prefix anti-monoton, amennyiben megadhat6 a <-nek egy olyan <’ linedris kiterjesztése amire, ha
p(m) = igaz, akkor p az m minden prefixén is igaz.

4.15. definici6. Legyen (H, <) egy részben rendezett halmaz. A p : H — {igaz, hamis} predikatum
prefix monoton, amennyiben megadhatd a <-nek egy olyan <’ linearis kiterjesztése amely, ha p(m) =
= igaz, és az m’ mintanak m prefixe. akkor p(m’) is igaz.

Minden anti-monoton (monoton) predikatum egyben prefix anti-monoton (prefix monoton) is.

4.16. definicio. A p predikatum erdsen atalakithatd, amennyiben egyszerre prefix anti-monoton és
prefix monoton.

A 4.1 abran lathato a kényszerek kapcsolata [115].
Sejthetjlik, hogy az anti-monoton predikatumok lesznek a legegyszer(ibben kezelhetdk. llyen anti-
monoton predikatumok példaul a kdvetkezok :

— A minta mérete ne legyen nagyobb egy adott kiiszobnél.

— A mintanak legyen része egy rogzitett minta.

Vasarloi szokasok vizsgalatanal — amikor a vasarléi kosarakban gyakran el6fordulé termékhalma-
zokat keressuk — monoton kényszer példaul az, hogy a termékhalmazban Iévd elemek profitjanak
dsszértéke (vagy minimuma, maximuma) legyen nagyobb egy adott konstansnal.

Prefix monoton predikatum peldaul, hogy a termékhalmazban talalhato termékek aranak atlaga
nagyobb-e egy rogzitett konstansnal. Rendezziik a termékeket aruk szerint ndvekvé sorrendbe. Ezen
rendezés szerinti lexikografikus rendezés legyen a teljes rendezés. Nyilvanvalo, hogy ekkor a prefix-
ben talalhaté termékek arai nagyobbak, mint a prefixben nem szerepl6 termékei arai. Ez a kényszer
prefix monoton, hiszen a prefix a legolcsobb termékeket nem tartalmazza, igy atlaga nem lehet kisebb.
Erdemes atgondolni, hogy ez a predikatum raadasul erésen atalakithato.
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trivialis

anti—-monoton )

prefix
monoton

erésen
atalakithat6

nem atalakithato

4.1. abra. A kényszerek (predikatumok) osztalyozasa

4.2.3. Tobbszoros tamogatottsagi kiiszéb

Vannak olyan alkalmazasok, amelyekben a gyakorisag egyetlen, univerzalis tamogatottsagi k-
szOb alapjan torténo definialasa nem megfelel. Ha példaul vasarlasi szokasok elemzésére gondolunk,
akkor a nagy értéki termékekkel kapcsolatos tudas legalabb annyira fontos, mint a nagy mennyiség-
ben értékesitett, de kis haszonnal jar6 termékekkel kapcsolatos informacio. Kézenfekvé megoldas,
hogy annyira lecsokkentjik a tamogatottsagi kiiszobdt, hogy ezek a ritka elemek is gyakoriak legye-
nek, ami azzal a veszéllyel jar, hogy (ezen fontos elemek mellett) a mintatér nagy része gyakoriva
valik. Tébbszoros tAmogatottsagi kiiszobnél a mintatér minden eleméhez egyedileg megadhatunk egy
tamogatottsagi kiisz6bot, azaz létezik egy min_supp : M — N fliggvény, és az m akkor gyakori, ha
supp(m) > min_supp(m).

Tobbszords tamogatottsagi kiiszob esetén nem igaz a 4.5 tulajdonsag. Hiaba nagyobb ugyanis egy
részminta tamogatottsaga, a részmintahoz tartozo tdmogatottsagi kiiszéb még nagyobb lehet, és igy a
részminta nem feltétlendl gyakori.

4.2.4. Dinamikus gyakori mintakinyeres

Egyre népszer(ibb adatbanyészati feladat a gyakori mintdk Gn. dinamikus kinyerése. Adott egy
kiindulasi B bemenet a hozza tartozé gyakori mintakkal és tamogatottsagokkal és egy masik B’ be-
menet. Altalaban a B’-t valami apré modositassal kapjuk B-b&l. Feladat, hogy minél hatékonyabban
talaljuk meg a B’-ben gyakori mintakat, azaz minél jobban hasznaljuk fel a meglévé tudast (a B-ben
gyakori mintakat). Gondolhatunk itt egy on-line aruhazra, ahol kezdetben rendelkezéstinkre allnak
az elmalt havi vésarlasokhoz tartoz6 gyakori termekhalmazok, mikzben folyamatosan érkeznek az
Uj vésarlasok adatai. Hasznos, ha az ujonnan felbukkano gyakori mintakat minél hamarabb felfedez-
zik, anélkdl, hogy a bdvitett adatbazisban off-line médon lefuttatnank egy gyakori mintakat kinyeré
algoritmust.
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4.3. Az algoritmusok jellemzéi

Helyes vagy helyesen miikddd jelzdvel illetjiik azokat az algoritmusokat, amelyek nem hibaznak,
tehat csak gyakori mintakat nyernek ki és azok tamogatottsagat jol hatarozzak meg. Teljes egy algo-
ritmus, ha be lehet bizonyitani, hogy az 6sszes gyakori mintat és tamogatottsagaikat meghatarozza.
Helyesen m(ikodo és teljes algoritmusokrol fogunk beszélni, de szd lesz olyan algoritmusokrol is,
amelyekrdl csak azt tudjuk, hogy (bizonyos feltételezésekkel élve) kicsi annak a val6sziniisége, hogy
nem talal meg minden gyakori mintat.

Szélességi bejarast valdsitanak meg azok az algoritmusok?®, amelyek a legkisebb mintakbol ki-
indulva egyre nagyobb méret(i gyakori mintakat nyernek ki. Egy ilyen algoritmusra igaz, hogy az
(-elemi gyakori mintakat hamarabb talalja meg, mint az ¢-nél nagyobb elem( mintakat. Mélységi
bejarast megvaldsito algoritmusokra ez nem igaz; ezek minél gyorsabban prébalnak eljutni a nem
bévitheté 