MECHANIKA

Vonatkoztatasi rendszer: azon test, ill. testek altal meghatarozott rendszer, amelyekhez
viszonyitjuk a kiszemelt test mozgasat. Koordinata-rendszert rendeliink hozza
(Descartes).

Pontszerii test: anyagi pontnak, tdomegpontnak vagy pontszerii testnek nevezziik az olyan
idealizalt testet melynek nincs kiterjedése, de van tomege.

Merev test: a testek kiterjedését is figyelembe vessziik, de a deformdciot nem. Pontjai
egymashoz képest valtozatlan helyzetiiek.

crer

vessziik, de a deformacidé nem maradando.
Képlékeny test: figyelembe vessziik a kiterjedést és a maradandé deformdciot is.

A mechanika felosztasa:

a,
- anyagi pont mechanikdja (egy tomegpontot modelleziink)
- tobb anyagi pontbol 4ll6 pontrendszerek
- merev testek
- rugalmas testek
- keéplékeny testek
b,

- kinematika: a mozgésukat onmagukban, keletkezésiikre valo tekintet nélkiil irja le

- dinamika (kinetika): figyelembe veszi a mozgésokat befolyasolod tényezdket, a
testek kozotti kolesonhatasokat

- statika: a testek egyensulyi feltételeit vizsgalja

ANYAGI PONT KINEMATIKAJA

Az anyagi pont helyét Descartes-féle koordinatarendszerben x,y,z koordinatakkal lehet
meghatarozni. Minden koordinata fligghet az 1d6tol:
r(X(1), Y(1), Z(1))

Kinematikai mozgésegyenlet -> palya leirasa

Egyenes vonalu egyenletes mozgas: egyenes vonali egyenletes mozgast végez az anyagi
pont, ha egyenes vonalu palyan, allandéan ugyanabban az irdnyban halad, és egyenld
1d6kozok alatt egyenld utakat tesz meg.

As=c-At => CZE
At

Szabadesés, gyorsulds: légiires térben minden test egyforman esik, ez a fiiggdleges irdny

mozgas a szabadesés.

T
s=k-* k=52
s
- A
V= —Sdtlagsebes seg
At
- k(t+ A0’ —kt®  2ktAt+ kA
Is parabola = N = ~ =2kt + kAt

hataratmenet: At - 0



v —> 2kt : szabadon esb test pillanatnyi sebessége (idovel egyenesen aranyosan novekszik)
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I

& atlaggyorsulas
A7 g8y

2k(t + At) + 2kt
At

Q|
Il

= 2k = szabadon es0 test gyorsuldsa idoben allando, értéke 2k, jele g

tartomdnya: (egyenlit6tol) 9,78ﬂ2 <g< 9,83ﬂ2 (sarkokig)
s s

Szabadesés torvényei:

1 2
s=—-g-1

) g
v=g-t
a =g =allando

A SEBESSEG ES A GYORSULAS TETSZES SZERINTI
EGYENES VONALU MOZGASOKNAL

" _g: x(t+At)—x(t)

(differencia-hdnyados)

At At
N0
’ dt
A
* dt

Egyenes vonali, x-tengely menti mozgasoknal a sebesség (vx) a mozgd pont x
koordinatajanak, a sebesség (v) nagysaga pedig az utnak id0 szerinti derivaltja.

Egyenes vonalu, x-tengely menti mozgasokndl a gyorsulas a mozgd pont vy
sebességének 1d0 szerinti derivaltja (az x koordindta masodik — id6 szerinti — derivaltja).
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1,
pl.:s:zat D>v=at=>a=a

Altalanosabb eset:

t = 0-ban xy, vy
X=X,+V, -t+§at2

V., =V, +at

Harmonikus rezgomozgas:

lu
x, = A-cos(w,t +a)

w, : sajat korfrekvencia
o : kezdofazis
A: amplitido (egyenstlyi helyzetbdl valé maximalis kitérés)

w, =2rx-f, _z

0
fo: sajatfrekvencia (egységnyi 1d0 alatt megtett rezgésszam)
Ty: periddusido (egy teljes rezgés ideje)

v(t) = -Aw, -sin(o,t + o)

2
a(t)=—-Aw, -cos(o,t+a)
Vektor: a tér adott irdnyu, irdnyitasa és hossziisagu szakasza

Vektor differencialasa skalaris mennyiség szerint:

9A_ fim, A4 -y 4D AW
di MTUA M M
d(4B) _d4, dB

dt dr = dr ©




A sebesség és a gyorsulas altalanos definicioja:

Anyagi pont helye: r(¢) =x(¢)-i+ y(¢)- j+z(1)- k

Sebességvektor (,,sebesség”): a helyvektor 1d6 szerinti differencialhanyadosa

dr
y=—
t

— Ar
As:PP'z’v;|Ar|:PP':>u:£:>§

At At dt
A sebesség iranya mindig a palya érintdjének iranya, a sebesség
nagysdga az Ut id0 szerinti derivaltja.

A gyorsulasvektor (,,gyorsulds™): a sebességvektor idd szerinti derivaltja vagy a helyvektor
1d6 szerinti masodik derivaltja.

_dv _d’r

a =
dt dt’

Minden olyan mozgéast amelynél a gyorsuldsvektor nem zérus, gyorsuldé mozgasnak
neveziink. Mivel gorbe vonali mozgasoknal a sebesség iranya feltétlentil valtozik, ezért
minden gorbe vonali mozgés egyben gyorsuldo mozgas is.

dx dy dz
V.=—3V, =—;V, =—
dt ~ dt dt
dv., d’x dv, d*y dv. d’z
arz :—;a = —= ;az
Yoodt dtr T At dr? dt dt’

2 2 2
S RVA N U

_ 2 2 2
a=.la, +a, +a,

Anyagi pont legaltalanosabb mozgasa felbonthat6 3 egyenes vonali mozgasra.

]
a, (i)~ (o) = [a(t)di
ly



]
b, r(ty)—r(tg) = [u(t)d

Hajitas, egyenletesen gyorsuldo mozgasok:

Vizszintes hajitas:

o

X
szabadesésbol
v
X=vi=>t=— 2
X 1 2 v
z=—g—
1
z z= —gt2 2 x
2
Ferde hajitas:
4 ballisgpilus gitbe = 0-ban: x =0,z =0,v, =v, -cosa,v, =V, -sina
Vi
2 »
X
A szuperpozici6 elve alapjan:
Vy =V, -Cosx V, =V, -sina
. 1 »
X =V, t-COsx z:vo-t-51na—§gt
X dx V, -COSQ Z dz v, -sina — gt
= —_—= . zZ=—= . _
da ° da °
a,=x=v,=0
a,=Z=v,=-g
Ha 0°<a<180° az emelkedési 1d6:
. v, -sin2a
v, () =vy-sina—gt=0=1,=-"2—"—
g
.. L., 2v, -sina R ,
A kiindulasi sikba (ty: hajitasi idd) ¢}, = M = 2t, 1d6 mulva ér
2v, -sin 2«

hajitasi tavolsag: x(¢5)=v, -cosa -
g
ballisztikus gorbe: figyelembe veszi a 1égellenallast

»  vizszintesen hajitott test mozgdsa Osszetehetdleg vizszintes
egyenes menti egyenletes mozgasbol ¢és a fliggdleges iranyu

(0=45° esetén a maximalis)



KORMOZGAS

Egyenletes kormozgas: ha a tdmegpont a korpalyan egyenld idokozok alatt egyenld utakat
tesz meg mindig ugyanolyan koriilfutasi iranyban

Gyorsulas:

Geometriai értelmezés:

Av=y'-y=AD
PAD egyenld szara haromszog
=P

PAD szog =90° - % — a 1 v-re (O felé mutat)

T PPiv=As

|A‘—}|;V'A(0=V~2£ (As:Ar(p)—>M:3.£ﬂ>a _
r

V2
At r At P 7

N | <

Yy =

2
Egyenletes kérmozgasnal a gyorsulas a kor kozéppontja fele iranyul, és nagysaga a, = r
Sikbeli polarkoordinatak:

¥
A

X=r-cosQ

(zy) y=r-sing

.




Egvenletes kormozgas:

t = 0-ban p=0° r allando p=w-t

 (szOgsebesség) : egységnyi id6 alatt megtett szogelfordulas (radianban) mértékegység: 1
s

do(t) 2rn
= = —= 2
altalaban: @ dt T Z

Vl=r-@=r-o-t—>v=r-w

a.p vektorialakja A, = —w? r

Analitikus értelemben:

, xX=r-cosp=r-cos(w-t)
A

y=r-sin(@-t)

Ve =—F-@-sin(@-t)

(=) a, =—r-w* cos(w-1)
r vy, =r-o-cos(w-1)
2 .
¢ > Uy =-T-0"-sin(w-?)

ay és ay is az origo felé mutat, ebbdl kovetkezden az ereddjiik is

a=,/a£ +a)2, =r-0° -\/sinz(a)-t)+cos2(a)-t) =7 °

Tetszés szerinti kormozgas:

r = allandd
@ =o(1)
0=

dt

szOgsebesség: egységnyi idore vonatkoztatott szogelfordulas
szoggyorsulas (f): egységnyi idOre vonatkoztatott szogsebesség valtozas
_do d2¢>
P~
Ha g allando, akkor egyenletesen gyorsuld kormozgasrdl van szo.
A nem egyenletes kdrmozgasnal az a gyorsulas nem a kor kozéppontja felé mutat, hanem

felbontand6 a mar ismert a_, = —w? -r centripetalis (normalis) gyorsulasra, és az erre

P

v v

merdleges, az €rintd (v sebesség iranyaba) mutatd a, = — érintéleges

i
(tangencialis/palyamenti) gyorsulasra.

a=a. +a, (vektorialis 0sszeg)

a,=r-f=r-o



A SEBESSEG"ES A GYORSULAS KOMPONENSEI
KULONBOZO KOORDINATA RENDSZEREKBEN

1. Derékszogi:

b =t x n (binormalis)

t, n, b a palya természetes koordinata-rendszere

A palya P pontjdban az ¢érintd irdnyaba esd
egységvektor ¢. Az erre merdleges, és a simul6 sikban
levd fonormalisnak a konkdv oldal felé mutatd
egységvektora legyen n.

Simul6 sik: a térgdrbe Py pontbeli simul6 sikja a gérbe 3 nem egy egyenesbe eso €s altalaban
Py-t61 kiilonbozd pontjan athelyezett sik hatarhelyzete midén a harom pont Py-hoz
konvergal, feltéve, hogy ez a hatarhelyzet 1étezik.

Ivhossz-paraméter:

Természetes paraméterezés: a paraméter értéke €és a gorbe hossza megegyezik

t
ivhossz: s = '[|1>(u)|du

0
Sebesség:
dr dr ds dr dr dt dr 1 dr 1 r
\_}:—:—-—:t~v (—:—.—z—-—z—v—z—.zt
di ds di ds dt ds di ds dt v ||
dt




d(vt)
dt
egységvektor id6 szerinti derivaltja, merdleges lesz az egységvektorra

a=v= =Vt +vi

Altaldban egységvektorra:

de  90° —%"ﬂmoc’ Se(t) L %

dy

=}
ey’ =all

2e(1)-é(1) =0

Ag;Agpg—)g’an

dt ~

Specidlisan tehat a ¢ vektor két szomszédos ¢ vektor sikjaban, azaz a simulo-sikban van,

Va isi_dﬁ'n_l'é'n

YIS L o R dt

Aok = s R: gorbiileti sugar

ds 2

d(p:? {-tbeirva az a = vt +vi -be: g:\>§+%1_1
.1 ds

l=—-—:n

=r




3. Felbontas sikbeli polarkoordinatakba

. d(e.) . ) . s
v=r= 7 =re, +rge, = v, =7 (radialis)
d
gr :—¢e(p :(0 e(p

a=r=y=re.+re. +(Fp+rple,+rp-e,

("Legyen"é, = gé,,. ¢,=—¢-¢,)

X
>

a=(F-r¢*)e, +(rp+2ipe,
a, =r-— rgbz

ag =ré+2ig

4. Felbontas hengerkoordinatiakba

Z

X=p-cosQ, x=p-singp, z=z

3. eset alapjan:

¥ szp, V¢:p'¢a v, =z

Ap =P=PP°, Ay =pP+2pP, a, =2

A sebesség felbontasa térbeli polarkoordinatakba (gombi koordinatakba)

Plxy.z)
(X’ y’ Z) 9 (rf‘ a’ (p)

A sebesség felbontasa céljabol tekintsiik a P pontnak egy igen kicsi dr elmozduldsat amely
utan a pont koordinatdi (r+dr, a+do, ¢+dp). A dr elmozdulds Oszetehetd 3 egymaésra
merdleges kis elmozdulasbol:

- aradiusz-menti kis dr elmozdulasbol

- ameridian-kor menti rda elmozdulasbol

- aszélességi koron r-sina -de

Vp=F, Vg =F-Q, Vy =78




REZGESEG OSSZETEVESE ES FELBONTASA

Egvmassal parhuzamos. egyenlo frekvenciaju harmonikus rezgések osszetevése

xp=a-sin(@-t+ay)

Xy =ap -sin(@-t+ay)

X = X] + X, (szuperpozicié elve)

X=aj-(sinwt-cosq) +cosmt-sinay)+ay - (SInwt-cosay +coswt -sinay ) =

=(a) -cosay +ay -cosay)-sinwt + (a;sina +ay sinay ) - cos wt

a, A megoldast x = a-sin(w -t + ) alakban keressiik
X=a-cosa-sinwt+a-sina -coswt
(1) aj-cosay +ap -cosap =a-cosa
(2) a; -sinaj +ap -sinay =a-sina

(1)2 +(2)2 =>a= alz .cos? a1 +2ajay -cosay - cosay +a12 sin? ) +a§ sin? aH +

+2aya, sina) sinay, = a? = alz +a§ +2aya, -cos(ay —ay) =

:>a:\/a12+a§+2ala2-cos(az—al)
2 aysinay +a, sina
@), 1 +a 2

1 a; cosay +an cosa
1 1 2 2

b, A megoldast a komplex szamsikon keressiik

Alin
) x| =ay -cos(wt +ay)
Xy =ay -cos(wt+ay)
% cosinus-tételbol:
!
_ #1807 (n2-al) 2 2 ] B
' a- =a; +q —2611612 -cos(180 —(0[2 —0[1)) =
A » = a12 +a12 —2aya, -cos(ay, —ay) =
Ee

=>a= \/af‘ +af‘ —2aja, -cos(ay —ay)

Két, egyiranyt, o korfrekvenciaji harmonikus rezgés ereddje ugyancsak o korfrekvenciajua
harmonikus rezgés.

a=ay+ay,haa;—ay =m-2x m=0,1,2...

ha oy -0y =Qk+1)r k=0,12..

ay =a, »>a=0 akétrezgéskioltja egymast

a=|a1 —aj



Egviranyu, kiilonb6z6 frekvenciaju harmonikus rezgések:

X =aj-cos mt +ay -cos(wyt +0)

Mikor lesz periodikus?

ot =m-2xw,0yt =n-2xr = it (ha ez racionalis szam akkor periodikus a rezgés)
@ n

spec. eset.:
a) = wy és ap=day =a

0 —® o Wy + @ o
X=a-coswy +a-cos(wyt+9)= 2a-cos(¥-t——)-cos(¥-t+—)

2 2 2 2
|a)1 —a)2| << +wy
A
- — |
burkold gérbek

Az elso tag lassan valtozik, igy olyan rezgésnek tekinthetd, melynek korfrekvencidja
T2 ¢ amplituddja periodikusan valtozik.

Két kozel azonos hangfrekvencidju hangvilla esetén a jelenség eldallithato (lebegés)

[~A4? (intenzitas ~ amplitado), tehat cos? (% t— g) periodusanak megfelelden valtozik

a hangintenzitas

0| — @)
—=T,=x
2

=

M.Te:ﬁ:m—mn:l:fz=|f1—fz|



Egvmasra meroleges, egyenlo frekvenciaju, harmonikus rezgések

X . X
x:a-cosa)t:cosa)t:—:sma)t:,/1——
a a

y=b-cos(wt+0)

27
a):2 = —
( b T)
Z:cosa)t-c0s5—sina)t-sin5zi-cosdi‘ﬂ—f-sin5
b a a
y X 2 x2 -2
(=—=-c0s0)  =(1——)sin“ &
b a a?
2 2 2 2
b2 42 ab 22
2
x—z—Z-Q-c055+y—2:sin25 (ellipszis egyenlete)
a ab b

Két, egymasra merdleges, egyenld frekvenciaja, harmonikus rezgés ereddje elliptikus rezgés,
elliptikus polaros rezgés.

Néhany specialis eset:

a,
0=0 vagy = (linearis, vagy linedrisan polaros rezgés)
G2 02 y=Lihas=0, y=-2xhas=x
a b a a
b,
5:%V.agy5=377Z (00525:0,sin25:1)
x2 y2
—2 + —2 = 1
a b
Ellipszis fétengelyei a koordinata tengelyek.
C,

T RY/4
, 2

palya: kor = cirkularis rezgés (kérben polaros)



palyak:

/) O\

— i JT 3n
0=0 7| 2 | !
571 37 T 2
4 2 4 "

EGYMASRA MEROLEGES, KULONBOZO FREKVENCIAJU, HARMONIKUS
REZGESEK OSSZETEVESE

Kozel egyenld frekvencidji rezgések:

x=a-coswjt, y=b-cos(wyt+0)=>b-cos(wjt+¢&-t+0) ahol ¢ = v —w,

¢ kicsi wy, ill w»-hoz képest, ezért olyan egyenld frekvenciaju rezgéseknek tekinthetdk,
amelyeknek az ef + o faziskiilonbsége az idével lassan valtozik, vagyis valtozo tengelyl
ellipszist kapunk.

A mozgas periodikus, ha ZL racionalis szam (ekkor a palyagorbe zart)
)

Eov példa lényegesen kiillonbozo frekvenciakra:
X =a-coswt

y=>b-cos2awt
2 2 2 x2
y=b-(cos” ot —sin“ wt) =b-(2cos a)t—l):b-(2—2—1) (parabola)
a



Rezgések felbontdsa harmonikus rezgésekre:

Periodikus rezgés felbonthat6 sin €s cos fiiggvények segitségével:

27
o=—=21f;
T a

Fourier tétel :

a

F(t) = 20 +a)-cosmt+ay -cos2at +...+ by -sinwt + by -sin 20t + ...

o0
F(t) = a70+ D (ay, -cos(n-wr)+b, -sin(n- o

n=l1

'—.N"ﬂ

1N
N

—_— N

%- F(t)-cos(nat)dt; b, :%- F(t)-sin(nowt)dt

NN
NN

—_—o N

cos(mat) - cos(nwt)dt = %

|~

ha n=m, egyébként 0-ak

'—.l\)‘ﬂ )

sin(mat) - sin(not)dt = g

|

— o N

sin(mat)-cos(nwt)dt =0  V n,m esetre

SRR

(ortogonalis fiiggvények)




DINAMIKA

Newton-féle axiomak:

(csak tomegpontra vonatkoznak)

Azokat az alaptorvényeket, ill. alapfeltevéseket, amelyekre a mechanika tételeit épitjiik
lényegében a Newton-féle axiomak tartalmazzak. Helyességiik kozvetleniil nem donthetd el.

I. Axiéma: Tehetetlenség torvénye

Van olyan rendszer, melyben egy teljesen magara hagyott pontszerti test (=nincs mas
testekkel kolcsonhatasban) nyugalomban vagy egyenes vonalu, egyenletes mozgasban van.
Az ilyen rendszert inercia rendszernek nevezziik €s a mechanika tovabbi torvényeit erre
vonatkoztatjuk. Eddigi tapasztalataink szerint az 4lldcsillagokhoz rogzitett rendszer inercia
rendszernek tekintheto.

1. Axioma: Dinamika alapegyenlete

A testnek egy mas testre gyakorolt hatasat, amely a test sebességének megvaltozasaban, a test
gyorsulasaban nyilvanul meg, eréhatasnak vagy erének nevezzik.

Az erd és a gyorsulas kozti osszefliggésben szerepet kell jatszania egy tovabbi, magara a
mozgo testre jellemzd, a test tehetetlenségét kifejezd fizikai mennyiségnek, a tehetetlen
tomegnek.

Pontszerti test ,,a” gyorsuldsa egyenesen aranyos a testre hato, a gyorsulasaval egyiranytinak
valasztott ,, F'” erével és forditva aranyos a test ,,m”’ tomegével:

F=m-a (aranyossagi tényezot 1-nek valasztjuk)
Dinamikai tdmegmérés:

(rugora el6szor egy m; tomegi testet akasztva kitéritjiik nyugalmi helyzetébdl €s megmérjiik
gyorsulasat, ill. a periodus idejét, majd ugyanezt elvégezziik m, tomegl testtel)

my a _Tz2

m o a T2
Oskilogramm: 90% platina, 10% iridium henger
viznél: 1,00028 dm® (4°C-on, normal nyomason)

Sztatikai tomegmérés:
G=m-g

Ugyanazon a helyen a testek sulya tomegiikkel aranyos, de ugyannak a testnek a sulya a
hellyel valtozik. Itt nem a testek tehetetlensége jatszik szerepet, hanem a gravitacios
kolesonhatés (sulyos tomeg)

Tapasztalat:

m m :
myg =My, = my; =my; = Is — 725 (tehetetlen tomeg ardnyos a sulyos tdmeggel, ill. a

my My

megvalasztott mértékegység-rendszerben egyenld)
Galilei: minden testnek ugyanaz a gyorsuldsa

G =my - g (gr a foldrajzi helytdl fiigg)



Newton II.:

. m a
m,-a=F =G =mg g p—> szabadesésre :m, -a =mg - g N N R

my g 8F

£ allando, amit Gigy valasztottunk meg, hogy (1-nek), hogy m, = m;

EF

1. Axioma: Kolcsonhatas torvénye (hatas-ellenhatds elve)

Ha az egyes tomegpont a kettes tdmegpontra erét gyakorol, akkor a kettes tomegpont is hat az
egyes tomegpontra ugyanakkora, ellentétes iranyu erével

Fio=-Fy

IV: Axidma: Az erdhatdsok fiiggetlenségének elve (szuperpozicio elve)

Ha ugyanarra az anyagi pontra egy id6ben tobb erd hat, ezek egyiittes hatasa teljesen
egyenértékil a vektori ereddjlik hatasaval, vagyis az er6k egyetlen erdvel helyettesithetok.
F=F,+F,+F3+F,+.+F,

Kiegészités Newton II. axidémajahoz:

mozgasmennyiség (impulzus): [ =m-v
_dI _d(my)

T dat dr

Munka, kinetikus energia, mozgasi energia tétele:

m-7¥ = F (skalarisan szorozzuk 7 - el)

. 0 b2 1
mit = F'7 = i(lmﬁ) = i(lmvz) = Fﬂ—)mtegralas Ii(lmvz)dt _ .[Fﬂdt —
dt 2 dt 2 dt dt
tl tl
1 1 2
:Emvg —Emvlz = J‘Fdr (F erd munkavégzése)

r

Az er6 elemi munkaja:
Fdr = Fdr-cosa

Iddegységre esd munka a teljesitmény: F - % =F-v
t

Mozgési v. kinetikus energia: F,, = mv? =T

1
2

2
Munkatétel: A=I£d£—*>T2 -1 =4
1

Az anyagi pont kinetikus energidjanak megvaltozasa egyenld az anyagi pontra hato 6sszes
er6k munkajaval.



példa:
I.F1lr—>A4=0->10=7,

2. szabadesés: %mo2 —

2
lmv(% =-mgh=h =0
2 2g

h
A= J— mgdr = —mgh
0

Anyagi pont mozgasegyenlete:

F =F(r,7,t) (!!! csak inerciarendszerben !!!)
m-i=F (masodrendi differencial egyenlet)
derékszogl koordinata-rendszerben:

mx=F, my=F, mi=F,

r =17 (kezdeti feltételek megadasa)
pl.: t=0 —ban

(r.7) vagy (r.,F) vagy (7,7) adhatjak meg



Konzervativ erotér. Potencialis energia. A mechanikai energia tétele

altalanos esetben: F = F(v,V,t)
Ha F(r,t) = F(Xx,y,z,t) akkor ez erdtér.

A tér minden pontjdhoz egy bizonyos iddpillanatban egyértelmiien meghatarozott erd tartozik.
Ezt a fajta er6tipust erétérnek nevezziik. Konzervativ er6térnek hivjuk az idoben allando
erdteret akkor, ha van olyan v=v(r) egyértéki skalaris fiiggvény (potencial, v potencialis
energia), amelynek negativ gradiense az erd, azaz ha
F =—grad V, vagyis

oV oV oV

Fx=—3Fy=—3F =——
TooxT Y oyt &

Konzervativ er6tér tulajdonsagai:

1.

2,2y,

(De'y

2
j [:—IgradVdr_—jdV =V -V,
1 1

oV N oV
—gradvdr = (F,,F,,F,)(dx,dy,dz) = F,dx + F,dy + F,dz = - (—dx +—dy + —dz) = -dV
g r=(Fx,Fy,F;)(dx,dy,dz) = Fy ydy +F; (5X éyy5z )

Ez az integral utfliggetlentil, ugyanazt az eredményt adja.
2. § Fds=0

3. Orvénymentes

A potencidl fizikai jelentése:

A potencial csak egy additiv allando erejéig van meghatarozva, ezért a potencial értékét egy
onkényesen valasztott nullpontban 0-nak vehetjiik. (ro-ban)

r o
V(r)=-[Fdr= [Fdr
o r

Potencial jelentése: a tér egy I pontjaban a potencial azzal a munkaval egyenld, amelyet a tér
erdi ellenében végezniink kell, mig az anyagi pontot a nullpontbdl az r pontba vissziik



(kvazisztatikus mozgas = szinte gyorsulas nélkiil, csak az erétér ellenében dolgozunk, nem
gyorsitjuk).

Szintfeliilet: V(x,y,z) = C

Példak:
1. A Fold nehézségi erdtere:
V=m-g-z (homogén térrészben)
2. A gravitacios erotér
az altalanos tomegvonzas Newton-féle térvény alapjan:

I r .
F My =—7" M -m.—-— (negativ, mert vonzasban nyilvanul meg)
r

r2
2
—11 Nm
y=667-10""1 =
kg
M altal kifejtett m-re hat6 erd vektorialisan:
a=y-M-m
a X a y a 2
F :__._’F :——~—;F = ———
—X r2 r =y rZ r —z rZ r
r :\/x2 + y2 +22 1(X,Y,2)
V = —% potencial fiiggvény, ugyanis:
1
oV oV or a1

——:——-—:+(——2)-—-(x2+y2+22)5-2x:— X

@ 2 F
X o X r 2 r2 r X



3. A mechanikai energia tétele

2

T, -T = _[ Fdr = konzervativ erérétésetén =V, =V, —\V| +T; =V, +T, = allando

1

A tdmegpontra vonatkozé mechanikai energia-megmaradas tétele:
Konzervativ erétérben az anyagi pont kinetikus és potencialis energidjanak osszege
allando. Az Osszeget teljes mechanikai energianak nevezziik.

pl.:
derékszogl koordinata-rendszerben: %m(x2 + y2 + 2'2) +V(X,Y,2) =alland6
idedlis hajitas (nincs légellenallas)

1 1
—mvg =Emv2 +mgz —

2
V2 :v§—292

. Tehat a sebesség csak a z-t6] fligg.

Nem konzervativ erd: definicio szerint minden olyan erd, amely fligg az id6tdl, vagy a
sebességtdl. Csak helytdl fiiggd erdk esetén ezek az uin. drvényes erdk.

Centralis er6k: az anyagi pontra hat6 erdt centralisnak nevezziik, ha az eré vektoranak
egyenese mindig egy meghatarozott ponton (a centrumon) megy keresztiil. Az er6
nagysaga tetszdleges lehet.



Centralis erdk (folytatas):

de centrahs erd esetén az r és F egybeesik = keresztszorzatuk 0
E(KX[) =FxF+Fxr=0+0= rxr =alland6 vektor

jelentése:

A

= %([ x 1) feliileti sebesség (allando)

r

Barmilyen centralis erd hatasa esetén az anyagi pont feliileti sebessége allando, azaz sikgdrbe
a palya, és a radiuszvektor egyenld idokozok alatt egyenld teriileteket surol (Kepler IL.).

Sziikebb értelemben vett centralis erd: amikor az eré nagysaga csak r-tol fiigg (nem vektor), a
centrumtol valo tavolsagtol.

pl.:
E=1()-

= |I=

r

ennek van potencialja: V = — I f(rydr
fo

ro = nullpotencialu hely

r:\/(x2+y2 +2%)

1
oV oV or

——=———_fr—x+ +1 22x_fr—=
o o ox (- ( y*+2°) (r)

=—grad V



Az er6 és az impulzus momentuma (nyomatéka):

Egy P kezd6pontt A vektornak az O pontra vonatkozd nyomatékan értjiik az r x A

vektorszorzatot, ahol r = oP

Forgatonyomaték: M =rx F
Impulzusnyomaték (perdiilet): N =r x| =(r xmr)
mi =

mrxi =S m(rxi)=rxE
dt

d d d
—(r+mi)=—(+1)=—N=M
dt (L+mr) dt C+1) dt —

Az impulzusmomentum 1d6 szerinti derivaltja a forgatonyomatékkal egyenld (anyagi pont
impulzus-momentum tétele).

Centrélis er6knél:
M=rxF=0= dd_tN =0 — N = alland6 (impulzusmomentum-megmaradasanak tétele)

Specialis problémék az anyagi pont dinamikajabol:

Egyenes vonall, x-tengely menti mozgasok:
(1) mX=F,kezdeti feltétel: t = 0-ban x = X, v = vy

a, F = F(t):

t
(1)-bdl t szerinti integraldssal: X =v = lj F()dt+vy = ! A(t) + Vv
m

0 m
1 t
x=— [ At + ot + xg a kezdeti feltételeket kielégiti
m
0

b, F = F(x):

Ennek mindig van potencialja (mert centralis és csak a centrumtol mért tavolsagtol fiigg
az erd nagysaga)

X
V(X)=— jV(x')dx'

Xo



konzervativ er6tér = igaz a mechanikai energia megmaradasa

%m(%f +V (X) = E = 4llandd

2 2 _|_m
()~ EV O = oo

—>t=t(X)inverzfv-el > X = X(t)

:\EIL
2 % JE-=V(X)

A kezdeti feltétel kiegészitése: E = %mvo -V (Xp)

c, F=F(v):
mﬂ=F(v)—>dt j——nnverzfv elv = v(t):>x=_[v(t)dt+x0
dt F(v) 0

Esés nagy magassagbol:
Feltételek:

- Foldet nyugvonak tekintjiik

- légellenallastol eltekintiink

X%y, M
A ekkor:
1) mx=—y m'\g
X
M 2
X h (2) my =y——->yM =R%y
— (1)-be (2)-t
beirva:
2
R mX = —-m R 2y
X
M Ez csak a helytdl fiigg (b-eset), van potencialfiiggvénye
T mR? y mR 2 y
Mechanikai energiaval:
2 2
L2 ZRTY _ dtando = - MY
X X0
2 2yl 1 1 1 1 F 1
—( ) =2R°y(———) > dt= . dx »>t= dx
X % RYVZy [1_ T R2Y I [



pl.:

meteor becsapodasa:

Xg =0, X=R

energiatétellel :v=,/2gR) =1 1,2k—m
s
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Harmonikus rezgdmozgas:

mX = —DX
x(t)
X = A-cos(opt + @)
» D
wy =—
0 m
2
wy =— =24
0 T 0

Csillapodo rezgémozgas:

m¥ = —Dx — kx

x=A-e A1 -cos(at + )




2. oy < f —surlodas nagy
aperiodikus mozgés

A

X

| )bt
3. oy = f — aperiodikus hatareset

X

A

_
-

Mozgésegyenlet:

mX = —Dx —kx + F, - cos ot

komplex amplitidok modszerét alkalmazzuk az idoben staciondrius allapot megadasara
X'+2,[7’>'(+a)§x = fp-cosat - fjy-exp(i-w-t)
Probafliggvény: x = A- exp[i -(a)t + 9)] =A- exp(i-w-t)

A és 9 nem a kezdéfeltételektdl fligg, hanem az allandosult allapotra jellemzd.

A prébafiiggvény behelyettesitésével:

Xx=Ai ~@-exp(i-w-t)

Kx=Ai% 0? -exp(i-@-t) =—A-0? -exp(i-@-t)

behelyettesitve:

~A-w? cexp(i-@-t)+2- - A-i-w-exp(i -a)-t)+a)g A-exp(i-o-t) = fo-exp(i-m-t)

—a)2~A+i-2ﬂ-a)-A: fo



fo a)g—a)z—i-Z,B-a)
: 0
a)g—a)2+l-2ﬂ-a} (a)g—a)z)2+4ﬂ2-a)2
(@) —0*) 4% 0® f¢
(@F —0®)? +45%-0)* (0 ~0?)? +4p%0”

A= fo
\/(a)g —a)z)2 +4ﬂ2a)2

A dinamika alapegyenlete mozgd vonatkoztatasi rendszerben:

(K inerciarendszerben mozog K’ vonatkoztatasi rendszer)

A vonatkoztatdsi rendszereket merev testekhez rogzitjiik, vagy azt is mondhatjuk, h. merev
testeknek képzeljiik el,

A szbgsebesség vektor:
V=owXxr

V=w-(r-sin$)=w-p

o : a kezdOpontbdl mérjiik fel |a)| -et olyan irdnyitassal, hogy az @ végpontjabdl nézve a
forgas az 6ramutato jarasaval ellentétes legyen, vagyis @ irdnya a forgassal jobbmenetii

csavart alkosson.
w jogosan tekinthetd vektornak, mert 2 @ vektorra nézve a vektori 6sszeadas szabaly

érvényes.
A hosszadalmas analitikai eljaras helyett egy szemléletesebbet valasztunk.

a,
Ha t id6pillanatra kdvetkez6 dt id6 alatt K’ rendszer 6nmagaval parhuzamosan eltolodik dro-
al, akkor 0’-nek minden mas K’-ben régzitett P(r’) pontnak a sebessége a t idOpillanatban

d Ny

—, amelyet transzlacios sebességnek neveziink.

dt



b,
Ha pedig K’ egy, a valtozatlan 0 kezdOpontban 4tmend @ szdgsebességgel elfordul, a K’-ben
rogzitett P(r”) pont pillanatnyi sebessége K-ban @ x ' lesz.

Vezetési sebesség:

\ ~ﬂ£+wxﬂ
V_dt wAL

A K’ legéltalanosabb elmozduldsa a fenti elemi transzlaciobol és rotaciobol tevddik dssze, igy
altalanos érvényt.

Derivalasok megkiilonboztetése a vonatkoztatdsi rendszerben:

d' e gt ey

pm :K’-beli derivalas (i’, j°, k)

1!

. . d'r
Ha most a P anyagi pont K’-ben nem nyugszik, hanem v'= s sebességgel mozog, akkor P

pont sebessége K-ban ennyivel nagyobb lesz a vezetési sebességhez képest.
dr d'r drg \
—=—=4——4@xrI
dt dt o |
V=()+Vy +oxr)

tehat sebesség = relativ sebesség + vezetési sebesség
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V=V14V +oxr'=vty,

K-ban K’-ben

dr d'r dr .
V=—==—=+4-—=+@xr
=T dt dt d
. Ar dr_d'r dr .
r=rp+r=-—=+-—=——+—=+@xr
0 dt  dt  dt | dt
dr' d'r \
—=——+wxr
t da — -

Barmely A vektornak a K rendszerbdl és az ehhez képest @ szogsebességgel forgo K’
rendszerbdl tekintett idbeli valtozasa kozott

dd_tA = dd_tA + @ x A kapcsolat all fenn (levezetésben A =r1”)
HaA=a):>d—Q=d—Q,merta)xa)=O
- dt dt

o iddbeli valtozasa mindkét rendszerben ugyanaz.
V=V @ o x T

itt v=a a P pont gyorsulasa K-ban
Vi =84  atranszlacids gyorsulds
d'v'
d_t_ =a' aK’-beli, méas néven relativ, gyorsulas
., dvtod'v' L ,
v =d—z=d—t_+Q><\_/ =a+twoxy

oxl'=oxV+ox(@xr')=wx y'—a)2 s, ahol s a mozg6 pont forgastengelytdl mért irdnyitott
tavolsaga



a=a+ay +ox(@xr')+2(exv)+(@xr')
ma = F (K-ban)

K’-ben:
a’ —rerendezve: ma'=F -m-a;, —Max(@xr')-2m(@xVv)-m(@xr')
Ha csak K’-vel foglalkozunk, akkor megéllapodhatunk abban, hogy r’-ben, v’-ben a’-ben a

1

vesszOt elhagyjuk, és % helyett %—t hasznalunk, ekkor a dinamika alapegyenlete K’-ben:

m-ifr=F-m-a;, —-m-ox(@xr)-2m(@xr)-m(@xr)
A dinamika alapegyenletét barmely vonatkoztatasi rendszerben alkalmazhatjuk, ha az anyagi
pontra hat6 er6hdz, az un. tehetetlenségi eroket hozzaadjuk.

—m-ay, : transzlacios tehetetlenségi erd

—m-Qx(Qx[)=+m-a)2

—2m(wxVv): Coriolis — erd

s : centrifugalis erd (kifelé hat)

—Mm(@wxr): szoggyorsulasbol szarmazod tehetetlenségi erd

Mozgésok a forgd Foldon, szabadesés:

Az anyagi pont mozgasat a F61dhdz viszonyitva (tehat ha forgd rendszerben akarjuk pontosan
leirni) akkor a pontra hat6 er6kh6z hozza kell adni a centrifugalis és a Coriolis-erot.

Ft=mo’s

Ec =2m(vx @)

o= 1272910751
86164 s S
A g nagysaga:

cm
- egyenlitdn: ~978—
S

- sarkokon: =~ 983,2@
S

A Fold alakja geoid, emiatt a g nem pontosan a Fold kdzéppontja felé mutat, hanem a geoid
feliiletre merdleges iranyu.

Altalaban a mozgas mérete miatt g-t allandonak tekintjiik.

m-F=m-g+2m( x w)

A Fold gravitacios vonzerejének €s a centrifugalis erének az ereddje a test sulya.



x: Eszak-Déli irany

y: Nyugat-Kelet

z: a geoirda merdlegesen felfelé mutat
y foldrajzi szélességli hely

X=7
[(Xﬁ y’ Z)’E(X’ y’ Z)

9(0.0,-9), @(-@- cosy.0,0siny)

i ] k
2 X y z =2[[y-w-siny]i-[X-@-siny +2-@-cosy]j+[y-@-cosy k] =
—w-cosy 0 w-cosy
=2-Ix®

mi=m-g+2m(f x )

X=2w-siny -y
y=="2w- Xsiny —2w-7cosy

I=—0+2-w-y-cosy

Szabadesés:
Kezdeti feltételek:

t=0; x=y=0; z=h ; xX=y=2=0

oy



Mozgasok a forgd Foldon, szabadesés:

Az anyagi pont mozgasat a Foldhoz viszonyitva (tehat ha forgéd rendszerben akarjuk pontosan
leirni) akkor a pontra hatd er6khoz hozzé kell adni a centrifugalis és a Coriolis-erdt.

2

Fr=mo~s
F.=2m(yxw)
| = 27 1. 529.10-51
86164 s s
A g nagysaga:
- egyenlitén: = 978"
s
- sarkokon: ~ 983,2%
s

A Fold alakja geoid, emiatt a g nem pontosan a Fold kozéppontja felé mutat, hanem a geoid
feltiletre merdleges iranyu.

Altalaban a mozgas mérete miatt g-t allandonak tekintjiik.

m-i=m-g+2m(rxw)

A Fold gravitacios vonzerejének €s a centrifugalis erének az ereddje a test sulya.

x: Eszak-Déli irany

y: Nyugat-Kelet

z: a geoirda merdlegesen felfelé mutat
v foldrajzi szélességli hely

x=7

r(x,y,2),F (X, y,2)
£(0,0,-g), o(-w-cosy .0, siny)

k

L J
2 X y z =2[y-w-sinyli-[x-o-siny +z-@-cosy]j+[y-o-cosylk] =
—w-cosy 0 w-cosy
=2-Fx®

mi' =m- g +2m(rx @)

X=2w-siny -y

y==2@-xsiny —2w-zZcosy

Z=-g+2-w-y-cosy




Szabadesés:
Kezdeti feltételek:
t=0; x=y=0; z=h ; x=y=2=0

Csatolt diff. egyenletek miatt kdzelité megoldast keresiink (a nagysagrendekkel kisebb
mennyiségeket elhagyjuk).

Ha w = 0 lenne = x és y mindig zérus lenne (x, y = @)

Ha a forgést figyelembe vessziik, akkor x és y joval kisebb lesz mint Z
Az in. masodrendben kicsiny tagokat elhagyjuk

=>i=0; y="2w-z-cosy ; Z=-y

1 1
=>x=0 ; z=h—5gz‘2 ; z'=—gt:>j}=2gt-a)-cosy/,y=gt20)-cos1//,y§§gt3a)~cosy/

Mivel az y-tengelyt K-felé vettiik fel, ezért a szabadon esd test a fliggdlegestdl mindig K-felé
tériil.

Pl:wy=45° h=100m y=15cm

Vizszintes mozgas:

o

I8

@ =0 +0,
w, figgbleges
W) =o-siny
w, vizszintes

Wy =W CoSY

v E coriolis = 2m(2xQ1) + 2m(‘—)XQ2) =Fc1+Ee

>
1

W

Fe: Eszakon a sebességre merélegesen, jobbfelé iranyulé erdt jelent

Délen balfelé irdnyul
A vizszintesen mozgo test a Fold forgasa kovetkeztében az Eszaki féltekén, a
palyajatol jobbra, a Délin balra tér el.

a.t?

PL.: ha a -t allandonak tekintjiik: 7 id6 alatt az eltériilés:

v=500"  w=45°  At=20s s=10km = As=10m
S



F ¢, : lefelé vagy felfelé mutat, ha a test Kelet felé mozog, akkor sulycsokkenés figyelhetd
meg
Pl:m=70kg
v=1m/s
AG=0,01N

PONTRENDSZEREK MECHANIKAJA

A pontrendszer €s a ra hato erok:

n
F;=F;+ Y Fy
PN

kiils6 er6k bels6 erdk

A kiilso eroket altalaban adottnak tételezziik fel, a belso erdket viszont sok esetben nem
ismerjiik, ezekre vonatkozolag altaldban azt tessziik fel, h. centralis erdk.

A pontmechanika alapegyenlete:

a, Newton-féle mozgasegyenletek:
n
mii=F; + Zﬂik (i=12,..,n)
k=1

b, Akcio-reakcio elve alapjan
Fiy=-Fy
¢, A belso erdk centralis erdk, vagyis Fy az m; és my tomegl pontokat 6sszekotd egyenesek
iranyaba esik (ez 0j alapfeltevés)

a, b és c alapjan levezethetd a pontrendszerek mechanikajanak 3 altalanos tétele:
tomegkdzéppont, impulzusmomentum és az energia tétele.
szabadrendszer: a pontjait mozgasokban semmi nem korlatozza
PL.: égitestek rendszere
kotott rendszer: a pontok koordinatai €s ezek valtozasai kozott mellékfeltételek, vagy
masképpen kényszerfeltételek vannak az itt fellépd erdket 2 csoportra osztjuk:
- kényszer v. reakcioerdk (geometriai eredet)
- szabaderdk (fizikai eredetiiek pl.: gravitacio)

Tomegkozéppont tétel (Impulzus-tétel):
a pontrendszer ,,n”-szdm mozgasegyenletét 6sszeadjuk



n
Zm,-zl- =
i=1 i

n n
Fi+ D Fik
1 i—1k=1

A'b, pont alapjan: F'; +F;; =0 (i#k)
> mii; =Y F;=F
. d ) d d dl
Zmiﬁi =E(zmifi) :ZZmiZi :E(Zli) =7;,ah01 1 1=Z£i = zmi‘_’i

Anyagi pontrendszer teljes impulzusanak 1d6 szerinti derivaltja egyenld a rendszerre hatd
kiils6 erdk ereddjével. Ez az impulzus-tétel.

a_,
da

Pontrendszer tOmegkdzéppontja:

- 2 Ml
L] zmi

.. zmif,‘ »
iy = m 5 gy < F
m

A tdmegkozéppont tétele: a pontrendszer tomegkozéppontja igy mozog, mintha az egész
rendszer tomege a tomegkdzéppontban lenne egyesitve, és az sszes kiilso erd erre a
pontra hatna.

Specialis eset: ha a rendszerre kiilsé er6k nem hatnak, vagy ha a kiils6 er6k ereddje zérus,
akkor a rendszer teljes impulzusa allando, azaz a tomegkozéppont egyenes vonali
egyenletes mozgast végez, vagy nyugalomban van. Ez a teljes impulzus
megmaradasanak tétele.
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Impulzusmomentum tétele:

mif; =F; + ink (i-dik tomegpontra vonatkoztatott egyenlet)

(k)
Domifixki =2 rixEi+ > > rixFi
() () (1) (k)
A bal oldal: diZmi[i x I , mert Zmi[i xFj=0(mertf; xr; =0)
()

Teljes impulzus momentum: N = ZNi = Z rixmjf;
M = ZMi = Z ri x F; akiils6 er6k teljes forgatonyomatéka

FixEi + M x By =1 xEj I xEy = (5 =) xEy =0=>>">"r; xFy =0
(i) (k)

dN _
dadt.

A pontrendszer teljes impulzusmomentuménak id6 szerinti derivaltja egyenld az 6sszes kiilsé
forgatonyomatékanak ereddjével, ha a belsd erdk centralis erdk (tapasztalat, mérés alapjan a
belsd erdk centralisak)

Specidlis eset: Ha a rendszerre kiils6 er6k nem hatnak, vagy a kiils6 erék
forgatonyomatékanak ereddje zérus, akkor a rendszer teljes impulzusmomentuma
allando, ez a teljes impulzusmomentum megmaradasanak tétele.

tehét: dd—tu _ 0= N =éllandé

Energia-tétel:

mif; =F;  (F,;: kiils6 és bels6 er6ket is tartalmazza)

Yomitik =Y Fir
d 1 ; 1 . o
a(azmi[%)zgzzmi[i[i =D Mifif;

d 1. Fidr;
_ (_ z m; f |2 ) = L
dt 2 dt

bal oldal: a rendszer teljes kinetikus erergiaja (T)

jobb oldal: elemi munka (a rendszerre hatod 6sszes ero) ?j_-tr = Z—?
mindkét oldalt integraljuk T, — t61 T, — ig



T2-T1 =A

A rendszer kinetikai energiajanak megvaltozasa = a rendszerre hat6 dsszes erd (kiils6 €s belsd
szabad és kényszererdk) munkéjaval.

Specialis eset:

Konzervativ rendszerek: Ha valamennyi F; szabader6 Fyi, Fyi, Fzi, komponensei kifejezhetdk a
csak helytol fliggd egyértéki, un. potencialfiiggvény segitségével, vagyis
oV oV oV

Fvi=——5 Fyi=——; F;j=——7—;
xi ox; yi oy zi oz

V' =V(X1, Y15 215+ %n> Yn» Zn)

A szabaderd elemi munkdja konzervativ rendszerben:

dA;; =D Fidri == (STVdXi + Sy—v dy; + Z—V dz;) =—dV (teljes differencial)
i i Zj

dri (dXi , dy, , dZi )

2 2
fgy: A = [ Y Fidri ==[dV ==V, -Vy)
1 1

Ez csak a kezdd és véghelyzettdl fiigg, a potencialis energia negativ megvaltozasaval egyenld.

Mechanikai energia megmaraddsanak tétele: konzervativ szabad rendszer kinetikus és
potencialis energidjanak 0sszege allando (kotott rendszernél ez akkor 4ll fenn, ha a
kényszereré munkéja 0).

T+ V =alland6 ugyanis TZ _Tl =A= —(Vz _Vl) = T2 +V2 =T1 +Vl

Alkalmazasok:

Utkodzés: két vagy tobb egymashoz képest mozgé test érintkezésbe 1ép egymassal
testek: anyagi pontok, forgast nem végzé golydk
jellemzok: 7 (tau): titkdzési ido6 (rovid)
F (nagy)
probléma: adottak az m; tdmegpontok és’sebességei. Ezek iitkoznek.
kérdés: litkdzés utan milyenek lesznek a sebességek

ismeretlenek

Centralis litkozés: az érintkezési pontban a két feliilet k6zds normalisa (iitkozési normalis)
egybeesik a két sulypontot 6sszekotd egyenessel. Két homogén gomb iitkozése
mindig centralis)



Egyenes titkozés: v €s v, hatdsvonala egybeesik

NN

Ferde iitk6z¢s: v €és Vo nem esik egy egyenesbe

Két szabad anyagi pontra: my, m; tdmegek Vi, Vo sebességek iitkdzés elott, vq’, Vo’ sebességek
utkozés utan.

Mivel az iitkdzési erdk belsé erdk, ezért a tomegkdzéppont tétel alapjan:
MpVy'+MaVy'=mpvy + MV,

a, tokéletesen rugalmas {itk6zés, amely utan a rendszer kinetikai energidja megmarad:
1 N2, 1 w2 L o 1 - 9
— My (V +—MyH(V =—MmMVy +—myV
> 1(_1 ) > 2(_2 ) > 1Y] D) 2¥2

b, tokéletesen rugalmatlan titk6zés: a két test sebességkomponense az litkzési normalis
iranyaban (n): Van’ = Von’

., Vin'=Von' . .. " "
c, valosagos litkozes: tapasztalat alapjan: ¢ = Jn —7on kozelitdleg fliggetlen a sebességektol
Van = Vin
¢ =1 : tokéletesen rugalmas
g =0 : tokéletesen rugalmatlan

Egyenes litkozés: . Mp—¢g-my Vi 4 (1+&)-my v

Vv
(1) mpvyHmyvy'=myvy + szz} Py +my m; +m,
1

(2) v{'—Vy'=¢&(vy —Vp) 1 ‘m M- —c-m
1—V2 2~ V1 _d+em,  My—e-m

m; +mj m; +mj
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Kinetikai energia csokkenése:

2
— mm
AT:I £ 2 (Vi —V3)?
2 m1+m2
e=1>AT =0
5:0—>AT:l
2

Ferde titkozés (ismert titkozési normalis mellett):

visszavezethetd egyenes litkdzésre: vV,

n, Vi ||érint6 sikkal = v ¢'= vy var'= Vot

Rakétak és mesterséqges égitestek

Rakéta: lizemanyag elégése > gazok aramlanak ki (égéstermék) > reakciderd

m = m(t) v =y(t) (K inerciarendszerben)
dm . .
U= e (tdmegéram)

Aramoljon ki - dt = —dm gaz a rakétahoz viszonyitva ¢ sebességgel, K-hoz képest
V'=v+c (%)

Tehat a rakétara és a kidramlo gézra:

dimy) dm ,

V'=F <kiils6 erdk ereddje
dt dt

rakéta impulzusa + gz impulzusa = tdmegpontrendszer impulzusa

- it ——V—-——C=
dt = dt dt = dt = —

mﬁ:E_Fd_mg:F—lu [
dt dt

E vektor kiils6 erd: pl.: nehézségi erd, kiilso ellenallas
L 1dOegység alatt kidramlo gaz



Specidlis eset:

egyenes vonalu egyenletes mozgas:

m(t)

m%: F —d—mcimﬂ: —d—mc —dv = —cd—m —>V(t)=—-C J. dm < V(t)
dt dt dt dt m m
Mo
Mo e A
Viax =C- lnm— m, :rakéta végsd tomege
v

m
=c-In—2

m(t)

Csatolt rezgések

(kis kitérés esetén)

(1) Mm% =—Cx +K'(Xy = %)
(2) myXy =—CyXp —K'(Xy — X))

C
Legyen: a)lz =1, a)zz =—; kg=—; Kk

2
my mj my my

G2 K.k, =K

) % =-of X +K(Xy =X
M ! 12 k(2 = X)) (k1, k) : csatolasi egytitthatok
2y Xy =-w) X +Kap (X2 = %))



Specidlis eset:

Wy =m—wy; K=Kk =k
21=X1—X1; 22=X1+X2
W) %5 =—mgx +k(X —X)

Q2)" Xy =—w§xy +k(Xg — X))

(1)'+(2)"'= 7, + w325 =0
(1)'-(2)"'= 7, = -wd 7y — 2kz,
'Z'l + (a)(% + Zk)Zl =0

Zy +a)322 =0

a)zwla)g +2k

z; =a; -cosmt + by - sin wt

Z, =a, -coswt + b, -sin wt

PL.:

t=0 x;=C x,=0 x;=%x,=0
z1=2p=¢c 71=1p=0

a;=a, =0

Zy =C-cosat Zp =cC-cosawt

X = % = %C(cos ot + cos wyt)

a)+a)0t

W — g
X; =C-cos 2 t-cos

_22—21_1

20

+ w

X —~ 1 = —c(coswpt —cos wt) =C-sin
2 5 2( 0 )

1 =X~ X
22:X1+X2

w— .
Ot-sm



Tomegpontrendszer forgasa z-tengely korl

(Xi»Vi>Zi) = (lj,9j,zj) (henger koordinatak)
(rxr), =Xy—y)'(:()'(:|'-cosgo—| -sing - @, yzli-sin(p—l -COSQ-P) =
12 .sin? (ogb)zlz-

=|-|.-COS¢-Sin¢)+|2 - cos? op—(1-1-singp-cosp— @

A ..7z” tengely koriili forgasnal (sikmozgas):

N=N, => ml’p, =00

0= z m; Ii2 (tehetetlenségi nyomaték)

merev test esetén:

P =0

p=0

I m-Fy= ZEi tomegkozéppont tétel
(2) (L—? =M perdiilettétel

f =3+ 3 = 6 szabadsagfok

Mozgés rogzitett tengely koril:

v =M,

N, =0w

I 2 1 2 1 o 2 1 9
Tzzamivi :EZmi(a)-li) 250) Zmih =§®a)

Sikmozgés:

f=1+2=3

1) m-i,=F
(2) N=M




Steiner-tétel:
®= jlzdm

n

dim

A tdmegeloszlas nem feltétleniil homogén.

>
\-"S:G i

O = [1dm
G):J‘(x—s)2 erzdm:jx2 +y2dm+szjdm—25jxdm:>®0 =04 +ms?

Mereyv test kinetikai energijja:

1 1 1
T =52mivi2 :Ev(%Zmi +Ezmi@x[i)2 +Vo D Mi(@xr;)

,O” pont : tomegkdzéppont

2
Ttranszlacios = ) mvg

1 2
Trotacios = Ez mi(@xr;)
Tkolcsonhatas = Vo Z mj(@xr;)

Ha a vonatkoztatasi pont a test tomegkdzéppontja, akkor Tysies = 0, mert

Zmili
m

Tisles = Yo 2 M (@% 1) =Vo(@+>.mirj)=myy(ox )=myg(@xrg)

(s =tk)!
Tsitk) = 9= Tkoles =0

Ha a test egy pontja rogzitett = Vo = 0, Tyansz = 0, Tksies = 0
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A forgasi energia

1 2 1 2
TrotéciésZEZmi(QXEi) :Ezmi[(a)yzi_a)zyi) +(szi—wxzi)2+(wxyi—wyxi)2]

Tmt:%((axxa)f +0yy @y + 05,07 —2- Oy oxy —2-0 0.0, ~2-0 yo,0x)
Tehetetlenségi nyomatékok :

Oyx = Zmi (Y|2 + Z|2)

O = Z:mi(xi2 + Z|2)

2 2
Oz =D MK +Yi)
Elhajlasos (deviacios) nyomatékok :

Oyy = Zmixi Yi

Oy, = Zmi YiZi

O = D MiZiX;
Oy Oxy Oy

O=10y 0Oy ©O,, tchetetlensegi tenzor
O Oz Oy

Tiot =00 @

Fizikai inga:

Oy.p =M, (perdiilettétel)
Oy@p =—mgs-sin g

kis lengések esetén :

sing = @

Oxo(t) + mgs-p(t) =0

G+ =0

X

27 mgs
=00 =—=_|—7—

T O
=T=2n &



Specialis eset: tdmegpont

®@=m-1? (matematikai inga)

2
T= 27z1{i = 27[\/I
mgl g

Csavarasi inga (torzids inga):

Do =M D :iranyité nyomaték (allando)
perdiilettétel : D = —Do
Op+Dp=0

. D )
+—p=0 (—=o
g ( )

=T =27r\/§
D

Henger v. gomb legordiilése lejton:

L.

Jh
Kiils6 erok:

a, mg (Mg -sine,—Mg-cosa)

b, K (kényszererd)
¢, S (tapadasi surlddas)

Tomegkozéppont tétele:
(1) mX=ma=mg-sina—S

(2) 0=—-mg-cosa+K
Perdiilettétel : (3) ®w =rS
Kényszerfeltétel : (4) a=row

tiszta gordiilés:

ds=rde
V=rw
a=row



Ow )

(3):>S :?—)ma:

a=mg-sina-

m+®
r2

mr2

azz—-g-sina
mr< +0g

Ha henger:
0= %mrz (tomor)

mr2

.oa
. On 97, Oa .
mg-sing ——————ma+—=mg-sina
r r

(sulypont gyorsulasa)

ay =—-g~sina=§gsina

1
mr? +—mr?
2

Tomor gdmb:

@:%mﬂ
5
a —Egsina
h =3
g BP0 _0a
r r2
. a
w=—

r
K=mg-cosa

®a O mr?

S=—2=25._ 0 .g-sina

r2 r2 mr2+®S

Os

S=m-g-sine- 5
mr- + Qg

tiszta gordiilés= S < g - K



Hullamok

Hullammozgasnal egy adott kdzegen beliili zavar terjedésérdl van sz6 (altalanosabban: a
hullam, az energia terjedése térben és idében).

Y
X
C,X,—
C

w(xt) = F(t->)
C

Amennyiben a hulldm c sebességgel terjed, akkor az X helyen X 1d6 mulva jelenik meg az
C

eredetileg az origbban levo allapot.
A hullamterjedés térben és idoben torténik.

Kiemelkedd jelentdségliek a periodikus hullamok

A-cos(at +a) = w(X,1) = A-cos[a(t —%) + o]

X X 2r 2r
ot-—)+a=0t——+a=wt- X+ta=ot—— X+a=ot—ki+a
c c T -c(= A : hullamhossz) A

ot : id6beli periodikussag
kx : térbeli periodikussag (hullamszam)
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k: hulldimszam-vektor

l//:A-cos[a)t—%r-(x-cosa+y-cos,B+Z-cosy)+a]
w = A-cos(wt —Kr + )

2 2 2
K(ky,ky,k,)=(—" cosa;—-cos ff;—-cos
K(ky,ky,kz) (/1 2 B 2 7)

[(Xﬂ y’ Z)
w = A-cos(wt —kx+ @) + xiranyban

K = (kX :OaO)

y

Iy C

it <

S — — — transzverzalis hullam: a zavar a terjedés irAnyaban alakul ki
; rugalmas

A kotél

1

longitudinalis hulldm: a zavar a terjedés irdnyara merdleges

y ))) alakul ki

Szilard testek esetében mindketté megjelenik.

Hullamfront: az azonos fazisu pontok mértani helye a térben
Sikhullamrol beszéliink, ha a hullamfront sik.
GOmbhullamrol beszéliink, ha a hullamfront gomb.

Altalaban a forrastol megfeleléen tavol a gdmbhullam tekinthetd sikhulldmnak.



Rugalmas kodzegben terjedd hullamok:

A potencialis és kinetikai energia azonos fazisban van, homogén izotrop (irdnyfiiggetlen)
kozegben terjedd rugalmas hulldmoknal a potencialis energia ugyanakkora, mint a mozgasi
energia és valtozasuk is megegyez0 fazisban torténik.

v =A-cos(at+ )

W,: kinetikus energia stirtisége

teljes energia stiriség:
W ZWk +Wp = 2Wk

W = pAza)2 sinz(a)t —kx+a)

Energiaszamitas: By félperiodisidonél Iényegesen hosszabb iddtartamok esetén jellemzd
energia-stiriség <W> (atlag)
T

1

2
<W >= ,()Aza)2 . jcosz(wt —kx + a)dt =%pa)2A2
0

N\—||

<W >: térfogat egységre juto atlagos energiatartalmat adja meg
Intenzitds: [ I ] (energiadram-siirliség)

Iddegység alatt egységnyi feliileten dthalado energiamennyiséget adja meg.

W=<W >-Ac-At> 1= WAt:<W > (t<<T) [lz]

m

Kiilonb6z6 kozegek a hulldmok energidjat nem képesek veszteség nélkiil tovabbitani, a relativ
intenzitas-csokkenés aranyos a rétegvastagsaggal.

dl =—a-1y-dx  abszorpcid

o :abszorpcios (elnyelési) tényezd

I =1y -exp(—a-X)

—a-X

| =c-<W > 1~A* 5 A~ A exp( )



Idealis abszorpcidomentes kozeg: gdmbhullam

| = P (teljesitmény)

4ar?
1
| ~—
I_2
) 1
| ~A° = A~—

r

w(r,t)= % -cos(awt —kx + )

Ag: 1 m esetén mért amplitudo (allando)

Interferencia:

gyengites

(F1, F2 harmonikus sugarzok)

O=w =0

@ = ot —Kkr + o

@y =t —Kr +a,

Q1 =@y =y —ay —k(n —rp) =2
(max erdsités; N: egész)

o

erosites

h—n :(a2 —6‘(1)%4‘[‘]&
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HullAmok visszaverodése

Kotél rogzitett véggel:

kotélen haladd, impulzus szerli zavar megfordul, azaz a falhoz érkez6é hullamhegy,

bemélyedésként jon vissza.

magyarazat: a beérkez6é hullamhegy felfelé hat6 erét gyakorol a falra, amely erre
merevségénél fogva nem mozdul el, csupan reakciderdt fejt ki a rugalmas kotélre,
amely lefelé iranyul.

Kotél szabad végeel:

A szabad vég megemelkedik, és visszahullva 6 is hulldamhegyet indit.

Befogas nélkili, rugalmas kotélen
w=F(x-ct)+G(x+c-t)

x = 0 helyen befogas van (végeken)
v=F(-—c-t)+G(+c-t1)=0 Vt-re=G(x+c-t)=-F(x-c-t)y=w=F(x—c-t)-F(-x—c-t) (*)

Példa: sikhullam

F(x—ct)=A-exp(i(wt — kx)
F(—x—ct)= A-exp(i(wt + kx) , mivel a valds rész cos fliggvénye paros (ezért nem irtuk ki az
egyébként sziikséges negativ eldjelet)

(*) alapjan: y = 4-e @R _ 4. ol @HR) — 9 4.7 gin kx

csak a valods rész rendelkezik fizikai tartalommal:

ly =24 sinwt - sinkx allohullam




WA

a kényszerfeltételbol:
WA 1 X sin( k-L)=0= k-L=n-rx
2 2L
e Ay, = —
A
2
_,"“‘".‘\ /11 = 2L;/12 = L;/13 = ?L
WA ’\ﬂl/ X c c
N '," = — =n  —
- & An 2L

&
#
a
T
’ ) JL
L1 # %
W LY ,"

Kerulete mentén befogott, téglalap alakii membran:

y.l.
w = A-expli(wt —kr)]
b kr=ky-x+ky-y
K="
)

A °X

4 hullam szuperpozicidja (0sszegzése):

v =A-exp(iot)[expli(k, - x+ ky -y]—expli(—k, -x+ ky -y)]+expli(—k, -x— ky “»]-
—GXp[i(kx ’x_ky y)]



Megjegyzés:
exp(i-a)—exp(—i-a)=2-i-sinx

w = A-expiot[expiky(2i-sinky - x) +exp(—ik, - y) - (exp(—iky - x) — exp(iky - x) =
= A-exp(iot)[2i-sink, - x(exp(ik,, - y) —exp(ik,, - y) = —4A-exp(iox) -sink, - x —sink,, - y

(szeparalt megoldas x, y, t szerint)

csomovonalak (olyan vonalak, melyek mentén y = 0) jonnek 1étre
pl: xy tengelyek, x =a, y = bhelyenha ky -a=nz ¢s k), -b=mn

ky :ﬂ;ky :ﬂ:w :—4-cos(a)t)-sinﬂx-sinm—ﬂy
a b a b

k2+k2—k2—(2—ﬁ)2—(ﬁ)2—>f—£ ﬁ_,_m_z

X y A c 2 a2 b2

Csoportsebesség. fazissebesség

Egyiranyt, kiilonb6z6 frekvenciaji hullamok szuperpozicioja olyan kézeg, ahol diszperzio
1ép fel.
diszperzio: az eredé hulldm maximumanak terjedési sebessége

Meghatérozasa:

:a)1+a22 ‘o :a)l—a)z

a) b
k= P
ki +k ki —k
Tegytink 0ssze két sikhullamot: k; = 1 -; 2 sk, = %
(cosa+cosﬂ:2-cosa;ﬂ -cosa;ﬂ)

w(x,t) = A-cos(wjt —kyx)+ A-cos(wyt —kyx) =2+ A-cos(w,,t — k,,x)-cos(wyt —kjx)

Az amplitudo-modulalt hullam egy meghatarozott fazisara:

ot -k, =all.
dx
o —k,—=0
k X
c —ﬁ:w—k fazisebesség

Cdt kg
a csoport sebessége:
@,,t =k, x = dllando

dx
m E -
cy ~ Om ¢y do
ko, dk

®,, —k 0



dc de. dA
Tl (d_i) : (%)
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c :d_a)
9 dk
w=c-k
(-2
k
_d(ck) I(dc
9 dk dk

dA dA dA 22
27[( 27rjdc
Cg=CH+—| —— |+
A A )dA
c —c—/lE Rayleigh egyenlet
g dz yleigh egy

(normalis diszperzo: ¢, <c
anromalis diszperzid: ¢, > ¢)

Doppler hatas:

A forrés ¢és a detektor relativ mozgasa hatassal van az idéegység alatt felfogott rezgések

szamara, vagyis az észlelt frekvenciara.

a, Vg =0, vy %0 || FM (kozeghez viszonyitott sebességek)

A mozgas és a nyugalom mindig ahhoz a kdzeghez képest értendd, amelyben hullam

terjed
vﬂ
—>
. X
[] F
A
ﬂZToC
ﬂ,—T(C+VM)—)l= f :C+VM _C+VM _f C+VM
T A ToC C




b, VE #0 " m,VM =0

A=A —ToVE
Ao =TpC
A=TcC

1

—=f=

c
T A

c, Vg 20, vy =0
Ha ,,F” és ,,M” egymas felé¢ haladnak, akkor A, és B esetet egymads utan kell alkalmazni

v
1+-M

f=f—S =1
1_VF C-VE

c
Eldjel szabaly: kozeledés +, tavolodas — eldjelet jelent
E VE >0 N VM >0 M

C+Vm _f

F_Ye>0 M (vyy <0)

Ha az ,,F” halad, akkor a hulladm alakja a ,,B” eset szerint torzul, ha ,,M” is halad, akkor
ezt a torzult jelet fogja masképpen érzékelni.

d, VE ” m,VM " m
FM-be es6 komponenst kell figyelembe venni

EF 1
I
I

!—'I - ral

s |

F



