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vec-fliggveny es Kronecker-szorzat



vec-fliggvény

D haA=ai|ay]|...|an], akkor
ai
a
vec(A) =

dn

ﬂ , akkor vec(A) =



Kronecker-szorzat

D Legyen A egy m x n-es, B egy p x g-as matrix.
Kronecker-szorzatukon (vagy mas néven tenzorszorzatukon)
azt az A ® B-vel jelolt mp x ng méretl matrixot értjik, melynek
blokkmatrix alakja
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a»nB anpB ... ay;B
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A Kronecker-szorzat és a vec tulajdonsagai

T Advavan Amxn, Bmxn, Cpxg, Drxs,
- A+B)®C=A®C+B®CC®(A+B)=CA+C®B,
- A®0®D=A®(CxD),
- AQ)T=C®AT,
T Adva van Amxn, Bpxg, Xnxp
1. vec(AX) = (I, ® A) vec(X), vec(XB) = (BT ® I5) vec(X),
2. vec(AXB) = (BT @ A) vec(X),
3. vec(AX + XB) = (|p ®A+ B'® |n ) vec(X

A AX*1
B 1 (lp®A)vec(X) = | : o | = vec(AX)
O ... A x*p
D
2. [AXB],j = AXB,; = Zb,, AX).i = > (bjA)X,

=1 =1
= [byA| ... |bpA] vec(X) = [BJT* ® A] vec(X) >



Linearis matrixegyenletek




Linearis matrixegyenletek tipusai

D Linearis matrixegyenletnek nevezzik a
k
> AXB; =C, (1)
i=1
ahol Ce CPX9 A, € CP*M X € C™*N B, € C"*9.
- Sylvester-egyenlet: C,X € C™*" A € C™*M B € C"*"
AX+ XB = C, (2)
- Altalanositott Sylvester-egyenlet: az (1) spec. esete k = 2-re
A1XB; + A;XB; = C, 3)

- Ljapunov-egyenlet a Sylvester-egyenlet specialis esete akkor,
ham=nB=A" C=CH azaz

AX + XA" = C. (4)



A linearis matrixegyenlet megoldasa

T Az (1) linearis matrixegyenlet megoldhato az

(zh: Bl ® A,—) x = vec(C) (5)
=1
linearis egyenletrendszer segitségével, ahol az
egylutthatomatrix (pq) x (mn)-es méretl és x = vec(X).
B vec(AXB) = (B" ® A) vec(X)
m A gyakorlatban ennél gyorsabb algoritmusok léteznek, melyek

az A; és B; matrixokat haromszogalakra vagy
Hessenberg-alakra hozzak...



Linearis matrixegyenlet megoldasa

P Oldjuk megazAX+XB=CésazAX+XB=D
Sylvester-egyenleteket, ahol

a0 o=l D= P 0=

M Mindkét egyenlet bal oldala AXI + IXB alaku, igy a megoldast
nydjto (5) egyenlet egylitthatomatrixa

0 1]0 0 17 0]0 o
1 0/0 0 0 1/0 0
I9A+B @1 = + =
0 0/0 1 1 0]2 0
0 0[1 0 0 1/0 2




lgy az AX + XB = C egyenletnek megfeleld bévitett matrix és
annak redukalt l[épcsos alakja:

17 1
00)3 70 0 =111
T 1 0 O3 rref

— (0 1 0 12
1oy 0O 0 1 1|3
0O 1 1 2|5

Innen az egyenletrendszer megoldasa
1

-1 1 3 T =1
t , azaz X= t .

Az AX + XB = D egyenletnek megfelelé bovitett matrix

X = vec(X) =

O W N =

, azelso két sor: ellentmondasos.

O 4o 4o
o O A A
- N O O
N o O O
O O N



A Sylvester-egyenlet egyértelmi megoldhatosaga

T A(2) Sylvester-egyenlet megoldasat nydjto
(In ®A+B'® Im) vec(X) = vec(C)

egyenletrendszer (mn) x (mn)-es egyltthatomatrixa pontosan
akkor invertalhato, ha A-nak és —B-nek nincs kozos
sajatértéke.

B A bizonyitashoz elég megmutatni, hogy ha

U(A):{)\‘I,--.,)\m}, U(B):{M'I?"'aun}a

akkor

a(ln®A+BT®Im):{)\i+uj|i:1,...,m,j:1,...,n}.

- Ekkorazl, ® A+ B' ® |, matrixnak a 0 nem lesz sajatértéke,
azaz invertalhato lesz, ha A és —B spektrumanak metszete
ures. 10



TFH A és BT Jordan-felbontasa

A =CJaC™", illetve B' =DJgD7".

Ih®A+B'® I
=DI,D'®CJaC™" + DJgD~" ® ClpC
=DRCO)(IxJA)D'eCH+DeC)Js@In) (D '®C)
=DRC)(IRJa+1®@In)(DRC).

- Mivelaz I ® Ja + Jg ® Iy matrix felsbharomszog-matrix, igy
spektruma a foatlo elemeibdl all, azok pedig a {A; + u;}
multihalmazt adjak.

- Eszerint a hozza hasonld I, ® A + BT ® I, matrixnak ugyanez a
spektruma.

"



>

M

Megoldhato-e egyértelmlen az AX + XB = C matrixegyenlet az
el6z6 feladatbeli A = [ ]] és B =[] 1] matrixok esetén?

A tétel szerinti spektrumok

o(A)={1,-1}, o(-B)={-1,-2},

melyek metszete nem ires, igy az l, ® A+ BT ® |, matrix nem
invertalhato, tehat az AX 4+ XB = C matrixegyenletnek vagy
végtelen sok megoldasa van, vagy ellentmondasos!

A Sylvester-egyenletek pl. a sztochasztikus parcialis
differencialegyenletek numerikus megoldasaban kapnak
szerepet altalaban hatamas ritka matrixokkal.
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