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3. Lehet-e a p paramétert tigy megvélasztani, hogy az aldbbi matrixszal (a valos test
fl6tt) koordindtézott matroid grafikus legyen?

11111
01230
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. A mitrix els6 4 oszlopa az Uy, uniform matroidot koordindtzza, hiszen
nines kiiztiik parhuzamos, de — sikbeli vektorokrdl lévén sz - kiziiliik barmelyik harom dsszefiiggo.
Mivel Usz nem grafikus, ezért a megadott mitrix semmilyen p értékre nem koordinatazhat grafikus
matroidot (hiszen egy elem elhagyasaval a matroid grafikussaga nem romolhatna el).

A 3. feladat megolda:
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4. Bizonyitsuk be, hogy

2 aldbbi hérom gréf Kormatroidja kizil birmelyik ketto

rege grafikus!
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A 4. feladat megoldésa. Jelilje a harom matroidot sorban My, M, és Mj. Ekkor az M, V M,
matroid fiiggetlenjeit gy kapjuk, hogy az My fiiggetlenjcihez (vagyis kirmentes részhalmazaihoz)
J? jebb két elemi halmazok mind fiiggetlenck
suefiigg6. Ezért My V My annak a grafnak

rmatroidja, amelyben az a, b
(vagy akdr kiilon komponenst alkot).

1 egyet hozzavenni.
s a {b, c,d} kivételé-
vel. Ezért M, V M, annak a grafnak a kirmatroidja, amelyben a b, ¢ és d élek alkotnak hiromsziget
és a Jog 1¢" a haromszogrol.

Vgl az Ma V My matroid esetében {c,d} fiiggetlen Ma-ben és {a, b} fiiggetlen My-ban, gy az
s fiiggetlen lesz, vagyis Mz V M; a Uy szabad matroid. Ez
4 dlii fa kbrmatroidja ez.
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éve a linedris fiiggetlenség nym arad, igy ekkor a értékétdl fiiggetleni
M(a,b) matroidot reprezentilja az a graf, amit egy négy pontit teljes grafbol ket szomszide
dl dlhagyésival kapunk. Ezért a feladat els6 kérdésére a vélasz igen: tetszoleges b # 0 vilasatis
esctén M(a, b) minden a-ra grafikus.

Tegyiik fel most, hogy b= 0. Ekkor a reprezentdlo métrix rangja n
kiszistt mér nem lesz hirom linedrisan fiiggetlen. Haa = 0 v akkor u egyenls -
2-vel, fgy ebben a keét esetben M(a, b) grafikus: reprezentilja az a graf, amit egy hiromszig cgyik
dének megdupl al kapunk. Ezért a feladat masodik kérdésére a vilasz nemleges, hiszen az
a=0,1 esetekben M(a,b) minden b-re grafikus.

Megjegyzés. A fernmaradd b= 0, a # 0, a # 1 esetekben M(a,b) az Us uniform matroiddal
izomorf, fzy nem grafikus.

an 2, fgy a négy o
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3. Az M(a,b) matroidot az alabbi matrix reprezentalja a valos test felett:

1011
01 1a
0000

Meg lehet-e b értekeét tgy vilasstani, hogy M(a,b) az a értekéto] fiiggetleniil mindig
grafikus legyen? Hat tig
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4. A mésodik graf éleirs] véletleniil” lemaradtak a betiik, nem tudjuk, hogy az

¢,d élek kivziil melyik a hurokel. Eldonthetd-e azért, hogy a két graf kirmatroi

wege grafikus-c?
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A 4. feladat megoldésa. Vilagos, hogy a bal oldali graf kirmatroidjanak fiiggetlenjei
{b} (65 0). A jobb oldali gr i i
élnek megfelel egyelem halmaz. Igy a Osszogmatroid rangja mindenképp 2

Tegyiik fol el6szér, hogy a jobb oldali grafban a hurokél a. Ekkor az dsszegmatroidban a {c, d}-
t kivéve minden kételemi halmaz fiiggetlen (mert az tobbi kételemi halmaz el6allithato
gy, hogy egyrészt a és b, m: 't pedig b, ¢ és d ki sztunk egy-egy elemet). Igy ebben az
escthen az dsszegmatroid grafikus: reprezentilja az a graf, amelyet egy hiromszg egyik clének
megdupl kapunk és a két parhuzamos dl c és d.

Teljesen hasonlo a helyzet akkor, ha a hurokél b. Tegyiik fol mast, hogy a jobb oldali ab-
rin a hurokél c. Ekkor az ésszegmatroidban ¢ hurok (mert mindkét matroidban az), viszont az
{a.b, d} halmaz minden kételemii részhalmaza kénnyen lathatoan fiiggetlen. Ezért az dsszegmat-
roid megint grafikus: reprezentalja az a graf, amit egy hiromszig és egy hurokél alkot (ahol a
hurokél c).

Mivel alegutolso eset, amikor d hurokel, az el6bbivel analog, azt kapjuk, hogy az
roid mindenképp grafikus; ez tehat a betiik ismerete nélkiil is eldénthet.

egmat-
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3. Koordinatézza az alabbi matrix (a valos test folott) az M., matroidot. Az z, y érté-
kektol fiiggen mikor lesz az M., matroid grafikus?

102 0
020 -1
30z 0
060 y
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A 3. feladat megoldasa. Jellje a mitrix aszlopait (ebben a sorrendben) a, b, ¢ és d. Lathato, hogy
ha z = 6, akkor ¢ = 2q; hasonléan, ha y = —3, akkor b = —2d. Az is konnyen latszik, hogy ha z # 6 és
y# =3, akkor a matrix 4 oszlopa linedrisan fiiggetlen. (Ugyanis egy elképzelt aa + b+ yc + od linearis
kombinicio elsé és harmadik koordinatajat csak a és c hatirozza meg, a masodikat és a negyediket csak
b és d. Az elobbi esetben példaul az a + 27, illetve 3o+ -  a két koordindta, amik az  # 6 esetben
csak a = § = O-ra adnak egyarant (-t; a mésodik esetre az ellen6rzés hasonld. Opcionalisan a métrix
determinansa is konnyen kiszamithat6: (z — 6)(2y + 6); latszik, hogy ez csak az = = 6 vagy az y = —3
esetben lesz 0.)

gy az = # 6, y # =3 esetben M., az U, 4 uniform matroiddal izomorf. Ez nyilvan grafikus: barmely
46l fa reprezentalja. Ha z # 6, de y = =3, akkor a, b és c fiiggetlenck (ez a fentihez nagyon hasonloan
indokolhat6). Igy a matroid ilyenkor is grafikus: reprezentalja egy 3 i fa, amelynek az egyik elét ket
pérhuzamos dlel helyettesitjik (ezek bnek és d-nek felelnek meg). Az x = 6, y # —3 eset szimmetrikus:
M,.,-t ilyenkor is egy ugyanilyen graf reprezentdlja, csak a parhuzamos élek a-nak és c-nek felelnek meg.
Vegill az z = 6, y = —3 esetben a és b fiiggetlenck, de ¢ és d rendre az elsdvel, illetve a masodikkal parhu-
zamos. Igy a matroid ilyenkor is grafikus: reprezentalja egy 2 éld it, amelynek mindkét dlét helyettesitjiik
2-2 parhuzamas éllel
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4. A bal oldali dbran lithat6 graf kormatroidja legyen A, a jobb oldalin lthatoe B.
Grafikusak-e az AV A, illetve az A V B matroidok?

4 1
1 3
3 7
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A 4. feladat megoldasa. Mindkét matroid rangja 2 (hiszen 3 ponti, ésszefiiggd grafok reprezentaljl
Gket), ezért mindkét Ssszegmatroid rangja leféliebb 4 lehet. S6t, példaul az {1,4} és a {2,5} halmazok
mindkét matroidban fiiggetlenek, fgy az {1,2.4,5} mindkét Seszegmatroidban fiiggetlen; fzy AV A é
AV B rangja is 4.

AV A-ban azonban nem minden 4 elem halmaz fiiggetlen, hiszen az 1, 2 és 3 elemek kbziil minden
A-bli fiiggetlen csak 1-et tartalmazhat, ezért minden A\ A-beli fiiggetlen legfoljebb csak 2-t. Azonban
az {1,2,3}-at nem tartalmazo 4 elemtick mind fiiggetlenek: 1, 2 65 3 koziil kett6t valasztva az egyikhez
hozzévehetjiik a 3-at, a masikhoz a d-et; fgy két kételem fiiggetlent kapunk, amiknek az unioja AV A-
beli. Ezért AV A grafikus: reprezentalja az a graf, amit egy héromszogbol kapunk tgy, hogy Jelogatunk”
r6la ket dlet. (A haromszog élei felelnek meg 1-nek, 2-nek és 3-nak, a lelogatott élek d-nek és 5-nek.)

'AVB-ben viszont mar minden 4 elemi halmaz fiiggetlen. Ezt legegyszeriibb az 5 eset végigprobalasaval
ellengrizni: mar lattuk, hogy {1,2,4,5} = {1,4} U {2,5} & hasonléan {1,2,3,4} = {1,4} U {2.3},
{1,2,3.5} = {1,5}U{2,3}, {1,3.4,5} = {4,5} U{1,3} 65 {2.3,4,5} = {4,5} U{2,3} (ahol mindig bal
oldalra frtuk az A, jobbra a B-beli fiiggetlent). Igy AV B az Us,, uniform matroiddal izomorf, ami ismét
grafikus: reprezentalja egy 5 614 ki
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4. A bal oldali abran lathato graf kormat-
roidja legyen A, a jobb oldalin lithatoé B.
Uniformakee az A V A, illetve az AV B
‘matroidok?

b a
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A 4. feladat megoldasa. A kapott sszegmatroid (mindkét esetben) akkor uniform, ha pontosan a
legfoliebb k elemii részhalmazok fiiggetlenck benne alkalmas k-ra (0 < k < 5).

Az AV A matroidban a nyilvin tovbbra is hurok lesz, a {b.c,d, ¢} halmaznak viszont a legfljebb 2
elemi részhalmazai lesznek fiiggetlenek. Ezért AV A nem uniform matroid (hanem izomorf az Usz @ Uro
matroiddal, ahol a @ direkt Gsszeget jeldl).

Az AV matroid ezzel szemben izomorf az Us ; matroiddal. Az ugyanis viligos, hogy a rangja 2 (hiszen
sem A-ban, sem B-ben nines 1-nél t6bb clemii fiiggetlen) és azt is konnyii ellendrizni, hogy birmely 2
elemi részhalmaz elll egy A-beli és egy B-beli 1 elemi fiiggetlen uniojaként. (Valoban, minden 2 elemi
részhalmaz egyik eleme a-tol, a mésik b-t] killonbozik.)
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3. Koordinatézza az alabbi métrix a valos szimok teste f6ltt az M, matroidot. Az  val6s
paraméter minden értékére dontsiik el, hogy M, grafikus-e (és ahol igen, ott adjuk meg a

megfelels grafot)!
10z 1
022
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Az 3. feladat megoldasa. Jelélje a matrix oszlopait sorban a, b, ¢ és d. Az M, matroid megismeréséhez
azt kell megvizsgalnunk, hogy (x killonbozd értékeire) mely oszlophalmazok linedrisan fiiggetlenck. Mivel
az oszlopok sikvektorok, nyilvin nem talalunk kéztiik 3 (vagy 4) linerisan fiiggetlent. A kérdés tehat az,
hogy mely oszloppirok parhuzamosak (mint sikvektorok).

Jol lithato, hogy az z = 0 esethen ¢ mindenkivel pérhuzamos, tovibbi a || d. Az z # 0 esetben viszont
csak ¢ és d tud parhuzamos lenni, ezek is csak az = = 1 esetben.

Mindez azt jelenti, hogy az x = 0 esetben M, grafikus: reprezentalja egy olyan graf, amelyben a és
d pirhuzamos élek, b egy ezekrdl ,lelog” (vagy akir kiilon komponenst alkot6) l, ¢ pedig hurokél. M.
az .z = 1 esethen is grafikus: ekkor egy olyan haromszog reprezentilja, amelynek egyik élét megduplaztuk
(czek lesznek ¢ és d). Az @ # 0, z # 1 esetekben viszont barmely oszloppir linedrisan fiiggetlen, igy az
Uy matroidot kapjuk, amelyrdl ismert, hogy nem grafikus.
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4. Az {a,b,c,d} halmazon két grafikus matroidot definialtunk, azonban a mésodik graf
éleirdl véletlenil” lemaradtak a betik. Eldontheté-e azért, hogy a két matroid dsszege
grafikus-c?
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Az 4. feladat megoldasa. Jelolje sorrendben M, és M; a két graf kirmatroidjat. Mindkét matroid
rangja 1, az elsdben {d}-n kiviil minden 1 lemi halmaz fiiggetlen, a masodikban pedig a két parhuzamos
élnek megfelel egyelemil halmaz. Igy az Gsszegmatroid rangja 2 lesz: ekkora fiiggetlen halmazt nyilvin
kaphatunk egy My és Ma-beli uniéjaként, nagyobbat biztosan nem.

Mivel a, b és ¢ szerepe szimmetrikus, a feladat kérdésének megvilaszolasihoz csak két esetet kell
megvizsgilnunk: az elssben a d hurokélre, a mésodikban a két pirhuzamos ¢l valamelyikére keriil a jobb
oldali grafban.

Az els esetben d az Gsszegmatroidban is hurok (vagyis {d} ésszefiiged), az {a,b, c} barmely kételemi
részhalmaza viszont nyilvan fiiggetlen. gy ekkor M, V.M, grafikus: reprezentilja egy olyan graf, amelyben
a, bés ¢ hiromszoget alkot, d pedig hurokél.

A misodik esetben tegyiik fel, hogy a jobb oldali grafban a két hurokélre a és b keriil (mint emlitettiik, ez
mindegy). Ekkor M,V M-ben {a, b} ésszefiiged, hiszen My-bol esak az egyikitket, My-bél egyikitket sem
vilaszthatjuk, ha fiiggetlen halmazt akarunk kapni. A misik hirom 2 elemi részhalmaz viszont fiiggetlen
My V Ma-ben: ha a két elem egyike a vagy b, akkor ezt Mi-bdl, a misikat My-bol vilaszthatjuk, ha
viszont a {c, d}-x6l van 26, akkor -t Mi-bdl, d-t My-bol vilaszthatjuk, hogy fiigzetlen M V Ma-belit
kapjunk. Az Gsszegmatroidot tehit egy olyan hiromszdg reprezentilia, amelynek egyik élét megduplaztuk
(czek lesznek a és b).

Tgy tehat M V M, a betiik elhelyezésétdl fiiggetleniil mindig grafikus.
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3. Hanyféle nemizomorf matroidot repre-
zentalhat a valos test felett az alabbi matrix
az x kiilonbozs vlasztasai mellett? Ahol a
matroid grafikus, ott graffal is adjuk meg!

1010

1234

012z
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Az 3. feladat megoldasa. Jelélie a mitrix oszlopait sorban a, b, ¢ é d. Az matroid megismeréséhez
azt kell megvizsgilmnk, hogy x kiilonbizs értékeire mely oszlophalmazok linedrisan fiiggetlenck. Mivel
az oszlopok térvektorok (vagyis R-beliek), ezért a négy oszlop egyiitt nyilvin linedrisan dsszefiiggs.

A négy darab hiromelemi oszlophalmaz fiiggetlenségének vizsgilata legegyszertibben talin a megfelels
3 x 3-as determininsok vizsgilatival torténhet. Példaul az {a, c,d} halmazra a szimitis:

10
1

2 2z —4),
0 z-4

1
0
0

amibl latszik, hogy {a, ¢, d} csak az x = 4 esetben ésszefiiged, minden més x értékre fiiggetlen. A misik
hirom esetben hasonlo szamitissal azt kapjuk, hogy az {a,b, c} halmaz mindenképp fiiggetlen, az {a, b, d}
ésa {b,c.d} halmaz pedig az x = 2 esethen Gsszefiiged, egyébként fiiggetlen. Az is litszik, hogy az 7 = 2
esetben az utébbi ket halmaz azért dsszefiigg6, mert b parhuzamos d-vel.

A fentick alapjin hirom esetet kell megkiilonbéztetnink. Az z = 2 esetben b || d, de barmely, a
b és d elemek kil legfoljebb egyet tartalmazé hirom elemszimii halmaz fiiggetlen. Ezért a matroid
grafikus, reprezentilhat példiul egy olyan hirom éli iittal, amelynek az egyik élét megdupliztuk (és a
Két parhuzamos él felel meg bnek és d-nek).

Az x = 4 esetben az {a, ¢, d} halmaz dsszefiiggs, de minden mis, hirom elemszamit halmaz fiiggetlen
(és igy pirhuzamos elemek sincsenck). Ezért a matroid megint grafikus, reprezentalhat6 példaul azzal a
négy csitcsii graffal, amelyet egy hiromszoghl kapunk gy, hogy egy negyedik élet. lelogatunk” rola (és
ez az 6l felel meg b-nek).

Végill ha z # 2 é x # 4, akkor minden hirom elemi részhalmaz fiiggetlen, igy a matroid Uy z-mal
izomorf. Ez is grafikus matroid, reprezentilja egy négy élii kor.

‘Ezek szerint tehat  kiilonbézs értékeire haromféle nemizomorf matroidot kaphatunk.
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4. Az dbréan lathato graf kormatroidja le-
gven M. Hatérozzuk meg az MV M és az
MV Us 5 matroidésszegeket! Ahol az dsszeg
grafikus, ott graffal is adjuk meg!
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Az 4. feladat megoldasa. Az M matroidban definici6 szerint azok a részhalmazok figgetlenek, ame-
Iyek az {a.b,c} és a {d.c} halmazbol is legfoljebb egy-egy elemet tartalmaznak. Az M V M matroid
fiiggetlenjei tehit azok a részhalmazok, amelyck két ilyen halmaz uniéjaként eldallhatnak. Ez nyilvin
nem teljesiil az {a,b,c} halmazra (hiszen a két egyesitend részhalmaz mindegyike csak egyet tartal-
mazhat ekiziil a hirom elem koziil). Ebbél kivetkezien (mivel matroidban a fiiggetlenck részhalmazai
is fiiggetlenek) a négyelemi részhalmazok koziil sem fiiggetlenck azok, amelyek {a,b, c}-t tartalmazzik
(és pline nem fiiggetlen az {a,b,c,d, c} alaphalmaz). Azonban kénnyii végiggondolni, hogy az {a,b,c}-t
nem tartalmazo négyelemiick mar fiiggetlenck: {a,b.d,c} = {a,d} U {b,c}, {a,c.d,e} = {a,d} U {c.c}
és {b.c.d,c} = {b,d} U{c.e} (mindhirom esetben az egyenlet jobb oldalin &llo kételemi részhalmazok
fiiggetlenck M-ben). A fentiekhdl kivetkezik, hogy M V M grafikus matroid: reprezentilja példiul az az
6t esitesii graf, amelyet egy hiromszighdl kapunk gy, hogy két élet lelogatunk” réla (és ezek felelnek
meg d-nek és e-nek).

Az MV Us matroid fiiggetlenjei definic6 szerint azok a részhalmazok, amelyek M egy fiiggetlenjé-
ol legfoljebb ket tovibbi, tetszdleges clem hozzivételével megkaphatok. Az {a,b,c,d, e} alaphalmaz igy
tovbbra sem fiiggetlen (hiszen két, legfoljebb kételemii részhalmazt egyesitiink), azonban kinnyen ellen-
Grizhet, hogy most mér minden négyelemii részhalmaz fiiggetlen. Mivel MV U, fiiggetlenjeinek halmaza
(definici6 szerint) nyilvin bévebb a fent vizsgalt M V M fiiggetlenjeinek halmaznal, ezért ezt elég a két
hidnyzs” négyelemii részhalmazra megvizsgalni: {a, b, c,d} = {a,d} U {b,c} és {a,b,c.c} = {a,c} Ufb.c}
(ahol a kéttagt uniokban a baloldali tag M-beli, a jobboldali Us -beli fiiggetlen). Ezek szerint MV Us 5
az Us , matroiddal izomorf és igy grafikus is: reprezentalja egy 5 el kir.
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3. Koordinatazza az alabbi métrix a valos szamok teste folott az M, matroidot. Bizo-
nyitsuk be, hogy M, az 2 minden nemnegativ értéke esetén grafikus. Igaz-e ugyanez az
allitds o negativ értekeire is?

1 01 2
0 -1 3 1
1 r 4 3
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Az 3. feladat megoldasa. Jelolje a métrix oszlopait sorban a, b, ¢ és d. Az M, matroid megismerésé-
hez azt kell megvizsgalnunk, hogy (z killonbézo értékeire) mely oszlophalmazok linedrisan fiiggetlenck.
Mivel az oszlopok térvektorok, egyiittesen nyilvin linedrisan dsszefiiggk. S6t, mir az {a, ¢, d} halmaz is
dsszefiiggd — amirdl legegyszertibben az dltaluk alkotott 3 x 3-as matrix determinansinak Kiszamitasaval
gyozdhetiink meg (ugyanis ez 0). Hasonloan, az {a,b,c}, {a,b.d}, illetve {b,c, d} halmazoknak megfe-
lel determindnsokat kiszamitva sorban a =3z — 3, a =z — 1, illetve a =5 — 5 értékeket kapjuk. fgy
tehit az x = 1 értékre ezek mind Gsszefiiggdek, = # —1 esetén viszont egyikilk sem. Kovetkezésképp
z # =1 esetén (és igy minden nemnegativ z-re) M, grafikus: reprezentilia az a graf, amelyben {a, ¢, d}
hiromszoget alkotnak és b errl Jelog”. Az z = —1 esetben viszont M, az Uy p-vel izomorf, gy nem
grafikus (vagyis az allitds negativ z-ckre nem mindig igaz).
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4. Az alabbi ket graf az {a,b, ¢, d, e} halmazon két grafikus matroidot definidl, azonban
a misodik graf ket 6léro] véletleniil” lemaradt a ¢, illetve az e betd. Eldonthetd-e azért,
hogy a két matroid Gsszege grafikus-e?

] d

e S R e g )
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Az 4. feladat megoldasa. Jelilie sorrendben M, és M; a két graf kirmatroidjat. Az My V Ms
Gsszegmatroid rangja biztosan 3 lesz: ekkora fiiggetlen halmazt nyilvin kaphatunk egy M, és My-beli
unidjaként (példaul: {a,b,d} = {b} U {a,d} vagy {a.c,d} = {c} U {a.d}), de nagyobbat biztosan nem
(mert M rangja 1, Ma-6 2).

A feladat kérdésének megvalaszolasahoz csak két esetet kell megvizsgalmmk: az elssben ¢ hurokél és
¢ pirhuzamos d-vel, a masodikban forditva. Mindkét esetben elég megtalilunk a bzisokat, vagyis a 3
elemii fiiggetlencket.

Az ¢lsG esetben {¢} dsszefiiggd (vagyis ¢ hurok), mert mindkét matroidban az. Maradnak tehat az
{a,b,c, d} hrom clemi részhalmazai. Ezek koziil {b,c, d} 6sszefiiges: d My-ben hurok, ezért 6t My-bl
kellene kivélasztani és hasonl okokb6l b-t M,-bol — de akkor c-t mar egyikbdl sem vélaszthatjuk ki.
Viszont {a,b,c,d} t5bbi hirom elemi részhalmaza mér fiiggetlen M,V My-ben: {a, b, d}-x6l é {a, c.d}-
161 ezt mér fentebb littuk, tovabba {a.b,c} = {b}U{a, c}. Mindez azt mutatja, hogy M, V.M, grafikus:
reprezentilja egy olyan graf, amelyben {b, c,d} hiromsziget alkot, a errdl "lelég”, e pedig hurokél.

A misodik esetben mr a 2 elemi halmazok sem mind fiiggetlenck: {b,c} és {d, e} is dsszefiiggs,
mert b és ¢ My-ben hurkok és M,-ben kirt alkotnak, d és e esetében pedig forditva. Igy a bazisok csak
olyan hirom elem halmazok lehetnek, amelyek {b, c}-bal és {d. ¢}-bél egy-egy elemet, valamint még a-t
tartalmazzik. Az ilyen halmazok viszont mind fiiggetlenck is: {a, b, d}-r6] és {a, c, d}-rol ezt mir fentebb
lattuk, tovabba {a.b,e} = {b} U {a.e} és {a.c.e} = {c} U {a.e}. Igy M; V M, ebben az esetben is
grafikus: reprezentilja példiul egy olyan hatpontit graf, mely a {b,c}, illetve {d, e} parhuzamos élpirok
és az a él pontdiszjunkt unija.

Vagyis M V M, mindenképp grafikus.
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3. Az alabbi matrix jobb also sarkiban 4llo
elem olyan kétjegyd szam, melynek miso-
dik jegye ,sajnos” elmosodott. Meg lehet-e
azért hatérozni, hogy milyen matroidot ko-
ordinatéz ez a métrix a valos test felett?
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A 3. feladat megoldésa. Jelilje a mitrix oszlopait sorban a, b, ¢ és d. Az ezek éltal koordinatézott
M matroid rangja nyilvin legfoljebb 3 (hiszen négy R*beli vektor nem lehet linerisan fiiggetlen).
A négy lehetséges oszlopharmas lineiris fiiggetlenségét legegyszertiebben a megfelels 3 x 3-as deter-
mininsok kiszamitasval lehet cldonteni. Ha a matrix jobb also sarkiban allo elemet z-szel jeloljiik,
akkor azt kapjuk, hogy az {a.b.c}, {a.b.d}, {a.c,d}, illetve {b,c,d} oszlopok dltal alkotott deter-
‘mininsok értéke rendre 1, z — 7, (=5), illetve 2. Mivel z — 7 = 0 lehetetlen (hiszen = > 10), ezért
egyik determinins értéke sem 0, fgy birmely hirom oszlop linedrisan fiiggetlen. Kovetkezésképp M
az elmosodott jegy értékétdl fiiggetleniil az Uy 3 uniform matroiddal izomorf.
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4. A bal oldali &bran lathaté graf kormat-
roidja legyen A, a jobb oldalin lithatoé B.
Grafikusak-e az AV A, illetve az AV B mat-
roidok?
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A 4. feladat megoldésa. Az A matroidban definicio szerint azok a részhalmazok fiiggetlenek, ame-
Iyek az {a, b,c} halmazbol legfoljebb egy elemet tartalmaznak és emellett tartalmazhatjk még d-t.
Az AV A fiiggetlenjei tehat azok a részhalmazok, amelyek két ilyen halmaz uniéjaként elgallhatnak.
Igy az e elem AV A-ban is hurok (vagyis az egyelemii {e} részhalmaz dsszefiiggs) és dsszefiiggs
{a.b.c} is. Fiiggetlenck viszont az {a,b.d}, {a,c.d} és a {bc,d} részhalmazok. Kovetkezésképp
AV A grafikus, reprezentélia példaul az alabbi graf.

b
d

c

Hasonléan az A-hoz, B fiiggetlenjei azok a részhalmazok, amelyek az {a, d, ¢} halmazbol legfol-
jebb egy elemet tartalmaznak és emellett tartalmazhatjik még b-t. Az AV B meghatérozisahoz tehat
ezeknek és az A fiiggetlenjeinck az uni6jit kell képezni. Régton litszik, hogy {a, c, e} dsszefiigg lesz
AV B-ben, mert a, c és e kiziil birhogyan kett6t vilasztva A-ban és B-ben is dsszefiiges halmazt ka-
punk. Fiiggetlen viszont mind a hirom olyan 4 elemii részhalmaz, amely {a. c, c}-t nem tartalmazza:
{a.b,c,d} = {e,d}U{a,b}. {a,b,d, €} = {a,d}U{b,e} s {b.c,d, e} = {c, d}U{b,c} (ahol mindhirom
esetben az unicban balra egy A-beli, jobbra egy B-beli fiiggetlent irtunk). Kovetkezésképp AV B is
grafikus, reprezentélja példaul az alabbi graf.
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4. Az M, matroidot az albbi mtrix koordin . Mutassuk meg, hogy
ae My v My matroid (ahol M, az cl625 foladatbeli My-gyel azonos) az a paraméter barmely
értéke esetén grafikus

Ty u v ow
11111
01 2 3 4

Megoldis. s My matroid jol lithattan ws Uss wniforsn matsoid (azzal 1zumurf), hiszen a
matrix barmely két os;

torokrdl van s

Az el6z6 feladat megol
fiiggden 2 vagy 3. (Ehhez nines
dolisiira.)

Ha az My rangja 3, akkor egy bizisit a hianyzo ket elemmel kiegészitve az {z,y,u,v,w}
halmazt kapjuk; ez tehit fiiggetlen My VMy-ben (és persze minden részhalmaza is), igy ilyenkor
M,V My a2 U szabad matroid. Ez valoban grafikus, birmely 5 éli, kirmentes gr

, hogy az My rangja (bazisanak mérete) a értekétsl
sziikség a fenti megoldasban az a # 0 eset részletes végiggon-

reprezen-

részhalmazt felbonthatunk 2 darab 2 elemiire figy, hogy ezt a két pirt szétval asszuk’, amivel
a részhalmazt egy My és egy My-beli fiiggetlen uniojara bontottuk. Ezért ilyenkor M, V My az

(Mindezt a7 el6z feladat megoldisiban irtakkal dsszevetve az is kideriil, hogy az My V My
Gsszeg a # O-ra az Uy s-tel, @ = (-ra az Us -gyel izomorf; ennek végiggondol &
a feladat teljes értékii megoldasahoz.)
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3. Lehet-e olyan értéket adni az a paraméternek, hogy az alabbi métrix oszlopai
test felett koordinatazott M, matroid grafikus legyen?

Ty u v ow
10-21a
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5
élek felelnek meg. Az , y és v oszlopok kzitt

Megoldas. Lthato, hogy a mitrix u aszdopa (=2)-szerese az = oszlopnak, igy a
grafikus reprezenticiohan ezeknek parhuzame
olyan par, amelyek parhuzamosak volnanak, de jl lithato, hogy o +y = v; ezért ennek
szlopnak egy hrom élii Kir felel meg. Az elss négy oszlopnak megfelel rész tehit
ggel reprezent dlhaté, amelynek az egyik élét megduplaztuk. Igy a kérdés
aathato-e iigy, hogy a w-nek megfeleld é hozzivehets legyen ehhez a

w asrlop (~2)-

bal oldali dbra.
2y, v hirmast leszamitva barmely hirom oszlop linedrisan fiiggetlen. Ezért a matroid ilyenkor
s grafikus, a megfeleld grafot w albbi, jobb oldali bra mutatja. Vagyis a matroid valg

az a paraméter minden értékére grafikus (amit persze a feladat teljes értéki megolddsihoz nem
éges végiggondolni).
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3. Grafikus-e az alibbi két graf
b

7
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A 3. feladat megolda:
oldali dltal meghatéro

Jelaljiik a bal oldali graf dltal meghatarozott matroidot M-gyel, a jobb
ttat My-vel. Myben az iives halmazon kiviil csak {a} fiiggetlen (hiszen a
t6bbi elem hurok). Ezért a két matroid éeszegének fiiggetlenjeit gy kapjuk, hogy My fiiggetlen-
jeit kiegészit (het)jitk a-val. M; bazisai (maximalis krmentes élhalmazai) jol lithatoan a {d,c} és
{d. £} halmazok. Igy My v My b az {a,d,c}, {a,d. f} halmazok lesmek (és igy ezek részhal-
sanek My V M, fiiggetlenjei ). Konnyen lithato, hogy ez a matroid is grafikus, az alabbi g
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4. Valasszuk meg a p 65 ¢ paramétercket tigy, hogy az alabbi métrix 4ltal meghatéro-

zott matroid
a) grafikus legyen;
b) ne legyen grafikus.
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A 4. feladat megoldasa. Jelolje a mitrix 4 oszlopit sorban a, b, ¢ és d. A matrix altal reprezentalt
M matroidban a, ¢ és d hiromsziget (hirom clemii kirt) hat:
ketd6 nem pirhuzamos, de a hizom osslop egyiit linedrisan el (c = a+2d). A b oszlop
akkor lesz parhuzamos a-val, c-vel, illetve d-vel, ha p 0,p=4q=12 illetve
Ezekben az esetekben M grafikus, hiszen reprezentilja az a graf, amelyet egy .
megdupl al kapunk. Fgyél esetekben azt kell llendrizmiink, hogy @ {a,b,c}, {a, bd}, {b.c.d}
halmazok fiiggetlenck-e; ezt legegyszeribb a 3 darab 3 x 3-as determindns kiszamitisaval megtenni.
Mindhirom esetben azt kapjuk, hogy a halmaz akkor és esak akkor fiiggetlen (azaz a determinans
akkor és esak akkor nem nulla), ha 5p # 2. Ez azt jelenti, hogy 5p # 2q esetén M ismét grafikus
az a, ¢ & d élek ltal meghatirozott hiromszogral Jelogatjuk” a b élet, a kapott graf reprezentdlja
M-et. A fennmarado esetekben viszont (amikor tehat 5p = 2q, de p # 0, 4,4) azt kapjuk, hogy M-
ben minden 3 elemii halmaz sszefiiggd, de minden 2 elemi még fiiggetlen. Vagyis ilyenkor M = Uy,
vagyis M nem grafikus. (Mindezt persze egy teljes értékii megolddshoz nem kell végiggondolni, clég
olyan esetet mutatni, amikor M grafikus, illetve amikor nem.)
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