Analizis 2. I. potzarthelyi 2023. november 9.
Mérnokinformatikus BSc. Megoldasok

1. feladat (14+6=20 pont)
a) Oldjuk meg az alabbi differencidlegyenletet! (A megoldast elég implicit alakban megadni.)

e=2v’ ch(2x)
Y

y' =
b) Rajzoljuk fel az
v =y —x+1

differencidlegyenlet K = 1-hez tartozé izoklinjat, és jeloljiink be rajta két vonalelemet!

Mo. a) Szeparalhato differencidlegyenlet, a tanult modszerrel:

d ~20% ¢h(2
dy e ch(22) / e dy = / ch(22)dz  (2p)
dz Y
Az egyenlGség bal oldala:
242 1 2y2
ye Y dy = 1€ +C1 (CL€eR) (5p)

Az egyenlGség jobb oldala:

/ch(Qx) dz = %sh(Qx) +Cy (C;eR) (5p)

Tehat a megoldas (implicit alakban):

1 5.2
5627’ @ —sh(2z)+C (C eR) (2p)

b) A K = 1-hez tartozo izoklina az x = y? egyenletii parabola (4p) , a vonalelemek 1 meredekségtiek
(2p) .

2. feladat (20 pont)
Oldjuk meg az
y =2y —22)2+1

differencialegyenletet az y(0) = —1 kezdeti feltétel mellet! (A megoldast explicit alakban adjuk meg.)

Mo. Legyen u(z) :=2y(x) — 2z (2p) . Ekkor

() =2y (z) -2 & (z)= u’é:z:) +1 (2p),

tehét az 1j differencidlegyenlet:

u' =2u? (2p)
Szeparalhato, u = 0 megoldas (1p) . A tanult modszerrel:
%=2u2 = /u_Qduz/de (2p) = —L:2x—|—5’ (CeR) (3p)
dz u(z) ’

tehat az eredeti egyenlet megoldéasai:

y(@) =z — 4361_0 (4p) eés y(z) =2z (1p)

A megadott kezdeti feltétel melletti megoldast jelolje i, ekkor:

!

7(0)=-1 = C=-1 (1p) — gla)=x-—




3. feladat (20 pont)
Adjuk meg az alabbi differencidlegyenlet altalanos megoldasat!

y" — 4y’ + 5y = 13sin(2x)

Mo. Harmadrend, linearis dlland6 egyiitthatos, inhomogén egyenlet. A homogén egyenlethez tartozo
karakterisztikus egyenlet:
M —4\+5=0 (2p),

gyokei: A\ 2 =214, (2p) . Ebbdl a homogén egyenlet altalanos megoldasa:
yna(r) = Cre**sin(z) + Coe*“ cos(z) (z € R, C1,C0 € R)  (4p)
Az inhomogén egyenlet egy partikularis megoldéasat
y(x) = Asin(2z) + Beos(2z) (r € R,A,B€R) (2p)
alakban keressiik (nincs rezonancia). Derivalva kétszer (2p) :
y(x) = Asin(2z) + B cos(2x) | -

5
y'(z) = 2A cos(2z) — 2B sin(2z) |- (—4)
y"(z) = —4Asin(2z) — 4B cos(2z) -1

Behelyettesitve a differencidlegyenletbe:
y"(z) — 4y (z) + 5y(z) = (A + 8B)sin(2z) + (—8A + B) cos(2x) = 13sin(2z) (2p)

1 8
5 : (3p),

tehat az inhomogén egyenlet egy partikularis megoldasa:
1. 8
Yip(x) = 3 sin(2x) + 3 cos(2z) (z€R) (1p)
A differencialegyenlet altalanos megoldasa:
Yia(®) = yip(r) + ynalz) =

= %Sin(Zz) + gcos(2x) + C1e* sin(z) + Coe** cos(z) (z € R, C1,C2 €R)  (2p)

4. feladat (74+7+47=21 pont)
Konvergensek-e az aldbbi sorok?

sin™(2n?) n+2\" n?+4+3+7"
o 3 e n Y (253) o YT
ol n =\n +3 = 242
Mo. a) Legyen a,, := bmnn(ﬂ (n € NT).

1
anl < =5 (nENT) (4p),

1
és a — numerikus sor konvergens (1p) , tehat a majorans kritérium alapjan > a,, abszolut
neNt T neN+
konvergens (1p) , kovetkezésképpen konvergens (1p) .



b) Legyen b, := ("—“)n (n € N).

n+3
(2p) (1 + 2)71 n—00 e? 1
o AT/ MmO 40 (1
(1+2)" @p) € e #0 (1p)
tehat nem teljesiil a sorok konvergencidjanak sziikséges feltétele, ezért > b, divergens (2p) .
neN

c) Legyen ¢, := ”Zi% (n € N).

Elsé megoldds. Minden n € N esetén

==l >0 (4p)

2.4n =

ésa > (%)n sor divergens (1p) , tehat a minorans kritérium alapjan > ¢, divergens (2p) .
neN neN
Masodik megoldds.

n?+3+ 17" (2p) g%—i-?)-&-(%)n n—co
Cp = = — +00#0 (1p),

tehat nem teljesiil a sorok konvergencidjanak sziikséges feltétele, ezért > ¢, divergens (2p) .
neN

5. feladat (7412=19 pont)

a) Milyen sorokat neveziink Leibniz-tipusa soroknak? Mit mond ki a Leibniz-kritérium? Hogyan becstil-
hetjiik egy Leibniz-sor hibajat? (Bizonyitas nélkil mondjuk ki a tanult allitasokat!)

b) Konvergens-e a

n 1
Z(_l) Vn?2+3n+1

neN
numerikus sor? Amennyiben igen, adjunk nemtrivélis fels becslést az elkGvetett hibara, ha a sor Gsszegét
99
L 1 ] .. RIS
az Sgg := nZ::O(—l)”W részletosszeggel kozelitjik.

Mo. a) Lebiniz-sor definicidja: Azt mondjuk, hogy az Y a, numerikus sor Leibniz-sor, ha a kovetkezd
neN
tulajdonsagok teljesiilnek ré.
(i) Minden n € N esetén a,11 - a,, < 0 (azaz alternal). (1p)
(ii) Az (Jan|)nen sorozat monoton csékkens. (1p)
(iii) lm |a,|=0. (1p)
n—oo

(Ha az els6 két tulajdonséag egy kiiszobindextol kezdve teljesiil, akkor > a,-et tagabb értelemben
neN

vett Leibniz-sornak nevezziik.)

Leibniz-kritérium: Minden (tagabb értelemben vett) Leibniz-sor konvergens. (2p)

Ha Y a, Leibniz-sor, és S € R jeloli a sor dsszegét, akkor minden n € N esetén
neN

<lans1| (2p).

iak -5
k=0

: ¢ — (_1)n 1 5 : —
b) Minden n € N esetén legyen a, := (—1) T Bkkor n%:N an, alternal (1p) , nlLII;O lan| =0
(2p) , illetve (Jan|)nen monoton csékkend (1p) , hiszen egy monoton névs, pozitiv taga sorozat
reciproka (3p) , tehat a Leibniz-kritérium alapjan > a, sor konvergens (2p) .
neN
Hibabecslés: Szintén a Leibniz-kritérium alapjan, ha S jeldli a sor Osszegét, akkor

(3p)

|So9 — S| < |aroo] =

1
V10301



IMSc feladat (8 IMSc pont) Hatarozzuk meg a

= 1
Z2712—1—671—&—4

n=0

Osszeget.

Mo. Minden n € N esetén ) )

1
M2+ 6n+4 2 (n+1)(n+2)

Parcialis tortekre bontéassal:

(1p).

1 1 1

DTy ntl nya €N Gp)

Tehat

i 1 (1p) limi:l L1 Yen 1( 1 \apl
2n? +6n+4 n—>ook:02 k+1 k+2 n—o0 2 n—+ 2 2’

n=0




