Bevezetés a szamitaselméletbe I1.
1. pétzarthelyi — pontozasi itmutatod
2011. december 5.

Altalanos alapelvek.

A pontozasi utmutatd célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az
utmutaté minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait és az ezekhez
rendelt részpontszamokat kozli. Az tatmutatonak nem célja a feladatok teljes értéki megoldasanak
részletes lefrdsa; a leirt 1épések egy maximalis pontszamot éré megoldas vazlatanak tekinthetdk.

Az utmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldonak, ha a kapcsolodo
gondolat egy attekinthets, vildgosan leirt és megindokolt megoldas egy lépéseként szerepel a
dolgozatban. Igy példaul az anyagban szerepls ismeretek, definiciok, tételek puszta lefrdsa azok
alkalmazasa nélkiil nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban
valoban szerephez jut). Annak mérlegelése, hogy az utmutatoban feltiintetett pontszam a fentiek
figyelembevételével a megoldonak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javitd hataskore.

Részpontszam jar minden olyan otletért, részmegoldasért, amelybsl a dolgozatban leirt
gondolatmenet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldéasa volna kaphaté. Az ttmutatoban
szereplé részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatéok. Az utmutatoban leirttol eltérd jo
megoldés természetesen maximalis pontot ér.

Minden feladat 10 pontot ér. Az elégséges hatara 24 pont. A vizsgajegybe a dolgozat pontszama
szamit bele, igy a dolgozatokra osztalyzatot nem adunk.

1. Hatarozzuk meg azon 11 csticst egyszert grafokat, melyekhez barhogyan hozzavéve egy élet gy,
hogy a graf egyszerd maradjon, a kapott grafnak lesz Euler-kore.
* * * * *

Mivel egy ¢él behiuzasaval a grafban lesz Euler-kor, a paratlan foku cstcsok szama legfeljebb kettd

lehet. (2 pont)
A paros foki cstucsoknak klikket kell alkotniuk, kiilonben hizhatnank kozéjiik élet és a kapott
grafban nem lenne Euler-kor. (2 pont)
Ha tehat nincs paratlan foku csiics, akkor a graf egy 11 cstcsu teljes graf, ez meg is felel a feladat
feltételének. (1 pont)
Egy paratlan foku csiics természetesen nem lehet a grafban, hiszen a paratlan fokok széma mindig
paros. (1 pont)

Ha a paratlan fokok szama kettd, akkor a parosak egy 9 csiicsu klikket alkotnak, ezen feliil minden
olyan él is be van hiizva, ami péaros és paratlan foku csiicsok kozt vezet, hiszen egy ilyen élet behtuzva

sem lenne a kapott grafban Euler-kor. (2 pont)
A graf ekkor az egy éli graf komplementere, ami szintén megfelel a feltételeknek. (2 pont)

2. Egy 101 cstcst egyszerd grafban két cstics foka 50, a tébbi cstics foka legalabb 51. Mutassuk meg,
hogy el tudunk hagyni a grafbol egy cstucsot ugy, hogy a kapott grafnak legyen Hamilton-kore.

* ok ok ok Xk

Egy cstcs elhagyasa utan 100 csicstu egyszert grafot kapunk, (1 pont)
tehat Dirac tétele szerint elég azt igazolni, hogy minden pont foka legalabb 50. (1 pont)
Ha a két (eredetileg) 50 foku cstics nincs Osszekotve, akkor barmelyikiiket elhagyva ilyen grafot
kapunk, hiszen a nem elhagyott 50 foku cstcs foka nem csokken, (2 pont)
a tobbi csucs foka pedig legfeljebb eggyel csokken. (1 pont)

Ha a két 50 foku cstics Gssze van kotve, akkor a legalabb 51 foku és az 50 foku cstucsok kdzott 98 él



fut, (2 pont)
azaz lesz olyan legalabb 51 foku cstucs, amely nincs 6sszekotve egyik 50 foku cstucesal sem (mivel 99
ilyen cstcs van). (2 pont)
Ezt a csucsot elhagyva a Dirac-feltételnek megfelels grafot kapunk. (1 pont)

3. Egy 2011 csticstt paros grafnak 2011 éle van. Mutassuk meg, hogy van olyan csticsa, aminek a
foka legalabb 3.

A grafban a fokszamok atlaga 2, (2 pont)
ezért ha nem lenne legalabb 3 foka cstics, akkor minden foknak pontosan kettének kéne lennie.
(2 pont)

Egy csak 2 foku csticsokbol allo graf korok diszjunkt unioja, (2 pont)
hiszen minden komponensben van kor, méas él viszont ekkor nem lehet a komponensben. (2 pont)
Mivel a csticsok szama péaratlan, a korok kozt lenne paratlan csicst, ami paros graf esetén nem
lehetséges. (2 pont)

4. Egy 10 csticsi egyszerd paros graf egyik osztélydban a cstcsok fokai rendre 5,4,4,2,2. Mutassuk
meg, hogy a grafban van teljes parosités.

* ok ok ok 3k

A feladat szovege szerint mindkét osztélyban 5 cstcs kell legyen, (1 pont)
igy Frobenius tétele szerint elég azt megmutatni, hogy valamelyik osztalyban barmely részhalmaz
szomszédsaga legalabb akkora, mint maga a részhalmaz. (2 pont)

Legyen az az osztaly, ahol a fokok adottak A. A-ban minden részhalmaz szomszédsaga legaldbb
2 elemt, hiszen minden pont foka legalabb 2, vagyis az 1 és 2 elemi részhalmazok szomszédsagai

kell6en nagyok. (3 pont)
A legalabb 3 elemt részhalmazok tartalmaznak legalabb 4 foku cstcsot (hiszen ennél kisebb fok
csak 2 van), tehat a 3 és 4 elemii részhalmazok szomszédséagai is kell6en nagyok, (3 pont)
maganak A-nak a szomszédsaga pedig 5 elemt, mivel van A-ban 5 foku cstcs. (1 pont)

5. Egy 10 csucsi graf kromatikus szdma 9. Mutassuk meg, hogy a klikkszama legalabb 8.
x x x % %

Mivel a kromatikus szam 9, a graf csicshalmaza szétoszthaté 9 részre ugy, hogy a részeken beliil

nem mennek élek, viszont barmely két rész kozott megy legalabb egy él, (2 pont)
ellenkezd esetben két, éllel 0ssze nem kotott részt Osszevonhatnank és a graf megszinezhets lenne
9-nél kevesebb szinnel is. (3 pont)
Mivel minden részben van legalabb egy csics, a 9 rész koziil 8-ban pontosan egy cstcs kell hogy
legyen (két legalabb két cstcsu rész esetén legfeljebb 8 rész lehetne). (2 pont)
Mivel ezen részek barmelyike kozt megy ¢él, az érintett cstcsok egy 8 cstcsu teljes grafot alkotnak,
azaz a klikkszam legalabb 8. (3 pont)

6. Egy G graf osszes élét megduplazzuk. Bizonyitsuk be, hogy a kapott graf élkromatikus szama
legfeljebb 2x.(G) és mutassunk ra példat, hogy lehet ennél kisebb is.

* ko ok ok Xk

Legyenek a G graf élei ey, ey, ..., e, az e; ¢l duplazasakor kapott él legyen e.. Legyen tovabba
c:{e, e, . emt — {1,2,...,x.(G)} a G graf egy jo élszinezése.
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Megszinezziik a duplazéas utani graf éleit 2x.(G) szinnel a kovetkezSképp. Az eredeti élek kapjak

meg azt a szint, amit G élszinezésekor kapnak, (1 pont)
e; szine pedig legyen c(e;) + x.(G). (1 pont)
Ekkor két csatlakozo régi él nyilvan nem lehet azonos szind, (1 pont)
két csatlakozo 4j él sem lehet azonos szint, hiszen ekkor a nekik megfelels régi élek is azonos szintiek
lennének, (2 pont)
végiil egy 1j és egy régi csatlakozo él sem lehet azonos szind, hiszen a régi élek szinei és az 0j élek
szinei diszjunkt halmazokban vannak. (1 pont)
A feladat masodik felének megoldéaséahoz legyen G (példaul) az 5 cstcsu kor, melynek élkromatikus
szama 3. (1 pont)

A dupla 6tszog 5 szinnel valo jo élszinezéséért (és annak megéllapitasaért, hogy 2-3 > 5) 3 pont jar.



