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1. Fiiggvény hatarértéke

@ Fiiggvény: egyértékii relacio.
f Dy — Ry Vo € Dy C R-hez hozzdrendel pontosan egy y € Ry C R-et.

(y = f(x))
Dy: domain, értelmezési tartoméany (ET); R;: range, értékkészlet (EK).
(Jeloljik f: R — R médon is.)

Korldtossdg, paritds, monotonitas, periodikussdg, néhany fiiggvény: ... (L. el6adés!)

@ Azt mondjuk, hogy lim f(z) = A, ha
T—xQ

o 1, torlédasi pontja Ds-nek,

e Ve > 0-hoz 3d(¢) > 0, hogy

|f(z) —Al <e, ha0<|r—x0| <d(e), x€ Dy

(Azaz f(x) € K., ha 2 € K,y 5N Dy)

H halmagzra szoritkozé hatarérték:
az €l6z6 definicioban a Dy — Dy N H helyettesitést elvégezve kapjuk a definici6jdt.
Jobb oldali hatérérték: H = (zg, c0)
Jelolése: lim f(x) = 1im+f(x) = f(z0+0)
T—T(

x—x0+0
Bal oldali hatérérték: H = (—o0, x¢)
Jelolése: lim f(xz)= lim f(z) = f(zo—0)
T—x0—

x—x9—0

A definiciokbdl kovetkezden lim f(x) akkor és csak akkor létezik, ha 3 f(z9—0), f(z0+0)

T—To

és f(zog—0) = f(xo+0) (véges).

@ Cauchy kritérium (—B)
lim f(z) = A <= Ve > 0-hoz 36(e) > 0: a1, 15 € K,y 5 esetén |f(zy) — f(22)] < .

T—T0

Bizonyitsuk be, hogy 1iII217 Jr =3
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|f(x) — 3| <e,ha0<|x—27] <i(e) 5(e) =?

|z — 27| |z — 27|
< — <€

V2 4397 +9 >0 P

= sl |y g) WA 3V 43
Vo3l = (Ve =3) o r

Innen |z — 27| < 9e,igy 0(e) < min{9e, 27}
(27 az > 0 megkotésbdl szarmazik.)

Bizonyitsuk be, hogy lir% (> —x+5)=11

|f(z) = 11| <e,ha 0 < |z — 3| < d(e) d(e) =7

2> — 2 +5—11] = |2* — 2 — 6] = |z — 3||z + 2| < |t —3|-6<e¢
|z —(—2)| <6
—8<x <4

Tehét |z — 3| < % , vagyis d(e) < min {%, 1}
(A vizsgalatot lesziikitettitk a (—8,4) intervallumra. A vizsgalt xo = 3 pontnak ezen

intervallum végpontjaitél valé minimalis tavolsdga 1, tehat 0 nem lehet 1-nél nagyobb.
Ezért keriilt be a képletbe 1.)

2x+1
Bizonyitsuk be, hogy  lim il -1

z—-2 1 —x

|f(x) = (=1)| <e,ha0<|z—(=2)| <d(e)

2c+1+1—=x
1—=2

20 +1
1l—z

|z + 2| |z + 2|
= < - <c

=1 e 1

(x<0)V(x>2)

+1| -

Tehat |z + 2| < e, vagyis 0(¢) < min {e, 2}
(2: —2 tavolsaga 0-t6l.)
Feladatok:
A definicidval mutassa meg, hogy
1. lir%\/2x+5 =3

2. lin% (22 +2z) =3
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t——1 3+ x 2
00
1.1. Sziikséges és elégséges tétel hatarérték 1étezésére

Atviteli elv:

lim f(z)=A — V&, — xora f(z,) — A
Tr—XT0
Ty € Df
L, # Zo
(P &llitas) (Q &llitas)

1. Sziikségesség (P = @) :

Teljesiil: |f(z) — Al <e,ha0 < |z —x0| <d(e) és lim z, = xo.
Be kell latni:
f(z,) — A, tehat Ve > 0-hoz IN(e): |f(x,) — A| < e, han > N(e)
Algoritmus:
e—d0(e): |f(x) — Al <e hal<|zr—x0| <d(e)
d(e) = N1(6(g)):  |xn — x| < (), ha n > Ni((¢))
De ekkor |f(z,) — Al <e,han>Ni(d(e)) = N(e):= Ni(d(e))

Elégségesség (QQ = P, ezzel ekvivalens P — Q) :
YV, — xora f(z,) — A
Kovetkezik-e ebbél, hogy Ve > 0-hoz 3J(e):

|f(z) — Al <e,ha 0 < |z — x| <d(e) ?

Indirekt médon bizonyitunk.

1
Tth. J& > 0, melyhez nincs 6(g). Tehdt minden ¢ rossz. Pl. § = — (m € N*) is
m

1
rossz, tehat 3z, 0 < |z, — x| < —, de |f(zm) — A| > £. De ekkor lenne olyan
m

T — T pontsorozat, amelyre f(z,,) /~ A4
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1.2. Végesben vett hatarértékek

—_

lim f(z)=A )

T—x0

Ve > 0-hoz 3d(e) >
2. lim f(z) = flzo+0) =A% o

|f(z) — A| < ¢, ha
3. lim f(z)= f(ze—0)=A

r—xg—0 )

1. lim f(x) = +o0

T—T0

2. lim f(z) = +oo vV > 0-hoz 3(£2) > 0:
2= +0 f(z) > Q, ha

3. lim f(z)=+o0

r—x9—0 )

BT VQ > 0-hoz 36(2) > 0:
2= +0 f(z) < —Q, ha

3. lim f(z)=—00
r—x0—0 )
000

I 1
lim = —00
z—34+0 6 — 2

1

L0<|r—x0| <0

(kg —0 <x < xo+9)

0<x—20< 0

(xo < & < xo+9)

L=<z —120<0

(o — 0 < x < )

L0<|r—x0| <0

(kg —0 <x <o +9)

0<x—20< 0

(xo < & < o +9)

L0 <x—129<0

(ko — 0 < & < )

L0<|r—x0| <0

(kg —0 <x <o +9)

0<z—120< 0

(xg < & < xo+9)

L0 <x—129<0

(ko — 0 < & < )

6—2m<_Q = 2£_6>Q>O = 0<$_3<@:5(Q)
PR
z—3-0 6 — 2z
1 1 1 1
= Q 2(3 — — - — =4(Q
6=9s 33 _1) > = 23 x)<Q = 3 z< 59 (Q)

3—x>0

(—5(9):—%<x—3<0)
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1.3. Végtelenben vett hatarértékek

lim f(z)=A Ve > 0-hoz 3P(e) >0 |f(z) — A] < e, haz > P(e)
lim f(z)=A Ve > 0-hoz 3 P(g) > 0: |f(z) — A] <e,haz < —P(e)

lim f(z) = +oo VQ > 0-hoz 3 P(Q) )

xh—{go f(z) =—o0 VQ > 0-hoz 3P(Q2) >0 f(z) < =Q, hax > P()
(@)>0:  f(z)
(2) ()

>0: flz) < —Q, haz < —P(Q)

>0 f(z) > Q, haz > P(Q)

lim f(x) =400  VQ>0-hoz 3P(Q

T——00

z) > Q, haz < —-P(Q)
lim f(z)=—o0 vV > 0-hoz 3 P(Q2

Tr——00

@ Az atviteli elv mindegyik tipusra kiterjesztheto. A rendorelv is alkalmazhaté.

(X X J
. 3x+3 3
lim = —
z——c0 20 —1 2
|f(x) — Al < e, haz < —P(e)
3t +3 3| |62+6—(6x—3) % i a9 ?
—_— - = = T — —
2 —1 2 dr — 2 |4z — 2| €
. 9 9 9 _
r<0miatt —(4o —2)> - = —dr>--2 = x<—64 = —P(e)
£ £
f@) ={r}  lm {a} 3
Ugyanis
2V =n—>00 (neN) fE)y=0-0
1 1 1
2D =n+2 50 (n € N) f(:r$12)):——>—7é0
2 2 2
N G
A rendérelv segitségével:
0 < o
24+1 7 2241
. !
0 0
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{z}

2+ 1

— 0, ha z — +o0.

1.4. Feladatok

1. A megfelel6 definiciéval mutassa meg, hogy

a) lim (3z2+1) =00

r—Fo00
zr—3 1
b) 1 ==
LN i
R P ——
) i, g =
. 1
d ac1—1>1jlzloo(a:—1)2_0
32
e) lim T

f) lim V422 + 32 +5 =00

r—00

2. Mutassa meg, hogy az aldbbi hatarértékek nem léteznek!

a) lim cos —
x—0 x

b) lim cos z?

r—00
¢) lim [sin®z]
T—00

2

d) 1i_>II%f(x), ha f(x) :{ z ' ha x rac.

—z*, ha x irrac.
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1.5. Miveletek fiiggvények korében

A hatarértékekre vonatkozd tételek:

@ Ha lim f(z) = A és lim g(z) = B, akkor
T—T0

xgr(iim (cfiz)=c-A (=c- lim f(z))
3 lim (f+g)(z)=A+B

T—T0

3 i (7 9)(e) (= Jim 7o) o)) = 4+ 8

T—T0

3 lim i(m):%, ha B #0

z—xo (

A szamsorozatokra vonatkozé hasonlé tételek alapjan. Pl. az Osszegre:
A feltételek miatt:
Va, = xy (2, # 0,2, € Dy) sorozatra f(z,) — A, g¢(z,) — B
— Vilyen z, — zo-ra: (f + g)(z,) = f(z,) + 9(z,) = A+ B. Sth.

@ A tételek kiterjesztheték minden hatarérték fajtara a szamsorozatokhoz hasonléan.

Ugyanazok a hatarozatlan alakok is.

2 1) -1
lirr%gzliml(x—l)x 1(m+1)2:0
Tr— xr — Tl N et T ] N e’
Lo

0 4
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x? —5x+6 . 1l 2—3 -2
Iim ————— = lim
3z —3(x+3)2

r—3 z—3 1 —

1 -3 -2

lim = 400
2=3+0 7 — 3 1 — 3 (v + 3)2
—— —— ,
! ! !
too 1 32

e—=3-0x —3 v —3 (v + 3)2
——

! | l

—oo 1 322

30

T Vit +2 T
lim — = lim . =lim—(V4d+ax+2)=4
OHO\/4—|—$—2 e=0\A+x—2 JA+x+2 :HO.Q:< )

@ 8+u : r 1+8
2o 322 16 wteo 322 14 3
=~ . z?,
_BIHO l
1
. x4+ 3r+1 2 1+34+4 1
lim s ==
z—+oo 6+ 322 z—too 322 14 = 3
1 \—,—/
=1 |
1
9 — 222 _ —2x% 1-— 2%
@ lim = lim 5 = Foo
o v 9 \V/
l 1
Foo
lim (-2 + 62° + 222+ 3) = lim —2a° 1_£_3_3 = Foo
r—to00 r—+o00 x4 x7 1'9
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22 + 3z + 8 — (2% + 6x)
lim (V2243248 — V22 +62) = lim =
( ) r—do0 /72 + 3z + 8 + Va2 + 6z

r—+00

—3z 1-2 1 3
r—+o00 2
EENC/RRYIES B SRVIES b+t 2
—3z —3z

1.6. Folytonossag

xo: az értelmezési tartomany bels6é pontja (3 K,, C Dy)

@ f folytonos zp-ban, ha 3 f(xy) és Ve > 0-hoz 3(g) > 0:

|f(x) = f(zo)| <&, ha [z —x0| <d(e)

Ezzel egyenértékii:
f folytonos xg-ban, ha 3 f(zg), 3 lim f(z) és lim f(x) = f(xo) (: f(lim x))
T—x0

T—To T—To

(Tehat a folytonossédgi helyeken a hatérdtmenet és a fliggvénymiivelet felcserélhetd.)

Jobbrdl folytonos f x¢-ban, ha : f(z9) = f(x¢ + 0)

Balrdl folytonos f zg-ban, ha : f(zg) = f(zo — 0)

Belathaték a kovetkezo tételek:
@ Ha f illetve g folytonos xg-ban, akkor

c- f,f+9,f-9ésg(xg) # 0 esetén f is folytonos zo-ban.
g

@ Ha g folytonos zg-ban és f folytonos g(xg)-ban, akkor f o g folytonos x¢-ban.

1.7. Szakadasi helyek osztalyozasa

Ha az értelmezési tartomany belsé pontjaban f nem folytonos, akkor a szakadés lehet:
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1. Elséfaju szakadas

a) megszintethetd szakadds: f(xo + 0) = f(zg — 0) (véges), de # f(xy) vagy
ﬂf(fﬁo)
b) véges ugras: 3 a véges f(xg+0) és f(zg —0), de f(zg+ 0) # f(zo —0)

2. Mésodfaju szakadas (1ényeges szakadas): minden mas szakaddsi hely

Milyen szakadasa van x = 1-ben az alabbi fliggvénynek?
I xt — 522+ 4
€Tr) =
xt — 223 4+ 1022 — 18z + 9

ot =5 +4=(2-1)(2*—4) = (zr - 1)(z+ 1)(2* — 4)
A nevezének is gyoke x = 1, ezért kiemelhetd beldle (x — 1).

(' =22+ 100 =182+ 9): (v — 1) =2° — 2 + 92 — 9

A hanyadosnak még mindig gyoke x = 1, fgy: (23 — 22 +92 —9) : (x — 1) = 22 + 9.
Tehat

1 -1 (z+1)(2*—4)

f(:E):x—l x—1 249
—— —— N —
Lo=1 l3
+o0 —3
lim f(z)=Foo : x =1 masodfaju szakad4s

Hol és milyen szakadasa van az alabbi fiiggvénynek?
1 1
+ , ha x < —1
lz+2]  x+2
=1
—r° +x° +4r — Chaz>—1
1—2a2
Dy =R\ {-2,1)
r=-2: ) )
Haz < -2 : = =0 = -2-0)=0.
w2 f(0)= f(-2-0)

2
Ha 2<a2<-1": = =
) A = f(x) x+2+x+2 x4+ 2
Igy x = —2 lényeges (mésodfaji) szakad4s.

=  f(=2+4+0) = +o0.

© Konya I. — Fritz Jné — Gyéri S. 10 vl.l



Haz>—-1: f(z)=

?(—r+1)+4x—-1) 1—za*—4

(1—2)(1+x) S l-x 14z
r=1": 5
fA+0)=f1-0) = 5 a= 1 megsziintethetd szakadas (Ff(1))
r=-1":
F-1-0) = f(-1) =2 1
—x
—1 = i 24 =
f( +0) x—>l—H11+01—x (gﬂz—) 1+
l '
A
+00
Tehat x = —1 masodfaju szakadés.

Mutassuk meg, hogy

x, 2, ", P,(x) =apz™ 4+ -+ +ag
mindentitt folytonos!
L. eldadés!
Feladatok
1. a) lim (\/x2+3—\/x2+ax+1):? ac€R,a>0

r—+0o0o

b) lim x(€/x4+ax2+2—{7x4+bx2+1) =7

r——00

. 1 1
3. lim + =7
=28 \ Va2 —4r+4  x—2
V2x + 3+ Vr +2

4. =7
Y e 2z 13- VBrt 4
2+ 1+1
b) lim vert i+l _,

i =1
e——1+ \/3r +4 -1

Va,beR

© Konya L. — Fritz Jné — Gyéri S. 11

vl.1



lim Tt —\/—_x:?
m—»—lw_\if/__x
vi-z _,
Ve
1— Yo —1 0

e) lim ———— =71

a2 ] — /o —1

5. Milyen tipusu szakadasai vannak az

c)

4

2 —x—20
|22 — 122 + 35| (x + 4)

fiiggvénynek?
6. Milyen tipusu szakaddsa van x = —1-ben f-nek?

xt + 222 — 3
x4+ 223 — 322 —8x — 4

fx) =

7. Hol és milyen tipusu szakadasa van f-nek?

f(z) (22 4+ 22 — 8) (z + 4)

- |22 + 32 — 10| (22 + bz + 4)

1.8. Egy nevezetes hatarérték

@ P

(Probélkozzon uw = ¥/x — 1 helyettesitéssel!)

. sinz
i{% r 1 sinx tgx
T
. 0 i
_ sinx ) ,
Mivel f(x) = paros, elég f(+40)-val foglalkozni.
x

Legyen0<x<g:

Troan < Tpoas < ToaBna

1-sinx 122 1-tgao

5 ST ST 3
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2
Mindkét oldalt — > (0-val megszorozva:

—

sin x
T 1
1 < — <
| sin x Ccos &
1 1
x . sinx . sinx
- 1 = lim =1= lim
ST 4o z—+0 r——0 T

@ Tehét = € <0, g)-ben sinz <z = |sinz|<|z| Vaz-re

x—»% 2 z l w— g g
1
1
:lim—uzlm - = lim — =-=1
u—0 COS (u + %) u—0 —sinu  w—0 SInu ]
U
Feladatok
1 — cos tg4
1. lim — B 9 4 lim 220 _9
x—0 €T 2—0 tgl’
sin /xr  sin Va3
2. lim \/_ =7
z—+0 SIn X
T — sin 2x
3. lim 2% —7 5. lim =212 o
=0 T z—0 2 + sin 3x

| 1 —cos2z | 2sin’ x 21, sinx 2
1m e m = — [1 — —
20 32 =0 32 3 z—0 T 3
N—_——
l
12
sin 3z 5
in3 T3
lim s%n T Jim -2 %
z—0 sin 2z 7—0 Sin 2z 9 2
2z
T _ T _

2 2 —

-sinz, = lim

. m .
lim (= —2)tgx = lim
e—I coST ~—~~ z—T COSX
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T — sin 2x tgr —sinx

6. llm —— =7 12. lim — =7
22 sin 1 t :
7. lim R 13. limgx—;mx:?
" z—0 sinz ' z—0 T
. 2 1 ? T . T
8. mh_)rgoa: 1—0085 =1 cos = — sin =
14. im —2 2 _9
_ T cosT
0. lim YT~ _,
z—0 x2 ]
sin z
/ _ 15. lim =7
10, i Y27~ 1, o T —
z—0  sin“3x
— 1-— 5
11, lim 820 16, lim ~—959% _,

$_>O\/[L'2—|—1—1— T—F Sr —

17. Hol és milyen tipusu szakadasa van az

(22 4+ 3z + 2) sin |2 — x|
x?—4

fz) =

fliggvénynek?
18. Hol és milyen tipusu szakadasa van az alabbi fiiggvénynek?

1 1

h <0
yx+3y+x+3’ ar=
f(x) = )
L-cosyr haz >0
tgx
000

2. Folytonos fiiggvények tulajdonsagai

Néhéany definicié:

@ f folytonos (a,b)-n, ha ¥V = € (a,b) -ben folytonos.

@ f folytonos [a, b]-n, ha folytonos (a,b)-n és a-ban jobbrél, b-ben balrdl folytonos.
(D) b € H belsé pont, ha 3K, : K, C H

@ h hatarpont, ha V Ky-ra K, N H # 0 és K, N H # ()
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@ k kiils¢ pont, ha 3K, : K,NH =10
@ Nyilt halmaz: minden pontja belsé pont
@ Zart halmaz: a nyilt halmaz komplementere

@ Kompakt halmaz R-ben: korlatos és zart halmaz (R™-ben is érvényes a definicio)

@ Ha f folytonos xo-ban és f(x¢) > ¢, akkor 3§ > 0: f(z) > ¢, ha z € K, 5.

A

g(x) = fz) —c c
g is folytonos xg-ban és g(zg) > 0. ‘
Bizonyitandé, hogy 3 K, s Adg o
g(x) >0 Ve K, sra. B |
A= g(xg). A folytonossdg miatt: A= g(wo) -

A—ce-

7 N
To

19(x) = g(wo)| = [g(x) — A| <&, ha |z — o] < d(e).

g =

A A
2 L s(2)n
5 5(2>, ogy

A A A A A
|g(x)—A|<§,azaz O<§:A—§<g(w) (<A+§),ha |$—x0|<5(§).
Tehétittg(x)>§>0 == f(:c):g(x)+c>c—|—§>c.

@ Bolzano tétel:
Ha f folytonos [a, b]-ben és f(a) < ¢ < f(b), akkor 1étezik £ € (a,b): f(§) =c

1. 1épés:
b
Haf(%’)>c = al:aablza+ , Iy = [ay, by
b
Haf(%’)<c = al:a;— , by =0, I) = a1, b]
a+b

Ha f (%’) =c = (= 5 Ekkor vége az eljardasnak. Egyébként
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|a — ]

fla) <e< fr), (b2 h, Ja—b|="—

2. lépés: Megismételjiik az eljarast [;-re, igy kapunk egy Iy = [ag, by] intervallumot:

a—b
fla) < e < flb), 0B D L5 Dy Jay— b = 120
Ha &-t nem kaptuk meg, folytatjuk az eljarast.

, vagy megkaptuk & értékét.

n. lépés:
f(an)<c<f(bn)7 [a’b]DIIDDIn

00 —b n
A Cantor-axiéma szerint: 3¢ € (| I,, és |a, —b,| = |a2n | —+0
n=1 o]
0<la, =&l < |lap—0by] = lima,=¢ (rendérelv)
!
0
0< b, =&l < lap—0by] = limb,=¢ (renddrelv)
!
0

f folytonossaga és az atviteli elv alapjan:
Tim f(a) = £(€) = lim f(b)
Masrészt a sorozatok hatarértékére vonatkozéd egyenlotlenségek alkalmazéasaval kapjuk:
flan) <c = lim f(a,) <c
Fb)>c = lim f(b) > c
Tehét f(§) < cés f(§) > ¢, ami azt jelenti, hogy f(§) = c.

1. Kovetkezmény:

Ha f folytonos [a, b]-ben és f(a) < 0, f(b) > 0, akkor az f(x) = 0 egyenletnek legaldbb
egy gyoke van (a,b)-ben.

A Bolzano tételben ¢ = 0-hoz 3 & € (a,b),hogy f(§) = ¢ = £ gyoke az
egyenletnek.

2. Kovetkezmény:

Paratlan fokszamu polinomnak legaldbb egy valds gyoke van.
Legyen f(x) = agpi12*™ + aga®™ + -+ + a1 + ag, legyen agyr > 0. —
lim f(z) =00, lim f(z)=—-0c0 = 3Q: f(Q)>1ésTw: f(w)<—1

r—00

A polinomok folytonosak mideniitt, tehét [w, 2]-ban is, igy az el6z6 kovetkezmény szerint

3¢ € (w,Q): f(§) =0.

© Konya I. — Fritz Jné — Gyéri S. 16 vl.l



2.1. Kompakt halmazon folytonos fiiggvények tulajdonsagai

@ Weierstrass I. tétele

Ha f folytonos az [a, b] (korldtos és zart) intervallumon, akkor ott f korldtos.
‘ Indirekt:

Tth. nem korlatos pl. feliilrél, tehat K : f(z) < K teljesiiljon Yz € [a, b]-re.
Ekkor Jz;: 2y €a,b], f(z1)>1

Jag: x9 € la,b], f(z2)>2

élxn: .xne a, b], f(xn)>n

(x,,) sorozat korlatos (Vz, € |a,b]) B'ng' b 3 konv. részsorozat; (@) — 0.

Mivel a < z,, < b mindig fenndll, ezért a < lim x,, = 2o < b. Tehdt z,, — z¢ € [a, b],

de f(x,,) = oo 4 f folytonos x¢-ban, ezért fzn,) — f(xg). .

@ Weierstrass 1I. tétele:

Ha f folytonos [a, b]-ben, akkor ott felveszi az infimumat ill. szuprémumadt, tehét
van minimuma és maximuma. Vagyis 3«, 5 € [a, b], hogy

o) =sup{f(o): o€ fa]} (= max ()} = max f(fa 1))

FO) =i (@) € o]} (= min (7)) = min f(o.1)
(B) A= f(la,b).

Weierstrass [. tétele értelmében A korlatos Decggmd
Megmutatjuk, hogy 3 a, 8 € [a,b] : f(a) = M, f(B) = m.
Bizonyitas f(a) = M-re: indirekt. (Hasonléan lehetne f(3) = m-re.)
Tth. fa € [a,b]: fla)=M = M — f(z) >0, hax € [a,b

1

d supA = M; inf A := m.

= g(z) = V] folytonos [a, b]-ben W:I>t g korlétos [a, b]-ben, tehat I K :

1 1
M——f(x)<K’ x € |a, b <K>0’M——f(x)>0)
M—ﬂ@>%

1
fle)y < M — T < M (legkisebb fels6 korlat) 4
———
fels6 korlat
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flx)=a2*+2

1. Mutassuk meg, hogy Vo € [1,2]-ben folytonos a fiiggvény!

2. Megadhaté-e kozos 6(e)? (Létezik-e irth] d(e,z9) >07)
xo€|l,

Megoldas:
Lo |f(2) = f(wo)l = |2* + 2 = (a8 + 2)| = |2z — @o||l2 + wo| < |2 — 20| (2wo| + 1) <&

€

r—xg < ——— =d(e,x
€ € €
2. 0(e,xg) = =——— > =—-=20(,2) akozos d(e
(&, o) Aol +1 4 g 221 5 (,2) (€)

2.2. Egyenletes folytonossag

@ Az f fliggvény egyenletesen folytonos az A halmazon, ha Ve > 0-hoz
36(e) (A-ban kozos):

|f(z1) = f(z2)] <e, ha |z —x9| <d; z1,20€ A

OL) Tehét 3 inf o(e, ) > 0
€A

@ Az A halmaz altaldban intervallum szokott lenni.

F2) =22 12

1. Egyenletesen folytonos-e f az [1,2] intervallumon?

2. Egyenletesen folytonos-e f az (1,2) intervallumon?

3. Egyenletesen folytonos-e f az (1,00) intervallumon?

Megoldas:
1. Igen. d(¢g,2) megfelel (lasd el6z6 példa)

2. Tgen. §(e,2) megfelel. (Ami a zart intervallumhoz megfelel, az a nyilthoz is mindig
j6.) Altaldnossdgban is igaz, hogy ha f egyenletesen folytonos /-n (nyilt vagy zért),
akkor Iy C I esetén I -en is egyenletesen folytonos. Ugyanaz a o megfelel.
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3. f nem egyenletesen folytonos (1, 00)-en.

1
xg) =n — 00, x,(f) =n+ - — 00, xg) —:):g) = — — 0; egymast
n

n
tetszolegesen megkozelitik, ha n-et elegendéen nagynak vélasztjuk.

Mégis

Tehat, ha ¢ < 2, nincs ko6zos 9.

f(x) = z egyenletesen folytonos (—oo, 0o)-en.

|f(x1) = f(z2)| = o1 — 22| <e = d(e) =¢

f(x) = sinzx egyenletesen folytonos (—oo, c0)-en.
Felhasznaljuk, hogy

. . a—03 a+f
sina — sin § = 2sin 5 cos 5

ill. |sinz| < |z|.

1 — X9 1+ T2
cos <
2 2

|f(x1) — f(x2)| = |sinzy — sinxs| = |2sin

T — X2 |371 —x2’

< 2. |sin 1<2 =l -2l <e = d(e)=¢

@ Ezzel persze azt is belattuk, hogy sin z mindeniitt folytonos.

f(z) = tgx egyenletesen folytonos E, g}—on.

sinz;  sinwy sin (z1 — x2) - |z — 29|

N (Cos %)2

= =dlr; — x| <e

|f($1) - f(%)’ =

COS I'1 COS X9 COS T - COS T2

— e)=1

1
f(z) = — nem egyenletesen folytonos (0, 1)-en.
T
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1 1
== - 0, o) = -0 = -z =0

n
Ugyanakkor

F@D) = f@@)| =n—(n+1)]=1¢¢, ha e<1

1
f(z) = sin — nem egyenletesen folytonos (0, 1)-en.
T

1 1
:1:%1) = ——F0— —0, :1:%2) =
5+ 2nm 35 + 2nm

)f(xg)) - f(x%z))‘ = |sin (3 + 2n7) —sin (33 + 2n7)| =[1 = (=1)| =2 £ ¢, hae < 2.

—0

@ Ha f folytonos az [a, b] zart intervallumon, akkor ott egyenletesen folytonos. (—B)

@ Ha f folytonos [a,00) -en és 3 lim f(z) = A (véges), akkor f egyenletesen

r—00

folytonos [a, 00)-en. (—B)

P.(x) = apx™ + ap_ 12" + - -+ + a1 + ag. Egyenletesen folytonos-e (1,10)-en?

Megoldas:
Mivel P, folytonos [1,10]-en = P, itt egyenletesen folytonos
— P, az (1,10) C [1,10]-en is egyenletesen folytonos.

Feladatok

xt+ 322 —4
Lo SO ==

a) Hol és milyen tipust szakaddsa van az f fliggvénynek?

b) Van-e minimuma f-nek a [—1,0] intervallumon?

22 +1 1
9. - -
f(@) x? CoS T
a) lim f(x)=7 lim f(z)="
z—0+ T—5—

b) Bizonyitsa be, hogy f-nek van gyoke (0, g)—ben!
3. Legyen f folytonos (—oo,00)-en és lim f(z) = —5, lim f(z)=3.

Bizonyitsa be, hogy f korldtos (—oo, c0)-en! Van-e nullahelye f-nek?
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4. a) Mikor mondjuk, hogy lim f(z) =157

b) Bizonyitsa be, hogy ha f folytonos a [2,00) intervallumon és

lim f(z) =5, sup f(z)=6,

T—00 x€(2,00)

akkor f értékkészletében szerepel a 6.

5. Van-e gyoke az aldbbi egyenletnek a (0, 7)-ben?

(sinz 4+ 1) =0

1
—(cos®x +1) +
x r—T7

6. f(z)=22%-3
a) Mutassa meg a hatarérték definicidja alapjan, hogy hI% f(x) =13 (d(e) =7?)

b) Egyenletesen folytonos-e az f fiiggvény az (1,4) intervallumon?

c) Egyenletesen folytonos-e az f fiiggvény az (1, 00) intervallumon?

3. Differencialszamitas

@ Differenciahdnyados (kiilonbségi hanyados):

Af  f(zo+ Ax) — f(x0) fiiggvényérték megvaltozdsa Lo
— = = | = : : - — : hur irdnytangense
Ax Ax fiiggetlen valtozo megvéltozasa

Ax — 0 esetén a hurok atmennek az érintobe, ha létezik
: zo+ Az) — f(z : .
Ahm0 f(zo A ) = flzo) = differencidlhdnyados (derivalt) = az érint6 irdnytangense.
T— T

@ Legyen K., s C Dy

Az) —
f'(@o) = Jim_ flzo + Axg f(zo) — lim

f(xo+h) — f(xo) — lim f(z) — f(xo)
h

T—xo r — X

(D) Jobb oldali derivélt: 7 ()

) . h) — . —
f+(l’0) - hllg-l() f(xo - })L f(xO) - mllxrglJrO f<:U:Z — iéwO)
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@ Bal oldali derivalt:  f” (o)

£ o)t LB R = fa) ()~ )

h——0 h z—zo—0 T — T

@ f'(xo) akkor és csak akkor létezik, ha 3 f’ (o) és f' (z0) és f(x0) = f (o)

(D) f differencidlhaté (a, b)-ben, ha 3 f'(z) Va € (a, b)-re.
(D) f differencidlhaté [a, b]-ben, ha differencialhaté (a,b)-ben és még 3 f7 (a), f' (b).

Példak: ... (1. el6adés!)

@ Sziikséges és elégséges tétel derivalhatosagra:

f akkor és csak akkor differencidalhaté zo-ban, ha K, s C Dy, |h| < d-ra:
Af = flxzo+h)— f(zo) =A-h+e(h)-h,

ahol A csak xo-tdl fligghet, h-t6l nem, és lime(h) = 0. (Itt A = f'(x0).)

h—0
©)
1. Sziikségesség:
= ]112% f(x0+h2l_f(x0) :f,(l'()) — f<$0+h2_f(x0) :f/(l'[))"’g,

ahole = 0,hah —0. = (Af=)f(zo+h)— f(zo) = f'(x0)-h+e-h.

2. Elégségesség:
flzo+h) = f(xg) = A-h+e(h)-h teljesiil. Innen

f<$0+h)_f($o) :A+€(h)

h—0 h

@’ Ha f differencialhaté zp-ban, akkor ott folytonos.

@ Tehat a folytonossag sziikséges feltétele a differencidlhatosagnak, de nem elégséges.
Lésd |z|.
A sziikséges és elégséges tétel alapjan:

flzo+h)= f(xg) + A-h+e(h)-h
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Mindkét oldalon hatarértéket vesziink. }llirr(l) flxo+h) = f(xo)-ra jutunk, vagyis a
hatarérték egyenld a helyettesitési értékkel, tehat folytonos. .

f@) =2 flz)=?

Af=flx+h) = flz)=(+h)?—a2*=220-h+h-h=A-h+e-h
A= f'(z) =2z (figgetlen h-tél), lime(h)=1limh =0

h—0 h—0

3.1. Differencial, érint6 egyenes

Ha f differencialhaté zg-ban:

Af = f(xzo+h) = f(xo) = f'(xo) -h+ e(h)-h
férész elenyész6 rész

@ Az f fiiggvény (elsérendil) differenciédlja az xo pontban A megvaltozéas mellett:
df =df(zo, h) := f'(xo) - h

@ df(zo,h): a fiiggvény xp-beli érinté egyenesén a fliggvényérték megvéltozasa h
lépésre.
Egyéb jelolések:

df(zo, Ax) = f'(xo) - Az;  df = f'(x)Az = f'(x) - dx

f(x) =% df =32?Az, tehdt da® = 32°Ax

f(x)=x df =1-Ax, tehdt dr = Az. Ez indokolja a differencidl legutolso
jelolését.

Alkalmazasa:

Af ~df :
fzo+h) = f(xo) + df (w0, h) = f(xo) + f'(x0) - h

=T

f(z) = f(xo) + f'(xo)(x — ) : az xy pontbeli érintd egyenes egyenlete.
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3.2. Differencialasi szabalyok

@ Ha f és g differencidlhaté x-ben, akkor itt f+ g, cf(c € R), f - g is differencialhato

1
valamint g(z) # 0 esetén — és ! is differencidlhato, és

L (f(z) +9(@) = f'() + 4'(x)
2. (cf(x)) = cf'(2)
- (

f(@)-g(x))" = f'(x) - 9(x) + f(2) - ¢'(2)

L (f(z) +g(x) = f(z) + g'(x)
z(z) == f(z) + g(z)
) g 2D = 3@) (P ) gl ) — (@) + o)
h—0 h—0 h
iy (LRI | oo o)) _ gy g

(cf(z)) = lim f(:v+h})l—cf( )_Cfllii% f(m+hf)L—f(x) =c- f'(z)
3. (f(x) - g(z)) = fi(x)g(x) + f(z)g'(x)
i 9@+ h) —(f-g)(@) _ . fle+h)gle+h) - flz)g(x) _

h—0 h
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=}3£2)< CAZVRS (GRS (G20 REC) )
!

f'(x) glx) — f@) g(a)
flLin% g(x +h)=g(z) (hatarérték = helyettesitési érték) oka:

g derivalhaté x-ben == g folytonos z-ben

=0 gz +h) g(z) h . g2
! ! |
g(z)  g(z) J(z)

}}H(l) glx +h) =g(x): g folytonossdga miatt

(g(x) # 0 és g folytonos z-ben (mivel derivalhaté) = 3JK,: g(z)# 0 (ldsd
a Bolzano tétel el6tti segédtételt). Tehat elegendden kis h-ra g(z + h) # 0.)
. (f(ﬂﬁ))/ _ [(@)g(x) — fx)g'(x)
- \y(2) 9*(x)
Ez mar kovetkezik az el6z6 két pontbdl:
M)’: ( .;)’: - (;)’:
() = (0 5) =1+ 10 (5
IR —g'(z) _ f'(x)g(z) — f(x)g (z)
~ I PR
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Lancszabaly: Osszetett fliggvény derivédlasa

@ Ha f differencidlhaté K, 5 -ben és g differencidlhaté Ky, s5,-ben, akkor g o f is
differencialhaté xz-ben és

(g0 @) = (9(f() =g (f(z)) - f'(x) (—B)

@ Ha f folytonos K, s-ban, v € K, s \ {0} (tehdt © € K, s) esetén 3 f'(x) és
3 lim f'(x) = ¢, akkor f differencidlhaté zg-ban és f'(zg) = c. (—B)

T—T0

f(@) = (222 + IVE 5
1

f'(x) = (22 + 3) Va2 + 5+ (22° + 3) <\/x2 + 5>I = 4ava? 4+ 5+ (222 + 3)2— o

2?2 +5
o) = 2T+ 22 +5

xd+ 22241

f,($):(;1:7~|—x2+5)’ 1t +222+1— (2" + 22+ 5) ( x4+2:c2—|—1)/:
( m4+2x2+1)2

1
TaS + 20Vt + 222+ 1 — (2" + 2245 (42 + 4x
B ) ( NSl )
N x4+ 222 4+ 1
000

Magasabbrendii derivaltak: ... (1. el6adas!)
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3.3. Inverz fiuggvény
Inverz fiiggvény fogalma, tulajdonsdgai. példdk: ... (L. el6adas!)

Inverz fiiggvény derivalasa

Legyen f szigorian monoton /-ben = invertalhato

f differencidlhaté I-ben = f folytonos I-ben

és f'(x) # 0 I-ben.
A feltételek miatt beldthatd, hogy f(I) is intervallum. Ekkor f~! differencidlhaté az
f(I) tetszéleges bels6 pontjaban () és

o
fﬁl/(f(ﬂ?o))

A tételt nem bizonyitjuk, csak szemléltetjiik. L. eloadas!

f(wo) =

4. Elemi fliiggvények

L. eldad&s!
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Derivalttablazat

/() f'() Dy
z® azo! (0, 4+00)
a® a®lna (—00, +00)
11
1 — = 0
08, T oo (0, +00)
sin x Cos T (—00, +00)
cos —sinx (—00, +00)
; 1 ( s 7r>
LE —_—— f—
& cos? x 272
1
ctgx —— (0,7)
sin”
i 1 (1.1
arcsin x —1,
V1— a2
1 (1.1
arccos x —— —1,
V1—a?

t : (~00, +o0)
arctg —00, +00
g 1t 22 )

1
arcctg x i (—00, +00)
sha chz (—00, +00)
chzx shx (—00, +00)
1
thz —_— —00, 400
ch®x ( )
th ! (0, 400)
cthz — , 00
sh? x
b 1 (~00,+0)
arsh —_— —00, +00
V14 2?
1
arch x —_— (1, +00)
x?—1

a € R tetszdleges, a € (0,+00) \ {1}
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4.1. Példak

f(x)zﬂ—arccoswi—l

=7

, 4
2. Irja fel az xo = = pontbeli érinté egyenes egyenletét!

(f (@) =7)

3. Mutassa meg, hogy f-nek létezik az inverze és hatarozza meg!

Megoldas:
1 1 1 1
1. 0<—-1<1 — 1<-<2 — =—<zx<1 Dy=1-,1
T T 2 2
1 T T 1 T
Itt 0 <arccosy/——1< = =— —<m—arccosy/——1<m: Rf—[—,w]
T 2 2 x 2
1 1 1
2. fl(x) = _
f'(z) . 1 <x2>
1—(——1) 24/ - —1
T T
4 f 4 1 T 2m
To = —: — | =m—arccos—-=n1—— = —
T 5 2 3 3
f’<é>= 1 1 '—52:—25
5 3, /1 42 83
4 4
4 (4 4 2w 25 4
i=1(5) 7 (5) (+=3) = F -5 (+=5)

3. % <xp <xy <1 esetén f(z1) > f(x2) megmutathaté (HF.)
monoton csokken = 3 f~! Dj-en
(Vagy:

f'<0D;=1In

/1 /1
y=m—arccos{/——1 = arccosy/——1=m—y
T T
1 1 9
= ——1l=cos(m—y) = ——1=cos’(m—y)
x x

—>  f szigorian monoton csokken

—> [ szigoruan

— E'f_l Df—en )
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1

— =1+ cos®(m — T = T
x Y 1+ cos? (7 —y) Y
1 1
—1 . —
/ (x)_1+COS2(7T—I) 1+ cos?x
Dy =Ry=|Zon|s R O
j=Ry= 5| g =Dr =13,

Legyen

flz) = —% + arcsin (2>, x € (2,00)

T

L. fl(x)="

2. Indokolja meg, hogy a fiiggvénynek létezik az inverze! Hatarozza meg az
inverz fliggvény értelmezési tartoméanyat!

7
Ellenérizze, hogy f~! grafikonja dtmegy a (—%,4) ponton!

3. frja fel az inverz fiiggvénynek ezen a ponton athaladé érinto egyenese egyen-
letét!

Megoldas:

1 -2 2
1. f’(x):—zjt——:—z——, ha x > 2.

3 9 2 g2 3 v — 4
1- (2
()

2.2 < a < xy esetén f(zy) > f(xg) megmutathaté (HF.) =  f szigorian
monoton csokken = 3 f7! Dj-en
(Vagy:
x> 2re f'(x) <0 = [ szigorian monoton csdkken = invertdlhato)

2 2 T
2. 00)re = €(0,1) — i —e(O,—)
x € (2,00)-re . (0,1) arcsin — 5
27 —T
e — _ — — — _ — D 1
- Rf ( oQ, 3 + 2) < oQ, 6 ) f
4 1 4 7 7
Mivel f(4):—§+arcsin§:—§—l—%:—% = f! (—%) =4

3. Az érinto egyenes egyenlete:
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1 = e (ML)

Hatarozza meg a fliggvény értelmezési tartomanyat és értékkészletét! Mutassa
meg, hogy a teljes értelmezési tartomanyban létezik az inverze, és irja fel az inverz
fliggvényt!

Megoldas:
Dy = {x : |20 — 5] < 1} = [2,3], mert akkor

3

arcsin (2o — 5)
3

‘ < s miatt tg is

értelmezett.
arcsin (2o — 5) 1 1
értékkészlete [——,—] — Ry = [——,—}.
3 66 / V3 V3
Mivel 2o — 5, arcsin és tg is szigortian monoton novo, ezért f is az Dy-en == Dj-en

3§

™ T

Df—en

in(2x —95 in (2z — 5
y=tg arcsin (2 — 5) = arctgy = arcs1n(3x ) — 2x—5 =sin (3arctgy)

5 1 |
— T = §+§Sln(3arctgy)

5 1
() = 5 + §Sin(3 arctg x) ; D¢ =Ry = [—

f(z) = ¢/In (tg %x)

Adja meg az x = 5 pontot tartalmazo legh6vebb intervallumot, amelyen a fliggvény
invertalhato, és irja fel itt az inverz fliggvényt!
D=7 Ry =7
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Megoldas:

3
x € (4,6) esetén %x €| m, g) = g %33 € (0,00) = Dy

Tehat f: (4,6) — (—o0,00) egy-egyértelmi, mert az dsszetételben szereplé fiiggvények
mindegyike szigorian monoton né az érintett intervallumon = f szigorian monoton
nég = dJfL

Az inverz:

y= ¢/ln (tg %x) — = (tg %:c) — ) =tg (%x) = tg (%x — 7r>
——

4
= arctg o) = %x —7T = x = —arctg @) 44
s
Tehat

4
fM@) = —arctge®) + 45 Dpa=(-00,00);  Rp1=(4,6)

5. A differencialszamitas kozépértéktételei

5.1. Sziikséges feltétel lokalis szélsGérték létezésére

(Differencidlhaté fiiggvényre, az értelmezési tartomany belsé pontjaban)

@ f-nek lokélis maximuma (minimuma) van az értelmezési tartomény belsé ¢ pontjéban,

ha 3 K.s5: f(z) < f(e) (f(x) > f(c)), hax € K.

(T)[Ha f a c helyen differencialhaté és ott lokalis szélséértéke van, akkor f'(c) = 0.
(KQ(; cD f)

‘ Pl. lokalis maximumra:

— f(¢)

J/

lim flet
h——0 N

= fg=[() =0
—— —

derivalhat6sag miatt

m<:5
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2
=
@)
+
>
S~—
|
~
S
S~—
|
~
+ ~
=
|
i
=
AN
o

h—+0
A

+1 <S>

= f'(¢) =0 (vizszintes érinto)

5.2. A differencialszamitas kozépértéktételei

(T) Rolle tétel:
Ha f folytonos [a, b]-n és differencidlhaté (a,b)-n és f(a) = f(b), akkor

d¢e(ab): f(=0

Weierstrass II. tétele értelmében f-nek van minimuma és maximuma. Ha mindkett6t

a végpontokban veszi fel, akkor f(a) = f(b) miatt f(x) = konst. és igy V¢ € (a,b)-re
(&) = 0. Ha valamelyiket az intervallum belsejében veszi fel, akkor ott az el6z6 tétel
értelmében f'(£) = 0 (£ a szélsGértékhely).

C
@ Lagrange-féle kozépértéktétel:
Ha f folytonos [a, b]-n, differencidlhaté (a, b)-n, akkor 3 £ € (a,b) :
b) —
RRUESC
hoat@) = fla) + LT 0y )
g(x) = f(x) = hMz)  gla) = g(b) = 0; ?
g folytonos [a, b]-n, differencialhaté (a,b)-n
a b
olle T. b -
Rt Se e a,h): g(9) = £ - LD W g
—_———
R (€) -
vl.l
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(T) Cauchy-féle kézépértéktétel:

Ha f és g folytonos [a, b]-n, differencidlhaté (a,b)-n és ¢'(z) # 0, ha = € (a,b),
akkor 3 ¢ € (a,b) :

h(a) = (f(b) = f(a)) g(a) = (9(b) = g(a)) f(a) = f(b)g(a) — g(b) f(a)
h(b) = (f(b) = f(a)) 9(b) = (9(b) = g(a)) F(b) = —f(a)g(b) + f(b)g(a)

h folytonos [a, b]-n, differencialhaté (a,b)-n és
h(a) = f(b)g(a) - g(b)f(a) = h(b) "=

(f(b) = f(a)) §'(§) — (9(b) — g(a)) f(§) =0

3¢ € (a,b): W(€) =0, vagyis

g(b) —g(a) # 0, ellenkezé esetben g(a) = g(b) miatt g-re alkalmazhaté lenne a Rolle tétel
és akkor 3 £ € (a,b), melyre ¢'(£) = 0 lenne. Igy rendezéssel megkapjuk az &llitast.
m

A

A Lagrange-féle kozépértéktétel a Cauchy-féle kozépértéktétel specidlis esete (g(z) = x),
a Rolle tétel pedig a Lagrange specialis esete.

@ Ha f folytonos [a, b]-n, differencidlhaté (a,b)-n és ott f'(x) = 0, akkor

flx)=c  z€la,bre

A Lagrange-féle kozépértéktétel miatt V [z, xo] C [a, b]-re 3 € € (21, x2) :

o= Lo = i)

L1 — X2

De mivel f/(§) =0 = f(x1) = f(z2) Va1 #z2re = f(z) =konst.
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@ Az integralszamitas alaptétele:

Ha f és g folytonos [a, b]-n, differencidlhat6 (a,b)-n és

f'(x) =g'(x), ha z € (a,b),

akkor 3 C eR:

Tehat csak egy allandoban kiilonboznek.

h(z) := f(z) — g(x)-re kell alkalmazni az el6z6 tételt.

]
5.3. Feladatok
1. Alkalmazhato-e az
f(x) =z - sin Va2
fliggvényre a Lagrange-féle kozépértéktétel a [—1, 1] intervallumon?
2. Alkalmazhaté-e a Rolle-tétel az
f(z) = |arctg z|
fiiggvényre a [—1, 1] intervallumon?
3. Alkalmazhato-e f-re a Lagrange-féle kozépértéktétel?
1
@ =d W EeE MY icuco
0, hax =0
Ha igen, £ =7
4. Hatarozza meg a derivalas elvégzése nélkiil a
p(z) = (r —2,1)(x —2,3)(x — 2,5)(z — 2,7)
polinom derivaltjanak gyokeit 0,1-nél kisebb hibaval!
5. Bizonyitsa be, hogy
a) |sina —sinb| < |a—b], ahola,beRésa<b.
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b—a

cos? a

b)

h—
<tgb—tga<—a, ahol 0 <a<b< =~
cos?b 2

c) tgm—1>2x—g, ha 0<x<%

d) arsh (1 + z?%) < 1 + arsh z?

V3 o1

e)sinxﬁ(m—z>—+—; Ter<t
6/ 2 2 6 2
1 T
6. f(x):{arctgm_l—l—z(:c—l), x#1
b, r=1

a) Adja meg b értékét gy, hogy f-re a [0, 1] intervallumon alkalmazhaté legyen
a Rolle-féle kozépértéktétel!

b) Keressen egy olyan értéket, amely a Rolle-tétel értelmében létezik!

6. L’Hospital szabaly

(8,2 alakra alkalmazhaté kozvetleniil.)

@ Legyen f és g differencialhaté Ka,g—ban ésitt g(z) #£0, ¢'(z) #0 és

lim f(z) = lim g(z) =0

Ha lim f(z) =/, akkor lim @) =7
va g (2) wa g(@)

(Itt @« = g, o+ 0, 79 — 0, 00, —0c0 lehet, [ =0b, +00, —oco lehet).

a = zp-ra bizonyitjuk.
f(xo) := 0, g(x) :==0
f@) _ f@) — fx) _ )
g(x)  glx) —g(zo)  g'(¢)
O (S B )

= lim £/

)
e—zo g(x)  €—wo ¢'(§)  w—m0 g'(x)

(Cauchy-féle k.6.t.) &€ (z,29) (ill. £ € (z0,2))

, ha ez ut6bbi létezik (véges vagy oo)
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Hasonl6 tétel bizonyithato 2= alakra is.

Hatarozatlan alakok:

0
- 2. L'H kézvetleniil alkalmazhato.
00
0 - oo: atalakitas utan: f(z) - g(x) = f(lx) \Y% @ alakkal probalkozunk.
. 9(@) f(@) . k)
x —
co—oc: h(z) := k(x) = —, fla)—g9(r) = 7=—77—==
( )’ 9(x) hz) k(z)  h(z) k(z)
00,1, 00 (f(x))9®) = eo(@)nf(x)
g(x)-In f(x) hatdrozatlan alakra mar a megismert médon dolgozhatunk.
Példak
2 2 17 2

lim rE lim s lim — =20

r—o00 @7 r—o0 T r—o00 T

n 5 n—1 ) ) |

lim = |12 gy 2 Mo ™o (n 1épés)

rz—oo el r—oo et r—o00 T
lim cos27xr LH 2cosx(—sinz) _ 0
sin 3xr — xe®s* L’H .. 3cos3z — e + xe“STsinx 3—e

lim - =" lim :

z—0 —1 —sinx 4 cosx z—0 —COST — SN -1

. shz—=z L'H chx—1pua. shxzpma. chx 1

lim ———— lim — = lim— = lim — = -

x—0 1‘3 x—0 3%2 x—0 €x z—0 6

. m . Inz r©H,. :
@ hn% (Inx) - tg 5% | = hn% - = hrq 11 - =

ctg <2$> sin? (gz’) 2
L’ et —1

. 1 1 oef—-1—=z
lim [ — — = lim ————
r—0\x e*—1 -0 z(e® — 1)

im—
z—0 e% + e% + et 2

1
lim (COS 5‘%):%2 = lim eln (cos bx) =2 = lim ez% In cos 5x —9
2—0 z—0 z—0
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In cos 5z 1,'H —Ssimdz 95 ¢inhr 1 25

1m—2:limﬂ:hm . =
z—0 T —0 2x z—0 2 5T  cosdx 2
N——
!
1
. 1 25
= llr% (cosbx)zz =e 2
xr—>
] 3
lim (1 + cosx)cter =7
T—3

3 % 31n (14cos x) x )
(14 cosz)aes = em(Feosm)®Er — o oo™ 1,31 = e mert

1 - .
T+cosz <_ SI SL’) : Sln3 T
L e—2 1+ cosx

sin“ x

i (L cosT) TH
T—3 Ctg T T—

B
[
=
[

(ME

w"“

Legyen f(z) = (cosz?)»*, ha z € (0,1], f(0) =b.
1. f/(z) =2, ha z € (0,1)

] =7
2. xlir&f(x) !

3. Megvalaszthaté-e b értéke tugy, hogy f-re alkalmazhaté legyen a
Lagrange-féle kozépértéktétel a [0, 1] intervallumon?

(Mondja ki a Lagrange-féle kozépértéktételt!)

Megoldas:

1 f(l') — egc%llncos:c2

1 [Incosx?\’
) = (coay (5
1

COS T

5 (=sina?) -2z - 2* — (Incos2?) - 42°

= (cosa?)at

28
1 22 . 9
~ Incosz?® 1H .. Cosx2(—smx ) - 2z ) —1 sinz? 1
2. lim — = lim 3 = lim s~ =%
z—0+ I z—0+ 4x r—0+ 2Cc0Sx? T 2
1

D=

. 1, 2
lim ez% Incosx — e~
z—0+4
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3. Ha f(0) = lirglJrf(x), azaz b = ez, akkor f folytonos [0, 1]-ben és differencidlhatd
(0,1)-ben, igy alkalmazhaté a Lagrange-féle kozépértéktétel.

A derivalt definicidja alapjan mutassa meg, hogy az
f(@) = eh vz
fiiggvénynek az x = 0-ban 1étezik a jobb oldali derivaltja!
Irja fel az x = 0 pontbeli jobb oldali érinté egyenesének egyenletét!

Megoldés:
1 1
———=shyzr —
/ _fl@)=f0) . \ehyz—1lrm . 2y/chyx \/_2\/5
f+(0): lim ———— = lim — = lim =
x—0+ x r—04+ T z—04 1
1 . 1 shyz 1
= — 11m = -,
4 2=0+ \ /ch \/x VT 4
hu 1 h
mert linéu L lin(l)u =1, és most u =/ — 0.
U— Uu u—

ye = f(0) + f(0)(z —0) = 1+ix, x>0

7. Nyilt intervallumon differencialhaté fiiggvények
tulajdonsagai

@ I =(a,b) (—o0,00) is lehet
Néhéany definicié:

@ f monoton né I'n: Vay,z9 €I, 1 < xo: f(x1) < f(22).

@ f szigortan monoton né I-n: Vi, z9 € I, 1 < x9: f(x1) < f(22).

@ f monoton csokken I-n: Vay,xe € I, 11 < x9: f(21) > f(22).

@ f szigortan monoton csokken I-n: Vay,xe € I, 11 < 29 : f(x1) > f(22).
@ f alulrdl konvex I-n, ha V1,29 € I-re f(x) < hyy a0 (), ha © € (21, 22).

(hzy.zy 8z T1-€n és xo-n athaladé hur)
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@ f alulrdél konkdv I-n, ha V1,29 € I-re f(x) > hyy a0 (2), ha © € (21, 22).
(hzy .y 8z T1-€1 és Xo-n dthaladé hur)

@ f-nek xp-ban inflexiés pontja van, ha ott folytonos, és konvex és konkav szakaszok
talalkoznak itt.

@ Ha f differencialhat6 I-n:

1. f monoton n6 <= f'(x) >0

[\

. f szigortian monoton n6 <= f'(z) >0

3. f monoton csokken <= f'(z) <0

4. f szigorian monoton csokken <=  f'(z) <0
1. = 5
f monoton n§ = fle+ })L_ /() >0 (f vagy —alak )
. flath) = f@)
= >
= h fw) 20

<
1,9 € I és 1 < x9 : [x1,25]-ben alkalmazhaté a Lagrange kozépértéktétel:

f(z2) — f(a1)
To — Iq
Mivel xg —x1 > 0, ezért f(zo) — f(r1) >0 = f(x2) > f(x1).

= f'(&) > 0 (a feltétel miatt) & € (1, 32).

2. Bizonyitéasa lényegében megegyezik az elozével.
1

To — X
monoton.

> 0-bdl kovetkezik, hogy f(z2) > f(x1). Tehat szigorian

@ Ha f differencialhat6 I-n:

1. f/ monoton n6 <= [ konvex

2. f" monoton csokken <= f konkav
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1. Csak <= iranyban bizonyitjuk.
Az abra alapjan a konvexitasbdl
kovetkezik, hogy Vo € (21, z2)-re:

7 x s
my < m < ms.
fgy lim my = f'(x1) < m < f'(x2) = lim mo, vagyis f'(z1) < f'(x3), tehdt f’
T—T T—To

monoton no.
=

oy

f/(xl) <m= f(x2) B f(xl) < f/(xz)
T2 — I
Ebbol
flza) > fxy) + fl(z1)(x2 — 1) YV < zo-re, ill.
f(z1) > fxg) + f(z2)(x1 — x9) YV < zo-Te.
Tehat konvex gorbe az érintdje felett halad az érintési pontot kivéve.
(Konkdv gorbe pedig az érintéje alatt halad az érintési pontot kivéve.)

@ Ha f kétszer differencialhaté I-n:

1. f"(x) >0 < f konvex

2. f"(x) <0 <= f konkav

T1 miatt T2 miatt
— e

f/ monoton né f konvex

>0
2 0 T1 miatt T2 miatt

f/ monoton nd f konvex

@ Az allitasok igazak maradnak, ha I zart és f a zart intervallumban folytonos,

nyiltban differencidlhato.
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f(:v):x;—;xhl—&:

f(x)=2*—Te+6=(z—6)(x—1) f'(x) =227
(-0, )| 1 [(,6)] 6 |(6,00) 17
I + 0 - 0 + f(l)zE f(6) =—18
f / lok. max. | , |lok. min. /
v (=00 3)| 5 [(G:oo) 7
f” - 0 + f (5) <0
f N infl. pont U

f(x) =e** — (4 + 1)

1. Adja meg azokat a nyilt intervallumokat, amelyeken f monoton novekedd,

illetve fogyd.

2. Adja meg azokat a nyilt intervallumokat, amelyeken f konvex, illetve konkav.

Megoldas:
1
fllx) =2 —4=0 = e*=2 = 2r=h2 = x251n2:1n\/§

x ‘ (—o0,1n+/2) ‘ ln\/ﬂ (In v/2, 00)
NN R
f N\ /
f(x) = 4e* >0
f monoton csokken (—oo,Inv/2)-n, monoton né (In /2, 0o)-en.
f konvex (—oo, co0)-en.

Legyen

_e””—2
et — 1

/()

Adja meg azokat a legbdvebb intervallumokat, ahol f monoton né, f monoton

csokken, f konvex, f konkav!
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Megoldas:
Dy =R\ {0} (Nem intervallum!)

o) = e’(e” —1) — (e” —2)e” e’

)
g €M (e =12 —e"2(e" —1)e" e o
f(SC)— (em_1>4 _(e$—1)4 (1 )

f'(x) > 0: f szigorian monton nd a (—o0,0) és a (0, 00) intervallumon.
f"(x) >0, ha z <0: (—o00,0) intervallumon f konvex
f"(z) <0, ha x> 0: (0,00) intervallumon f konkav

8. Differencialhaté fliggvények lokalis tulajdonsagai

@ f wo-ban lokalisan novekedd, ha 3 K, 5 :

x € (xg — 6,x0)ra f(z) < f(xg) és € (0,20 + I)ra f(xg) < f(2).
(D) f x-ban lokalisan csikkend, ha 3 K, 5 :

x € (xg — d,z0)-ra f(x) > f(xg) és x € (xp, 20+ 0)-ra f(x0) > f(2).

(T)[Ha f differencialhaté zo-ban és

1. f lokdlisan né xo-ban =  f'(zg) >0

2. f lokélisan n6 xop-ban <= f'(z9) >0

L tim J@ R ZI@) oy e > 0

J/

~—

>

!

S
IR~

=
8
S
_.I_
=
|
=
8
o
S~—

hlirilo\ . = fi(z0) = f(70) 20
2. f'(zo) = lim f(xo—kh})L— /(o) >0 (A—e<®<A+e e:= —fl(;()))
" n _

3/
0< 5 < Y <§f(x0), ha |h| < d(¢).
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f(xo+h) = f(x0)

Tehédt K (xg,d)-ban .

>0 = [ lokdlisan n6 xy-ban.

@ K(z0,0) C Dy (bels6 pont);  K(zo,0) C Dy

Differencialhaté fiiggvény esetén lokdlis szélsoérték 1étezésének
1. sziikséges feltétele: f'(xg) =0
2. elégséges feltétele:

a) f'(zg) = 0 és f elgjelet valt xo-ban (tehdt f’ lokélisan csokken vagy
lokélisan n6 x¢-ban)

b) Ha f kétszer differencidlhatd xo-ban: f'(xg) =0 és f"(xg) #0
(f"(x9) >0 : lok. min.; f”(zo) <0 : lok. max.)

1. a Rolle tétel elott volt

2. a) f’ lokélisan csokken:
| (20 — 6, o) | xo | (20,20 + 9)
+(=0) 0 - (£0)
ya lok. max. N\

f/
f

f! lokélisan no:

| (o —b,m0) | w0 | (w0, 20+ 0)
0 +
lok. min. /

\

f/
f

@ A tétel csak elégséges, ezt mutatja az alabbi példa:

x
0, x=0

b) f"(zo) >0 = f’'lok. n6 zp-ban és f'(zg) =0 = lok. min.
f"(xg) <0 = f'lok. csokken zy-ban és f'(zg) =0 = lok. max.

f(x):{ 23:2+:stinl, x#0
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@ K(Io,(;) C Df”

Kétszer differencialhato fliggvény esetén inflexios pont létezésének
1. sziikséges feltétele: f”(xg) =0
2. elégséges feltétele:

a) f"(zg) = 0 és f" eldjelet valt xo-ban (f” lokalisan né vagy lokalisan
csOkken xg-ban)

b) f"(xo) =0 és f"(x0) #0

1. Az inflexids pont konvex és konkav szakaszokat valaszt el.
Ha f konvex, akkor f’ monoton né. Ha f konkdv, akkor f’ monoton csokken.
Tehéat f'-nek zg-ban lokalis szélséértéke van, hiszen "\, vagy \ ' tipusi —

f =) =0

2. a) (2o — 0, 70) Zo (z0, w9 + 6)
f// + 0 _
f U infl. pont N

(xo — 6, x0) Zo (20,0 + 9)
f‘// _ 0 _|_
f N infl. pont U

b) Ha f"”(x9) >0 = f” novekedben halad at xo-on, tehdt a 2. tédblazat igaz.
Ha f”(z9) <0 = f" csokkenden halad at zq-on, tehét az 1. tabldzat igaz.

Példak

flz)=(x —1)3(z+3)* Keresse meg a fiiggvény lokalis szélséértékeit!

Megoldas:

Fi(e) = 3 — 12w+ 3+ (2 — 1) -2(x +3) = (x— 12 +3) (3 +3) + 2z — 1))
= (z—1)*(x+3)(bz +7)

(zoo=3)| =3 (3 -9 -5 |[(=£D[1](100)
1 + 0 — 0 + 0o +
f /! lok. max. . lok. min. | /

© Konya I. — Fritz Jné — Gyéri S. 45 vl.l



Hatdrozza meg az f(x) = cos®x — 3 cosx fliggvény inflexiés pontjait!

Megoldas:
f'(z) = 3cos® x(—sinx) + 3sinx = —3cos? rsinx + 3sinz

f"(x) = 6 cos x sin? 2

r—3cos®x +3cosw = 3cosw (2sin? 2 — cos® v + 1) = 3%coszsin® x
——

=sin? x

f"(x) =0:
1. cosz=0: = (2k+ 1)% inflexids helyek, mert f” elgjelet valt (k € Z).

2. sinz = 0: x = kxw pontokban nincs inflexié, mert f” nem valt el6jelet.

Az y = f(x) kétszer folytonosan differencialhaté fliggvény grafikonja dtmegy az
x =0, y =1 ponton és kielégiti az

y+arny+22° —z+In(l+z)=1

implicit egyenletet, ha x > —1.
Milyen lokalis tulajdonsaga van f-nek az x = 0-ban?

Megoldas:
Mindkét oldalt x szerint derivalva:

M@%Hn@@D+x¥L~y@ywm—1+

=0
y(z) 1+

x =0, y(0) = 1-et behelyettesitve:

JO0)+In1+0+0-1+1=0 = 1(0)=0 Ilok. szé. lehet.

Ismét derivalva:

1 1 —y(x) 1 1
" / / / "
y'(x)+ —y(z)+1- —y(z) +x y@)+r—— -y (r)+4— —— =0
@ Oy O ey YOy O

Behelyettesitve:

y"(0)+4—1=0, ¢"(0)=-3 = lok. max. van z = 0-ban (értéke y(0) = 1).
Mivel y”(0) #0 = nincs inflexiés pont itt.

Milyen lok&lis tulajdonsaga van az f fliiggvénynek az xy = 0 pontban, ha f kétszer
folytonosan differencidlhato6 és az y = f(x) egyvialtozds fliggvény kielégiti az

xshx —ychy =0

implicit fiiggvénykapcsolatot?
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Megoldas:
0-sh0—yochyy=0 = yo=0=f(0)

shz+x-chax —y' chy —y(shy) -y =0

0+40—y —0=0 = ¢(0)=0

chx+chz+xshzx —y"chy — 3y (shy)y — ' (shy)y — y(chy)y'y’ —y(shy)y” =0

1414+0—-9"(0)—-0-0—-0—-0=0 = ¢"(0) =2és y(0) =0, tehat lokalis

minimuma van.

9. Egyenes aszimptota +oo-ben

@ A g(x) = Az + B [ linedris aszimptotdja a +oo-ben (—oo-ben), ha
lim (f(x)—g(e) =0 (lim_(f(z) - g(z)) = 0)

1
Pl f(x) =2+ 2+ —nek g(x) = x + 2 linedris aszimptotaja too-ben.
T

Ha 4 + oo-ben aszimptota:

lim (f(e) — Az — B) = lim (:c.(@—A—E)) ~ 0 miatt

T—00 x xr
!

00
B
lim (M —A— —) = 0-nak fenn kell allnia.
T—00 T T
Vagyis  lim M = A sziikséges feltétele az aszimptota létezésének.

T—00 €T
De nem elégséges, mert még kell, hogy ezzel az A-val:

lim (f(x) — Az — B)=0 <= lim (f(z) — Az) =B
(x — —oo-re hasonldan).

Tehat lim M = A, lim (f(r)— Az) = B <= 3 linedris aszimptota.

r—+oo I r—+o00

f(z) = we?  Van-e linedris aszimptotaja +oo-ben?

Megoldés:
2
A= lim M: lim e _ lim er = 1
r—oo r—oo I T—00
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=1 h—1
B = lim <xe% —x) = lim © T = lim ¢ =2
r—00 T—00 P h 2 h—04+

h_1
(lim ¢ = 1 nevezetes hatarérték )
h—0 h

(L’H-1al is megoldhaté, de hogyan?) Tehét g, = x + 2.

10. Fiuggvényvizsgalat
Teenddk:

1. Dy; nullahelyek (ha megallapithato); periodicitds; paritas; hatarértékek: 4+oo-ben,
—oo-ben (ha van értelme), a szakaddsi pontokban, hatarpontokban.

2. f' vizsgalata (7, N\, lok. szé.).
3. f" vizsgalata (N, U, infl. pont) Ha sziikséges, magasabb derivéltak vizsgélata.
4. Linearis aszimptotak.

5. f dbrazoldsa, iy meghatédrozasa.

10.1. Folytonos fliggvények zart intervallumbeli széls6értékei
(abszoluit széls6értékek)

Zart intervallumban folytonos fiiggvénynek van minimuma és maximuma (Weierstrass
I1. tétele). Lehetséges helyek:

e ahol a fliggvény nem derivalhato

e derivalhaté és lokalis szélséértékhely (elég a sziikségességet vizsgalni)

e az intervallum végpontjaiban

Végill a szobajovo értékek koziil kell kivalasztani a legnagyobbat és a legkisebbet.
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Példak:

f(z)=a2*Inx Végezzen fliggvényvizsgalatot!

Megoldas:
Dy = (0,00)
lim f(z) = o0
. . lmzyH 1,
mlgfrlof(m) B zlgilo L :plgﬂo -2 ;plgﬂo__x =0
Nullahely: nz =0 =— z=1
1 1
fl(z)=2zlnzr+2=22he+1)=0 = lhzr= —5 = z=e7
(o) et |1
T = 0 +
f N, lok. min. /

f'(x) =2lnx+3=0 = z=e¢"

f‘l/ _ 0 +
f N infl. pont U
_1 1 3 3 1
fet) =5 Sl)=5a Rf‘{‘%”O)
Aszimptota: lim M = lim xlnx =00 == nincs egyenes aszimptota.
r—oo I T—00

HF. Hany valds gyoke van az 22 Inx — a = 0 egyenletnek? (a € R)

Legyen
flz) = V/(2? = 1)?

Végezzen teljes fliggvényvizsgalatot, és abrazolja a fliggvényt! Van-e a fiiggvénynek
egyenes aszimptotdja a +oo-ben?

Megoldas:
D;=R Nullahelyek: x = £1
Péros fliggvény, ezért elég x > 0-ra vizsgalni és tiikrozni az y tengelyre.
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Van-e linearis aszimptota +oo-ben?

3/(22 — 1)2 2 _1)2 4 1\?
hm@:hmM:hm?’u:hmsﬂ 1—— ) =
rz—o00 I T—00 €T T—00 [L’3 T—00 113'3 1'2

Nincs linedris aszimptota.

2 1 4 X
(@2 —1)2—0 (@ —1)2(z +1)? 1)2
f/(l) — lim (:IZ‘ ) — lim \/(Q? ) (l‘—i— ) — lim 3 (37+ ) :ﬂ
z—1 r—1 r—1 3 (QZ' _ 1)3 z—1 x—1

f’ + 0 - 7 +
f /! lok, max. | \, |lok. min. /
f0)y=1,  f(1)=0
pry AT R a4 e s
3 V(z? = 1) 3 V=0t 9Y(a? - 1)

e |0D[1]aVD] V3 | (VBx)
=13 - 0 +
fl1n N infl. pont U

f(x):m—§x+3

. 91 .
Keresse meg f szélstértékeit a [0, 5] intervallumon!

Megoldas:

9
f folytonos [0, 5] -en W:H> b 3 min. és max.
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Ahol nem derivalhaté: x =4 €1: f(4) =

9
Az intervallum végpontjai: f(0) =1, f (5 =1

Ahol differencidlhat6 és lokalis szélséértéke lehet: f/(x

\_/C)Ol?—‘

)=
2 97
2r—8)3=1 = 2r—-8=+41 = :c:§,§

9
Tehat a fenti értékek kozil kivalasztva, a maximum z = O-ban ill. z = §—ben van,

7 1
értéke: 1, a minimum pedig z = g—ben, értéke: ——

5
11. Feladatok

1. Keresse meg az alabbi hatarértékeket!

arcsin x . arctgax
a) lim d) lim arels av
—0 z—0 arctg bz
. arctg x ;p2 — T
b) lim g e) lim arctg ——-—
z—0 T—00 2+az+1
. arctg 2w 3 —x
lim ——— f) lim arctg ————
=0 tgx ) T—00 gx2—|—£L‘+1

2. Hatarozza meg az
™ .
Y= 5 + arcsin 2z

értelmezési tartomanyat, értékkészletét és inverzét!

3. A derivélt definicigja alapjan vizsgalja meg, hogy differencidlhaté-e a 0-ban az

f(z) = Vx - sin 2z - arcsin 3z
fliggvény?
4. f(x) = 3w — arccos (1 — x)

, 1
a) Dy =7 Irja fel az p = 3 pontbeli érint6 egyenesének egyenletét!

b) Invertdlhaté-e 7 f~'(z)=? Dy =7
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10.

11.

12.

13.

arcsin x

1
flx) = To=—5 pontbeli érinté egyenese?

arccos x

) Abrézolja az

f(z) = arcsin x + arccos

fliggvényt!

1
f(x) =z - arctg —;
x

1
g(z) = x? - arctg —
T

a) Tegye folytonosséd a 0 helyen az f és g fliggvényeket!

b) £(0) =7 ¢(0)="

1+
() = arctg T—o ha x # 1
0, haxz =1

(1) =7 lim f'(z) =7

r—1

e?® 4 2e3% 4 1
im =7
z—o00 227 4 3e3% 4 1

Hatarozza meg az

e2a: + QeSm + 1

flx)=1+In(2*+1)

=7
rho 2627 | 3¢50 1 1

fiiggvény inverzét (ha létezik), az inverz fliggvény értelmezési tartomanyat és

értékkészletét!

f(@) = In <arccos %)

Adja meg a fenti fliggvény

a) értelmezési tartoményédt, értékkészletét,

b) inverzét, amennyiben és ahol az létezik.

f(z) = sin (3 arctg z)

a) Dy =7, Ry=7

b) fH(x); Dyr=7% Ry =7
fila) =7

a) f(x) = (Inz)*

b) f(z) = (sinx)**
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e) fz) = (arctg2z)” f) f(z) =
14. frja fel a megadott ponton dtmend y = f(x) fiiggvény érint6 egyenesének egyen-

letét, ha a fiiggvény kielégiti a megadott implicit kapcsolatot!

a) 2% — 2%y’ —3x +y+ 7= 0; ro=1, yo=-2

7r\/§ 7r\/§. T T

rsiny +ysine = ——— +

b —_—— = — _ —
39 T4 T3 YTy

)
c) 8(2% +y?)? = 100(2” — y?); ro=3; yo=1
d) y*sinmy + zcosmr +y = 1; Py(1,2)
)
)

e) rlny+ylnx=1; Py(e, 1)

£) (22 +9%)? — 262%y> = —18;  Pp(—1,1)

15. Milyen lokalis tulajdonséga van az xy = g, Yo = 0 pontban az

?siny +y+sine =1
implicite adott fliggvénynek?
16. (=21 —2) =y’ +y; To=2, Yy =0
Van-e a fenti implicit megadasi gorbének lokalis szélséértéke, ill. inflexidja az

(xo,Yo) pontban?
17. Milyen lokalis tulajdonsagai vannak az
xcos Ty + 2 + ycosma =0
egyenlet éltal definiélt y(z) fliggvénynek az = 0 pontban?
18. A kétszer folytonosan differencidlhaté y = y(x) fiiggvény kielégiti az
P —ad -yt =4
implicit egyenletet és y(1) = 2.

a) y'(1) =7 y'(1) =7
b) Van-e 1-nek olyan kornyezete, amelyben a fenti y = y(x) fiiggvény alulrél
konvex vagy alulrél konkdv? (Vigyazat! Ez nem nem lokalis tulajdonség.)

19. f(z) =z — 1+ arctgz?
a) f'(r) =7 Invertalhat6-e Ds-en?

b) frja fel az f~ figgvény G 1) pontbeli érintéjének egyenletét!
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20. a) lim thz =7 (Indokoljon!)

r—00

r—1
b) f<x>={ thots =7 2
b, r= -2

Megvalaszthaté-e b értéke tgy, hogy f mindeniitt folytonos legyen? Hol
létezik f'(x)?

¢) Az inverzfiiggvény meghatdrozésa nélkiil szamitsa ki f~1'(0) értékét!
21. Vizsgaljuk meg, hogy 0 < e < 1 esetén invertdlhaté-e az
Y=z —¢c-sinx

un. Kepler-egyenletnek eleget tevo fliggvény! Ha invertdalhatd, hatarozzuk meg az
inverz derivaltjat is.

Megoldas:

y=1—ccosze[l—e1+¢]

Mivel € € [0,1) = ¢ > 0 = y szigorian monoton n6 = invertalhaté
(mivel y folytonos is, az inverz is folytonos). Mivel az inverzfiiggvényt nem tudjuk
explicite elGallitani, csak az implicit fiiggvény derivaldsa végezheto el. Az in-
verzfiiggvényre vonatkozé implicit egyenlet (z < y):

rT=y—¢€-siny

Ezt x szerint derivalva:

1
/ pu—
y(@) 1 —ecosy(x)
chzx, hax <1
p— 1
2. f(z) arctg 1 ha x> 1
a) Adja meg azokat a legh6vebb intervallumokat, amelyeken a fiiggvény szigoriian
monoton!
b s {(f@)=7 i {fa)} =7
we[-1.2] ze[-1.2]
max {f(@)}=?  min {f(x)} ="
ze[-3.2| ze[-1.2]

c) Tekintsiik az (a, f(a)) és (b, f(b)) pontokon athaladé hirokat,
ahol 1 < a < b < 2. Van-e koztiik vizszintes?
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1
d) Legyen g(x) = arctg 1

Hatérozzuk meg a g1

és D, = (1, 00).

inverz figgvényt! D, =7

23. Keresse meg az alabbi hatarértékeket!

a) lim x—; lim —; lim

z—o0 e% z—o0 T r—oo et
b lim arcsin (z — 1)
=1 tg(z—1)

2
e’ —1

k) lim z*
z—+0

D) lim ate
z—+0

m) lim (arcsinz)®
z—+0

¢) lim —— 1
o0 L= cose n) lim (cosx)=
d) lim z"™1In X, n e N+ z—0
o ) lim QTR
1 © T— -
(§ hm n—am’ o 6 R’ o > 0 1 1
x_>oo xl 1 p) xligkl() (]- + arcsin 21‘) shz
f) lim — - :
z—0 \ T T-sine

sin (arctg x)

o lim E 1 _1> q) lim G.1new$_1)
(

I
h) lim T i 2 220 tg 2z

=1 \z—1 Inzx 1
i) lim g®n® s) lim e

z—+0 z—4+0 I

r+1\" 1o

1 gn n

j) lim (x_1> t) lim —=  keN

24. Mutassa meg, hogy az alabbi esetekben a L’Hospital szabdly alkalmazasa nem
vezet célhoz a hatarértékek kiszamitdsanal, és szamitsuk ki a keresett hatarértékeket!

. T — COSZ sh
| S — T _ 1
a) mljgo sin 2x + 2x ¢ a:h—>n(;lo chz ( a:h—>n(;lo tha:)
1
2% sin — sh (x4 5)
i z d) lim ——%
b) tiy —— ) Jm D

25. Hatarozza meg a és b értékét ugy, hogy az

x-sin x

T haz >0
f(x)—{ ar +b, hax <0

fiiggvény differencidlhaté legyen R-en!

2\z~2
26. f(:v):{ éHx) ’ ﬁiiig
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a) Hatarozza meg b értékét gy, hogy f folytonos legyen!
b) frja fel az xo = 1 pontbeli érinto egyenletét!

27. f(x) = (sin gx>111
2) lm f(z) =
b) f'(x)=7, ha z¢€ E,%}

28. f(z) = (Sizx)z; ve (0, g)

a) lim f(x)="7

z——+0
b) fi(x) =7
2\ 22
29. f(x)={ éx) ’ ﬁZiig

30. f(z) = {

a) Hatdrozza meg b értékét gy, hogy f folytonos legyen!
b) Bizonyitsa be, hogy ekkor f differencidlhaté is a 0 pontban!
c) frja fel a 0 pontbeli érint6 egyenes egyenletét!

z?In|z|, haz #0
a, haz =0

a) Vélassza meg a értékét ugy, hogy f folytonos legyen = = 0-ban!
b) f(x) =7

31. Legyen f(x) = |z|371°!

32.

33.

a) Létezik-e f'(0)?

b) Hatarozza meg f legnagyobb és legkisebb értékét R-en, amennyiben ezek
léteznek.

¢ min {f(@)} =7  inf {f()}=7

2€[1,00] z€[1,00]

a) Vazolja az f(z) = 2° — 62% + 9z fiiggvényt az elsd derivalt vizsgélata alapjan.
(Konvexitast, aszimptotat nem kérdezziik.)

b) Adja meg az 2° — 622 + 92 = C egyenlet kiilonboz6 valés gyokeinek szamat

a C valés szam fiiggvényében!

2 _
a) lim @ —1)

r——00 €T

=7
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b) Végezzen teljes fiiggvényvizsgilatot és abrazolja az
f(x) =z +1In(2* - 1)
fliggvényt! (A fiiggvény zérushelyét nem kell meghataroznil!)

sin x

2 'nl
+ x7 81
T

4. f(z) =
Van-e linearis aszimptotdja +oco-ben?

35. f(z)=va?—x+1

Van-e linearis aszimptotaja —oo-ben?

t
36. z(t) = tjlj— T y(t) = v2+cost + 2t
a) #(t) =7 y(t) =7

)

b) IrJa fel a gorbe ty = 0 pontbeli érintdjének egyenletét Descartes koordinatakkal!

37. z(t) =e* + 1%  y(t) =ch3t+2¢
)

a) Mutassa meg, hogy a fenti paraméteres egyenletrendszer a t, = 0 paraméterii
xo pont egy kornyezetében meghataroz egy y = f(x) fliggvényt!

b) Milyen lokélis tulajdonsidga van ennek az f fliggvénynek az xy pontban?
38. Milyen lokalis tulajdonsiga van az
x:t2+2(zosgt, y:sinwthth

altal meghatarozott y = f(z) fliggvénynek a ty = 1 paraméterti zo = x(ty) pont-
ban?

12. Néhany kidolgozott feladat

sin x .1 o .
f(z) = + x? sin — + oo-ben van-e linedris aszimptota?
x x

Megoldés:
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. . sinx o1 ) 1 1
lim (f(r) — Az) = lim +2%sin— —x | = lim 2?(sin— — =
xr—=+o00 r—+o00 Lf €T xr—+o00 X X
N——— N ,
00-0—00 V.O
0 o
o1 1 1 1
sin—~ — — [ —=5C0S = + =3 1 1—cos=pH
= lim —2 = lim —= T 27— Jim —— =
r—4o00 % T—+o00 —% r—+00 2 1
X x x
1 /
L’ ) 1 sin=-(=
— hm _ x ( ) — 0 — B

g, = x: aszimptota a +oo-ben.

f(z) =+v2? —x+1 aszimptota —oo-ben?

Megoldas:
Vaz 1 -1 4L —r\1—1+ %
A= tim L9 _ gy " = lim =
r——00 I T——00 €T T——00 €T
B= lim (f(z)+z)= lim (\/:L‘Q—x—i—l—l—x) =
T——00 T——00 W= —1
Vul4+u+1+u u+1
= lim (\/u2+u+1—u> = lim =
u—00 Vwltu+1l+u v=ovuZ+ut+1l+4+u
u(l+2 1+2 1
1
a— —Z% A
g 2

Legyen f(x) = |z[3712l.

1. Létezik-e f'(0)7

léteznek)!
3. mi =7 inf =7
 oin_ f (x) Lok (x)

2. Hatérozza meg [ legnagyobb és legkisebb értékét R-en (amennyiben ezek
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Megoldas:

x—040 €x B r—0—0 €x

1.

= -1 = 1z = 0-ban nem differencialhatd

2. f péaros, x > 0 esetén f(x) =x 37"
LH .. 1
f0)=0,  lim f(z) = li

fl(x)=3"—=In3-23"

im — =" lim =
z—00 3% z—o0 3% 1n 3
=3%(1-In3-2)=0 = zx=_—

0 1 1 1
v "In3 In3 ln3’C>O

1
T+ 0 =
f e lok. max. N
min f(z) =0 m f()—i3*%
wem 1\ T e ) T g 0
3 ! <1 (mertIn3>1)
3 mert In
min nem létezik, inf f(x)=
i £(z) inf f(z)

1. Vézolja az f(x) = 2 — 62% + 9z fiiggvényt az elsd derivalt vizsgdlata alapjan
(konvexitést, aszimptotdat nem kérdezziik).

2. Adja meg az 2° — 622 + 92 = C egyenlet kiilonbozé valds gyokeinek szamét
a C valds szam fiiggvényeként. Valaszat indokolja.

Megoldés:

1. f(a)=2(z—-3)2?=0 = x=0,2=3
fl(x)=3(1*—42+3)=0 = x1=1,20=3
f() =4, f(0) =

2. f(z) = C egyenlet megolddsainak a szama: R; =R

—> V¢ € R-re van metszéspontja az y = f(x) és y = C' gorbéknek.
¢ < 0: 1 megoldas; ¢ = 0: 2 megoldas; 0 < ¢ < 4: 3 megoldés; ¢ = 4: 2 megoldas;
¢ > 4: 1 megoldés.
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2 _
L REE-D

T——00 €T

=7

2. Végezzen teljes fiiggvényvizsgalatot és abrazolja az
fz) =2 +In(z*—1)

fiiggvényt! (A fliggvény zérushelyét nem kell meghatérozni!)

Megoldas:
In(z>—1) L 2z
1. lim In(z® —1) LH o, 2177
r——00 €T Tr— —00 1
2. Dy: |z] >1 ;v—l»l—nfiof(x) = —00, J;EToof(x) = +o0
In (22 -1
lim (z+In(z*—1)) = lim m(1+ M)z—oo
Tr——00 T——00 T
!
0
2 2422 -1
f’(x):1+ x :I‘—‘rgfb _0

x?2—1 x
— o =-1-v2, x2:—1+\/§§éDf
f (=00, —1 — v/2]-ben és (1,00)-ben monoton nd, [~1 — /2, —1)-ben monoton
csokken.
f(=1—=+/2) < 0: itt lok. max.

2(z% +1) )
f”(l’) = —m <0 — f konkav
| 21
im L) i (HM) 1,
r—too I r—F00 xT

lim (f(z)—x)= lim In (2 —1) = +00 = csak x = %1 aszimptota

r—F00
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