2. Zarthelyi
2011 tavasz A2
Munkaid6: 90 perc

1 0
1. Legyen A= < .

az (A'"")7" sajétértékeit és sajétvektorait!

) . Doéntse el, hogy invertalhato-e éml. Ha igen, hatarozza meg

2. Legyen R*-en a skaldrszorzat a szokdsos: x -y = Z?Zl x;y; és a norma a skalarszorzat
gltal indukélt: ||z]|? = Si_, 27. Legyen tovabbd az L C R* az R*-nek aze=(1,1,1,1)€R*
altal generélt (egydimenzids) altere és legyen A az L-re valé meréleges vetités operdtora
(azaz az az operator, mely minden x € R*-hez a hozzd (az adott norméban) legkozelebb
es6 L-beli vektort rendeli). Hatdrozzuk meg A métrixat R? szokdsos bazisdban (azaz ab-
ban a bazisban, mely pontosan azokbdl a szamnégyesekbol all, melyeknek egy kivételével
minden elemiik 0, a nem-nulla elem pedig 1).
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x? +y?

3. Legyen f(z,y) = az origbn kiviil, f(0,0) = 0. Derivdlhaté-e f az origéban?

4. Konvergensek-e az aldbbi numerikus sorok?
=1 > 1 - 1 — 1
a —arctgn (b narctg?—  (c ncos— (d — cosn
();n g ()nzg1 g (); - ()nz::lng

o0

5. Abszolit konvergens ill. feltételesen konvergens-e a Z(—l)"

n=1

sor ?

n2+9

6.

(a) Igaz-e egy linedris teret 6nmagaba képezo linedris operatorra az, hogy
(al) ha sajétértéke a 0, akkor nem kolesondsen egyértelmii
(a2) ha nem kdélesonosen egyértelmii, akkor sajatértéke a 0.

(b) Melyik igaz, melyik nem egy f kétvaltozds fiiggvényre egy adott pontban?
(b1) Ha parciélisan derivélhatd, akkor folytonos.
(b2) Ha létezik az Osszes parcidlis derivalt, akkor totdlisan derivalhaté.

(c) Melyik igaz, melyik nem egy numerikus sorra?
(c1) Ha abszolit konvergens, akkor konvergens is.
(c2) Ha divergens, akkor a tagjai nem 0-hoz tartanak.



2. Zarthelyi megoldasokkal 2011 tavasz A2 Munkaidé: 90 perc

1 0
1 -2
sajatértékeit és sajatvektorait!

1. Legyen A= ( . Dontse el, hogy invertalhaté-e éwl. Ha igen, hatarozza meg az (éwl)_1

MO. A invertélhatd, mert oszlopvektorai linedrisan fliggetlenek igy éwl is invertalhato. 2p
det(A — ML) = (1 — A)(—2 — A)-bdl A sajatértékei: A\jo = 1,—2. 2p
Az A= ( ! I A _ (i \ matrixi homogén egyenlet megoldasabdl a A = 1-hez tartozé
sajatvektor (3,1), mig a A = —2-hez tartozé sajatvektor (0, 1). 2p

Mivel ha v sajdtvektora A-nak a A sajatértékkel, akkor v sajatvektora (é101)71—nek

NIt sajatértékkel, tehat

(4101)‘1 sajdtértékei 1 és — g7, és a hozzdjuk tartozd sajétvektorok: (3,1) illetve (0,1) 4p

(és persze mindkét sajataltér legfeljebb egydimenzos lehet, tovabba ezen két kiilonbozé sajatértéken
kiviil harmadik nem lehet, mert az ahhoz tartozé sajatvektornak linearisan fiiggetlennek kellene
lennie a t6bbi sajatvektortol).

10p

2. Legyen R*-en a skaldrszorzat a szokdsos: x -y = Z?Zl x;y; és a norma a skalarszorzat altal indukalt:
|2 = 27, 22. Legyen tovébbd az L C R* az R-nek az e = (1,1,1,1) € R?* &ltal generdlt (egydi-
menziés) altere és legyen A az L-re valé merdleges vetités operdtora (azaz az az operdtor, mely minden
r € R%-hez a hozzd (az adott normdban) legkizelebb esé L-beli vektort rendeli). Hatdrozzuk meg A
matrixat R* szokdsos bazisdéban (azaz abban a bazisban, mely pontosan azokbdl a szdmnégyesekbdl all,
melyeknek egy kivételével minden elemiik 0, a nem-nulla elem pedig 1).

MO. Projekci6 tétellel tetszbleges z € R? vektor esetén az z vetiilete L-re az a c,e € L (¢, € R), melyre

T—cgelens (x—cpe) e=0~s z-e—cllel=0 ~» co=1(z-e) (hisz [le]|? =4). 4p
Nomérmost, ha = (a,b,¢c,d), akkor ¢ -e = a + b+ ¢+ d, tehét
* Az =cre=1(z-e)e=f(a+b+c+de. 2p

Igy, ha a szokésos bazis elemei: 4, j,k,[, akkor z = i esetén (*)-ban a = 1,b = ¢ = d = 0, tehdt
A = ie = i(l, 1,1,1) és persze ugyanigy ugyanez adédik a mésik hdrom béziselem esetén is, tehét a
keresett matrix

1 1 1 1
1 1 1 1 1
A=711 11 1 P
1 1 1 1 _
10p
S
3. Legyen f(z,y) = PR az origén kiviil, f(0,0) = 0. Derivdlhaté-e f az origéban?
MO. Nem: 1) A parcidlisok az origéban: f(z,0) = z minden z-re ~»
~> [2(0,0) = f'(x,0) =1, f(0,y) = —y minden y-ra ~» f,(0,0)= f'(0,y)=—1. 3p
) gy 2 FOFROTE) —0— (1L =1)- (hk) _ Bk —(h—k) Wk Eh .
g VIZ TR VIZE R (21 k2) P
és g—nek nincs hatarértéke az origéban :
(h,0) =0 0, g(h,—h) = — 21" 2 _ 2 2 g "
= _— —_ = — = - —— — — — .
T (h,k)—(0,0) gu (2h2)3 23 V8 (hk)—(00) /8 _p
10p

Folytatds a kovetkezd oldalon.



4. Konvergensek-e az aldbbi numerikus sorok?

— 1 G 1 G 1 — 1
(a) nz::l Earctgn (b) nZ::l n arctg2ﬁ (o) ; ncos — (d) nz::l 3 cosm

MO.
. s 1 1
(a) Divergens: arctgn — 5~ -arctgn ~ — 3p
n n
1 1 1 1
(b) Divergens: arctg® — ~ — narctg?— ~ — 3p
n o n n o n
(c) Divergens: cos— — 1 ~» mcos — — 00 2p
n n
1 1

(d) Konvergens: 3 cosn < o 2p

10p
= n
5. Abszolut konvergens ill. feltételesen konvergens-e a —1)"—— sor?
zolit konvergens i n konvergen ;( )n2+9 r
1
MO. a) a, = L —, tehat nem abszolut konvergens. 3p
n?+9 n
b) Leibniz-el feltételesen konvergens, mert a,, — 0, 3p
2
x % —
és n > 3—re monoton csokkend, hisz ha =~ akkor f'(z) = —5——= <0 ha x> 3. 4
n > 3-re monoton né, hisz ha f(x) 29 r f'(z) @Zrop = x> p

10p

6.

(a) Igaz-e egy linedris teret dnmagdba képezd linedris operdtorra az, hogy
(al) ha sajitértéke a 0, akkor nem kolcsonosen egyértelmil
(a2) ha nem kélesondsen egyértelmi, akkor sajétértéke a 0.

(b) Melyik igaz, melyik nem egy f kétvaltozds fiiggvényre egy adott pontban?
(b1) Ha parcidlisan derivdlhato, akkor folytonos.
(b2) Ha létezik az Gsszes parcidlis derivélt, akkor totdlisan derivalhat6.

(c) Melyik igaz, melyik nem egy numerikus sorra?
(c1) Ha abszoliit konvergens, akkor konvergens is.
(c2) Ha divergens, akkor a tagjai nem 0-hoz tartanak.
MO.
(al) Igaz: mivel A0 =0, ha van x # 0, hogy Az = 0z = 0 akkor A nem kolcséniésen egyértelmii. 1p
(a2) Igaz: ha A nem kolcsonosen egyértelmi, akkor van x # y, hogy Ax = Ay ~»

~ Alx—y)=0=0x—y) ésaz—y#0. 3p
bl) Nem: ha f(z,y) = L% az origdn kiviil és f(0,0) = 0, akkor f-nek az origéban mindkét
Te+4y
parcidlisa létezik, de nem teheto folytonossd itt. 2p
(b2) Nem: lasd (bl), hisz folytonosség sziikséges feltétele a derivélhatdsdgnak. 1p
(c1) Igaz: Cauchy konvergencia kritériummal, felhasznalva, hogy | > arx| < D" |ax|. 2p
(c2) Nem: pl. }° L. 1p

10p



