Bevezetés a szamitaselméletbe I1.

Zarthelyi feladatok — az MASODIK zarthelyi potlasara

Pontozasi atmutatd
2013. majus 16.

Altalanos alapelvek.

A pontozasi atmutaté célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az utmu-
tato minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt
részpontszamokat kozli. Az utmutaténak nem célja a feladatok teljes értékii megoldésanak részletes
leirasa; a leirt lépések egy maximalis pontszamot éré megoldas vazlatanak tekinthetsk.

Az utmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldonak, ha a kapcsolodd gon-
dolat egy attekinthetd, vilagosan leirt és megindokolt megoldas egy 1épéseként szerepel a dolgozatban.
Igy példaul az anyagban szerepld ismeretek, definiciok, tételek puszta leirasa azok alkalmazasa nélkiil
nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban valoban szerephez
jut). Annak meérlegelése, hogy az utmutatoban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a
megoldonak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javito hatéaskore.

Részpontszam jar minden olyan otletért, részmegoldésért, amelybdél a dolgozatban leirt gondolat-
menet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphat6. Az atmutatoban szerepld
részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az atmutatoban leirttol eltérs jo megoldas termé-
szetesen maximalis pontot ér.

Minden feladat 10 pontot ér. Az elégséges hatara 24 pont. A vizsgajegybe a dolgozat pontszama
szamit bele, igy a dolgozatokra osztalyzatot nem adunk.

1. Az alabbi matrix egy egyszert, Osszefliggs graf szomszédossagi matrixa. Adjuk meg a hianyzo (O-val
jelolt) elemeket és rajzoljuk le a grafot!
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Jelolje a graf csicsait az oszlopok és sorok sorrendjének megfeleléen vy, vs, . .., vs, a métrixot A.
Mivel a graf egyszert, ezért nincs benne hurokél, igy a f6atlé minden eleme 0. (1 pont)
A szomszédossagi matrix (iranyitatlan graf esetén) a fGatlora szimmetrikus (hiszen a; ; és a;; is a v; és
v; kozti élek szama). Ez alapjan a megadott 7 elem ,tiikorképe” kitolthetd. (2 pont)

Latszik, hogy v; és v sordban és oszlopdban minden elem 0, kivéve a harmadikat, ami egyel6re is-
meretlen. Mivel azonban a graf osszefiiggs, vy és vs nem lehetnek izolalt cstucsok, vagyis mindkettd
szomszédos vs-mal. Ezek alapjan a3 = as; = as3 = az; = 1. (2 pont)
Mar csak as3 és aso (kozos) értéke nem ismert. Azonban ha v, és vy nem volnanak szomszédosak,
akkor a {vy,vs,v5} és a {vy, vy} cstcshalmazok kiilon komponenseket feszitenének, a graf nem volna
Osszefiiged. gy azs = azs = 1. (2 pont)
A szomszédossagi matrix ismeretében pedig a graf mér lerajzolhato:

V4 (%)
(3 pont)
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2. Legyen G egy hurokélmentes, iranyitatlan graf és s € V(G) egy rogzitett cstcs. Jelolje minden
v € V(G), v # s esetén A(v) az s-bdl a v-be vezets, paronként éldiszjunkt utak maximalis szamét.
Tegyiik fel, hogy valamely ¢t € V(G) cstcsra A(t) = 10, de minden v € V(G), v # s,t esetén A(v) > 10.
Mutassuk meg, hogy ekkor ¢ foka 10.
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A(t) = 10 miatt s-bol t-be nem létezik 11 darab paronként éldiszjunkt ut, ezért Menger megfelels tétele

miatt van G-ben egy 10 elemt Z élhalmaz, amely lefogja az s és t kozti utakat. (2 pont)
7 elhagyasa utan tehat a graf tobb komponensre esik és s és t kiilonb6z6 komponensbe keriil. Jel6lje
a t-t tartalmazo (Z elhagyéasa utani) komponens csticshalmazat 7. (1 pont)
Z minden élének egyik végpontja T-ben van, kiilonben az s és t kozti utak 10-nél kevesebb éllel is
lefoghatok volnanak, ami ellentmond A(t) = 10-nek. (2 pont)
Ha létezne egy v € T, v # t cstcs, akkor Z az s és v kozotti utakat is lefogna, amibsl A(v) < 10
kovetkezne. Ez ellentmond a feladatban irt feltételnek, igy ilyen v nem lehet. (3 pont)
Igy Z élei épp a t-re illeszkedd élek, vagyis t foka 10. (2 pont)

3. Egy egész szamra teljesiil, hogy 37n + 9 és n + 10 azonos maradékot ad 235-tel osztva. Mi lehet ez
a koz0s maradék?
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A keresett szamot n-nel jelolve a feladat szévege szerint 37n +9 =n+ 10 (mod 235). (
Atrendezve a 36n =1 (mod 235) linearis kongruenciat kapjuk. (
7-tel szorozva: 252n =7 (mod 235), vagyis 17n =7 (mod 235). (1 pont
14-gyel szorozva: 238n = 98 (mod 235), vagyis 3n = 98 (mod 235). (
98 =333 (mod 235) miatt ugyanez 3n = 333 (mod 235) alakba is irhato. (
3-mal osztva: n = 111 (mod 235), ahol a modulus (3,235) = 1 miatt nem valtozott. (
Ebbél n + 10 = 121 (mod 235), igy a kozos maradék 121. (2 pont

4. Egy n egész szam 3 maradékot ad 72-vel osztva. Milyen maradékot adhat 102-vel osztva a 2n + 7
szam?
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A feladat azt kérdezi, hogy azn =3 (mod72),2n+7 =a (mod 102) kongruenciarendszernek milyen

a€{0,1,...,101} értékekre van megoldésa. (2 pont)
Az els6 kongruenciabol n = 72k + 3 valamilyen k € Z esetén. (1 pont)
Ezt a mésodikba helyettesitve: 2(72k + 3) + 7 = 144k + 13 =a (mod 102). (1 pont)
Atrendezés utan a 144k = a — 13 (mod 102) lineéris kongruenciara jutunk. (1 pont)
A tanult tétel szerint ez pontosan akkor megoldhato, ha (144,102)]a — 13. (2 pont)
Mivel (144,102) = 6, ezért ez azzal ekvivalens, hogy 6|la — 13, vagyis hogy a = 13 (mod6), azaz
a=1 (mod6). (1 pont)
Tehat 2n + 7 lehetséges maradékai 102-vel osztva a 6-tal osztva 1 maradékot add szamok
(1,7,13,...,97). (2 pont)

Természetesen nem jar pontlevonas azért, ha valaki a fenti megoldéas elsé mondatat nem irja le, de a
megoldasbol kideriil, hogy valdjaban a paraméteres kongruenciarendszert oldja meg.
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5. Mi az utolso két szamjegye a 11-es szamrendszerben a (10-es szamrendszerben felirt) szam-

nak?
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A feladat azt kérdezi, hogy 421" milyen maradékot ad 121-gyel osztva. (
Mivel p(121) = (112) = 112 — 11 = 110 (
és (42,121) = 1, (
ezért az Euler-Fermat tétel miatt 42" =1 (mod 121). (
Ezt tetszoleges k > 1 egészre k-adik hatvanyra emelhetjiik: 4211 = 1¥ =1 (mod 121). (1 pont
Mivel p(110) = ¢(2-5-11) = 1-4-10 = 40 és (41, 110) = 1, (
ezért az Buler-Fermat tétel miatt 414 =1 (mod 110). (
Ezért 41%° = 110k + 1 valamely k > 1 egészre. Ebbdl 4211 = 4o110k+1 — 49110k . 4o (
Igy a fentebb latott 421 =1 (mod 121) kongruencia miatt 424" =42 (mod 121). (
Ezért (42 = 3-11 + 9 miatt) 424 utolso két szamjegye a 11-es szamrendszerben 39. (



6. A G (tetszoleges) csoport a, b, ¢ és d (kiilonb6zd) elemeire fennallnak az a *b = a, cxd = b és
ax ¢ = d osszefuggések (ahol a G miveletét x-gal jeloltiik). Dontsiik el, hogy az alabbi allitasokra
melyik &ll fenn a kovetkezs lehet&ségek koziil:

(i) az allitas biztosan igaz;

(i1) az allitas biztosan hamis;

(ii1) az allitas lehet igaz is és hamis is (G és a, b, ¢, d valasztasatol fliggden).

a) c ' € {a,b,c,d}

b) ¢xa € {a,b,c,d}

c)dxa€{a,b,c,d}
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Az a*b = a egyenlet mindkét oldalat balrol a—'-zel szorozva: a™'* (axb) = a ' *a. Itt a™' x (a*b) =

(atxa)xb=exb=>bés a ! *a=e, ahol e az egységelemet jeloli. Tehat b = e. (1 pont)
Igy a c* d = b egyenletb6l (b = e-t hasznalva és balrol ¢~1-zel szorozva) kapjuk, hogy ¢! = d.(1 pont)
Ezért a ¢t € {a,b, c,d} allitas biztosan igaz. (1 pont)
Az axc = d-b6l ¢! = d-t hasznalva a xc = ¢! adodik. Ezt balrol c-vel szorozva: cxa*xc = c*xc ! =e.
Jobbrol ¢~ t-zel szorozva: cxaxcxc™! = exc™!, vagyis cxa = ¢71. Mivel ¢! = d, ezért a cxa € {a, b, c,d}
allitas is biztosan igaz. (3 pont)

A dxa € {a,b,c,d} allitas viszont lehet igaz is és hamis is, aminek igazolasara két példat mutatunk.
Legyen példaul (G, ) = (Z,+) (vagyis a feladatbeli csoportot valasszuk az egészek Osszeadassal vett

csoportjanak) és legyen a = —2, b = 0, ¢ = 1 és d = —1. Ekkor a feladatban irt harom Osszefliggés
valoban teljesiil: axb=(-2)+0=-2=a,cxd=1+(-1)=0=bésaxc=(-2)+1=—-1=d.
Viszont d*a = (—1) + (—2) = =3 ¢ {a, b, ¢, d}. (2 pont)

Masrészt legyen a (G, x) csoport a {0, 1,2, 3} halmaz a modulo 4 &sszeadéssal (amit @-szal jeloliink).
Elsadasrol ismert, hogy ez (ciklikus) csoport. Legyen a = 2, b = 0, ¢ = 1 és d = 3. Ekkor a feladatban
irt harom Osszefiiggés megint teljesiil: axb =200 =2=a,cxd =103 =0=0bésaxc=201 =3 =d.
Most viszont dxa =3®2=1=c € {a,b,c,d}. (2 pont)



