Ennyit nem kell majd irni a feladatokhoz, ez csak a magyarazat hogy mit miert csinalunk.

A ZH-n 5 feladat lesz, számológépet lehet használni, elméleti kérdés az első zh-n nincs.

1. feladat:
Adjuk meg az alábbi játék Nash-egyensúlyát (mit fog az I. és a II. játékos játszani hogy a legjobban járjanak?).

Sorok: t1,t2,t3: I. játékos választási lehetőségei = stratégiái.

Oszlopok: s1,s2,s3: II. játékos választási lehetőségei = stratégiái.

Cellák: Ha az I. játékos pl. a t1 stratégiát, a II. játékos az s2 stratégiát választja, akkor a kifizetéseik (3,4), azaz az I. játékos 3-at, a II. játékos 4-et kap.

	I/II
	s1
	s2
	s3

	t1
	(6,1)
	(3,4)
	(4,2)

	t2
	(7,2)
	(1,4)
	(2,5)

	t3
	(4,3)
	(2,3)
	(3,4)


t1>t3:

t1 stratégia dominálja t3-mat, hiszen az I-es játékos kifizetései t1 esetében minden oszlopban nagyobbak. (1. oszlopban 6>4, 2. oszlopban 3>2, 3. oszlopban 4>3, a másik játékos kifizetései nem érdeklik az I. játékost.)

Tehát az I-es játékos sosem fogja t3-mat választani, kihúzhatjuk.

	I/II
	s1
	s2
	s3

	t1
	(6,1)
	(3,4)
	(4,2)

	t2
	(7,2)
	(1,4)
	(2,5)


s2>s1:

s2 dominálja s1-et: II-es játékos s2-beli kifizetései mindenhol nagyobbak mint az s1-beliek, tehát s1-et sosem fogja választani. (1. sorban 4>1, 2. sorban 4>2.)

Tehát a II-es játékos sosem fogja s1-et választani, kihúzhatjuk.

	I/II
	s2
	s3

	t1
	(3,4)
	(4,2)

	t2
	(1,4)
	(2,5)


t1>t2 : t2-t kihúzhatjuk.

	I/II
	s2
	s3

	t1
	(3,4)
	(4,2)


s2>s3: s3-at kihúzhatjuk.

	I/II
	s2

	t1
	(3,4)


A játék Nash-egyensúlya: (t1,s2).

2. feladat:
Van egy G zérusösszegű játékunk, 2 játékossal, mondjuk meg a domináló prudens stratégiát.

	I/II
	s1
	s2
	s3

	t1
	3
	4
	7

	t2
	6
	5
	2

	t3
	1
	9
	4


Ez a tablazat csak az 1. Jatekos kifizeteseit tartalmazza. Mivel zero osszegu a jatek a 2. Jatekos kifizetesei minden cellaban a -1*esei ezeknek. Ennek a jateknak a 2-es jatekos szempontjabol nem sok ertelme van, de ez csak pelda. A prudens strategia azt jelenti hogy megnezzuk mi a minimax illetve a maximin strategia es ha a ketto valasztas azonos cellara esik akkor letezik prudens.

Maximin strategia: 1. Jatekos megnezi minden valasztasi lehetosegere (itt minden sorra) hogy ha azt valasztja akkor abban neki mi a minimalis kifizetes. Ezek most:

1. Sor: min(s, t1) = 3

2. Sor: min(s, t2) = 2

3. Sor: min(s, t3) = 1

O ezeket a minimumokat szeretne maximalizalni, max(3,2,1) = 3. ((t1, s1) cella.)

(Ez nem biztos, hogy jó.) Minimax: 2. Jatekos megnezi minden valasztasi lehetosegere (itt minden oszlopra) hogy ha azt valasztja akkor abban neki mi a maximális veszteség. Ezek most:

1. Oszlop: max(s1, t) = 6

2. Oszlop: max(s2, t) = 9

3. Oszlop: max(s3, t) = 7

O ezeket a maximalis vesztesegeket akarja minimalizalni, min(6,9,7) = 6. ((t2,s1) cella.)

A maximin stratégia azt jelenti, hogy az első játékos úgy játszik,  hogy a biztos nyereségét maximalizálja. A biztos nyeresége minden választási lehetőségre = sorra a legkisebb szám. Ha t1-et választja tutira legalább 3-mat kap, ha t2-t akkor tutira legalább 2-t kap, ha t3-mat akkor pedig tutira legalább 1-et kap. Akkor ő t1-et fogja választani mert akkor tutira legalább 3-mat kap.

A minimax stratégia azt jelenti, hogy az ellenség úgy játszik, hogy a saját lehetséges legnagyobb veszteségét minimalizálja. minden választási lehetőségére = oszlopra megnézi, hogy mi a legnagyobb szám ott. Ha s1-et választja akkor legfeljebb 6-ot veszíthet. Ha s2-t választja legfeljebb 9-et, ha s3-mat, legfeljebb 7-et veszíthet. Ő ezért az s1-et választja mert ott a legkisebb a lehetséges veszteség.

Ha a két stratégia esetében a választott cella egybeesik, akkor van prudens stratégia, ha a 2 cella nem esik egybe, mint ahogy most, akkor nincs prudens stratégia.

3. feladat:
Adjuk meg a következő játékra az I. játékos kevert stratégiáját a simplex módszer használatával.

	I/II
	s1
	s2
	s3

	t1
	(1,0)
	(6,4)
	(0,5)

	t2
	(2,1)
	(0,2)
	(3,0)

	t3
	(3,7)
	(2,3)
	(4,0)


A kevert stratégiának az a lényege, hogy nem mindig lesz a játékban Nash-egyensúly, azaz nem mindig lehet addig kihúzogatni a stratégiákat amíg csak egy 1x1-es mátrixunk marad, mert előfordulhat hogy nem találunk domináló stratégiát.

Pl. itt nincs domináló stratégia:

	I/II
	s1
	s2

	t1
	(1,1)
	(0,0)

	t2
	(0,0)
	(1,1)


Ilyenkor kevert stratégiát használunk, azaz a Nash-egyensúllyal ellentétben nem 100% valószínűséggel választjuk az adott stratégiát, hanem pl 50% valószínűséggel t1-et és 50% valószínűséggel t2-t.

A kérdés az, hogy mennyi ez a valószínűség.

	I/II
	s1
	s2
	s3

	t1
	(1,0)
	(6,4)
	(0,5)

	t2
	(2,1)
	(0,2)
	(3,0)

	t3
	(3,7)
	(2,3)
	(4,0)


Viszont cuki a feladat, mert egyszerűsíthető. t3>t2, t3 dominálja t2-t, tehát azt a sort kihúzhatjuk. (A ZH-ban is egyszerűsíthető feladat lesz, különben két változót is be kéne vezetnünk a valószínűségekhez, emiatt pedig kétváltozós függvényt kéne ábrázolni.)

	I/II
	s1
	s2
	s3

	t1(1-r)
	(1,0)
	(6,4)
	(0,5)

	t3 (r)
	(3,7)
	(2,3)
	(4,0)


Viszont t1 és t3 között nem tud dönteni az I-es játékos, nincs domináns.

Legyen r a t3 választásának valószínűsége, (1-r) t1 választásának valószínűsége.

I-es játékos nem tudja, hogy II-es játékos mit fog játszani. Azt szeretné elérni hogy a saját kifizetése (nyeresége) a II-es játékos választásától függetlenül a lehető legnagyobb legyen.

Számoljuk ki I-es játékos nyereségét mindhárom esetben: ha II-es s1-et, s2-t, s3-at választ.

A nyereség függeni fog r-től. I-es (1-r) valószínűséggel választja a t1 stratégiát, (t1,s1)-ben a nyeresége 1, r valószínűséggel választja a t3 stratégiát, (t3,s1)-ben a nyeresége 3.

s1: E1(r) = 1*(1-r) + 3*r = 1+2r

A többire ugyanígy:

s2: E2(r) = 6*(1-r) + 2*r = 6-4r

s3: E3(r) = 0*(1-r) + 4*r = 4r

Ábrázoljuk E1(r), E2(r) és E3(r) függvényeket grafikonon:

[image: image1.png]



A vízszintes tengelyen a keresett valószínűség van, a függőleges tengelyen az ott elérhető nyereség. A 3 függvény az ellenség 3 stratégiája esetén a nyereség.

I-es játékos a vízszintes tengelyen választhat, az ellenség a 3 függvény közül választhat egyet, azt fogja választani ahol a legkisebb a nyeresége az I-es játékosnak, vagyis mindig a legalacsonyabban lévő függvényt. Ezt adja meg a sárga terület teteje.

I-es játékosnak a sárga terület legmagasabban lévő csúcsát kell választania, ez a !!! -el jelölt r.

Ez a csúcs a piros és a kék függvény metszéspontjában van, azaz annál az r-nél, ahol

E1(r) = E2(r)

1 + 2r = 6 - 4r

6r = 5

r = ⅚.

Tehát I-es ⅚ valószínűséggel választja a t3-at és ⅙ valószínűséggel választja t1-et.

4. feladat:
Adjuk meg a következő játék megoldását (I. és II. játékos kevert stratégiáját) a kevert bővítéses módszer használatával.

	I/II
	s1(b)
	s2(1-b)

	t1 (a)
	(2,1)
	(0,2)

	t2(1-a)
	(1,2)
	(3,0)


A kevert stratégiás feladatokat nem csak simplex módszerrel lehet meghatározni, hanem kevert bővítéssel is.

I-es a valószínűséggel választja t1-et, (1-a)-val t2-t. II-es b valószínűséggel választja s1-et, (1-b) valószínűséggel s2-t. (Órán alfával és bétával jelöltük a és b helyett.)

Számoljuk ki I-es játékos nyereségfüggvényét. Ez függeni fog a-tól és b-től:

(t1,s1) választása a*b valószínűséggel történik és I-es játékos nyeresége itt 2. (t1,s2) választása a*(1-b) valószínűséggel történik és itt I-es játékos nyeresége 0… stb.

μ1(a,b) = 2*a*b + 0*a*(1-b) + 1*(1-a)*b + 3*(1-a)*(1-b) = 3 + 4*a*b - 2*b - 3*a
Ugyanígy kiszámolva II-es játékos nyereségfüggvényét:

μ2(a,b) = 1*a*b + 2*a*(1-b) + 2*b*(1-a) + 0*(1-a)*(1-b) = -3*a*b + 2*a + 2*b
Na és ha ez a kettő megvan akkor jön az a rész amit nem egészen értek. Valami olyasmit csinálunk, hogy a fenti két függvényt 1 olyan függvénynek képzeljük el ami az (a,b) értékhez rendeli a két játékos nyereségét mint egy 2 elemű vektort (μ1,μ2). Ennek a függvénynek keressük a nyeregpontját, vagyis egy olyan helyet ahol mindkét kordináta szerint lokális minimum vagy maximum van. Ezt úgy csináljuk, hogy μ1-et deriváljuk az 1. változó, a szerint, μ2-t pedig a 2. változó b szerint és ahol az eredmény 0 ott van szélsőérték (lokális minimum vagy maximum).
De a lényeg, hogy deriváljuk μ1-et a szerint:

dμ1/da = 4b-3
Ahol ez 0 azt a b-t keressük:

4b-3 = 0 -> b=¾.
Deriváljuk μ2-t b szerint:

dμ2/db = -3a+2
Ahol ez 0 azt az a-t keressük:

-3a+2 = 0 -> a = ⅔.
Tehát az egyensúlyi pont, vagy nyeregpont: a = ⅔, b=¾.
5. feladat:
Ugyanazt csináljuk mint az előző feladatban a nemek harca nevű játékra. (Keressük a megoldást deriválgatással.) A sztori annyi hozzá, hogy a fiú meccsre, a lány színházba akar menni, de mindketten jobban szeretnének együtt menni mint külön. A kifizetéseik pedig azt jelentik, hogy mennyire örülnek a programnak.
	fiú/lány
	meccs (b)
	színház (1-b)

	meccs (a)
	(3,2)
	(1,1)

	színház (1-a)
	(1,1)
	(2,3)


Nem értem miért nem 0 a kifizetés amikor a lány meccsre megy, a fiú meg színházba, de így szimmetrikus lett a játék (a fiúnak és a lánynak ugyanolyan kifizetései vannak).

Ezért elég vagy a-t vagy b-t meghatározni, mert a másikra pont ugyanannyi fog kijönni.
Határozzuk meg b-t, tehát μ1-et írjuk fel:
μ1 = 3*a*b + 1*a*(1-b) + b*(1-a) + 2*(1-a)*(1-b) = 3*a*b - a - b + 2
Deriváljuk a szerint:
dμ1/da = 3*b -1
3*b-1 = 0  -> b=⅓ -> a=⅓.
6. feladat:
2 kereskedő árul 1 fajta terméket, mindketten választhatják hogy teljes vagy hogy diszkont áron adják.
Beszerzési költség = 450$

(TÁ) Teljes ár = 600$

(DÁ) Diszkont ár = 500$
Tudjuk, hogy a vásárlóink a következőképpen oszlanak meg:

100 vásárló bármelyik áron megveszi a terméket.

120 vásárló csak a diszkont áron hajlandó megvenni.
Kérdés, hogy milyen áron árulják a kereskedők a termékeket?
Itt most nem kaptuk meg a táblázatot a kifizetésekkel mint az előző feladatban, hanem nekünk kell kiszámolni, majd utána ugyanazt csináljuk mint az előbb.
(TÁ, TÁ):
Azaz ha mindketten teljes áron árulnak: csak az a 100 vevő fog náluk vásárolni aki bármilyen áron megveszi és feltételezzük hogy fele-fele arányban vesznek mindkettejüktől. 100/2 vevő lesz, a nyereség minden vevőre a teljes ár - a beszerzési ár, azaz (600-450).
A kifizetéseink:

μ1 = μ2 = 100/2 * (600-450) = 7500
(TÁ,TÁ) -> (7500,7500)
(TÁ, DÁ):
Azaz az egyik teljes, a másik diszkontáron árul: ilyenkor az a 120 vevő, aki diszkont áron hajlandó csak venni a 2. kereskedőnél fog vásárolni. A 100 vevő aki bármilyen áron megveszi fele-fele arányban oszlik el a kettő között (őket nem érdekli hogy olcsóbban is megkaphatnák). A nyereség az 1. kereskedőnél (600-450), a 2. kereskedőnél (500-450), mert ő diszkontáron adja.
A kifizetéseink:

μ1 = 100/2*(600-450) = 7500

μ2 = 100/2*(500-450) + 120*(500-450) = 8500
(TÁ,DÁ) -> (7500,8500)
(DÁ,TÁ):
Ez ugyanaz mint az előző, csak fordított sorrendben.

(DÁ, TÁ) -> (8500,7500)
(DÁ,DÁ):
Ha mindkettő diszkont áron adja, akkor mind a 100+120 vevő vásárolni fog, megint feltételezzük hogy fele-fele arányban az egyiktől vagy a másiktól.
μ1= μ2 = (100+120)/2*(500-450) = 5500
(DÁ,DÁ) -> (5500,5500)
Tehát a táblázatunk:
	I/II
	TÁ(b)
	DÁ(1-b)

	TÁ (a)
	(7500,7500)
	(7500,8500)

	DÁ(1-a)
	(8500,7500)
	(5500,5500)


Megint szimmetrikus a játék tehát a = b.
μ1(a,b) = 7500*a*b + 7500*a*(1-b) + 8500*(1-a)*b + 5500*(1-a)*(1-b) = -3000*a*b + 2000*a + 3000*b
Deriváljuk a szerint:

dμ1/da = -3000b + 2000
-3000b + 2000 = 0 -> b=⅔ -> a=⅔.
Tehát mindkét kereskedő az idő ⅔-ában árul teljes áron, ⅓-ában pedig diszkont áron.
7. feladat:
Ismétlődéses fogolydilemma játékot játszunk, mindkét játékos ravasz stratégiát alkalmaz. Adja meg a diszkonttényezőt amely mellett érdemes kiugrani a játékból.
A fogolydilemma:

Egy súlyos bűntény kapcsán két gyanúsítottat letartóztat a rendőrség. Mivel nem áll rendelkezésre elegendő bizonyíték a vádemeléshez, ezért elkülönítik őket egymástól és mindkettejüknek ugyanazt az ajánlatot teszik. Amennyiben az első fogoly vall és társa hallgat, akkor az előbbi büntetés nélkül elmehet, míg a másik, aki nem vallott, 10 év börtönt kap. Ha az első tagadja meg a vallomást és a második vall, akkor a másodikat fogják elengedni és az első kap 10 évet. Ha egyikük sem vall, akkor egy kisebb bűntényért 6 hónapot kapnak mindketten. Ha mindketten vallanak, mindegyikük 6 évet kap.
Tehát két stratégiánk van:

defektálunk: vallomást teszünk a másik ellen

kooperálunk: nem teszünk vallomást
Ez a játék van azzal kibővítve, hogy ismétlődéses, azaz újra és újra felajánlják nekik a döntést, döntenek valahogy, kapnak érte valamilyen kifizetést, majd újra játszanak.
Mindketten a ravasz stratégiát használják, ez azt jelenti hogy addig kooperálunk ameddig a másik játékos is kooperál, amennyiben a másik játékos egyszer kiugrik (defektál, vallomást tesz), akkor a következő körben mi fogunk vallomást tenni. (Tulajdonképpen az ellenség előző körbeli lépését másoljuk az aktuális körben.)
Ha mindketten ravasz stratégiát használnak ez úgy alakul, hogy mindketten kooperálnak az elején, aztán valaki egyszer nem kooperál és onnantól kezdve mindketten defektálnak a végtelenségig.
	I/II
	Dezertál
	Kooperál

	Dezertál
	(1,1)
	(5,0)

	Kooperál
	(0,5)
	(4,4)


Ha soha senki nem dezertal akkor a kifizeteseik igy fognak kinezni:

4+4+4+4+....
Ha valaki egyszer dezertal akkor neki:

4+4+4+...+4+5+1+1+1+...
Amikor eloszor dezertalunk az ellenseg meg nem szamit ra hogy ezt tesszuk es kooperalni fog, ekkor mi bezsebeljuk a nagy osszeget, majd utan mar mindketten folyamatosan dezertalunk, szoval mar csak 1 lesz a nyeremeny.
Igy nem erne meg dezertalni, hiszen az egyszeri 5 nyeremeny nem kompenzalja az osszes tobbi 1est utana. Azonban ha a jatekosoknak jobban megeri a jelenbeli nyereseg, mint a 2 honap mulva bekovetkezo, akkor minden kifizetes beszorzodik egy diszkonttenyezovel (valamilyen 1nel kisebb szam) ami csokkenti az erteket a nagyon jovobeli kifizeteseknek.
Konkretan alfaval (en a betuvel) jeloljuk es az osszeg i. elemet a^i (hatvanyozas) -el szorozzuk. (0. tol indul az index.)
Igy a ket osszehasonlitando osszeg igy nez ki:
4+4*a+4*a^2+4*a^3+...

4+4*a+...+4*a^i+5*a^(i+1)+1*a^(i+2)+...
Azt a sok negyest az elejerol elhagyjuk mert ugyanannyit adnak hozza mindket oldalhoz es ugy vesszuk hogy a dezertalas a legelso korben tortenik:
4+4*a+4*a^2+4*a^3+...
5+1*a+1*a^2+1*a^3+...

Ezutan az a kerdes, hogy milyen diszkonttenyezo eseten lesz a 2. sor osszege nagyobb, mert onnantol kezdve mar azt erdemes valasztani, tehat erdemes kiugrani a jatekbol.
A mertani sor osszegkepletebol:
4+4*a+4*a^2+4*a^3+... = 4/(1-a)


5+1*a+1*a^2+1*a^3+... = 5 + a/(1-a)

4/(1-a) < 5 + a/(1-a)
4 < 5(1-a) + a
4<5 - 5a + a
4a < 1
a < ¼ diszkonttényező esetén megéri kiugrani.

Ha a jövőbeli kifizetéseink értéke számunkra csak 0.25-ödrészét éri a jelenlegi kifizetéseinknek, vagy még ennél is kevesebbet, akkor megéri kiugrani a játékból és bezsebelni a kiugráskor kapott 5 nyereményt.
