Bevezetés a szamitaselméletbe II.
Zarthelyi feladatok — pontozasi Gtmutato
2014. aprilis 24.

Altalanos alapelvek.

A pontozési atmutato célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az utmu-
tato minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt
részpontszamokat kozli. Az atmutatonak nem célja a feladatok teljes értékii megoldasanak részletes
leirasa; a leirt lépések egy maximalis pontszamot éré megoldas vazlatanak tekinthetsk.

Az utmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldonak, ha a kapcso-
16d6 gondolat egy attekinthets, vildgosan leirt és megindokolt megoldas egy 1épéseként szerepel a
dolgozatban. Igy példaul az anyagban szerepl ismeretek, definiciok, tételek puszta leirasa azok al-
kalmazésa nélkiil nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban
valoban szerephez jut). Annak mérlegelése, hogy az titmutatoban feltiintetett pontszam a fentiek fi-
gyelembevételével a megoldonak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javito hataskore.

Részpontszam jar minden olyan otletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolat-
menet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldéasa volna kaphat6. Az itmutatoban szerepls
részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az atmutatoban leirttol eltéré jo megoldas ter-
meészetesen maximaélis pontot ér.

Minden feladat 10 pontot ér. Az elégséges hatara 24 pont. A vizsgajegybe a dolgozat pontszama
szamit bele, igy a dolgozatokra osztalyzatot nem adunk.

1. Adjunk meg egy maximalis folyamot és egy minimalis vagast az alabbi hal6zatban.

Jo folyam, j6 indoklas a maximalitasra 5 pont, jo vagas, j6 indokl4ds a minimalitisra szintén 5 pont.
Picit hidnyos indoklas esetén 1-1 pontot vonjunk le, nagyobb hidny esetén ennél tébbet (tipikus
példa: j6 folyam, jo vagas, semmi indoklés - ez max. 6 pont, ha viszont a két érték nem egyezik,
akkor ennél joval kevesebb). Ha valaki a javitoutas algoritmust hasznalja, de hibazik (és ezért nem
jon ki megoldas), akkor max. 2-3 pontot kaphat a folyam részre, ha kideriil, hogy hogy keresne
minimalis vagast, akkor erre is adhaté max. 2-3 pont. Ha a hiba(k)rol nem deriil ki, hogy szdmolasi
vagy elvi hiba, akkor szigorian jarjunk el, azaz tekintsiik elvinek.

2. Huzzunk be 3 élet két diszjunkt 5 csticst teljes graf cstcsai kozé tigy, hogy a kapott G graf egyszerii
legyen. Igaz-e hogy GG minden esetben

a) haromszorosan Osszefiiggs?

b) haromszorosan élosszefiiggs?

x x % % %
a) Ha a harom tjonnan behtizott élnek van kozos csicsa, akkor ezt a csucsot elhagyva G nyilvan

szétesik, tehat nem lehet haromszorosan Osszefiiggs (s6t, kétszeresen Gsszefiiggs sem). (3 pont)
Természetesen mas jo ellenpélda is van.



b) Megmutatjuk, hogy G Gsszefiiggé marad, ha két tetszGleges élét elhagyjuk, a b) allitas tehat
igaz. Ha a két élet ugyanabbol az 5 csicsu teljes grafbol hagyjuk el, az akkor is dsszefiiggé marad,

hiszen barmely két cstics kozt volt 4 éldiszjunkt ut, amibdl legalabb 2 meg is maradt. (3 pont)
Maésrészt a harom tjonnan behtuzott él koziil legalabb egy minden esetben megmarad, (2 pont)
igy a két él elhagyasa utan a két 5 cstcst (eredetileg) teljes graf egy-egy csticsa kozott vezet
él. (1 pont)
Mivel lattuk, hogy a két rész maga is Osszefiiged, G tetszGleges két cstucsa kozott a két él elhagyasa
utan is van 1t, ezzel az allitast belattuk. (1 pont)

3. Oldjuk meg a
34z =6 (mod 98)

lineédris kongruenciat.
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98 és 34 Inko.-ja 2, ez osztja a 6-ot, igy lesz megoldas (mégpedig 2 darab modulo 98, de ezt nem

muszaj itt megallapitani). (1 pont)
Osszuk le a kongruenciat 2-vel, ekkor az eredetivel ekvivalens 17z = 3 (mod 49) kongruenciat
kapjuk. (1 pont)
Ezt a linearis kongruenciat Euklideszi algoritmussal oldjuk meg. Tudjuk, hogy 492 =
0 (mod 49). (1 pont)
Innen 152 =49z —2- 172 =0—-2-3 (mod 49). (2 pont)
Igy 22 =172 — 152 =3 — (—=2-3) (mod 49), (2 pont)
ahonnan z = 150 — 7-2x = (-2-3) = 7-(3—(=2-3)) (mod 49), (2 pont)
azaz © = —69 =29 (mod 49). (1 pont)

Ha nem esik sz6 arr6l, hogy Euklideszi algoritmussal dolgozunk, akkor meg kell indokolni, hogy a
kapott megoldas miért jo és miért nincs mas megoldas. Ezek hidnyaért 1-1 pontot vonjunk le. A
megoldast ugyanakkor nem muszaj modulo 98 is megadni, a feladat szovege szerint ez nem elvaréas.
Természetesen 172 =3 (mod 49) megoldasa masképp is lehetséges, pl.

mivel 3 és 49 relativ primek, (1 pont)
a kongruenciat 3-mal szorozva az eredetivel ekvivalens (1 pont)
5lx =9 (mod 49) kongruenciat kapjuk, ahonnan 2z =9 (mod 49). (3 pont)
A jobb oldalhoz a modulust hozzaadva 2x = 58 (mod 49). (1 pont)
Mivel 2 és 49 relativ primek, (1 pont)
az r =29 (mod 49) kongruencia is ekvivalens az eredetivel. (2 pont)

4. Hatérozzuk meg 467" 25-tel vett osztasi maradékat.
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Mivel 46 és 25 relativ primek,

az Euler-Fermat tétel szerint 46¥® =1 (mod 25).

©(25) =25 —5 = 20.

Most tehat a 4748 szam 20-szal vett osztasi maradékara vagyunk kivancsiak.
Mivel 47 és 20 is relativ primek,

az Euler-Fermat tétel szerint 47929 =1 (mod 20).

20 =225, igy ¢(20) = (4 —2) -4 =38,

tehat 4748 = (47%)° 20-szal osztva 1 maradékot ad.

Igy 46*7" = 462%*1  (mod 25) valamely k egészre.
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Mivel 46%°* =1 (mod 25), a 46*7" szam 25-tel vett osztdsi maradéka kongruens 46-tal modulo 25,
azaz a keresett maradék 21. (1 pont)

5. Az n szam kettes szamrendszerbeli alakja 110100101101100011011. Hatarozzuk meg n" kettes
szamrendszerbeli alakjanak utolsé négy jegyét.
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Az utols6 négy jegy meghatarozasihoz az iskolaban tanultak szerint a kérdéses szam 16-os osztasi
maradékat kell megtalalni. (1 pont)
Ha k-val jeloljiik n 16-os osztasi maradékat, akkor nyilvan k" = n™ (mod 16). ( )
Esetiinkben n kettes szaimrendszerbeli alakjabol k = 11, ( )
tehat 11™ 16-0s osztasi maradékara vagyunk kivancsiak. Mivel 11 és 16 relativ primek, (1 pont)
az Euler-Fermat tétel szerint 11916 =1 (mod 16). ( )
16 = 24, igy p(16) = 8, tehat az n szam 8-cal vett osztési maradékat kell megkeresni. ( )
A kettes szamrendszerbeli alak szerint (vagy a 16-os maradékbol) ez 3, ( )
igy 11" = 118%+3  (mod 16) valamely k egészre. Mivel 113 = 1 (mod 16), a 11" szam 16-tal vett

osztési maradéka kongruens 113-nal modulo 16. (1 pont)
Mivel 112 = 121 9 maradékot ad 16-tal osztva, 113 =11-9=99 =3 (mod 16), a keresett maradék
tehat 3, (1 pont)
az utols6 négy szamjegy pedig igy 0011. (1 pont)

6. Legyen H = {(a,b) | a,b € R\ {0}} és (a,b) * (¢,d) = (ac, bd). Dontsiik el, hogy (H, %) csoport-e.
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(a,b),(c,d) € H esetén (a,b) * (c,d) € H, igy * miivelet a H halmazon. (2 pont)
((a,0) * (¢, d)) * (e, f) = (ac, bd) * (e, f) = (ace, bdf)

és (a,b) * ((c,d) x (e, f)) = (a,b) x (ce, df) = (ace, bdf), igy a * miivelet asszociativ H-n. (2 pont)
Mivel (1,1) * (a,b) = (a,b) és (a,b) * (1,1) = (a,b), az (1,1) elem egységelem. (2 pont)
Ha (a,b) € H, akkor a és b sem lehet 0, igy az + és 3 szamok léteznek (1 pont)
s (a,b) = (£,4) = (1,1), tovabba (% ,b) (a,b) = (1,1), tehat egy tetszdleges (a,b) elem inverze
(2 3) (2 pont)
A fgntiek alapjan a kérdéses struktira tehat csoport. (1 pont)

Az egységelem és az inverz esetén is fontos, hogy mindkét oldali szorzésnal teljesiiljon az egyenlGség.
Aki ezt nem ellenérzi, attol 1-1 pontot vonjunk le. Ha valaki igazolja a kommutativitast, akkor erre
természetesen nincs sziikség.



