Bevezetés a szamitaselméletbe II.

Zarthelyi feladatok — az MASODIK zarthelyi potlasara

Pontozasi atmutatd
2012. majus 7.

Altalanos alapelvek.

A pontozési utmutatd célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az
utmutaté minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait és az ezekhez
rendelt részpontszamokat kozli. Az atmutatonak nem célja a feladatok teljes értékii megoldasanak
részletes lefrasa; a leirt 1épések egy maximalis pontszamot éré megoldéas vazlatanak tekinthetdk.

Az atmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcso-
16d6 gondolat egy attekinthets, vilagosan leirt és megindokolt megoldas egy lépéseként szerepel
a dolgozatban. Igy példaul az anyagban szerepld ismeretek, definiciok, tételek puszta leirasa azok
alkalmazasa nélkiil nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megol-
déasban valoban szerephez jut). Annak meérlegelése, hogy az atmutatoban feltiintetett pontszam a
fentiek figyelembevételével a megoldonak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javito
hataskare.

Részpontszam jar minden olyan otletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gon-
dolatmenet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphat6. Az utmutatoban
szereplé részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az utmutatoban leirttol eltérs jo
megoldés természetesen maximalis pontot ér.

Minden feladat 10 pontot ér. Az elégséges hatara 24 pont. A vizsgajegybe a dolgozat pontszama
szamit bele, igy a dolgozatokra osztalyzatot nem adunk.

1. A 100 cstucst G egyszerd grafban minden pont foka legaldbb 2. A G graffal gondolatban a
kovetkezd kisérletet végezziik: az Osszes lehetséges modon kivalasztunk G cstcsai koziil két kiilon-
boz6t és a kivalasztott csicsokat elhagyjuk G-bdl. Azt kapjuk, hogy a kisérletek koziil 98 esetben
a maradék graf nem Osszefiiggs, de az Osszes tobbi esetben igen. Hatarozzuk meg a legnagyobb k
szamot, amelyre G k-szorosan Osszefiiggd.
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Mivel létezik két olyan cstcs, melyet elhagyva a graf mar nem &sszefliggd, G nem haromszorosan
osszefiiggs, azaz k legfeljebb 2 lehet. (2 pont)
Megmutatjuk, hogy k = 2. Tegyiik fel indirekten, hogy ez nem igy van, azaz létezik olyan a cstcs,
melyet elhagyva a graf nem Osszefiiggs. (Mivel a grafnak ketténél tobb csicsa van, tényleg léteznie

kell ilyen a-nak, de ezen megallapitas hidnyaért ne vonjunk le pontot.) (1 pont)
Legyenek a graf tobbi csticsai vy, vs,...,v99. Ha a graf a-t elhagyva szétesik, akkor mindegyik
komponensében legalabb két pont lesz, ellenkezG esetben lenne olyan cstics, ami csak a-val volt
Osszekotve, ami ellentmond a feltételeknek (minden fok legalabb 2, G egyszert). (2 pont)
Igy G — a barmely csticsat elhagyva olyan grafot kapunk, ami nem Gsszefiiggd, (1 pont)
azaz G-bol az (a,v;) (minden 1 < i < 99 esetén) parok barmelyikét elhagyva nem Osszefiiggs
grafot kapunk, (3 pont)
ami ellentmondas, hiszen csak 98 ilyen par létezik a gratban. (1 pont)

Erdemes megjegyezni, hogy a feltételnek megfelels graf csakugyan létezik, példaul ilyen lesz az
a graf, amit egy 99 cstucsu utbol ugy kapunk, hogy az egyik nem szélsd csics kivételével minden
cstcsot, 0sszekotiink egy 1j csticesal.



2. Egy G egyszerd graf minden cstucsdban lakik egy bogarka. Egy adott pillanatban minden bo-
garka felkerekedik és atkoltozik a graf egy, a jelenlegi lakhelyével szomszédos csicsdba. A bogarkak
ezt gy szeretnék megtenni, hogy végiil ismét minden cstcsban egyetlen bogarka lakjon. Bizonyitsd
be, hogy ha GG szomszédossagi matrixdnak a determindnsa nem nulla, akkor a bogéarkak terve meg-
valdsithato!
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Cimkézziik a G csucsait az 1,2, ..., n szamokkal és jelolje G szomszédossagi matrixat A (amelynek
az i-edik sora és oszlopa az i-vel cimkézett cstucsnak felel meg minden 1 < i < n esetén).

A det A # 0 feltételbdl a determinans definicidja szerint kovetkezik, hogy létezik az 1,2,...,n
szamoknak egy olyan m = (7, m,...,m,) permutacidja, amelyre az A matrix i-edik soranak és
m;-edik oszlopanak keresztezddésében allo elem 1-es minden 1 < ¢ < n esetén. Ellenkezé esetben
ugyanis a det A definici6 szerinti kiszamitasakor keletkez& mind az n! darab tag 0 volna, igy det A

is 0 lenne. (Mivel G egyszerti, ezért A minden eleme 0 vagy 1.) (3 pont)
A 7 permutéaciot felhasznéalva a bogarkak megvalosithatjak a terviiket: minden 1 < i < n esetén
koltozzon az i csucsban lako bogéarka a m; csucsba. (4 pont)
Valoban: minden bogarka szomszédos cstucsba koltozik (hiszen a matrix megfelels elemei 1-esek)
és a koltozések utan is minden cstuicsban egyetlen bogarka lakik (hiszen a my, o, ..., m, értékek
kozott minden 1 és n kozotti szam pontosan egyszer fordul els, mert 7 permutacio). (3 pont)

Megjegyezziik, hogy a bogarkak tervének megvaldsithatosaga megfogalmazhato tgy is, hogy G-ben
megadhat6 néhany él és néhany kor tigy, hogy G minden cstcsa pontosan egyre illeszkedik a meg-
adott élek és korok koziil. (Valoban: minden bogarka vagy ,lakast cserél” valamelyik szomszédjaval,
vagy részt vesz egy legalabb harom bogérka altal alkotott korbekoltozési lancban.) Bar ez a fel-
ismerés a feladat megoldasahoz kozvetleniil nem visz kozelebb, de tekinthet a helyes megoldas
irdnyaba tett érdemi lépésnek, igy a leirasaért legfoljebb 3 pont adhato.
573
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573

3. Milyen maradékot ad 5'”-nal osztva 1

* ok % ok Xk

©(5™) = 5™ — 57 (a tanult képlet szerint).
Mivel 2 és 57 relativ primek (hiszen a primtényezés felbontasukban nincs kizos prim),

1 pont
1 pont

(
(

ezért alkalmazhato rajuk az Euler-Fermat tétel: 290(573) = 2573 ~5" =1 (mod5™). (2 pont
Ebb6l 57 — 57 = 4 . 57 figyelembevételével: 24 5% = (mod 5™), (
amibél 16 = 24 miatt 167 =1 (mod5™). (
X

N 72 73

Otodik hatvanyra emelve: 16°°°7 =167 =1 (mod 57) (vagyis a keresett maradék: 1).(3 pont
Aki nem jon ra, hogy az Euler-Fermat tételt 2-re (és 57-ra) érdemes alkalmazni, de 16-ra (és 53-ra
alkalmazza (helyesen), az a fenti pontozésbeli els§ 4 pontot megkaphatja.

1 pont

)
)
)
2 pont)
)
)
)

4. Egy egész szam 199-cel vett osztasi maradéka 1-gyel nagyobb, mint a szam 43-szorosanak a
199-cel vett osztasi maradéka. Milyen maradékot adhat ez a szam 199-cel osztva?
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A feladat az n — 1 = 43n  (mod 199) kongruencia megoldésa. ( )
Rendezve: 42n = —1  (mod 199), ( )
5-tel szorozva: 210n = —5  (mod 199), vagyis 11n = —5 (mod 199). (2 pont)
18-cal szorozva: 198n = —90 (mod 199), ( )
vagyis —n = —90 (mod 199), azaz n =90 (mod 199). ( )
Mivel (5,199) =1 és (18,199) = 1, a két szorzas ckvivalens 1épés, ezért a megoldas

n =90 (mod199), vagyis a keresett maradék csak 90 lehet. (2 pont)
Ha valaki csak azt ellenérzi, hogy (42,199) = 1|1, igy a kongruencidnak van megoldésa, de a
megoldast kiszamolni nem tudja, az 6sszesen 2 pontot kapjon. A megtett lépések ekvivalens voltéara
valo hivatkozas helyett ellenérzéssel is meg lehet gy6z6dni a kapott megoldas helyességérsl vagy
lehet hivatkozni arra is, hogy (42,199) = 1 miatt egyetlen helyes megoldas létezik (mod 199), igy
a kapott megoldas helyes. Szamolasi hibakért 1-1 pontot vonjunk le, de a maradék pontszam csak
akkor jar, ha a hiba miatt a feladat nem lett lényegesen kénnyebb.

2



5. Hany olyan n egész szam van 1 és 1000 kozott, amelyhez talalhato olyan m egész szam, hogy
a 37n + 218m = 10 egyenlet fennalljon?
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Egy n egészhez akkor és csak akkor létezik a 37n + 218m = 10 egyenletet kielégité m egész, ha
10 — 37n oszthatd 218-cal, vagyis ha 37n = 10 (mod218). A kérdés tehéat az, hogy ennek a

linearis kongruencianak héany megoldasa van 1 és 1000 kozott. (3 pont)
A kongruenciat 6-tal szorozva 222n = 60 (mod 218), vagyis 4n = 60 (mod 218). (1 pont)
Ezt 4-gyel osztva n = 15 (mod 109), hiszen 218 és 4 legnagyobb koézds osztoja 2, amivel a
modulust el kell osztani. (1 pont)
Modulo 218 tehat két megoldast kapunk, melyek 15 és 15 + 109 = 124. (1 pont)

Mivel a 6-tal valo szorzas nem ekvivalens atalakitas, az eredményeket vissza kell helyettesiteni
az eredeti kongruencidba, hogy kisztrjiik a hamis gyokot: 37 - 15 = 555, ami nem kongruens
10-zel modulo 218, 37 - 124 = 37 -4 - 31 = 148 - 31, ami —70 - 31-gyel, azaz -2170-nel kongruens
modulo 218, errdl pedig (2180-at hozzaadva) lathato, hogy csakugyan kongruens 10-zel modulo
218, a megoldas tehat a 124 (mod 218). A két ellendrzés koziil az egyik kivalthato azzal a
megallapitassal, hogy mivel 37 és 218 relativ primek, a kongruencidnak pontosan egy megoldasa

lesz modulo 218. (2 pont)
Az n szdmnak tehat 218k + 124 alakinak kell lennie, ahol k egész. (1 pont)
, I . 1000—124 7.+ - . . .
Ahhoz, hogy n 1 és 1000 kozott legyen, k-nak 0 és =5 = kozé¢ kell esnie, azaz 5 ilyen egész n
lesz. (1 pont)

6. Ertelmezziik a sikvektorok R? halmazan a * és a o miiveleteket a kovetkezképpen:
(a,b) x (¢,d) = (a+d,bc) (a,b) ¢ (¢,d) = (a+ ¢, bd)

a) Dontsiik el, hogy R? csoportot alkot-e -ra nézve!
b) Déntsiik el, hogy R? csoportot alkot-e o-ra nézve!
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Vizsgaljuk elGszor * asszociativitasat. ((a,b) * (¢, d)) * (e, f) = (a+d,bc) * (e, f) = (a+d+ f, bee),

mig (a,b) * ((¢,d) = (e, f)) = (a,b) x (c+ f,de) = (a + de,bc + bf). (1 pont)
Mivel a két kapott eredmény nem feltétleniil egyenls (pl. a = 0,d = 0, f = 1 esetén), a miivelet
nem asszociativ, (1 pont)
igy a kérdéses struktira nem csoport. (1 pont)

A b) feladatbeli strukturanak a (0, 1) vektor egységeleme lesz, hiszen (0, 1)< (a,b) = (a,b) (2 pont)
és konnyen lathato, hogy a ¢ miivelet kommutativ (e megallapitas helyett természetesen lehet a

masik iranybol is megvizsgalni a feltétel teljestilését). (1 pont)
Mivel (0,0) ¢ (a,b) = (a,0), (1 pont)
a (0,0) elemnek nincs inverze, (2 pont)
a kérdéses struktira tehat nem csoport. (1 pont)

Az utolso 1 pontok annak jarnak, aki a korabbi szamoléasaibol helyes kévetkeztetést von le. Az a)
feladatban természetesen annak is jarnak a megfelel pontok, aki méasképp mutatja meg, hogy a
struktira nem csoport, pl. mert nem létezik egységelem. A b) feladatban nem sziikséges az asszo-
ciativitast vizsgalni, hiszen anélkiil is lathato, hogy nem csoportrol van sz6. Ha valaki ezt mégis
megteszi, akkor kaphat 2 pontot a (helyes) vizsgalatért, azzal a megkotéssel, hogy ha nem mutatta
meg, hogy nem létezik minden elemnek inverze, akkor (a b) feladatra) legfeljebb 4 pontot kaphat.
Nem kell pontot levonni attol, aki nem ellenérzi, hogy az egységelem csakugyan a halmazban
van-e, mivel ez esetiinkben magatol értet6ds. Végiil megjegyezziik, hogy * és ¢ csakugyan mtvelet
R2-en, ennek ellenérzéséért azonban nem jar kiilon pont (hiszen ezt a feladat szévege is kimondja).



