ANALIZIS SZIGORLAT 2019. janius 19.
Mérnokinformatikus szak a-varians Megoldasok

1. feladat (12 pont)
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inferiorjat, illetve limesz szuperiorjat! Konvergens a sorozat?
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Igy a sorozat torlédasi pontjai: e és e~ , limesz inferiorja e™* és limesz
szuperiorja e~* . A sorozat nem konvergens, mert két kiilonbozd torlodasi pontja
is van
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2. feladat (5+12=17 pont)

a) Adjon sziikséges és elégséges feltételt arra, hogy az f : I — R teljes értelmezési tar-
tomanyan differencidlhato fliggvénynek az zy € I pontban lokalis szélsGértékhelye van.
b) Mely intervallumokon monoton az f(z) = (z — 1)3(z + 3)* fiiggvény? Hol vannak
lokalis szélsGértékei?

Mo. a) Sziikséges feltétel: f'(xg) =0 . Elégséges feltétel: f'(zg) =0 és f’ elGjelet
valt xzo-ban  (vagy f'(zo) =0 és 3f"(zo) # 0 (elég az egyik)).
b) f(z) =3(x —1)*(z+3)*+4(x —1)3(x+3)® = (Tx+5)(z—1)*(z+3)>=0
megoldasabol a stacionarius pontok z = —3,—5/7 és 1.
A (—o0,—3)-on f' > 0, azaz itt a fliggvény szigortan monoton nové.
A (—=3,-5/7)-en f' <0, azaz itt a fliggvény szigortian monoton csokkend.
A (=5/7,1)-en f' > 0, azaz itt a fiiggvény szigortian monoton névé.
Az (1,00)-en f' > 0, azaz itt a fiiggvény ismét szigortan monoton néve.
A fentiek alapjan lokéalis maximuma van az x = —3 pontban , ill. lokalis minimum
van az © = —5/7 pontban




3. feladat (5+10=15 pont)
a) Hogyan értelmezziik egy nemkorlatos fliggvény improprius integraljat?
b) Szamolja ki az
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integralt!

Mo. a) Ha pl. f nem korlatos [a,b]-n, de integralhat6 minden [a + ,b] (0 < b — a)
intervallumon , akkor az improprius integral értelmezése

b b
dr = li dz.
/a f(z)dz = lim » f(x)dx
(hasonléan kimondhato az allitas a b végponttal is, ill. elég az egyik valtozatot
kimondani).
b) Az a) pontban leirt eset van most. A fiiggvény oo-hez tart 0-ban jobbrol.  Igy
tehéat az integral értéke:
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4. feladat (4+8=12 pont)

a) Adja meg az elsérendii, szétvalaszthato valtozoju ill. az elsérendd, lineéris differen-
cidlegyenletek altalanos alakjat!

b) Adja meg megfelels helyettesitéssel az y' = (x + y)? differencidlegyenlet altalanos
megoldasat explicit alakban!

Mo. a) y' = f(z)g(y), ar1(2)y’ + ao(z)y = j(2)
b) Az u = x + y helyettesités utan az v = 1 + u? szétvalaszthato valtozoju
egyenletet kell megoldani . Ennek éltalanos megoldasa u(x) = tg(x +¢) , azaz
az eredeti egyenlet altalanos megoldasa y(z) = tg(z + ¢) — x.




5. feladat (7+12=19 pont)
a) Mutassa meg, hogy a
i sin(nz + )
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fiiggvénysor Osszegfiiggvénye folytonos a valés szamok halmazén!

b) A nevezetes fiiggvények Taylor-sorainak felhasznélaséval adja meg az f(z) = In(1+2?%)
és g(x) = 1/v/1 + 22 fiiggvények xy = 0 bazispontu Taylor-sorait és azok konvergencia-
sugarat!

Mo. a) A Weierstrass-kritériumot tudjuk hasznéalni

sin(nx + ) 1
n? = n?
és a y - 1/n? sor konvergens , igy a fiiggvénysor egyenletesen konvergil az

Osszegfiiggvényéhez. Mivel a sor minden tagja folytonos fliggvény, igy az 6sszegfiigg-
vény is folytonos lesz.

b) f'(x) = 22/(1 +a%) = 2u/(1 — (=2?)) = 20 3072 o(—2®)" = 3272, 2(—1)" ™!

. Tehat
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f@) =2 m+ 2
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(az integralési konstans nulla, mert a fliggvény 0-ban 0-t vesz fel) a konvergencia-
sugdr 1, mert a végtelen mértani sor konvergenciasugara is 1 (| — 22| < 1 <=
|z| < 1), ami az integralas soran sem véltozik.

A g fiiggvénynél pedig a binomialis sort hasznaljuk.

n=0

A konvergenciasugara pedig ennek is 1, mivel a binomialis soré is 1 (|2?| < 1 <=
lz] < 1).




6. feladat (6+7=13 pont)

a) Milyen kapcsolat van egy kétvaltozos fiiggvény folytonossaga és totélis derivalhatosaga
kozott? Igazolja is az allitast!

b) Totalisan derivalhato-e az alabbi fiiggvény?
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Mo. a) Ha f totélisan derivalhato egy (¢, yo) pontban, akkor ott folytonos is . Biz.:
Ha totélisan derivalhato, akkor az (xg,yo) pont egy kornyezetében érvényes az

f(xo + Az, yo + Ay) = f(xo,y0) + A1Ax + Ay Ay + h(Az, Ay)

egyenlség, ahol Ap, As konstansok (a pontbeli parcialis derivaltak), ill. A olyan
fliggvény, melyre limag ay)—(0,0) A(Az, Ay)/+/Az? + Ay? = 0. Ekkor (Az, Ay) —
(0,0) esetén f(zg + Ax,yo + Ay) — f(xo,y0), ami mutatja, hogy a fiiggvény
folytonos.

b) Pl. polarkoordinitakkal a fiiggvény alakja az origon kiviil f(r, @) = rsin® ¢p+1,
azaz a fliggvény az origoban egyhez tart. Mivel a fiiggvényértéke pedig 2, igy a
fliggvény nem folytonos az origbban , igy ott nem is lehet totéalisan derivalhato
. (Elég lenne pl. az x-szerinti parcialis fiiggvényt vizsgalni, ami nem folytonos, igy
f sem lehet az.)

7. feladat (12 pont)

Hengerkoordinatdk felhasznélasaval szamitsa ki az f(z,y,2) = 2? fiiggvény integréaljat
az 12 +y? < 1 és % + y? + 22 < 4 feliiltek altal meghatarozott véges V tartomanyra!
Készitsen abrat is az integralasi tartomanyrol!

Mo. Abra készitése . Az integral értéke
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