Méréselmélet 1. zarthelyi 2020. marcius 24. (100 perc)

1. Zajos medgfigyelés(ek)re alapozva eldontendd, hogy a megfigyelési csatornaban az a, = 1 vagy egy attol
elter6 a, jelszint van-e jelen? H, jeldli azt a hipotézist, hogy az a, jelszint van jelen. Ennek a priori
valoszinlsége P, = 0.7. H, jeldli azt a hipotézist, hogy az a, jelszint van jelen. Ennek a priori valészinlisége
P, = 0.3. Akoéltségek: C;, = Cy; = 10; Cyo = Cy; = 1. Afeltételes valoszinliségsiriiség fuggvények:
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Az els6ként megfigyelt érték z, = 1.6. Hogyan dont (max. 3 pont)? Elvégzunk egy masodik mérést is, aminek
eredménye z; = 1.8. Erre a mérésre alapozva hogyan dént (max. 1 pont)? Hogyan doént, ha mindkét
megfigyelt értéket figyelembe veszi (max. 1 pont)? Mekkora az a, jelszint varhaté értéke (max. 2 pont)?

Megoldas:
A medfigyelt értéket behelyettesitjik a likelihood arany fliggvénybe, és ha A(z) > n, akkor a dontés H;,
ha A(z) < n, akkor a dontés a H,.
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2. Az abran lathaté a posteriori slirliségfliggvény feltételezésével szamitsa ki a f(alz)
minimalis atlagos négyzetes hibaju becslé6 (max. 2 pont), a minimalis atlagos
abszolut hibaju becsld (max. 1 pont), és a maximum a posteriori becslé (max. 1 Zm
pont) szamértékét! Hatarozza meg a minimalis atlagos négyzetes hibaju becslé mn mn
variancigjat (max. 3 pont)? ]
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Megoldas:
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3. Mérendd egy két komponens Osszegébdl allé jel komponenseinek ismeretlen A és B amplitudéja N
megfigyelésre alapozva: z(n) = Acos (ZN—"n) + Bcos (%ﬁn) +w(n), n=0,1,..N —1. Az ismeretlen A és B

paraméterek eloszlasa nem ismert. A w;, megfigyelési zaj nulla varhato6 értékl, Gauss eloszlasu, szines zaj,
kovariancia matrixa C,. Vezesse le a paraméter legjobb maximum likelihood (ML) becslésének
(@mw, Ca,,, ) Osszefiiggéseit (@y;, = [Ay, Buy.l") (max. 3 pont)! Hatdrozza meg C,,,szamértékét o, =

1 0 0
0.1V,p =05 és C,, = 02 [0 1 p| mellett (max. 3 pont)!
0 p 1

Megoldas:
Az egylttes slriségfliggveény logaritmusanak az a = [g] paramétertdl figgd része:
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A becsl6 kovariancia matrixa:
CAML =E [(aML - E(aML))(aML - E(aML))T] =
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ahol felhasznaltuk, hogy E (@) = [UTC,,tU]"1UT C,;}Ua, valamint, hogy definicioja szerint
E{(z-Ua)(z-Ua)"}=C

A numerikus értékek meghatarozasahoz:
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Ezt a matrixot most itt invertalni kellene, de ez szingularis! Hogyan Iehetseges ez? Ennek oka, hogy a
méréstervezés hibas, és ennek kdvetkeztében a U matrix két oszlopa egymassal megegyezik. A hiba ott van,

hogy a Bcos (%Tn) komponensre N = 3 esetén nem teljesul a mintavételi tétel, és ezért nem kapunk megfelel$

informaciot errél a komponensrél, ugy tlnik, mintha az is cos (%ﬂn) hullamforma&ji komponens lenne. igy aztan
értelmezhetetlen a mért jelet két paraméterrel jellemezni.

4. A vizsgalt kornyezetrdl feltételezziik, hogy jellemezheté y(t) = a,u(t) + a,u?(t) + w(t) idéfliggvénnyel.
Elvégzink N mérést. Hatarozza meg az idéfiggvény paramétereinek legkisebb négyzetes hibaju
a;s becsléjét (max. 3 pont)! Hatarozza meg a becslé kdzelitd szamértékét arra az esetre, amikor adott
Eu?(t)} =1, Eu3(®)} =2, Eu*(®)} =5, Eu?(®)y(t)} = 3, E{u(t)y(t)} = 1 (max. 2 pont)!

Megoldas:
Yo 2 Wo
Y1 2 a1 Wy ~ _
z=|", g az] +| | as = [UTUI U,
YN-1 Uy_1 UN_q Wh-1

Zn_O un 211\1];3 u?ll UT Zn 0 unynl

Yasoun Xnsoun n=0 Un

[UTU] =
n=0 Un¥n



IynN- 1vN-
[do] 1 N &n= Oun T y&n= Oun Zn OunYn

- — - 2 - 1 —
(%Zrl\{:& u%)(%ZTl\lI:(:)l u%)—(%ZQI:& u%) - ﬁZﬁ:o un 5271\1’:0 un NZrI\{:O unyn

[ao] . (FENzdut) (FEN b unyn) — (S22 ud) (3 ZN=d udyn)
(veies ) (rohcs ut) (et ) |- (323 ed) (3 ENd wyn) + (5 ZN0ud ) (5 Zhd udyn)

~[—1

- [ 1 ]
5. Mutassa be, hogy mire szolgal a Cramer-Rao alsé korlat (CRLB): skalar paraméter esetére adja meg (1)
alkalmazasanak feltételeit (max. 2 pont); (2) szamitasanak madjat (max. 2 pont); (3) az also korlat elérésének
feltételét (max. 2 pont)! Vezesse le a CRLB szamitas explicit 6sszefiiggését arra az esetre, amikor a

megfigyeléseink a becsllendé a paramétertdl fliggd jel zajos mintai, és a zajrol feltételezhetjik, hogy Gauss
eloszlasu fehér zaj o2 varianciaval (max. 3 pont)!

Megoldas:

Cramer-Rao alsé korlat (Cramer-Rao Lower Bound: CRLB, skalar paraméter esete a jegyzet alapjan)
Barmely torzitatlan becsl6 esetében a becslés varianciajara also korlatot ad:

var(a@) = CRLB(a) Q)

A CRLB a figgvénye. Megmondja mi az elérhetd legkisebb variancia. Ha egy becsl6vel elérjiik ezt a varianciat,
akkor a becslét hatasosnak nevezzik. Maga a CRLB elvezethet az MVU becsléhéz. A CRLB-re vonatkozé
allitas:

Tételezzlik fel, hogy a mérési adatok valosziniiség siriiségfliggvényére teljesul minden a esetében:
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Ez az un. regularitasi feltétel, amihez az integralas és a derivalas felcserélhetésége kotddik. Képezve ugyanis
a varhato értéket, majd az integralast és a derivalast felcserélve:

E [alnf(z a)] J alnf(Z a) ———f(z;a)dz = aa—afoo f(z;a)dz = aa—al =0 (3)

Ha tehat (83) fennall, akkor barmely torzitatlan becslére igaz (bizonyitas késébb), hogy:

<621nf(z a))
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var(d) =

Egy olyan torzitatlan becsld, amelyik eléri a Cramer-Rao alsoé korlatot akkor és csak akkor talalhato, ha:
dlnf(z; a)

7 @@ -a) (5)

strukturaju, ahol g(z) és I(a) alkalmas fuggvények. llyenkor a becslé a = g(z), és a variancia minimum — ( 5

Ismeretlen a jelparaméter varianciajanak alsé korlatja:
A medfigyelt értékek egy a-tél fliggb jel zajos mintai:

xx = s(k;a) + wy = sg(a@) + wy, k =0,1,...,N — 1; {w,} Gauss eloszlasu, fehér zaj ismert ;2 varianciaval.



L SN (ke-sk (@)

1
fz0) =——e 2% (6)

Az elsé derivalt:
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A masodik derivalt:
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Képezve a varhato értéket:
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Ezzel a becsult paraméter varianciajanak also korlétja'
var(d) =
[6sn(a) (10)

6. Tavolsagot mérunk radarral: R = r%, ahol t a reflektalddott elektromagneses hullam terjedési ideje,

c a fénysebesség. A terjedési id6 megfigyelésére van lehetéségunk, dsszesen négy megfigyelést
végzlink. A megfigyelési egyenlet: z, = 7, + wy, ahol wy, nulla varhato értékd, C,, = 21 kovariancia
matrixu, Gauss eloszlasu zaj. Valasszon olyan mérési mddszert, amely minimalis varianciaju,
torzitatlan becslést eredményez! Vezesse le a becslés varianciajanak CRLB értékét, és fejezze ki a
becsl6t és annak szorasat (max. 4 pont)! Adja meg a numerikus értékeket is, ha z, = 95us, z; =
105us, z, = 97us, z3 = 103us, o, = 4us (max. 1 pont)! Ezt kévetbéen hatarozza meg a tavolsag
értékét és szorasat (c = 3-10° kTm) (max. 1 pont)!
Megoldas:
Az egyuttes slrlségfuggveény logaritmusanak a T paramétertdl figgd része:
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azaz a becsld varianciaja:

A numerikus értékek érdekében:
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vagyis:
o2 Zotzy+z3+z
var(ty) = 171(1) = [UTCMUI ™ = 5ty = [UT AU €z = =——————
Tehat:
T = 100us, var (ty,) = V4 = 2us
A tavolsag értéke és szorasa:
~ c 3-10° . c 3-10°
Ry, = fMLE =10"* km = 15km, |var(Ry,) = E\/var(fm =——2" 107¢ ~ 300m

7.*A z(n) = Asin (anf—"n + (p) + w(n) 6sszefuggeéssel leirhatdé megfigyelési modellt alkalmazunk, ahol w(n)
Gauss eloszlasu, fehér zaj, f,,, pedig a mintavételi frekvencia. A mért jelb6l 125 mintat veszink. A jel/zaj

2
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viszony: —— = 10. Vezesse le a frekvenciabecslés variancigjanak Cramer-Rao alsé korlatjat megadé

w

Osszefuggést, és szamitsa ki numerikus értékét, ha }{—0 = 0.02 (max. 5 pont)!

m

A megoldas soran a jegyzet mellékletében bemutatott eljarast kell kévetni annak figyelembevételével, hogy a
125 minta nem egészszamu periddusbdl szarmazik.



