Bevezetés a szamitaselméletbe 11.
1. ZH javitokulcs

Az atmutaté mintamegoldéasokat tartalmaz. A pontszamok tijékoztato jelleggel lettek megallapitva az értékelés
egységesitése céljabol. Egy pontszam el6tt szerepld allitas kimondasa, tétel felidézése nem jelenti automatikusan
az adott pontszam megszerzését. Az adott részpontszam megitélésenk az a feltétele, hogy a megoldashoz vezets
gondolatmenet megfelel részének végiggondoldsa vildgosan kideriiljon a dolgozatbdl.

Természetesen az ismertetettektol eltérd, am helyes megoldasokért teljes pontszamok, részmegoldasokért pe-
dig az utmutatdbeli pontozéas intelligens kozelitésével meghatarozott ardnyos részpontszamok jarnak. Szamolasi
hibaért altaldban 1 pontot vonunk.

1. Az aldbbi dbra egy csatornahéldzat vazlatos rajzat mutatja. A vonalak a csatorndkat jelképezik, a nyilaktdl és a bet{ikt6l ill.
szamoktdl tekintsiink el. Minden egyes csomépontban, ahol csatornak talalkoznak, egy-egy 1étra vezet a felszinre. Lehetséges,
hogy a terroristak a hélézatot valahol megmérgezték. Ezért fertétleniteni kell minden egyes csatorndt, aminek az a médja,
hogy egy specidlisan kiképzett szakember silyos védéfelszerelésben végigkiszik a csoveken. Mivel a szkafanderre is tapadhat
méreg, a mar fertétlenitett szakaszra nem szabad ismételten behatolni. Legaldabb hanyszor kell a szakembernek kievickélnie
a csatorndbdl ahhoz, hogy a teljes fert&tlenitést elvégezhesse? (A feladatlapot nem lehet a dolgozat részeként beadni.)

Készitsiik el a G grafot ugy, hogy a csomépontok legyenek G cstucsai, az egyes csatorndk pedig az élei. (1 pont)
Ebben a grafban a special officer mozgdsét minden egyes leereszkedés és kimdszds kozott a G egy élsorozata irja le.(1 pont)
Minden egymast kdvetd kimaszasnak és leereszkedésnek megfelel6 grafcsiucs kozé huzzunk be egy élt a G grafban. Legyen

a kapott graf G'. A G’ grafban a fenti élsorozatok és az jonnan behuizott élek egy Euler-sétét hatdroznak meg. (3 pont)
Az a cél tehdt, hogy minél kevesebb élt hizzunk be G-be gy, hogy a kapott G’ grafnak legyen Euler-sétdja, (2 pont)
azaz, mivel G eredetileg 6sszefiiggd volt, G'-nek legfeljebb két pdratlan foku csticsa maradjon. (1 pont)
Mivel G-nek 8 pdratlan fokid csticsa van, ezért hdrom (pdratlan foku cstcsok kozti) él behtizdsdval elérhetd a kivént
tulajdonsdg. (1 pont)
Eszerint a szakertonek legalabb négyszer kell a felszinre kiizdenie magét: haromszor a munkdja kozben, egyszer pedig a
végén. (1 pont)

(A feladat szovegébdl kozvetve az is adddik, hogy a munka végén ki kell mdszni, ugyanis a teljes fertStlenités csak dgy kép-
zelhetd el, hogy az esetlegesen mérgezett szkafanderben buslakodé munkaer6 sem maradhat lenn. Ennek ellenére elfogadjuk
a 3 vélaszt is, ha az abbdl adédik, hogy a szakember végiil lenn marad 6rkédni.)

2. Bizonyitsuk be, hogy ha G egy 6sszefiiggd, nem teljes graf, akkor x(G) < x.(G) teljesiil G kromatikus és élszinezési szamadra.

Tanultuk, hogy x.(G) > A(G), (2 pont)
hisz a maximalis foku csticsbdl indulé élek mindegyikére kiilon szint kell haszndlnunk. (0 pont)
Brooks tétele szerint ha G osszefiiggd, G nem pératlan kor és G nem teljes graf, akkor x(G) < A(G) teljesiil. (3 pont)
Ezek szerint, ha a G graf nem pératlan kor, akkor x(G) < A(G) < x.(G) all, vagyis a feladat allitasa igaz. (1 pont)
fgy mar azt csak azt kell megmutatni, hogy a feladat allitasa tetszbleges paratlan hossza korre is igaz. (1 pont)
Ha tehat G egy paratlan kor, akkor tanultuk, hogy G csticsai nem szinezheték ki két szinnel, de hdrom szin elég erre, azaz
x(G) = 3. (1 pont)
Két szinnel szinezve ugyanis felvaltva kovetkeznének a szinek a koér mentén, de a végén bajban lennénk, amit meguszunk,
ha el6kaphatunk egy harmadik szint is. (0 pont)
Ugyanigy lathatd, hogy G éleinek kiszinezéséhez nem elég két szin, de hdrommal ez megtehetd, tehdt x.(G) = 3. (1 pont)
Tehat paratlan korre megegyezik a két kromatikus szdm, ezzel a feladat allitdsdat bebizonyitottuk. (1 pont)

3. Legyen G = (V, E) tetszbleges perfekt graf, és legyen X a G cstcsainak egy részhalmaza. Jelolje £y mindazon E-beli élek
halmazat, amiknek mindkét végpontja X-ben van, alljon Fs a G graf X-beli végponttal nem rendelkez6 éleibol, és legyen
az X és V \ X kozott futé G-beli élek halmaza F3. Bizonyitsuk be, hogy a G1 = (V, E1),Gs = (V, Es) és G5 = (V, E3)
grafok mindegyike perfekt.

Mivel Ey az X &ltal feszitett élek halmaza, ezért G; — (V' \ X) a G feszitett részgréfja, (
ezért definicid szerint perfekt. (
A G, grafot 4gy kapjuk, hogy tovabbi izolalt pontokat vesziink hozza, ami nem rontja el a perfektséget. (
Hasonlbéan, Fo-t a V' \ X halmaz fesziti, (1 pont
tehdt G2 — X is perfekt. (
fgy az X-beli csicsok izoldlt pontokként vald hozzavétele utdn kapott Go graf is perfket. (
A Gj3 graf péros, hisz élei kizdrdlag az X és V' \ X szinosztalyok kozott futnak. (
A paros grafokrdl tanultuk, hogy perfektek, (
ezért Gs is perfekt. (1 pont

4. Tgaz-e, hogy a fenti dbrdhoz tartozé (G, s,t,c) hilézatban a maximélis folyamnagysdg (folyamérték) pontosan 197 (Az
élekre frt szdmok a megfelel kapacitdsokat jelolik. A feladatlapot nem lehet a dolgozat részeként beadni.)
A feladatsorrdl hidnyzott egy él 6-os kapacitasa, de ezt a dolgozatiras kozben kihirdettiik.

A maximilis folyamnagysag megegyezik a minimélis st-végas értékével. (3 pont)
Ha az 5 kapacitasu él nincs benne egy minimalis st-vagasban, akkor e vigasban csak 3-mal oszthatd kapacitdsi élek




szerepelnek, azaz a vagasérték 3-mal oszthato. (3 pont)
Ha az 5 kapacitdsi él benne van egy minimélis vdgdsban, akkor (mivel minden més kapacitds 3 tébbszorose) a vdgds értéke

3-mal osztva 2 maradékot ad. (3 pont)
A 19-et 3-mal osztva 1 maradékot kapunk, ezért a minimélis viagaskapacitds nem lehet 19, tehdt a maximélis folyamnagysag
sem lehet ennyi. (1 pont)

Meg lehet oldani persze a feladatot a maximalis folyam meghatarozasaval is.

A javité utak modszerével meghatdroztunk egy 20 értékii folyamot az dbréan lathaté mddon.

. (a kis szdmok a folyam altal felvett értékeket jelentik.) (8 pont)
Tehat a maximélis folyamnagysag legalabb 20, vagyis nem 19. (2 pont)
(Mellesleg a maximadlis folyamnagysag pontosan 20, mégpedig a jelzett 20 kapacitdsi st-végas miatt.) (0 pont)

. Bizonyitsuk be, hogy ha k > 1 és G egy tetszOleges k-élosszefiiggd paros graf, akkor G-be egy tjabb élt behtzva a kapott
G’ graf vagy péros lesz, vagy G’ legaldbb k pératlan kért tartalmaz.

Tegyiik fel, hogy az u és v csticsok kozé hiiztuk be az 1dj élt. Ha ettdl nem jon 1étre paratlan kor, akkor G'-ben egyéltalan

nem lesz paratlan kor (hisz G-ben sem volt), {gy G’ paros lesz. (2 pont)
Ha ellenben az uv él behtizdsa utén lesz G’-ben pdratlan kér, akkor G’ nem péros graf, {gy u és v a G azonos szinosztdlydhoz
tartoznak. (1 pont)
Ezért G péros volta miatt tetszéleges uv Ut paros sok élt tartalmaz. (2 pont)
Mivel a G graf k-élosszefiiggd, ezért G tartalmaz k paronként éldiszjunkt wv utat. (2 pont)
Ezen uv utak mindgyike a behtzott uv éllel egyiitt egy paratlan kort alkot. (2 pont)

)

Ezért ha G’ tartalmaz pératlan kort, akkor mindjért legaldbb k paratlan kore van, és ez épp a feladat &llitdsa. (1 pont
. Tegyiik fel, hogy a 2n ponti G paros graf mindkét szinosztalydban n csics van, és G minden egyes csticsdnak foka tobb,
mint 5. Bizonyitsuk be, hogy G-nek van teljes parositdsa.

Fel kellett volna tenni, hogy G egyszerli, mert amigy nem igaz az allitds. Reményeink szerint ez elhangzott a feladatok
kiosztasa utan.

Mivel a szinosztalyok méretei megegyeznek, ezért Frobenius tételének erre vonatkozé feltétele teljestil. (1 pont)
Azt kell csupdn megmutatni, hogy teljesiil a Frobenius tételben (is) megfogalmazott Hall-feltétel, azaz, az egyik szinosztaly
(mondjuk A) tetszbleges X részhalmazanak N(X) szomszédsigéban legaldbb | X| cstics taldlhato. (1 pont)

Ha 1 < |X| < %, akkor ez vilagos, hiszen X barmely csticsinak mar 6nmagéban tobb, mint 4§ szomszédja van
ezért X-nek sem lehet §-nél kevesebb szomszédja.

Masrészt, ha |X| > 4, akkor a B szinosztaly minden csticsdbdl fut X-be él.

Ugyanis az A szinosztdlynak kevesebb, mint § X-en kiviili pontja van,

mérpedig minden B-beli csicsnak legalabb § A-beli szomszédja van.

Ebben az esetben tehat N(X) = B,

teljseiilnek a Frobenius tétel feltételei,

G-nek csakugyan létezik teljes parositasa.

Hasznéalhaté épp a Konig tétel is:

A Koénig tétel szerint ha G péros, akkor v(G) = 7(G), ( )
ezért azt kell igazolni, hogy 7(G) = n, ( )
mas szoéval n-nél kevesebb cstics nem alkothat lefogé ponthalmazt G-ben. ( )
Tegyiik fel indirekt, hogy egy n-nél kevesebb csicsi U ponthalmaz lefogja G-t. ( )
Ekkor valamelyik (mondjuk az A) szinosztalybdl U legfeljebb & pontot tartalmaz. (1 pont)
Vildgos, hogy a B szinosztaly nem lehet teljes egészében U-ban, ezért 1étezik B-ben egy U-n kiviili b cstcs. ( )
Mivel b-bdl tobb, mint % €l indul, és U legfeljebb & pontot tartalmaz, ezért b-bél fut él U-n kiviilre is. ( )
Ez ellentmond az U halmaz lefogé tulajdonsdganak. ( )
A kapott ellentmondas a G graf teljes parositdasanak létezését bizonyitja. ( )

Vagy itt van mindjart a Dirac tétel:

Tanultuk, hogy ha egy egyszerti G graf minden csticsanak fokszdma legalabb %, akkor G-nek van Hamilton kére.(Jaj. 0 pont)
Mivel ez teljesiil a mi G grafunkra, ezért G-nek van Hamilton kore. (Hajaj: 0 pont)
E Hamilton kér minden mésodik élét kivdlasztva éppen a G graf egy teljes parositdsat kapjuk. (0 pont)



