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Linearis és egészértékll programozas

1. Az optimalis hozzarendelés problémaja, Egervary algoritmusa.
Magyar moédszer

Algoritmus
1. Adott paros graf és egy parositds (Ures is j6)
Keres javito utat
Ha nincs, a jelenlegi parositds maximalis
Javitdé Ut mentén az élek szerepét felcseréjiik (parositott <> parositatlan)
Goto2
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Alternalo ut

Parositatlan csucsbdl indulé Ut amiben pérositott és parositatlan élek felvaltva szerepelnek.

Javito ut

Parositatlan csticsba vezet6 alternald ut.

Javito U keresése

Moddositott BFS algoritmus:
e Csak parositatlan csucsbdl indithato.
e Parositott és parositatlan éleket felvaltva valaszt.

Helyesség bizonyitas

Ha leallt az algoritmus az alabbi helyzet alakul ki:

A B Paros graf csucsosztalyai

7
B ( 11 Tm/. ] M A jelenlegi parositas
U A\M (A csucsok koziil az M éltal fedetlenek)
T U-bdl alterndlé uton elérhetd B csucsok
4 [ ./ ./T[' s (o L] T T’ parositasai

T u (A\ (T u U)) lefogd csuicshalmaz, hisz:
e (T uU)-bdlinduld élek T'-be kell, hogy menjenek (kiilonben alternalé aton elérhetd).

e A cslcshalmaz tébbi csucsa pedig a lefogd csicshalmaz része.

[T"u(A\(TuU))| =|M]|, hisz:
Minden parositasbeli élnek pontosan egy csucsat tartalmazza.

Konig tétele szerint paros grafban a maximalis parositas mérete megegyezik a minimalis lefogd cslicshalmazéval.
Mivel talaltunk |M| méret(i lefogd csucshalmazt, ezért M maximalis.

Optimalis hozzarendelés

Feladat
Adott G = (A, B; E) paros graf és w: E — R élsuly-fuggvény.
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Keressiik maximalis 6sszsulyu M teljes parositast: max{ Y., ¢y w(e)}.

Maximalis dsszstlyt teljes parositas vagy maximalis 6sszsulyd parositas

A maximalis 0sszsulyu parositas és a maximalis 6sszsulyu teljes parositas feladat nem ekvivalens.
1

3
1

Pl. a grafban az elsé esetben 3 az optimum, a masodik esetben 2.

Maximalis 6sszsulyd parositas visszavezetése a maximalis O0sszstlyn teljes parositasra

o Az egyik csucshalmazt kibévitjik, hogy a ketté elemszama megegyezen
e A hianyzo éleket O sullyal felvessziik
e Negativ sulyu éleket 0 sulyuva irjuk at
Visszavezetés helyességének bizonyitasa
Legyen M1’ a maximalis teljes parositds a transzformalt grafon.
Legyen M1 az eredeti grafon egy parositds, amit a 0 sulyu élek lehagyasaval kaptunk.
(Ez nyilvan sulyban megegyezik M1’-vel és csak az eredeti graf éleit tartalmazza, hisz minden felvett vagy médositott
él 0 sulyq, a parositas tulajdonsagat se veszti el, hisz csak éleket hagyunk el.)
Indirekt: tfh [étezik M2, amely sulyban nagyobb M1.nél.
Ekkor viszont a transzformalt grafon létezik egy M2’ teljes parositas, amely nagyobb egyenld sulyd, mint M2 (negativ
élek helyett 0 sulyu élt valasztunk és a fedetlen csicsokat 0 élekkel vesziik be a pdrositasba).
w(M2’) >= w(M2) > w(M1) = w(M1’), de M1’ maximalis volt, tehat ellentmondasba itkoztunk, nem Iétezhet M2
parositas.

Cimkézés
Definicio

G = (4, B; E) paros graf.
c: (AU B) = R cimkézés (csucs sulyfuggény), ha minden e = {x, y} élre c(x) + c(y) = w(e).

Cimkézés és teljes parositas sulyanak kapcsolata

Lemma
Z w(e) < Z c(v)
e={x,y}eM VEAUB

Ha w suly fliggvényhez képest c cimkézés és M egy parositas.

Bizonyitas
Legyen M egy tetszGleges teljes parositas. Mivel M élei minden pontot egyszer fognak le, ezért

Z w(e) < Z cx)+cly) = z c(v)

e={x,y}eM e={x,y}eM VEAUB
* A cimkézési tulajdonsag miatt.
** Mivel M teljes, ezért minden csucsot tartalmaz pontosan egyszer.



Eles cimkézés és teljes parositas sulyanak kapcsolata

Lemma

G = (A, B; E) paros grafban w élsuly-fliggvény, c cimkézés, M teljes parositas és minden
e ={x,y} € M élre c(x) + c(y) = w(e) teljesll, akkor M maximalis 6sszsulyu.

Bizonyitas

we)= ) @+ = ) o)
e={x,y}eM e={x,y}eM VEAUB
* Az éles cimkézési tulajdonsag miatt.

** Mivel M teljes, ezért minden csucsot tartalmaz pontosan egyszer.
Egervary algoritmus

El6feltétel

A grafokat kiegészitjiik Ugy, hogy létezzen benniik teljes parositas.
(Nem feltétlendl kell, hogy teljes graf legyen.)

Algoritmus

Egy (F,L;E) praos grafon szamon tart egy c cimkézést és egy M pdrositast, a kettét addig javitja mig a parositason éles
lesz a cimkézés, ezzel garantdlva, hogy maximalis élsulyu.

1. M=¢@;
c= max w(e),hav€EF
VEeeEE

c=0hav €L

PIROS = { (x,y) €E | c(x) +c(y) = w((x,¥))}

M = Magyar médszer M-bdl kiinudlva a PIROS részgrafon
M teljes parositds eredeti grafon => M maximalis

ok wnN

Ha M még nem TP, akkor élesitjlk c cimkézést

L=L3 L2 L1 F1 M alal nem fedett

L2 F1-bél piros alternald uton elérhetd
\ F2 L2 pdrja M-ben

L1 M altald nem fedett
L3 A maradék

F=|F3 F2 F1 F3 A maradék

6 =min{c(x) + c(y) —w({x,y}D|x € FFUF,, y € L; U L3}
c(v) -6, haveF, UF,

c(v) =<c(v) +59, havel,

c(v), kiilénben
(Minden piros él F1 U F2 és L2 kozott megy, szeretnénk U] éleket bevenni, hogy bévilhessen a parositas,
ezértaz F1 U F2 és L1 U L3 kozottiek kozil a legpiroskdzelebbit bevessziik az F1 U F2 cimkézés
csokkentésével, de L2-ben pedig novedljik, hogy ott se romoljon el a piros tulajodnsag.)

6. Gotol.

Bizonyitas
Létezik-e delta:
Azaz létezik-e L1 u L3 és F1 u F2 kozott él, a valasz igenld, hisz a Hall-feltétel miatt egyébbként TP se Iétezhetne.
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Kell még, hogy delta értéke nem O, hisz kiilonben nem javulna a cimkézés, de ez is igaz, hisz csak akkor lehetne 0, ha
piros él mentén taladltuk meg a minimumot, de F1 u F2 6sszes piros szomszédja L2-ben kell legyen, kiilonben létezne
javito ut.

¢ cimkézés marad:
c(x) + c(y) valtozasa:

F,UF, Fs
L, 0 (-6+9) +6
Ly UL, Iy 0

A cimke névekedése a cimkézési tulajdonsagot nem rontja el (nagyobb egyenlGség).
A L1 u L3 ésF1uF2kozott pedig Ugy valasztottuk meg &-t, hogy minimalis lesz, ezért sehol nem fog elromlani a
cimkézési tulajdonsag, de legaldbb egy helyen élesiilni fog.

Eltlnd piros élek:
Csak a L2 és F3 kozotti élek esetén né a cimkézés, itt elromolhat a piros tulajdonsag, am ezek nem lehetnek részei az
M parositasnak, illetve az L2-beli csicsok tovabbra is elérhetéek maradnak F1-bél piros alternald uton.

Keletkezik egy Uj piros él F1 u F2 és L1 u L3 kozott:
F1-bdl elérhet6 alterndld aton F2, ezért barmelyikbdl is indul az Ujonnan piros él a masik vége alterndld Gton
elérhet6 lesz, igy L2 mérete néni fog.

O(n) iteracié utan (ha még nem nétt) mar minden L-beli csucs elérhet6 lesz alterndlé Uton, azaz ha még M nem teljes
és létezik teljes parositas, akkor néni fog a parositas mérete.

0O(n?) iterdcid utdn n-szer nétt a parositas azaz teljesnek kell lennie.

Egy iterdcid &, F3 és F2 keresésébdl all, ami O(e).

Tehat az algoritmus O(n%e) [épés utan el&allit egy teljes parositdst, amin éles a cimkézés, azaz maximalis dsszsulyu.



2. A linearis programozas alapfeladata, annak matrixos alakja. Kétvaltozds
linearis programozasi feladatok grafikus megoldasa. Farkas-lemma a
linedris egyenlétlenségrendszerek megoldhatosagara (,,elsé alak”), csak a
sziikségesség (a ,,konnyl irany”) bizonyitasaval.

Linearis programozas

Alapfeladat

A linedris programozas alapfeladata: egy linerds egyenl6tlenségrendszer megolddsai kozil kivalasztani azt, amely egy
szintén linearis célfiiggvény szerint optimalis.

Formalis definicio
max{cx: Ax < b}
A € R™ x € R, b € R™,c € R"

Atalakitasok

e ax = B helyett —ax < —f
e ax=pfhelyettax < fés-ax < —f
e min{cx: Ax < b} helyett max{(—c)x: Ax < b} (aztan ellentett-vétel a végleges megoldashoz)

Kérdések

1. Van-e Ax<b-nek megoldasa?
2. A megoldasok halmazan cx korlatos-e?
3. Melyik x-re maximalis cx?

A kétvaltozos feladat grafikus megoldasa

e Minden ax < f zart félsikot hatdroz meg, hataroldja ax = [ egyenes.

o A felsikok metszetében Iéteznek a megoldasok (bal abra).

o A célfiggvényt kiilonboz6 értékekre felrajzolva kivalaszthatjuk azt a célfliggvény — sokszog metszéspontot,
amely optimadlis (jobb abra; s=7, x;=3, x,=4 a megoldas).
A célfiiggvény meghatdrozza a meredekséget, egy egyenesen az azonos értékld megoldasok lesznek. Azaz
addig prébaljuk ,felfelé” csusztatni a célfliggvény egyenest, amig mar nem metszi a megoldasok halmazat, itt
taldljuk meg az optimalis megoldasokat.

Farkas lemma 1.

Tétel

Pontosan az egyiknek van megoldasa:
(1) Ax<b



(2) yYA=0;y=0; yb <0

Bizonyitas

Kettének egyszerre nincs megoldésa, mert: 0 = 0x = (yA)x = y(Ax) < yb < 0.
(1) nem megoldhaté => (2) igen

Ax:Ax < b =3y":y'(Alb) = (0..0 < 0),y =0

Vizsgéljuka C = {ze R™"*! : z = y(A|b),y = 0}.
(A cél ekkor belatni, hogy Ax: Ax < b = 3z:z = (0..0| < 0),z € ()
C tulajdonsagai, haz;,z, € C,A > 0,azazz; € C = 3:z; = y;(A|b),y; = 0
1. z1+2z,€C
21 + 25 = y1(A|b) + y,(Alb) = (y1 + ¥2)(Alb), (1 + ¥2) 2 0
Ez pont annak a definicidja, hogy z; + z, € C, y; + y, ,tanuval”
2. Az; €C
Az; = (Ay1)(A|b), (Ay1) = 0
Ez pont annak a definicidja, hogy 1z, € C, (1y;) ,tanuval”
3. (A|b) sorai € C

. . yljl=1Lhaj=i
i-dik sor tanuja y; = {y[j] —Ohaj%i

= F-M minden Iépése C-ben hagyja a matrix sorait (természetesen az csupa 0 oszlopokat most nem hagyhatjuk
el).

Ha Ax < b nem megoldhatd, akkor (A|b)-n futtatva F-M algoritmust két lehetdség van:
Olyan sort kapunk, amelyre 0*x, <= negativ => (0..0| < 0)!

Kaptunk két sort: 1+ x; < @, —1 * x; < B, hogy a < —f, tehat

(Alb); + (A|b); = (0..0 (1 + —1)|a + p) = (0..0] < 0)!



3. Farkas-lemma a linearis egyenletrendszerek nemnegativ szamokkkal valé
megoldhatdsagara (,,masodik alak”). A linearis program célfliggvénye
felulrol korlatossaganak feltételei.

Farkas lemma 2.

Tétel

Pontosan az egyiknek van megoldasa:
(1) Ax =b;x =0
(2) YA=Z0;yb <0

Bizonyitas

Kettének egyszerre nincs megoldésa: 0 < (yA)x = y(Ax) =yb <0

(1) nem megoldhaté => (2) igen

(1)-et atirjuk Ax < b; (—A)x < —b; (—E)x < 0 egyenlStlenségrendszerre:

(=)

Farkas lemma 1 szerint ennek megfelelé masik egyenl6tlenségek:

A b
y(—A> =0, y=0; y(—é) <0 aholy = (y1ly21y3)
—E 0

V1A= y,A—ysE =0; y1,¥2,¥3 2 0; y1b +y,(—b) <0

1= Y2)A=Y3Y1,Y2,¥3=20; (31 —y2)b <0

Legyen: y'=y; — ¥,

YA=y3 y1,Y2,¥320; yb<0

yA=0;, yb<O0

Tehat a Farkas lemma 1 értelmében, ha (1) nem megoldhatd, akkor létezik egy y’-t, ami megoldja (2)-t.

Célfiiggvény korlatossag

3 kalitkas tétel

Ax < b megoldhato, ekkor az allitasok ekvivalensek:
(1) Az Ax < b megoldéshalmazon cx feliilrél korlatos. [Es yb alulrél korlatos]
(2) Nincs megoldasa az Az < 0;cz > 0 rendszernek
(3) Van megoldésa az yA = c;y = 0 rendszernek.

Bizonyitas

Elég belatni, hogy (1)=2(2)=2>(3)>(1)

(1)=2(2) indirekt

Legyen xo megoldasa Ax < b-nek, és mégis létezik z, hogy: Az < 0;cz > 0.

Ekkor tetszéleges xy + A1z; 1 = 0 is megoldas, mert A(xy + Az) = Axy + A(Az) < Axy + 0 < b. Tovabba
c(xg + 1z) = cxy + A(cz) nem lehet korlatos felllrél, mert cz > 0 és A tetsz6legesen nagy lehet.
(2)=>(3)

Farkas lemma 2 => Farkas lemma 2 transzpondlt:

Bx=b;x>0 © (Bx)T=bT;xT >0 & x"TBT =bT;x >0

vB>0;vh<0 & (wB)T = 0; wh)T <0 & BTvT >20;vTbhT <0

x'=y,B'=A, ,b"=c és v'=-z behelyettesitéssel alkalmazhatd.




(3)=>(1).

cx = (yA)x = y(Ax) < yb, minden x, y-ra yb fels6 korlat cx értékére.
*(3) miatt

**Eredeti feltevés miatt Ax < b

***Vegylk észre, hogy cx korlatossaga egyben yb korlatossagat is jelenti.



4. A linedris programozas dualitastétele (két alakban). A linedris programozas
alapfeladatanak bonyolultsaga (biz. nélkiil).

Dualitas 1

Tétel

Ha max{cx: Ax < b} primal program megoldhatd és feliilrél korlatos, akkor
(1) min{yb: yA = c; y = 0} dudlis program is megoldhato és alulrdl korlatos
(2) a primal programnak létezik maximuma, a dudlisnak minimuma
(3) maximum = minimum

Bizonyitas

(1) bizonyitasa:

A harom kalitkas tétel [ényegében bizonyitja az elsé allitast, azt kell belatni, hogy a korlatossag miatt Iétezik max/min
és egyenlbek.

(2) és (3) bizonyitasa:

Segéd dllitds:

Tegyik fel, hogy Ax < b megoldhato és t tetszéleges.

Ha Ax < b-nek nincs olyan megoldasa, amelyre cx > t teljesiilne, akkor yA = c; y = 0-nak van megolddsa, amelyre
yb < t teljesul.

Bizonyitds:

Atirva:

(C)==(C)

Farkas lemma 1 szerint ha ez nem megoldhatd, akkor az alabbi egyenl8ség rendszer viszont igen:
Az abban szerepl6 (2) rendszer y vektor utolsé komponensét (ami a hozzaadott (—c)x < —t egyenl6tlenség)
valasszuk kiilon, jelolje A. Ennek megfelel6en Harom kalitkas tétel:

O /1)(_AC)=yA—/16=0—>yA=/1c y=0;120

O /'l)(_bt)=yb—/1t<0—>yb</1t

Ha A = 0 lenne, akkor yA = 0; y = 0; yb < 0 teljesline, igy a Farkas lemma alapjan Ax < b nem megoldhato, ez
ellentmond az allitasnak.

Ezért A > 0, igy bevezethetjik y' = %y. Errey’'A=c,y' = 0,y'b < t teljesll, tehat y' teljesiti az allitast.

(2) bizonyitasa primalra: Indirekt

Nem létezik maximum, de minden feliilr6l korlatos halmaznak van szuprémuma (legkisebb felsé korlatja), jeloljiik:
t = sup{cx: Ax < b}. Mivel t szuprémum (=>felsé korlat), ezért Ax < b-nek nincs cx > t-t teljesité megoldasa. Az
elébbi allitas miatt yA = ¢; y = 0 rendszernek van yb < t-t teljesité megoldasa. Ekkor: cx = (yA)x = y(4x) <
yb < t. Itt yb t-nél kisebb fels6 korlat cx-re, ami ellentmondas, mert t a szuprémum.

(2) bizonyitdsa dudlisra:

Egyszer(ien atirjuk: max{(—b)TyT: ATyT < cT; (-A)TyT < (—c)T; (=E)TyT < 0} alakra.

(3) bizonyitasa:

max{cx: Ax < b} < min{yb: yA = c; y > 0} fennall cx < yb miatt.

Indirekt tegyiik fel, hogy itt nem egyenlGség all és legyen t = min{yb: yA = c;y = 0}.
Indirekcio miatt cx = t-nek nincs megoldasa, a fenti tétel szerint ekkor a dualisnak van megoldasa, amire yb < t,
ami nyilvanvaléan nem lehet, mert t minimalis.

10



Dualitas 2

Tétel

Ha max{cx: Ax < b; x = 0} primal program megoldhaté és felllrél korlatos, akkor
(1) min{yb: yA = c¢; y = 0} dudlis program is megoldhaté és alulrél korlatos
(2) a primal programnak létezik maximuma, a dudlisnak minimuma
(3) maximum = minimum

LP bonyolultsaga
o Ax < b-t kiegyenlité x megoldasok halmazan van-e cx >=t?
o NP-beli: x tanu
o coNP-beli: dudlis megoldasa tanu
o szimplex mddszer (1947) nem polinomidlis, de gyors
e ellipszoid mddszer (1979, Hacsijan) polinomialis, de lassu
e belsé pontos mddszerek (1984, Karmakar) polinomialis, de lassu
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5. Egészértékii programozas: a feladat bonyolultsaga, korlatozas és
szétvalasztas (Branch and Bound). Totalisan unimodularis matrix fogalma,
példak ismert totalisan unimodularis matrixosztalyokra. Egészértékd
programozas totalisan unimodularis egyiitthatomatrixszal (biz. nélkiil)

Egészértékii programozas

Definiciok
e |P alapfeladat: max{cx: Ax < b, x egész}
e |P dudlisa: min{yb:yA =c,y = 0,y egész}
e max{/P} < max{LP} = min{DLP} < min{DIP}

A feladat bonyolultsaga

Eldontési probléma

Ax < b-t kiegyenlit6 x egész megoldasok kozil van-e, amire cx > t?

NP-beliség

NP-beli: x: Ax < b,cx = t,x egész tanu

coNP-beliség

nincs dualitastétel: nem adddik a co-NP-beli.

NP-teljesség

Az NP-beliség trividlis, tehét még azt kell beldtni, hogy NP-nehéz, erre meg kell mutatni, hogy rajta keresztiil
megoldhatd egy NP-teljes probléma, példaul a k-Klikk (azaz Karp-redukalhaté az IP-re).

k-Klikk redukalhaté IP-re:

k — Klikk := G(V,E):3vc €V : (U(x,y)eE:xevc V yevc (x,y) =E)

, =1=>1i—dik csucs része klikknek
— J— : = L > .
ke = Klikeke — 1P {z i = t} i {= 0 => i — dik cstics nem rész klikknek

V(Xi) 0<x; =51
v(v;, vj) € E(komplementar graf élei): x; + x; < 1
(Ha nincs él koztlk, akkor csak egyik cstcs lehet benne)

A Branch and Bound algoritmus

Program

max{cx:Ax < b; f < x < g,x egész}, f és g tetszbleges egész korlat vektorok.

Jelolések

o L={(IPO) = (f®, gD w®)} részfeladatok

e w: IP maximumértéke ennél nagyobb nem lehet
e z*: eddigilegjobb célfuggvényérték

e x*eddigi legjobb megoldas (cx* = z7)

12



Az algoritmus lépései

0. L ={(f,g,»)}eredetifeladat, z* = —oo, x* nem definialt.

1. Ha L ires, akkor STOP (megoldas z*, x* helyen). Egyébként vegyiink egy feladatot L-bdl (és toroéljik onnan).

2. Haw® < z*: IP? nem lehet megoldds, GOTO 1. (Bound lépés.)

3. IP@ helyett LP/ relaxalt feladat megoldasa. Ha nincs megoldds, akkor GOTO 1. Egyébként maximum z,
maximumbhely x.

a. Haz® < z*, skip
(A relaxalt feladatnal nem lehet jobb, tehat mar ismeriink az itt taldlhatd lehetséges megoldasoknal
jobbat.)

b. Haz® > z*, x) egész vektor. Ekkor z* és x* folulirjuk ezeket az értékekkel.
(Ez esetben taldltunk egy jobb megoldast.)

c. Haz® > z* xf) nem egész vektor.
(A relaxalt feladat megoldasa jobb, de nem egész, ezért ketté bontjuk és ugy prébalunk tovabb
vizsgalddni.)
Ekkor vélasszunk x’-ben egy eldgazasi valtozot: x;, és egy kozbiilsé értéket:
O <t<g®.
Definaljunk két 0j korlatot f és g’, ahol f; = t + 1, mésikban g; =t
(Azaz x; értékét egyik részfeladatban t-re alulrdl, masikban t+1-re felilrél korlatozzuk)
L4= {(fj’,g(i),z(i)), (f(i)'g;.’ Z(i))}
Ez a Branching |épés, az eredeti feladat helyett két Uj feladatot defindltunk, egyiket ahol x; kisebb
egyenl6 t, és egyet ahol nagyobb egyenld t+1-nél.

GOTO 1.

Az algoritmus hatékonysaga

Az algoritmus véges sok |épésben ledll és megtaldlja a feladat optimumat.

Bizonyitas:

f és g miatt, mert csak véges sok egész x lehet Ugy, hogy f < x < g. (csak f és g kozti t értékek mentén tudunk
elagazni.)

Optimalis: indirekt

Legyen zo az optimum, de az eljaras csak z* < z,-t talalta.

L-ben mindig van feladat, aminek az optimuma z,.

Ez a legelején (0. Iépésnél) fonnall.

Ezen optimalis megoldas tartalmazé feladat esetén 4b vagy 4c 1épéshez jut az algoritmus.

4b-nél meg is taldlja = ellentmondas.

4c esetén az egyik alfeladatban lesz benne az optimumhely (hisz egész érték(i megoldas nincs t és t+1 kozott) és igy
optimumérték (zo) is.

igy viszont £ sosem driilne ki, és az algoritmus sosem &llna le, ellentmond az el6z8 bekezdéssel.

Gyakorlati tapasztalatok az algoritmus hasznalatara

e LIFO alapjan valasszunk 0] feladatot L-bdl, mert a megoldds varhatéan mélyen van a faban, és LIFO-val
tudunk a legmélyebbre hatolni.

e Elagazasnal a legkevésbé egész x;-t valasszuk elagazdsi valtozdnak (azaz amelyiknek a tort része 0,5-h6z
legkozelebbi), kozbilsé értéknek pedig ennek egészrészét.
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Totalis unimodularis (TU) matrix

Definicio
Minden négyzetes részmatrixdnak determinansa 0, 1 vagy —1.
Sziikséges (de nem elégséges), hogy a matrix elemei is csak 0, 1 vagy —1 értékiiek lehetnek.

TU tarto miiveletek

Egy matrix totalis unimodularis marad, ha
(1) egy sorat/oszlopat (—1)-gyel szorozzuk
(2) egységvektort hozzavesziink sorként/oszlopként
(3) egyik sorat/oszlopat Uj sorként/oszlopként hozzavesszik
(4) transzponadljuk

TU tartas bizonyitasa

Nyilvan csak azoknak a négyzetes részmatrixoknak valtozhat a determindnsa, amelyikeket érint a valtozas.

(1) A determinans (—1)-szeres lesz (pl adott sor szerint kifejtve konny( belatni).

(2) Ha a matrixhoz egységvektort vesziink hozzd példaul oszlopként, és egy kivalasztott négyzetes
részmatrixaban ez az oszlop szerepel, akkor az Uj oszlop szerinti kifejtésb6l azonnal latszik, hogy a
determindns megegyezik az eredeti matrix egy négyzetes részmatrixanak determindnsaval vagy annak
ellentettjével, igy értéke 0, 1 vagy -1.

(3) Ha arégi és Uj sor/oszlop is szerepel a kivalasztott részmatrixnak, akkor a determinans 0. Ha csak az egyik
(vagy a régi vagy az Uj), akkor el6all az eredeti matrixbol képzett részmatrix, determinans marad 0, 1 vagy —1.

(4) Determinans definiciéjanak kovetkezménye.

Egészértékii programozas totalisan unimodularis egyiitthatématrixszal

Legyen A totalisan unimodularis matrix, b egész koordinataju vektor.

A max{cx: Ax < b} (LP) feladat megoldhatd és korlatos.

Ekkor a max{cx: Ax < b, x egész} (IP) feladat is megoldhato, és maximuma megegyezik (LP) feladat maximumaval,
azaz az (IP) feladatnak létezik egész maximum helye.

max{/P} = max{LP} = min{DLP} < min{DIP}

max{/P} = max{LP} = min{DLP} = min{DIP}, akkor ha c is egész vektor.

(A DIP-ben a,,c” a b megfelelGje.)

Illeszkedési matrix

Legyen az n-pontu G irdnyitott grafnak e éle és definiadljuk az n*e méreti B(G)=(bij) matrix elemeit gy, hogy:
0 ha a j — edik él nem illeszkedik az i — edik ponthoz
b;j = 1 ha a j — edik élnek az i — edik pont a kezd6pontja
-1 ha a j — edik élnek az i — edik pont a végpontja
Legyen b;; = 1 akkor is, ha a j-edik €l az i-edik ponthoz illeszkedd hurokeél.

Irdnyitatlan esetben is ez a definicid, csak ott a j-edik él mindkét végpontjanak megfelelé matrixelem 1.

Iranyitott graf illeszkedési matrixa TU

Teljes indukcid: M egy k X k méret( részmatrix.
e Hak =1, akkor nyilvanvalé, mert minden elem 0, -1 vagy 1.
e Hak>=26és
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o M-nek van olyan oszlopa, amelyben legfeljebb egy nemnulla elem van, akkor fejtsiik ki detM-et e
szerint az oszlop szerint, ekkor az indukcids feltétel szerint készen vagyunk. (Ha létezik hurok él a
grafban.)

o Egyébként minden oszlopban egy +1 és egy —1 elem van, ekkor M sorainak dsszege nullvektor, a
determinans 0.

(Hiszen minden oszlop egy él, amihez egy kezd& és egy végpont tartozik pontosan, kivéve ha hurok
él.)

Paros graf illeszkedési matrixa TU

Felhasznaljuk az irdnyitott graf tételét:

G = (A, B; E) paros graf éleit irdnyitsuk ugy, hogy minden él A-bdl B-be mutasson, ekkor B(G’) TU.

A B-hez tartozé sorokat negaljuk, de ez nem vdltoztat TU tulajdonsdgon viszont visszakapjuk az eredeti iranyitatlan
graf illeszkedési matrixat.
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6. A linearis és egészértékl programozas alkalmazasa paros grafokra, Egervary
tétele.

Alkalmazas paros grafokra

Legyen n csticsu, m él( iranyitatina G gréf illeszkedési matrixa B és tenkintsiik Bx <= (1,1,.....,1)", x>=0 rendszer egész
megoldasait. Lathatd, hogy minden ilyen megoldds 0-1 érték(. Az is konnyen ellenérizhet6, hogy egy 0 és 1
komponensekbdl allé x vektor pontosan akkor megoldas, ha az 1 komponenseknek megfelel6 élek fliggetlen
élhalmazt alkotnak G-ben. Ezért ha most w tetsz6leges m dimenzids vektor, akkor a max{wx: Bx<=(1,1,....,17), >=0, x
egész} (IP) feladat nem mast jelent, mint hogy G-ben maximalis sulyu fliggetlen élhalmazt (parositast keresiink), ahol
az élek sulyait w tartalmazza.

Tegylk fel most, hogy G paros graf. Ekkor az tétel (Paros graf illeszkedési matrixa totdlisan unimoduldris) szerint B
totalisan unimodularis. A fenti (IP) feladatot leiré matrixot (az x >= 0 feltétel miatt) Ggy kapjuk, hogy B-t kiegészitjik
az m * m-es egységmatrix ellentettjével, ez azonban. lemma (TU megmaradas) szerint a totalis unimodularitason
nem valtoztat. igy az (IP) feladat maximuma megegyezik a megfelel§ (LP) feladat maximumaval. Erre viszont mar
alkalmazhatjuk a dualitastételt:

max{wx: Bx < (1,....,1)T,x > 0} = min{y(1, ....,1)T : yB > w,y > 0}
Mivel a dudlis feladat megolddsdnak koordindtai a B sorainak felelnek meg, ezért egy y megoldas minden v csucshoz
egy c(v) cimkét rendel. A cimkékre nézve yB>=w azt jelenti, hogy ha az e € E él két végpontja x és y, akkor c(x) +
c(y) = w(e) teljesll. Az alabbi alakban is felirhato.

Egervary Jeno tétel
Legyen G = (4, B; E) paros graf és minden e € E élhez legyen adott egy w(e) suly. Ekkor a maximalis dsszsulyu
parositas osszsulya:
min 2 c(v)
VEAUB
ahol a fenti minimum az 6sszes olyan, a csicsokon értelemzett, nemnegativ értéki c fliggvényen értendd, amelyre

c(x) + c(y) = w(e) telejseul minden e = {x,y} élre.

Tomoren
Jel6lések: x indikator, hogy egy él benne van-e a parositasban. w tetszéleges (él)sulyfliggvény, B illeszkedési matrix
(pdros graf 1évén TU).

Alkalmazas paros grafokra
max{wx: Bx < (1,1, ...,1)T,x > 0}.
Az x = 0 feltétel miatt B-t kiegészitjiik az m X m-es egységmatrix ellentettjével, de ez nem véltoztat TU

tulajdonsagon.
A Bx < (1,1,...,1)T azt jelenti, hogy az egy csticsbdl kiindulé élek koziil legfeljebb egyet valasztunk ki = parositas.

Dualis (Egervary Jeno tétele)

max{wx: Bx < (1,1,...,1)T,x = 0} = min{y(1,1, ..., )T:yB > w; y = 0}.

Ekkor y megoldas minden v csicshoz egy cimkét rendel.

A yB > w azt jelenti, hogy c(a) + c(b) = w(e) minden e = {a, b} € E élre.

(Egervary tétele lényegében a max=min dualitdsat mondja ki csak LP nélkil megfogalmazva.)
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7. A linearis és egészértékli programozas alkalmazasa haldzati
folyamproblémakra: a maximalis folyam, a minimalis koltségi folyam és a
tobbtermékes folyam feladatai, ezek hatékony megoldhatosaga a tort-,
illetve egészértékii esetben

Jelolések
G = (V,E) iranyitott graf
e s5,t €V két kitlintetett csucs: forrds as nyel6
e c:E - R, nemnegativ kapacitdsfiiggvény.
e x:E — R, tetsz6leges fliggvény.
e in(v): v-be belépd élek 6sszege x szerint
o out(v): v-bél kilépd élek 6sszege x szerint
e xfolyam,haV v € V\{s,t}: in(v) = out(v)
e xmegengedett,haVe € E : x(e) < c(e)
e Afolyam értéke in(s) — out(s) = in(t) — out(t)
e BaGilleszkedési matrixa

Maximalis folyam, mint LP

Program

B’ := B\ {s, t sorai} ~ hiszen ezekre nem vonatkozik a Kirchof f torvény
x[i] = x(e;) ~ tehat az i.valtozb értéke az i.él értéke
B'x = v[i] == in(e;) — out(e;) ~ azaz a B'x vektor megadja a i.élen atfolyo folyam értéket
max{out(s) — in(s)} = max{in(t) — out(t)} ~ folyamértékét maximalizaljuk

B'x<0
—-B'x<0
Ex < c(e)
—-Ex<0

~ Kirchof f torvénye, ami kifolyik az is be is folyt

~ adott élen foly6 érték min 0 és max a kapacitasa

TU tulajdonsag

A B matrixroél ismert, hogy TU tovabba TU-tarté miiveletekkel el6allithaté a teljes IP matrix:
1. Felvessziik B minden sorat még egyszer
2. Az Gjonnan felvett sorokat -1-vel szorozzuk
3. Felvessziik az egység matrix sorait kétszer
4. Szorozzuk egyik példanyat minden egységvektornak -1-vel
Az IP feladat matrixa tehat TU, a hasonlitasi vektor 0 és c(e) értékeket tatalmaz, tehat ha a kapacités egész,
akkor van egész értékii maximalis folyam is.
(Ha egyaltalan létezik folyam rajta és korlatos.)

Minimalis kéltségii folyam keresésére

Feladat

k:E - R* ~ e él bevételének a koltsége
Cél: HELI;I k(e),in(t) — out(t) = M (tetszbleges érték)
e

Tehat a legalabb M koltségi folyamok koziil keressiik a legolcsébbat.
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Program

min{kx: B*x < 0,in(t) — out(t) < —M}
B* legyen a folyam és kapacitds feltételeket leiré TU matrix amit mar ismertettiink.

TU tulajdonsag

Az in(t) — out(t) = M még egy sor, de ettél még TU marad, hisz Iényegében az eredeti B illeszkedési matrix t-nek
megfelel6 sorat kell csak visszavenni hozza.

Alkalmazas tobbtermékes folyamra

Feladat

(s,t) helyett k db (s;,t;) forras és nyels paros

x(i,j) := i-dik élen, a j-dik termélbél mennyi folyik at ~ k*e véltozénk van

(Tehat k termékiink van, az i-dik termék csak si-ben termelGdik és ti-ben nyelédik el, a kapacitds viszont az 6sszes
termékre egységesen vonatkozik.)

Program

A Kirchoff feltételek ugyanugy kifejezhetéek (i-dik termék esetén csak az (s;,t;) sorokat hagyjuk el).

Arra kell figyelni, hogy most k*e valtozdnk van mig az illeszkedési matrix jobb dimenzidja e, azaz ahelyett hogy
egymas alla raknak az adott matrixokat egymas mellé tudjuk ragasztani és a sor elhagyasa helyett az i-dik termék
matrixaban az (s;ti) sorait nullvektorral helyettesitjlk.

A kapacitas feltételek viszont Ujjelegliek:

0<Ve€E,i €[l,k]: Z x(e, i) < c(e) ~ (e helyett e sorszama kéne formalisan)

TU tulajdonsag

Mivel mindig mas sort nullazunk ki, igy mar nem beszélhetlink arrdl, hogy mar létez6 olszopot vesziink hozza
plusszba és igy a TU tulajdonsag sem garantalt.
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Kozelitd és litemezési algoritmusok, megbizhaté hal6zatok

8. Polinomialis id6ben megoldhato feladat fogalma, példak. Az NP, co-NP, NP-
nehéz és NP-teljes problémaosztalyok definicidja, viszonyaik, példak
problémakra valamennyi osztalybdl. NP-nehéz feladatok polinomialis
specialis esetei: algoritmus a maximalis fiiggetlen ponthalmaz problémara
és az élszinezési problémara paros grafokon. Additiv hibaval kézelito
algoritmusok specialis pont-, illetve élszinezési problémakra.

Eldontési probléma osztalyok

Definiciok
Csak eldontési problémdkra van defindlva (megadhato pl. az IGEN-t adé bemenetek halmazaval és az 6sszes
bemenetet leirni képes abécé-vel.)
A probléma osztalyok:
e P:polinomialis id6ben megoldhatd
e NP: ha avdlasz IGEN, akkor |étezik egy tanuja, ami segitségével polinomidlisan beldthatd, hogy tényleg ez a
valasz.
e co-NP: ha a feladat negéltja NP (azaz ua, mint NP, csak a NEM vdlaszra kell tanu létezzen).
e NP-nehéz: minden NP-beli probléma Karp-redukalhato ra
(azaz ha adott egy NP-beli probléma, annak minden bemenetét at tudjuk polinomialis id6ben alakitani egy
sajat bemenetiinkre, hogy az adott vélasz nem valtozik)
(Ezzel azt latjuk be, hogy az adott feladat nem lehet a sajatunknadl Iényegesen nehezebb, ha ezek koziil
barmelyiket meg tudnank oldani P-ben, akkor az 6sszes tobbi is P-beli lenne.)
o NP-teljes: NP-beli és NP-nehéz

Viszonyaik

Nyitott kérdések:
e P = NP (sejtés: nem, sok NP-beli problémadra nem ismert P-beli megoldas)
e P = NP N coNP (sejtés: igen, legtobb problémara ismert P-beli megoldas)
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Hires eldontési problémak

leghosszabb iranyitott Ut keresése

(nem eldontési)

feladat probléma osztaly | algoritmus
N . mélységi keresés (DFS),
Osszefiiggbseg P szélességi keresés (BFS)
TP paros grafban P javito utas algoritmus
2-Szin P BFS
3-Szin NP-teljes -
Sikbarajzolhatdsag P Kuratowski-tétel
k-Klikk NP-teljes -
k-Ftin NP-teljes -
k-FtIn paros grafon P magyar modszer
Hamilton-kor NP-teljes -
utazéigynok probléma NP-teljes -
k-Hosszu kor NP-teljes

NP-nehéz

leghosszabb iranyitott Ut keresése DAG-ban

P

szélességi keresés (BFS)

Graf izomorfizmus NP (Nem /.smert, hogy P vagy
NP-teljes)
. NP-nehéz Véges id6ben
Megall3 blé
egaliast probiema (nem NP!) eldénthetetlen

Fiiggetlen és lefogé halmazok

Jelolés

e v(G) alegnagyobb fliggetlen élhalmaz elemszama

e 7(G) alegkisebb lefogd ponthalmaz elemszama
e p(G) alegkisebb lefogd élhalmaz elemszama

e «a(G) alegnagyobb fliggetlen ponthalmaz elemszama

Viszony

e v(G) < 1(6)
e a(G) =< p(@)

e 1(G)+ a(G) =|V(G)|, ha G hurokmentes [Gallai 1]
e v(G)+ p(G) =|V(G)|,ha G — ben nincs izolalt csics [Gallai 2]
o v(G) = 1(G),paros grafban (hurokél emiatt nem lehet)[Konig]

e p(G) = a(G),paros izolalt pont mentes grafban [Konig]

NP-nehéz feladatok polinomialis specialis esetei

Maximalis fiiggetlen ponthalmaz paros grafokon

Futtassuk a magyar médszert, ha mar nincs javité ut, akkor az aldbbi helyzet alakul ki:

ETT == I

WL

(P

(B\T) u (T u V) fuggetlen csucshalmaz, hisz

A B
M

u

TI

.

Paros graf csucsosztalyai
A jelenlegi parositas

A\M (A csucsok kozll az M altal fedetlenek)

U-bdl alternald dton elérheté B csticsok
T’ parositasai

o (T uU)-bdlinduld élek T'-be kell, hogy menjenek (kiilonben lenne javitd ut).
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T u (A\ (T uU)) lefogd csucshalmaz, hisz:
e (T uU)-bdlinduld élek T'-be kell, hogy menjenek (kiilonben lenne javitd ut).
e A cstcshalmaz tébbi cstcsa pedig a lefogd cstucshalmaz része.
[T"u(A\(TuU))| =|M]|, hisz:
Minden parositasbeli élnek pontosan egy csucsat tartalmazza.

T u (A\ (T u U))-rél tudjuk, hogy minimalis lefogo, hisz egy parositasnak minden éléhez legaldbb egy csucsot
tartalmaznia kell (azaz >= |M]).

Gallai tétel értelmében viszont | max fliggetlen cstiicshalmaz| + | min lefogd cstucshalmaz| = |V(G)|,de [(B\T)u(Tu
U)Ju [T u(A\(TuU))]=AuB, azaz a taldlt fliggetlen ponthalmaz teljesiti ezt a feltételt, ezért maximalis.

Elszinezés paros grafokon

Konig tétele: xe(G) = A(G).

Ennek bizonyitasa egyben algoritmus arra, hogy A(G) hogy lehet kiszinezni paros grafot P-ben:

G(A,B,E) graf éleit sorban szinezzlik, mindig helyesen, ezalatt esetleg atszinezve a mar szinezetteket (de szintelenné
nem alakitjuk).

e1: teljesen mindegy mire szinezziik

e; = (u € A,v € B): tfh. ei1-ig mdr helyesen szinezett

Definicio szerint mind u és v csucsra is max A(G) él illeszkedhet.

De maximum csak A(G)-1 szin lehet hasznalatban mindkét csucsban jelenleg, hisz legaldbb az e; él még szintelen,
azaz mindkét csicsban még van szabad szin(ek).

Ha ezek kdzott van egyezés, azt a szint megkaphatja ei.

Ellenkez6 esetben legyen u egyik szabad szine piros, v-é meg kék.

Konstrualjuk G azon rész grafat C-t, amiben csak azon élek és azok cstcsai vannak amellyek kék vagy piros szin(Gek. |
C minden csucs foka maximum 2 (egy piros és egy kék él), azaz diszjunk utak és korokre bonthata.

u és v fokai viszont maximum egy (kilonben lett volna egyez6 szin), azaz egy-egy Ut végpontjai lehetnek csak.
Legyen az u-t tartalmazo ut U, ezen nem lehet rajta v, hisz csak masik végpontja lehet, de az adott Ut ekkor paratlan
hosszu lenne (egyik szinosztalybdl a mésikba vezet) és valtakozd szind (hisz a szinezes helyes), azaz ha az elsé él kék
(u-ban piros volt szabadon), akkor az utolsé is, azaz v-ben is piros szin szabad lenne.

Tehat ekkor az U mentén felcserélhetjik a szineket, ezzel nem elrontva a szinezést, de u-ban piros helyett a kék szin
lesz szabad igy, amivel e; szinezhetd.

Additiv hiba

Definici6
I input - x; megoldashalmaz
c: x; = Rmegoldast értékeld fliggvény
C: konstans additiv hiba
x' : kozelit6 algoritmus altal talalt legjobb megoldas
C-Additiv hibatél eltekintve helyes egy megoldas, ha
Maximalizalasnal:
VI:c(x") = maxc(x;) —c
Xi€EX|
Minimalizalasnal:
VI:c(x") < min c(x;) + ¢
XiEX|
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C-Additiv kozelit6 algoritmus

Olyan A algoritmus, amely képes C-Additiv hib4tdl eltekintve helyes megoldast adni POLINOMIALIS 1épésszamban.
(A kozelité megoldas értéke nem elég, a konkrét x’ megoldas kell.)

Elszinezés 1-additiv hibaval

Ismert Vizing tétele szerint, hogy A(G) < Axe(G) < A(G) + 1 (egyszerd grafon).
Létezik algoritmus, ami A(G) + 1 szinnel polinomidlis id6ben kiszinezi egy egyszer( graf éleit.

Csucsszinezés 1-additiv hibaval sikba rajzolhaté grafokon

Négyszintétel értelmében 4 szinnel biztos szinezhetGek és erre |étezik is polinomialis algoritmus.

Az additiv hiba 3-r6l 1-re csdokkenthet6, ha el6tte egy DPS futtatdsdval meggy6z6diink arra, hogy paros-e.

Ha pdros, akkor a DPS mentén egy szinezést is taldltunk és igy nincs hiba.

Ha nem pdros, akkor 4 szinnel szinezzik, de eze setben a kromatikus szam legaldbb 3, azaz biztosak lehetiink benne,
hogy max 1 a hiba.
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9. A Hamilton-kor probléma visszavezetése a leghosszabb kér probléma
additiv kozelitésére. k-approximacids algoritmus fogalma, példak: két-két
algoritmus a minimalis lefogé ponthal-maz keresésére és a maximalis paros
részgraf keresésére.

Hamilton-kor visszavezetése leghosszabb kor probléma additiv kozelitésére

A Hamilton-koér eldontési problémat visszavezetjiik a leghosszabb kor c-additiv kozelitésére.
G -> G’: az eredeti graf minden élén felvesziink c db Uj csucsot:

Vegylk észre, hogy G’ és G korei egymasnak bijektiven megfeleltethetSek.

Raadasul G’ egy kore az eredeti kor hosszdnak c+1-szerese.

Ennek kovetkezménye, hogy G koreinek a hosszai ,,c+1”-es |éptékekben nének, ami ¢ additiv hiba megengedése
mellett is azt jelenti, hogy a mindig a leghosszabbat kell megtaldlnunk.

Tehat ha talaltunk egy k*(c+1) hosszu kort G-ben az megfelel egy Hamilton-kérnek G-ben.
Ha létezik Hamilton kor G-ben, akkor G’-ben létezik k*(c+1) hosszu kor, a nala révidebb kdr mar csak (k-1)*(c+1)
hosszu lehet csak, ami nem fér bele a c-additiv hibaba.

Tehat ha az additiv problémat meg tudjuk oldani polinomidlis id6ben, akkor a Hamiltén-kor problémat is meg
tudnank oldani polinomidlis id6ben. (Ehhez még fontos azt is konstatdlni, hogy az atalakitas maga megy polinomials
id6ben.)

Multiplikativ hiba

Definicio

I input - x; megoldashalmaz

c: x; » Rmegoldast értékeld fliggvény

k: > 1 konstans multiplikativ hiba

x' : kozelit6 algoritmus altal talalt legjobb megoldas
k-multiplikativ hibatdl eltekintve helyes egy megoldas, ha
Maximalizalasnal:

1
VI:c(x") = —* max c(x;)
k xiex;
Minimalizalasnal:
VI:c(x") < k * min c(x;)
X{EX]

k-approximaciés algoritmus
A egy feladat k-approximacios algoritmusa, ha polinomialis id6ben képes egy feladatot k-multiplikativ hibatél
eltekintve helyesen megoldani.
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Maximalis paros részgraf 2-approximacioja

Keressiik n pontu graf olyan kettéosztasat, ahol a két pontosztaly kozoétt a legtébb él halad.

Kiindulunk egy tetsz6leges kettéosztdsbodl, és ha egy p pont dthelyezése néveli a vagds élszamat, akkor athelyezziik.
Nem biztos, hogy minden csucsot csak egyszer kell athelyezniink (egy kés6bbi athelyezés miatt lehet mégis vissza
akarndnk tenni), de azt tudhatjuk, hogy minden athelyezésnél legaldbb egy éllel tobb fog menni a két szinosztaly
kozott, azaz O(E) Iépés utan biztos véget ér.

Jeldlje inner(v) = a v cslicsbdl sajat osztalyan bellili csticsba vezet6 élek szamat,

outer(v) = a v cslcsbdél a masik osztalyba vezet6 élek szamat.

Az algoritmus akkor all le, ha minden csucsra igaz, hogy: outer(v) >= inner(v).

Ekkor viszont

>outer(v) >= Zinner(v) és

>outer(v) + Zinner(v) = |V|,

tehat

>outer(v) >= |V|/2 >= |OPT|/2.

Maximalis paros részgraf online 2-approximacioja

Online algoritmus, létrehozunk két lresosztdly és sorban beosszunk az 6sszes csucsot valamelyikbe.

Mohdn osztunk be a két osztdly kdzlil abba helyezziik, amelyikkel végiil tobb keresztélet kapunk.

Itt nem igaz, hogy outer(v) >= inner(v) viszont Zouter(v) >= Zinner(v) tovabbra is igaz, hisz minden elhelyezésnél
ugy dontlnk, hogy a Zouter(v) legyen tébbségben.

Minimalis lefogd ponthalmaz 2-approximacioja

Keressiink egy optimalis parositast, ezen csucsait valasztjuk.

Lefogd:

Ha nem lenne, akkor létezne egy él amely egyik csicsaban sem csatlakozik barmelyik parositott élhez, azaz hozza
tudndnk venni a parositdshoz, de ez ellentmondas, hisz maximalis a parositasunk.

2-approximacié:

T jel6lje a minimalis lefogd csucshalmaz méretét és v a maximalis fliggetlen élek szamat.
A mi parositasunk maximalis, azaz és v méret(, azaz a valaszott lefogd csucshalmazunk 2v elemdi.
Ismert, hogy v < 7, ebbdl kovetkezik, hogy sol = 2 *xv < 2 x 7 = 2 * OPT, ami a 2-approximacio definicidja.

Minimalis lefogd ponthalmaz 2-approximacioja mohd algoritmussal

Vegyiik észre, hogy a lefogd csucshalmaz bizonyitasakor csak annyit hasznaltunk, hogy a parositas nem bévithetd
tovabb és a 2-approximacidnal felhasznalt egyenl6tlenség pedig minden parositas élszama és lefogd csucshalmaz
csucsszama kozott fennadll nem csak a maximum és minimum kozott.

Tehat nem kell optimalis parositds, béven elég nem bévithetd, ezt pedig egy mohd algoritmussal is meg tudjuk
keresni.
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10. A minimalis lefogdé ponthalmaz probléma visszavezetése a halmazfedési
feladatra, a halmazfedési feladat kozelitése, éles példa. Kozelité algoritmus
a Steiner-fa problémara, éles példa.

Sulyozott halmazfedés

Feladat

U ~ alaphalmaz (barmi lehet igazabdl)
R ={S;|S; € U},|R| = t ~ U valahdny nem feltétleniil diszjunkt részhalmazai
U S; = R ~ azaz olyan részhalmaz rendszert valasztunk, amivel fedhet6 az alaphalmaz
Si€ER
c:R - Q% ~egyadott részhalmaz valasztisanak koltsége
findl CR: mEiInC(Si) && USi =R

l

i€l

~ tehat keresslk azon részhalmazokat, amik egylitt mar lefedi az egész alaphalmazt
és 0szkoltségben minimalisak

Minimalis lefog6 ponthalmaz probléma visszavezetése a halmazfedési feladatra

U=E

R = {{(x, x =vVy =v}v; € V} ~ tehat a részhalmazaink egy —

egy csucshoz tartoznak és az adott csucsbol kiindulé éleket tartalmazzak

c: R - 1~ minden csics bevétele egységnyi aru

R egy-egy eleme pont egy-egy csucsnak felel meg, hogy melyikeket valasszunk be a lefogd csicshalmazba és azon
élek halmazdabdl all, amiket az adott csucs lefog.

Ebbdl kdvetkezik az is, hogy a halmaz fedés NP-nehéz.

A halmazfedés kozelitése

Legyen C € U a mar eddig fedett értékei az U alaphalmaznak.
ISi\C|
(A c(S;) a halmaz koltsége, |S;\C| a részhalmaz éltal fedhetd elemek szama, azaz a lefedett elem egységkoltségét

Ekkor moh¢ algoritmust alkalmazunk a legkisebb érték szerint.

prébaljuk minimalizalni mohé mdédon. A \C jelentdsége, hogy amit mar egy masik halmazzal lefedtiink, azt nem
akarjuk még egyszer lefedni, csak az Ujonnan lefedett elemek szdma érdekel minket.)

Kozelitésének faktora

1 1 1
A mohé fedés koltsége < (I + > + ;) * OPT = H, * OPT < (In(r) + 1) * OPT

r = max |S;| ~ alegnagyobb részhalmaz mérete
i€

i

Bizonyitas:
. + . _ c(S)
priU - Q7 =ple) =1=7

Az el6bb definalt Ujonnan behozott elem egységart az elemekre is definaljuk.

ahol S; e — t legel6sz6r fedb részhalmaz az f fedés szerint

Ekkor egy f fedés 0szkoltsége az elemek f fedés szerinti kdltségliknek az 6sszege.

Vizsgdljuk meg egy S € Rypr halmazat egy optimalis fedésnek.

Indexeljiik S elemeit amilyen sorrendben a f mohd algoritmus valasztotta Gket és vizsgaljunk meg egy tetszéleges i-
dik elemet (i <=r).
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Ekkor ps(s; € S) = I(;('_i,C)I < @, hiszen mikor s;-t fedni készil a mohd algoritmus, akkor S még i Uj elemet tudna

. . e S ) Lsle . , .
lefedni, tehat a kéltsége #, ha S’ koltsége ennél nagyobb lenne, akkor S’ helyett S-t vdlaszotta volna ezen a ponton.

. . . p . . . . . S 1
Az i és S valasztasa tetszGleges, tehat egy S-beli elemeket a mohd algoritmus legfeljebb: Zng =c(s) * Zfﬂ? =

c(s) * H, koltséggel fedi.
Azaz az egész halmazt pedig:

Z c(S)*H,.=H, * OPT
S €RopT
Ez pont annak a deficidja, hogy az kozelitési faktor H,..

Kozelités éles példaja

U = [1..n] (csak egész szamok)

R={{i}|i €[1..n]} UU ~ tehat a részhalmazok egy —

egy szamot tartalmazo6 halmazok és az egész alaphalmaz egyiitt
1 ha {i} Az egy elemi halmazok koltsége a benne 1év6 elem,

c:= 3y’ ~

1+¢ a teljes halmazé pedig egy elére nem definalt 1 + ¢

& értékét ugy valasztjuk meg, hogy elég kicsi legyen ahhoz, hogy az optimalis megoldas a teljes U-t vdlassza, de elég
nagy legyen ahhoz, hogy a mohd algoritmus ne vélassza a teljes halmazt.

Vilaszott részhalmaz {n} {n—-1} {i} {1}
1 1 1
Koltsége* — - 1
n n—1 i
o, 1+¢ 1+¢ 1+¢
u koltsége . 1+¢
n n—1 i

A moho algoritmus koltsége épp H; lesz, mig az optimum a 1+ ¢ lenne.

hrr(l)l—;g = H, => minden H,-nél nagyobb szamra talalunk olyan kicsit -t, amire mar elrontjunk a példat, tehat ennél
E—

kisebb faktoru kozelitésre ez a mohé algoritmus nem képes.

*Vegyuk észre, hogy itt igazdbdl 1/i osztva 1 (mert egy Uj elemet hoz be) szerepel!

Steiner-fa

Feladat

G = (V,E) egyszer(, 6sszefliggd

c: E - R, ~élkdltség fliggvény

ST CV,SUT=V,SNT =0 ~adottV —nek egy diszjunk felosztasa

T ~ terminalok, S ~ Steiner pontok

Steiner —fa=FCV fa:TCF

~ olyan részfa, ami a termindlokat fesziti, a Steiner pontokbdl meg tetszéleges szdmban tartalmazhat

find F:  min {c(F)} ~ tehat a minimalis 6szkoltségli Steiner — fat keressiik
F Steiner fa

(llyen természetesen létezik, hisz 6sszefiliggb grafnak létezik feszitGfaja, ami Steiner-fa is.)

Bonyolultsag

T =V esetén kdzismerten P-beli, mohé algoritmussal megoldhatd.
|S| = konstans esetén a lehetséges feszit6fakat besorolhatjuk aszerint, hogy a Steiner pontok kozil melyeket

hasznélja igy kapunk 215! részfeladatot (ennyir részhalmaza létezik S-nek), ezeken mar elég egy egyszerii minimalis
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feszit6fat keresni majd a részfeladatok optimumai kozil kivalasztani a legjobbat. (Ez megy polinomialis id6ben, hisz
25! konstans).

|S| = konstans * log(n) = log(n®) esetén a részfeladatok szama 25 = 2108(°) = ¢ jgy Bsszeségében még
mindig polinomials marad a |épésszam.

Altalanossagban viszont NP-teljes problémardl van szé.

Metrikus graf

G graf metrikus, ha teljes és az élsilyozas teljesiti a hAromszog — egyenl6tlenséget.
V(x,y), (v, z),(x,z) €EE: c((x, y)) + c((y, z)) > c((x,2))

2-approximaci6é metrikus grafon
Algoritmus:
T-ben kereslink minimdlis feszit6fat (tudunk, mert G teljes).
Bizonyitas:
1. To* := optimalis Steiner-fa
2. T:* :=To* minden élet megduplazzuk ~ c(T1*) = 2*c(To*)
3. Keres T:* Euler-sétdjat
4. T,*:=T.* részleges Euler bejardsa, csak a T-beli cstcsokat érintve ~ ¢c(T>*) <= ¢(T1*)
(Meg tudjuk tenni, hisz teljes a graf, de persze itt T,* kivdli G-beli élt is hasznalunk, de ettél a suly csak csokkeni
fog mivel metrikus a graf!)
5. Ts*:=T,*-bdl elhagyva egy élet ~ SOL <= ¢(T3*) <= c(T>*)
(igy csokken a sulya és T-beli feszit6fat kapunk, amitdl a minimalis feszits fa nyilvan kisebb egyenl6.)
Tehat: SOL <= ¢(T3*) <= ¢c(T2*) <= c(T1*) = 2*¢(To*) = 2*OPT

Eles példa 2-approximaciéra metrikus grafon

Teljes, metrikus graf, egyetlen Steiner ponttal.

T-n belll 2, T és T k6zott 1 az élek koltsége.

OPT =n-1 (Csak az S és T kozotti éleket vessziik be, |T|=n-1, élek sulya 1).

SOL = 2(n-2) (Csak T kozotti éleket vessziik be, ebbél n-2 hosszu ut elég pl, de sulyaik 2).

. 2(n-2
lim 20=2
T—oo n-—1
approximaciot.

= 2 ~ Azaz tudunk taldlni minden x < 2-re olyan | T|=c szdmot, amire a fenti példa elrontand a x-

Altalanos Steiner-fa visszavezetése metrikus Steiner-fara

(G tovabbra is egyszerd, 6sszefliggd.)

1. Metrizal G->G’: minden él az 6sszekotott két csics tavolsaga lesz az eredeti grafban ~ OPT'<=0PT
Pl. Floyd algoritmusa O(n3) elvégzi a metrizalast.
(Mivel 6sszefliggt, ezért teljes grafot kaptunk, a haromszog egyenl6tlenség azért igaz, hisz egy-egy él egy-egy
utnak felelt meg az eredeti grafban, ha Iétezne a metrizalt olyan Ut, ami egy él helyett gyorsabb lenne, akkor az
eredetiben is |étezne a kivalaszott legrovidebb Ut helyett egy révidebb at, ami ellentmondas.)
(G’-ben minden él szerepel, ami G-ben, illetve az élek sulya csak csokkenhettek, hisz maga az él is Ut a két csucs
kozott, tehat G-ben a minimalis Steiner-fa, tovabbra is Steiner-fa G’-ben, de el6fordulhat, hogy mar nem
minimalis, ezért OPT’<=0PT.)

2. Keres 2-approx F;i’ Steiner-fa-t G’-ben. ~ c(F,')<=2*0OPT’

3. Filegyen Fi’ miutan lecseréltiink minden élet a metrizalasnal neki értéket ado legrovidebb ut éleire ~ c(Fi) =
c(Fy')

4. F,legyen Fi-en keresett minimalis feszitd fa c(F2) <= c(F1)
(A demetrizalas soran egy él tobbszor is bekeriilhet vagy feleslegessé valhat.)

27



Tehat:
5. SOL =c(F,) <= ¢(F1) <= c(F{’) <= 2*OPT’ <= 2*OPT
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11. A Hamilton-kor probléma visszavezetése az altalanos utazéiligynok
probléma k-approximaciés megoldasara. Kozelito algoritmusok a metrikus
utazoiigynok problémara, Christofides algoritmusa.

Altalanos utazé iigynok feladat

Feladat

Adott egy G teljes graf, nemnegativ élsuly fliiggvény.
Keressiik a minimalis 6sszsulyd Hamilton-kort. A probléma NP-nehéz.

Utaz6 iigynok approximaxioja

Nem ismert semmilyen k-appoximacidja és nem is létezhet, hacsak nem P=NP.

G helyett G’ teljes graf (|G|=n)
1l,hae €G

() = { -

kxnhae€G
G’-ben a lehetséges Hamilton-korok sulyai minimalistél kezdve:
n*1 (n db eredeti élbél <> létezik H-kér G-ben)
kn + (n-1)*1 (n-1 db eredeti él, és egy darab kn)
Ha létezik H-kor G-ben, akkor Iétezik n*1 sulyd H-kér G’-ben, tehat egy k-approximdcid algoritmus egy maximum
k*n*1 méretl H-kort kell megtaldlnia, de k*n*1 <= kn + (n-1)*1, tehat csak a n*1 sulyu H-korok tesznek ennek
eleget, ezzel viszont egy H-kort is megtalalnank.
(Ez igazabdl k helyett tetszbleges f(n)-re igaz, tehat semmilyen approximacidja nem létezhet ennek a problémanak.)

Metrikus utazoiigynok probléma

Feladat

Adott G teljes graf, és egy c:E->R* élsulyozas, amire teljesiil a hdromszog-egyenlGtlenség.
Keressiik a minimalis 6sszsulyd Hamilton-kort.
(Ez NP-nehéz, 1étezb él -> 1, nem létezd él -> 2 sulyozassal visszavezetheté Hamilton-kérre.)

2-approximacios algoritmus

Algoritmus:

1. F:=G minimalis feszit6 faja

2. E :=Féleit duplazva

3. H:=E-nkeres Euler sétat és a mentén bejar 6sszes csucsot egyszer (amiben mar voltunk azt dtugorjuk, mivel
teljes a graf ezért mindig lesz él a kovetkezé nem bejart csucsba) igy kapva egy H-kort

2-approximacid bizonyitasa:

Minimalis Hamilton-kérbél elhagyva egy élet egy olcsébb Hamilton-utat kapunk, viszont a H-Ut egyben feszitéfa,
tehat ennél olcsébb F, ami egy minimalis feszitéfa.

Az él duplazas kétszerezi a koltséget, de a levagdsok mar csak csokkentik, tehat:

c(taldlt H-kor) < c(dupla él m feszitéfa) = 2*c(min feszit6fa) < 2*c(H-ut) < 2*c(min H-koér) = 2*OPT

Christofides algoritmus
Algoritmus:
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1. F:=G minimalis feszit6 faja
minTP : F paratlan fokd csucsain egy minimalis teljes parositas (G-beli éleket hasznalva)
(Ez azért jo, mert igy a F u TP minden cslcsa paros foku lesz és igy garantaltan lesz Euler-séta benne a draga
élkétszerezés nélkil is.)

3. H:=FuminTP-n keres Euler sétat és a mentén bejar 6sszes csucsot egyszer (amiben mar voltunk azt atugorjuk,
mivel teljes a graf ezért mindig lesz él a kbvetkezd nem bejart cstcsba) igy kapva egy H-kort

3/2-approximacio:

A 2-approximaciénadl ismertett indoklds alapjan analég mdédon felirhaté:

c(talalt H-kor) < c(F u minTP) <= 3/2*c(min feszitéfa) < 3/2*c(H-ut) < 3/2*c(min H-kor) = 3/2*0OPT

Csak ezt kéne belatni, hogy c(F u minTP) <= 3/2*c(min feszitéfa), amihez elég, hogy

c(TP) <= %*c(min feszitéfa):

Egyrészt tudjuk: c(min feszit6fa) <= c(H-ut) <= c(min H-kor)

De egy H-kort fel tudunk osztani két diszjunk TP-re Ugy, hogy c(TP1) + c(TP2) <= c(min H-kor), azaz

c(TP1) <= %*c(min H-kor) (feltéve, hogy TP1 a kisebb koltségi)

Ezekbdl mar 6sszerakhatd, hogy

¢(minTP) <= c(TP1) <= %*c(min-Hkor)

(Azért vegylik észre, hogy itt nem a teljes graf H-korérdl van sz, hanem csak a F-ben pdratlan fokd cstcsok alkotta
részgraf H-korérdél, dm ez a metrikussag miatt csak tovabb csokkentheti a koltséget, novelni nem tudja. Hiszen a
minimalis koltségl H-korben be tudjuk jarni csak a kivant csdcsokat ugy, hogy a metrikussag miatt a koltség csokken.)
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12. Teljesen polinomiadlis approximacids séma fogalma. A részosszeg

Vé

probléma, bonyolultsaga. Teljesen polinomidlis approximacids séma a
részosszeg problémara.

Polinomialis approximacios séma

Definicio

V e>0:3 (1+ €)-approxmacié egy feladatra

Miben legyen polinomialis?

Bemenet mérete, de akkor lehet pl. O(2¥¢*n), ami € csdkkenésére (hiba csdkkentésére) exponencialisan né, ezért
bevezetendé:

Teljesen polinomialis approximacios

Ha 1/e-ben is polinomials.

n ¢ viszont teljesen megfelel, hiszen €, a hiba mértéke, ha a hiba csokkentésével tudjuk exponencidlis mérétkben
csokkenti a [épésszamot is, akkor az csak jo.

(PI. Eukilideszi utazé tGgynokre létezik ilyen.)

Részosszeg probléma

Feladat

Adott A={ay, ay, ..., an} és t.
IBCA:3bi=t?
Specialis eset: particié probléma, amikor t = 2a;/2, még ez is NP-teljes.

Optimalizalasi feladat

Adott A ={a, ay, ..., an} és t.

Find BEA : max {Ib;} && 3b;<t

A feladat NP-nehéz, mert a részosszeg probléma visszavezethet6 ra.

(Ha talalunk olyan B halmazt, amire 2b; = t, akkor igen a valasz a részosszeg problémadra, kiilénben nem.)
A feladat nem NP-beli, mert nem eldéntési probléma, tehat nem is NP-teljes.

Megoldasa

Brute force: megviszgdlunk minden lehetséges részosszeget

Lo = {0}

L'={l+aw1 | € Li}

Lii=L UL

Kezdjiik az elsé 0 elembdl all6 részosszegekbdl.

Ha mar ismerjik a elsé i elembdl allé résszosszegeket, akkor ezekhez hozzdadhatjuk az i-dik elemet.

Ekkor az i elem részosszegek és azokhoz i-dik elemet hozzavett részésszegek kiadjak az els6 i+1 elembdl képezhetd
részosszegeket.

(Nyesési lehet&ség: ami tullépte a t-t vagy ismétlodd, azt eldobjuk.)

L, az 6sszes réssz 6sszeg el6 fog allni, a legnagyobb <t-t valasszuk.

(Ha az elemeket n6v6 sorrendben rendezziik és a listakat 6sszefésiilésses rendezéssel uniozzuk, akkor Li rendezett
marad igy elég a végérél az els6t kivalasztani, ami mar t-t6l kisebb.)

A listak mérete 2''!-re duzzadhat, ezért exponencialis lesz a |épésszam.
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Kozelit6 algoritmusa

A pontos megoldasban linedris szamu iterdcié volt, ahol az egyes iteraciok linearisak a lista méretével és
elemszammal is.

A problémat az okozta, hogy a listdk hossza exponencidlis lehetett, ezért az approximdcidnk alapotlete, hogy ritkitsuk
a lista elemeit minden iterdacid utan, hogy ne tudjanak nagyon elszaporodni a lehetséges részosszegek, de mindig
maradjanak olyan elemek benn, akik jé kozelitéssel , képviselni” tudjak, ha esetleg épp az optimumot dobtuk el.
Ehhez fontos lesz, hogy a lista végig ndvekvd sorrendben maradjon, egy & érték szerint ritkitunk.

Adott | elem, elhagyhaté minden olyan elem utdna, ami kisebb egyenld, mint (1+8)I.

(Balrdl kezdiink el elhagyni elemeket, hogy ha elhagyunk valamit, akkor az mar nem tud egy masik elemet
képviseiplni.)

(Természetesen az L, listat nincs értelme ritkitani.)

Az algoritmus akkor adhat nem pontos eredményt, ha azt valamikor kitoroltik a listabdl am ekkor 1éteznie kellett
annak egy képvisel6jének, ami max (1+6) hibat jelent, am a képviselSt képviseltethettik egy masik elemmel, ez
maximum n-szer torténhetett meg, azaz a hiba maximum (1+ 8)" lehet.

Teljesen polinomialis approximacios sémaja

Azt fogjuk belatni, hogy 6=g/2n vélasztassal a hiba faktor (1+ €) a |épésszam pedig polinomialis n, logt (bemenet) és
1/e-ben is (teljesen polinomialis).

(1+ €) multiplikativ hiba:

Lattuk, hogy a hiba max (1+ 8)" = (1+ £/2n)", lassuk be, hogy ez <= 1+ ¢.

n

(1+%)n:z":<(%)i*1n-i*(’;)>Si((;_n)i*ni)gi(g)i=1+Z(§)isl+g*z%£1+e

i=0 i=0 i=0 i=1
Binomialis tétel

(n alatt i) fellilrél becsiilhetd n'-vel

Egyszer(isitiink n'-vel

Els6 tagot kifejtjik szumma elé

e<=1, tehat e>=¢', € szorz6t ekkor ki tudjuk hozni szumma elé
Polinomialis lista méret:

A lista els6 eleme 0, a kbvetkez6 legaldbb 1, ez utan viszont két elem kozti arany min (1+ £/2n) (kdvetkezé/el6z6),
hisz kiilonben ritkitottuk volna az adott elemet., igy az i-dik elem legalabb

(1+ &/2n)2 értékii (-2: els6 és masodik elem miatt).

A t-nél nagyobbakat viszont eldobjuk, tehat ennél kisebb minden elem értéke:

iz oy N £ . .
1+ 2n) <t ~vegyink1+ 7 akapu logaritmust

Int
i—-2< log(Hi)t = ———~ ~ lemmat alkalmazzuk jobb oldalt
2n In (1 + %)
2n(1+=)m
i< me ()
ﬁ &
1+%

Tehat ezek szerint a listaban szerepld i-dik elemnek a sorszdma maximum az adott kifejezés lehet, ami viszont n-ben,
Int-ben (bemenet) és 1/ polinomialis.
Lemma:
n(1+X) = X X=0
" “1+x °°

)_ 1 A+0-x 1 L
14+%) 7 14X  (A4X2 ~ 14+X (1+X)?
Tehat a kett6 kilonbségének derivaltja pozitiv, azaz a kilonbséglik monoton névs, ami mar bizonyitja az

(zn(1 +X) - 0

egyenlGtlenséget.
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13. Utemezési feladatok tipusai. Az 1| prec|Cmax és az 1] | =C; feladat.
Approximdacios algoritmusok a P| | Cnax feladatra: listas litemezés
tetsz6leges sorrendben, éles példa tetszoleges szamu gép esetére; listas
litemezés LPT sorrendben (biz. nélkiil), éles példa tetsz6leges szamu gép
esetére. Approximacios algoritmus a P|prec| Cnax feladatra (biz. nélkiil),
példak: az LPT sorrend, illetve a leghosszabb ut szerinti litemezés sem jobb,
mint (2-1/m)-approximacio. A P|prec,pi = 1| Cmax feladat, Hu algoritmusa
(biz. nélkil).

Utemezési feladatok alapjai
e Definiciok:

Ji munkak (job)
o pi megmunkaldsi id6 (processing time)
o Wi suly (weight)
o di hatarid6 (due date)
o I rendelkezésre allasi id6 (release time) ~ mikortdl kezdve lehet
o G befejezési id6 (completion time)

e egy adott id6ben egy gépen egy munka folyik
e célfliiggvényre optimalizalunk (pl.: max(Ci): teljes atfutasi id6)

Utemezési feladatok osztalyozasa
Az itemezési feladatok egy a| B |y harmassal irhaték le, ahol
e 0 agépekszama
o 1l:1gép
o Pm: M parhuzamosan futd gép
o P:nem rogzitett szamu parhuzamosan futoé gép.
PIBlyaz{1]|B|y, P2IBlv, Ps|Bly, ...} feladatokat tartalmazd osztaly neve.
e B azinfék halmaza az Gitemezésrél
o precedencia: adott egy irdnyitott graf (DAG), ami megkotéseket tartalmaz arra nézve, hogy egy adott
munka elkezdéséhez mely munkdkat kell el6bb befejezni
o r;: adottak a release time-ok, azaz hogy melyik job mikortdl all rendelkezésre
o p;: adottak a megmunkalasi id6k, mennyit vesz igénybe az adott munka elvégzése
e vy aflggvény, ami szerint optimalizalunk
o  mMinCmax = max(Cj): az utolsé munka befejezési ideje
o minYC~ SC/n: a munkak atlagos befejezési ideje
o minYCj-d;: a késések 0sszege

1| |Cmax

Optimalis megoldast ad minden olyan megoldas, melynél a gép folyamatosan dolgozik.
Ennek értéke a munka elvégzési id6k 6sszege.

1|prec|Cmax
A feladatokat topologikus sorrendben adogatjuk a gépnek.
Ez optimalis, mert folyamatosan foglalt a gép és értéke tovdbbra is a munka elvégzési id6k 6sszege.
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1[|1XG

SPT (Shortest Processing Time)

Munkaigény szerint névekvd sorrendben adogatjuk a feladatokat a gépnek. pi<p.<...<pn.

Az SPT ltemezés optimalis, mert véges sok sorrend létezik és egy nem SPT Utemezés javithatd. Ha az Gtemezés Jy, ...,
Jn sorrendben veszi a feladatokat, ahol valamelyik i-re pi>pi.1, akkor a két feladatot megcserélve 3C; né.

(p’is1 befejezési ideje ugyanaz, mint pi.1, de p’i-jé csokken pi-pi.1 értékkel.)

Pl |Cmax

Bonyolultsag

A 2| | Cmax feladat NP nehéz, mert visszavezethetd ra a particios probléma. P||Cmax is NP nehéz, mert specidlis

esetként tartalmazza 2| | Cmax-ot.

(Legyenenek a munkaid6k a particids probléma bemenetei, ha ezek optimalis megoldasa
Cmax<= 2pi/2, akkor particionalhatd ~ Iényegében itt csak egyenléség lehet és ugy, hogy mindkét gép folyamatosan dolgozik és egyszerre végez.)

LS listas iitemezés (2-1/m)

Algoritmus:

A munkaknak adott egy sorrendje, ha felszabadul egy gép akkor azonnal kezdi a listdban a legelsé még nem elkezdett
munkat.

(2-1/m) approximacid:

Kénnyen lathatd, hogy a listas Gitemezés polinomid6ben elkészithetd.
Az approximacids faktor igazolasahoz legyen:

o | utoljara végz6d6 munka (nem ugyanaz, mint az utolsoként elkezdett!)
o t Jx megkezdésének ideje
Cnax =t +pi

Mivel minden gép folyamatosan foglalt legalabb a t id6pillanatig (kiildnben az LS algoritmus szabdlya szerint a J;
munkahoz valamely gép mar el6bb hozzdkezdett volna), igy:

1
t=— (Zj=kp5)
Jeldlje Cy, 45 az optimalis teljes atfutdsi idét. Ekkor:

* 1 c *
Cmax 2 E Z pj Cmax = maxj{pj}
1
Ezek alapjan levezethet§, hogy:

Cmax =t+ 14 < i(z;‘:%pj) + Pk = i(z;m) + (1 - %)pk < C':;lax + (1 - i) C':;lax = (2 _i) C;;Lux
Tehat sikerilt igazolni az approximacids faktor helyességét.
Eles példa:




LS-LPT (Longest Processing Time)

Algoritmus:

LS Gtemezés megmunkalasi id6 szerint csokkend sorrendbe rendezve.

(Ezzel a fenti éles példa kikliszobolése a cél: ne a végére maradjanak a nagy munkak, hisz 6ket nehezebb
egyenletesen beosztani, el6bb kezdjiik el ket és a szabad helyerek ,betuskoljuk” a végén a kicsi munkakat.)

Eles példa ((g - ﬁ);

2db:

2m-1,2m-2, ... m+1-ig
3db:

m
OPT =3m:

A 2db-sokbdl (m-1) db 3m part csinal, a 3db m-t egy 3m-mé teszi 6ssze
igy végiil m db 3m-t kap, amit egy-egy gépre téve 3m alatt végez
LPT = 4m-1:
El&sz6r elkezdi feltolteni a gépeket fenntrél lefelé a leghosszabbakkal: 2m-1,...,3/2m
(Hisz m gép van, de mindegyikb&l 2db van, ezért csak ,,-1/2m”-vel cs6kken a szamaik)
Majd a lenntrél felfelé érnek véget és tolti fel a gépeket Ujra a 3/2m-1,...,m-ig, de egy db m még hatra marad

Egy-egy gépen (2m-1)+(m), (2m-2)+(m+1),...,(3/2m)+(3/2m-1) feladatparok futnak, ezek elvégézse
egységesen 3m-1, de még hdatra van egy m hosszu igy 6sszeségében 4m-1 lesz.

Probléma a listas iitemezéssel

2 munka, 1-1 elvégzéshez szlikséges id6egység (1-es sebesség esetén), 2 gép (1db 1-es, 1db 10-es sebességli)
Listds Utemezéssel eredmény 1.1, viszont optimalis 2/10.
(mindkét munkat 10-es sebességl gép végzi el.)

P|prec|Cmax

2-1/m approximacié

LS Gitemezést kell alkalmazni.
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LPT éles példa

m(m-1) db 1
1db%
1 db m-%
Precedencia: % -> m-%
Lényegében azzal romlik el az LPT itt, hogy egy hosszabb munkat beel6zhet egy rovidebb, ha egy még révidebb
munka befejezésétdl flgg.
LPT 2m-1:

m(m-1)db 1 le fog futni parhuzamosan m-1 id6 alatt m gépen, majd lefut a %5 -> m-% m idé alatt.
OPT m:

Egyik gép futtatja a 2 -> m-Y, a masik m-1 pedig m db 1-est, igy egész lefut m alatt.

Leghosszabb ut szerinti sorrend éles példa

Az LPT hibajabdl tanulva gondolhatndnk arra, hogy akkor a leghosszab helyett azt valasszuk, amibél a leghosszabb
munkaut indul (precedencia grafon, ami DAG, ezért pol id6ben lehet ezt megtalalni).

A job oldali abra csaldka, vagy akar rossz.
Az epszillon végeztével tobb egyest is
elkezdhet elvégezni, de azm -1
id6pontig max m-2-t tud elvégezni, ezért
lesz olyan 1-es, amit akkor kezd el és igy
a fligg6 m-1-t csak az m-dik pillanatban
tudja elkezdeni, de nem egyszerre
fognak menni az 1-esek, hisz listas
litemezésnél nem lehet Uresen egy gép,
ha van végezhet6 feladat.

Tehat itt abba a csapdaba esik az algoritmus hogy elkezdi futtatni a hossi m-1-ket ahelyett hogy iiresen hagynda az automatakat és megvarna mig lefutna az E. igy
végll az 1->m-1 hosszabb feladat széll egy révidebb m-1 feladat szallra var, hisz a listas Gitemezés nem engedi meg azt, hogy az egyik automata lresen alljon.



P|prec, pj=1|Cmax

Bonyolultsag

A feladatosztaly bonyolultsaga
e P|prec, p=1|Cmax NP-nehéz
e P2|prec, pj=1|Cmax Coffman és Graham algoritmus ad optimalis megoldast
e Pn|prec, pj=1|Cmax bonyolultsaga ismeretlen
e P|prec, pi=1, in-tree | Cmax-re a Hu-algoritmus polinom id6ben optimalis megoldast ad.

Hu algoritmusa

A P|pi=1, prec|Cmax feladatra ad megoldast, ha a precendenciagraf in-tree (be-fenyd) tulajdonsagu.
1. A precedencia graf minden csicsahoz hatdrozzuk meg a gyokérbe vezet6 Ut hosszat.
2. Alkalmazzuk a listds Gitemezést Uthossz szerint csokkend sorrendben.

(Az in-tree (be-fenyd) egy olyan iranyitott gyokeres fa, aminek az élei a gyokér felé vannak iranyitva.)
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14. Globalis és lokalis élosszefliggoség és élosszefliggdségi szam fogalma,
Menger iranyitatlan grafokra és élosszefliggdségre vonatkozo két tétele
(biz. nélkiil). A(G) meghatarozasa folyamok segitségével négyzetes és
linedris szamu folyamkereséssel. A(G) meghatarozasa 6sszehtizasok
segitségével, Mader tétele, Nagamochi és Ibaraki algoritmusa (biz. nélkiil).
Minimalis méretli 2-élosszefiiggo részgrafok keresése. A probléma NP-
nehézsége, Khuller-Vishkin algoritmus (biz. nélkiil).

Lokalis élosszefiiggdség

Egy G = (V, E) grafban u, v € V pontok kozotti lokalis élosszefliggdség (A(u, v)) az u és v pontok kdzotti éldiszjunkt
utak szdma. A(u, v) = min{d(X): X c V,u € X,v & X}, vagyis az u, v pontokat elvalaszté ponthalmaz minimalis
fokszama.

Graf élosszefiiggdségi szama
A lokalis élosszefliggbségi szamok kozil a legkisebb, A(G) = min{A(u, v):u,v € V,u # v}.

Osszefiiggoség kiszamitasa

G-bdél készitlink egy hdldzatot egységnyi élsulyozassal, és keressiik a maximalis folyamot, vagyis a minimalis vagdst.
Két pont 6sszehlzasaval a vagas nem csokkenhet, és csak akkor n6het, ha az 6sszes minimalis vagas a két pont
kozott halad at.

Vegyik A(G) = min{A(u, v), A(Gy )}, ahol G, a G-bél az u és v pontok &sszehlzasaval kapott graf. Ezt n — 1-szer
kiszdmolva megkapjuk A(G)-t

A gréf pontjainak egy (vy, 3, ..., ) sorrendje max-vissza sorrend, ha i < j esetén d(v;, V;_1) = d(v;,V;_4), ahol
d(v;,V;) aviés{vy, ..., v;} pontok kozotti fokszam.

Ha u és v a max-vissza sorrend szerinti utolso két pont, akkor A(u, v) = d(v). Ha tehat minden iteracidban az
Osszehlzando part a max-vissza sorrend utolso két pontjaként vélasztjuk, akkor a A(u, v) egyszeriien v fokszdma lesz.
(Ekkor eltekinthetlink a folyam szamolasatdl)

Osszefiiggoségek

Def.: Egy G = (V, E) grafban u, v € V pontok kozotti lokalis élosszefliggbség (A(u, v)) az u és v pontok kozotti
éldiszjunkt utak szama.

Def.: Egy G = (V,E) grafban u, v € V pontok kozotti lokalis 6sszefligg&ség (r(u, v)) az u és v pontok kodzotti belséleg
pontdiszjunkt utak szama.

Def.: Egy G graf k-Osszefligg6 (pontdsszefliggd), ha létezik k+1 cstcsa és barmely maximum k-1 darab csucsat
elhagyva Osszefiliggé marad.

Def.: Egy G graf k-élosszefliggs, ha barmely maximum k-1 darab élét elhagyva 6sszefliggé marad. A k-
OsszefliggGségbdl kovetkezik a k-élosszefliggbség.

Def.: A A(G) élosszefliggbségi szam az a maximalis k érték, hogy a G graf még k-élosszefiiggd.

Def.: A k(G) 6sszefligglségi szam az a maximalis k érték, hogy a G graf még k-6sszefiiggd.

Altalanosan igaz, hogy: 1(G) = k(G)

Példa arra, hogy a graf 2-él6sszefliggs, de nem 2-6sszefliggs:

. £l
— -
-\"'-\._\_\‘_x.-'
-_____.-“- -\._\_\__\_.
.-'-- -\--\"'-\.
C C
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Menger-tétel
Def.: Egy F élhalmaz lefogd élhalmaz, ha a G (iranyitott vagy irdnyitatlan) graf F élhalmaza lefog minden u-v utat, ha a
G-F grafban nem létezik u-bdl v-be (iranyitott) ut.

1. Ha G egy irdnyitott graf, s, t € V(G), akkor az s-bél t-be vezetd éldiszjunkt irdnyitott utak maximalis szama
megegyezik az 6sszes iranyitott s — t utat lefogd élek minimalis szamaval.

2. Ha G egy iranyitott graf, s, t € V(G) két nem szomszédos pont, akkor az s-bél t-be vezet, végpontoktdl
eltekintve pontidegen irdnyitott utak maximalis szdma megegyezik az 6sszes iranyitott s —t utat s és t
felhasznalasa nélkil lefogd pontok minimalis szamaval.

3. HaG egy iranyitatlan graf, s, t € V(G), akkor az s-b6l t-be vezetd élidegen iranyitatlan utak maximalis szama
megegyezik az 6sszes iranyitatlan s — t utat lefogd élek minimalis szamaval.

4. Ha G egy iranyitatlan graf, s, t € V(G) két nem szomszédos pont, akkor s-bél t-be vezets pontidegen
irdnyitatlan utak maximalis szdma megegyezik az 6sszes iranyitatlan s —t utat s és t felhasznaldsa nélkiil
lefogd pontok minimalis szdmaval.

A téma szempontjabdl [ényeges allitds: Az u és v kozotti éldiszjunkt utak maximalis szdma megegyezik az u és v
kozotti utakat lefogd élek minimalis szamaval.

A(G) meghatarozasa folyamok segitségével

Ha a grafot egy haldzati folyamként értelmezziik, ahol minden él kapacitdsa egy, akkor A(u,v) épp a maxfolyam
probléma.

Ezt a problémat minden pontpéarra megoldhatjuk, azaz 6sszesen O(n?) db folyamot kell keresniink. Megfigyelés, hogy
altaldban n-1 folyamprobléma megoldasa is elég.

Maximalis folyam keresésére hasznalhatjuk az Edmonds-Karp algoritmust. Ez az eredeti Ford-Fulkerson algoritmus
tovabbfejlesztése. A Ford-Fulkerson algoritmus irraciondlis kapacitasértékek el6forduldsa esetén nem allt le
garantdltan, mig az Edmonds-Karp igen.

Miikodése:
1. Inicializalas: kezdeti folyam létrehozasa (pl. ekvivalens 0 érték minden élre)
2. Javité folyam keresése. Ford-Fulkerson esetén ennek mddszere mindegy, Edmonds-Karp esetén ennek a
legrévidebb lehetséges javitd folyamnak kell lennie, ami pl. szélességi kereséssel megtalalhaté.
3. Ha talaltunk javité folyamot, akkor annak értékével megnéveljlik az oda-élekre a folyamértéket, és
lecsokkentjiik a vissza-élekre a folyamértéket (ha van ilyen). Majd folytatjuk a 2. l1épéstél.
Ha nincs megfeleld javité folyam, leallunk: taldltunk egy maximalis folyamot.

Lépésszama O(| V| *|E|?).

A segédgraf létrehozasa:

Az iranyitott G grafon adott f folyamhoz definialunk egy Gt irdnyitott grafot:

Legyen V(Gf)=V(G) és Gs-ben fusson egy iranyitott él x-b6l y-ba, ha vagy (x,y) € E(G) és f(x,y)<c(x,y) (f: folyam
értéke, c: élek kapacitasa) vagy (y,x) € E(G) és f(x,y) > 0. Kénnyen lathatd, hogy ha

G¢-ben van egy irdnyitott Ut s-bél t-be, akkor az ennek az utnak megfelel§ élek G-ben épp egy javitd utat adnak az f
folyamra nézve. Ha pedig van javitd Ut G-ben, akkor lesz iranyitott Ut s-bél t-be

Gs-ben.

igy tehat elegendd megnézni, hogy az igy kapott G grafban van-e s-bél t-be ut. Ezt viszont BFS algoritmussal kdnnyen
eldonthetjlik.

Linearis szamu folyamkeresés:

A(G) = min{A(a,v):v € V — a},ahol a € V (kotott)
Ekkor n-1 folyamproblémat kell megoldani. Lépésszama O(| V| *|V|3)= O(]| V|%).
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Biz.:

A négyzetes szamu folyamkereséshez képest szlikebb halmazon vizsgalédunk, ezért azt kell garantalnunk, hogy
barmely a cstcsbdl kiindulva a A(a, v) értékek kozo6tt lesz A(G) értéki. Legyen k = A(G). Nyilvdn minden b €
V(G) — a csucsra igaz, hogy:

k = miny yey ) uzvAW, V) < min,ey(gy-qA(a, v) < A(a,b) azaz A(a, b) = k.

Hagyjunk el G-bdl k élt gy, hogy szétessen, ekkor a kapott részgrafnak legalabb két komponense lesz. Mivel a
rogzitett, valasszuk ki b-t Ggy, hogy a és b kilon komponensben legyenek, ekkor A(a, b) < k. A(a, b) = k miatt
A(a,b) = k = A(G), azaz lesz olyan b csucs, ahol a 1(G)-nek megfelel6 minimum felvétetik.

Mader tétel

Minden G grafban létezik olyan u, v € V(G) cstcspar, hogy A(u, v) = d(v), ahol d(v) a v pont fokszama.

Ha u és v a max-vissza sorrend szerinti utolsé két pont, akkor A(u, v) = d(v). Ha tehat minden iteracidban az
0sszehlzando part a max-vissza sorrend utolso két pontjaként vélasztjuk, akkor a A(u, v) egyszeriien d(v) fokszama
lesz. igy eltekinthetiink a folyam szdmolasatol.

Nagamochi és Ibaraki tétele
1) A=
2) készitsuk el a graf max-vissza sorrendjét. Ha d(v,,) < 4, akkor legyen A = d(v,).

Ha még legalabb harom pontu a graf, akkor hizzuk 6ssze a max-vissza sorrend szerinti utolsé két pontot, GOTO 2.
Egyébként STOP

Minimalis méretii 2-élosszefiiggo részgraf keresése

Adott egy G 2-élosszefliggd iranyitatlan graf, minden él kéltsége 1, és r(u, v) = 2 (éldsszefliggési kovetelmény; ez a
Hamilton-kor altaldnositdsa: ,, dupla Hamilton-kér”). Feladat egy minimalis élszamu 2-6sszefligg6 feszitGgraf keresése
G-ben. Lathatd, hogy az optimum értéke | V|, ha G-ben van Hamilton-kor. A feladat NP-nehéz, ezért nincs hatékony
algoritmus, de kozelités van.

Khuller-Vishkin

Mélységi bejaras (T), kbzben épitjiik a megoldast: E'. T éleit bevessziik £’-be. Tovabba, ha az algoritmus v pontbdl
visszalép egy teljesen bejart részgrafbdl, akkor a T(v)-b4l azt a kilép6 élet hozzaadjuk E’-hdz, ami nincs T-ben és a
T(v)-n kivili pontjat elGszor érte el a keresés.

3 o
k= >-approximacios.

Példa 1.

Az éles példa azt jelenti, hogy olyan példa, amikor az approximacids algoritmus a lehetd legrosszabb becslést adja (itt
pl. az optimum 3/2-szeresét), ami mutatja, hogy a becslés "éles", tehat nem javithato.

Pl. egy olyan graf, amikor egy teljes paros grafot pakolunk 6ssze tgy, hogy az egyik komponens n darab izolalt pont, a
masik pedig egy n csucsu teljes graf. Mondjuk egy K44 és ennek az egyik osztalyaba felvesziink még 6 élet.

Y 7\
o )
vizsgalandé graf optimalis megoldas kapott megoldas
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Az optimum ilyenkor a Hamilton-kér hossza, tehat 2*n (Ks4-nal 8 él). Az algoritmus pedig Ugy lesz "rossz", hogy a
mélységi kereséssel el6szor bejarjuk az egyik oldalon |évé teljes részgrafot, ez n-1 él, és utana minden, a masik
oldalon Iévé ponthoz fel kell venni 2 élet, tehat 2n-et. Ez 6sszesen 2n+n-1 él (itt: 11).

- , N 3n-1 , . .
Osszesitve, az approximacids faktor: :—n, igy nem lehet jobb, mint 3/2.

Példa 2.

fs. 20

A csucsok sorszdmai a mélységi bejards soran kapott mélységi szamok. A vastag fekete élek jeldlik a mélységi bejaras
utjat, a vékony piros élek a visszalépéskor hozzaadott élek (a feliratuk a behuzas sorszama, szégletes zardjelben a
csucs, amelybdl torténd visszalépéskor behuztuk), a szaggatott élek az E\ E’-beli élek.



