1.

1.1

1.2

Tomegkiszolgalas
gyakorlo és hazi feladatok, 2020 tavasz

Elemi val6szintiségszamitas
(2 pont) Elguritunk egy piros dobokockat, és a dobott szamot X-szel jeloljiik. Ezutan elguritunk

X darab z6ld dobokockat, és Y-nal jeloljiik a z6ld kockdkkal dobott szdmok dsszegét. Mennyi Y
varhato értéke?

Megoldas:
Jeloljiik m-mel egyetlen kockadobés eredményének varhato értékét, vagyis m = % A teljes
varhato érték tétel szerint
6
EY = > P(X=kEY|X =k)= ZIP’ k) =
k=1
: 49
= [D_B(X =k k|m=m m=g5=—=1225
k=1
(2 pont) Legyen A > 0 rogzitett. n =1,2,3...-re legyen p, = 2, és legyen az X,, valosziniiségi
valtozo eloszlasa X,, ~ Bin(n,p,). Rogzitett k‘ € N-re szamoljuk k1 a
lim P(X,, = k)
n—oQ
hatarértéket!
(Tipp: lim,, (1 + %)n =e".)
Megoldas:
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2. Diszkrét ideji Markov lancok

2.1 (5 pont) Jancsi és Juliska randit beszélt meg a Kokojszi utca és a Boborjan utca kereszte-
z8déséhez. Azt azonban nem beszélték meg, hogy a négy sarok koziil melyiken talalkozzanak.
Jancsi pontban 11 o6rakor érkezik az északnyugati sarokhoz, majd keresni kezdi Juliskat. A
négy gyalogos-lampa percenként egyszer, egyszerre valt zoldre. Ilyenkor Jancsi }1 valoszintiséggel
marad, ahol volt, %L valoszintiséggel orajarés-irdnyba megy at a zebrén, % valoszintiséggel pedig
orajarassal ellentétes iranyban. Ekozben Juliska ordkat késik, igy Jancsi hosszasan bolyong a
négy sarok kozott. Jelolje X,, Jancsi helyét (vagyis hogy melyik sarkon &ll) n perc elteltével.

Ad k g X M k ] z ]] 7 7 ] s g z
(

) Mennyi a valoszintisége, hogy Jancsi két perc elteltével ugyanott van, mint a legelején?
(c) Egy ora elteltével megkozelitleg mekkora valoszintiseggel talaljuk Jancsit a délkeleti sarkon?
)

(d) A magas hazak arnyékot vetnek a délkeleti és a délnyugati sarokra, az északkeleti és az
északnyugati sarok viszont napos. Hosszi tavon az id6 hany szazalékat tolti Jancsi napon?

Megoldas:

(a) Az allapottér legyen S = 1,2,3,4, és szamozzuk a sarkokat az észanyugatitol kezdve, ora-
jarassal ellentétes irdnyban. Igy az d&tmenetmatrix

1/4 1/2 0 1/4
1/4 1/4 1/2 0

P=1"0 14 174 12
1/2 0 1/4 1/4
(b)
1/4
o 1/4] 11 11 11 5
(P )11—(1/4 1/2 0 1/4) 0 —ZZ+§Z+Z§—1—6,
1/2

amit persze gy is el lehet mondani, hogy i-% val.séggel marad végig ahol volt, %}1 val.séggel

elmegy oOrairanyba aztan visszajon, i . % val.séggel pedig forditva.

(c) Egy ora hosszi id6, kozelitsiink a stacionarius eloszlassal, vagyis oldjuk meg a (PT —InT =
0 linearis egyenletrendszert. A transzponalas nagyon fontos. Az egyenletrendszer mét-
rixos alakban, az attekinthet&ség kedvéért néggyel végigszorozva:

-3 1 0 210
2 -3 1 010
0 2 -3 1]0
1 0 2 =30

Innentasl

i.) Szabad megsejteni, hogy szimmetria-okbol a stacionarius eloszlas az egyenletes, aztan
leellendrizni, hogy a m = m = 3 = 4 = % tényleg kielégiti az egyenletrendszert,
vagy



ii.) szabad észrevenni, hogy az eredeti P matrixnak nem csak a sordsszegei nullak, hanem
az oszloposszegei is, majd hivatkozni az el6adéasra, miszerint ilyenkor a stacionarius
eloszlas egyenletes (ehhez igazabdl fel se kell irni az egyenletrendszert), vagy

iii.) szabad megoldani az egyenletrendszert.

Mindenképpen arra jutunk, hogy m = (i i % 4—11) A feladat kérdésére a valasz w3 = 1—11.

(d) Legyen f:S — {0;1} a napon levés indikatorfiiggvénye, vagyis

1, hax =1 vagy x =4,
fz) =
0, ha nem.

Az ergodtétel szerint f(X,,) id6atlaga hosszi tavon >, o f(i) = m + mq = 1.

2.2 (5 pont) Moricka egy golyos ligyességi jatékot jatszik, ahol egy
csapagygolyot kell végigvezetni egy akadalypalyan. Az
elsé palyat gyakorolja, ahol 3 nehéz akadéalyon kell &t-F= ; .
jutni. Moricka az els6¢ akadalyon }1, a méasodikon %, al - v
harmadikon % valoszintiséggel bukik el, az el6zményektslf &
fiiggetleniil. Tlyenkor a goly6 ,leesik”, és Moricka kezdhe-
ti az egészet elolr6l. Ellenkezd esetben tovabbjut a ko-
vetkez6 akadalyhoz. Ha véletleniil mindharom akadélyon
sikeriil taljutnia, akkor szintén djrakezdi a legelejérol.
Jelolje X, azt, hogy n lépés utan Moéricka éppen hany
akadéalyon van tul — igy X,, lehetséges értékei 0, 1,2, 3.

a.) Irjuk fel az X,, Markov lanc dtmenetmatrixat.

b.) Hosszu tavon melyik allapotban lesz a Markov lanc legtébbszor, és a lépések mekkora hanya-
dat tolti Moricka ezzel a leggyakoribb akadallyal?

c¢.) Hossza tavon hanyadik akadéalyon bukik el legtobbszor Moricka, és a bukasok mekkora ha-
nyada torténik ezen az akadalyon?

Megoldas:

a.) Az S =10,1,2,3} allapottérrel

1/4 3/4 0 0
1/3 0 2/3 0
12 0 0 1/2
1 0 0 0

P =

b.) Keressiik a 7 stacionarius eloszlast, amihez megoldjuk a (P — I)T#? = 0 linearis egyenlet-

rendszert:
-3/4 1/3 1/2 1|0
3/4 -1 0 010
0 2/3 =1 010
0 0 1/2 —1{0



2.3

2.4

Ennek megoldésa az )¢ m; normalasi feltételt is figyelembe véve

m=(% 1 1 1)

vagyis a Markov lanc a 0 allapotban van legtobbszor (hat persze), éspedig az ergodtétel
értelmében hosszii tavon a lépések ——eben (A lanc irreducibilis és aperiodikus, az ergodtételt
az egyes allapotok 1nd1katorfuggvenye1re alkalmazhatjuk.)

A lepesek 5-¢ben probalkomk Morlcka az 1-es akadallyal, ezen beliil mindig 1 7 val.séggel
bukik el, Vagyls a 1epesek = eben éppen az 1-es akadalyt bukja. Hasonloan a 2-es
és 3-as akadalyt is a lépések lio—ében bukja, vagyis hosszti td&von mindharom akadéalyon
ugyanannyiszor, az 6sszes bukas %—éban bukik.

(3 pont) Legyen az X, diszkrét idejii Markov lanc graf-reprezentacioja a kovetkezo:

|

12 12 12
5

2
1/3 S 2
B 12 12 273
1/3

Megoldas: A Markov lanc NEM irreducibilis. Harom osztalya koziil ketté zart: a Cy :=
{1,2,3,4} osztaly periodusa 2, a Cy := {6, 7,8} osztaly pedig aperiodikus, mert pl. 6-bo 6-ba
vissza lehet jutni 2 és 3 lépésben is. Igy

a.)

P(Xi000 = 7| Xo = 6) = , mert 6-bol indulva 6rokre bent maradunk a Cy osztalyban.
A Markov lanc ide megszorltva irreducibilis és aperiodikus, igy a Markov lancok alapté-
tele szerint hosszu id6 elteltével az eloszlas a stacionéariussal kozelithets. A Cy irreducibi-
lis komponensen a(z egyetlen) 7 stacionérius eloszlas szimmetria okbol az egyenletes, igy
]P)(XNOO = 7|X0 = 6) ~ Ty = %

P(Xi000 = 2| Xo = 1) = 0, mert 1-b6l indulva 6rokre bent maradunk a Cy osztalyban, ez
viszont periodikus 2 periddussal, igy paros sok 1épésben csak 1-be és 3-ba juthatunk el.

P(X1000 = 2| Xo = 6) = 0, mert 6-bol indulva 6rokre bent maradunk a Cy osztalyban, vagyis
2-be nem lehet eljutni.

P(Xi000 = 7| Xo = 5) = %, mert 5-bdl indulva % valosziniiséggel az elsG lépésben a C}

osztalyba lépiink és ott is ragadunk, % valoszintiséggel viszont a Cs-be, és innen kezdve az
a.) pont szerinti % az esélyiink hossza id6 alatt 7-be érkezni.

(5 pont)

Juliska a kérmét minden nap més szintre festi. Voros, narancs és barna kézott valtogat. Narancs
utdn mindig barna kovetkezik, barna utan viszont érmedobassal dént arrol, hogy vorés vagy
narancs kdvetkezzen-e. Voros utdn kockat dob: ha az eredmény 6-os, akkor barna kovetkezik,
egyébként narancs.



a.)
b.)

c.)

Irjuk fel Juliska korme szinének, mint Markov ldncnak az dtmenetmatrixét!
Ha Juliska kérme majus 1-én vords, mennyi a valoszintisége, hogy majus 5-én is véros?

A napok hanyad részében lesz voros, narancs illetve barna Juliska korme hosszi tdvon?

Megoldas:

a.)

Jeloljiik az allapotokat szamokkal, mondjuk 1: voros; 2: narancs; 3: barna. Igy az atmenet-
matrix

P —

= O O
N= O oot
O ol

Jeloljiik a Markov lancot X,,-nel. Ha mondjuk majus 1-e a nulladik nap, akkor majus 5-e a
negyedik, vagyis a kérdés P(X,; = 1| Xy = 1) =? Ez a P* métrix (1, 1) eleme: P(X; = 1| X, =
1) = P{. Ezt kiszamolhatjuk mondjuk gy, hogy P* = (P2)*, Ebb6l persze nem kell minden
elemet kiszdmolni - ami nem kell, x-gal jel6l6m:

1 1 5
) 2 12 6 T **
PP=|35 *x x|, P =1|x x* %
0 * = X% %

Ebbol P(X, = 1|Xp = 1) = P} = - ~ 0.048611.

Az ergodtételt fogjuk hasznalni, ehhez sziikség van a Markov lanc stacionarius eloszlasara.
(Mivel a Markov lanc irreducibilis és véges allapotteri, pontosan egy stacionarius eloszlasa
van.) Meg kell oldanunk a (PT — I)m” homogén linedris egyenletrendszert. A szokasos
matrix-jeloléssel
-1 0 3]0
A
6
Ennek egy lehetséges megoldasa pl. 7 = (611 12), egyetlen normalt megoldéasa pedig

= (% % é—g) ~ (0.20690 0.37931 0.41379).
Mivel a Markov lanc irreducibilis és véges allapottert, az ergodtételt az egyes allapotok
indikatoraira alkalmazva azt kapjuk, hogy az ¢ allapotban hosszi tavon az id6 m; hanyadat
tolti. Vagyis Juliska korme az id6 m; = 20.7%-aban voros, m ~ 37.9%-aban naracs és
m3 &~ 41.4%-aban barna.

2.5 (3 pont) Az abran lathato graf egy diszkrét idejd, id6ben homogén Markov lanc pozitiv va-
loszintiségl egylépéses atmeneteit mutatja. Osztalyozzuk az allapotokat aszerint, hogy melyik
melyikkel érintkezik! Minden osztalyrol allapitsuk megy, hogy

zart-e vagy nyilt, 1\ //:2
3

lényeges-e vagy lényegtelen,
visszatérG-e vagy atmeneti, /

4 —=35
mennyi a periédusa. Q



3.1

Megoldas:

osztaly | zartsag | lényegesség | visszatérés periodus
{1} nyilt | lényegtelen | atmeneti | oo, vagy nincs

{2;3} nyilt | lényegtelen | Atmeneti 2

{4;5} zart lényeges | visszatérs | 1, aperiodikus

Erdemes megjegyezni, hogy az {1} egy tisztességes egyelemti osztaly: nmagaval definicio szerint
minden allapot kommunikal, még akkor is, ha pozitiv lépésszamban nem lehet oda 6nmagabol
(sem) visszajutni. Masképp mondva: az i «w j relacié (,i kommunikal j-vel”) egy rendes ek-
vivalencia, és a bel6le adodo osztalyozasnak az allapottér minden elemét le kell fedni. Az mas
kérdés, hogy az {1} osztaly periodusa problémas: az iireshalmaz legnagyobb koézds osztoja, ami
izlés szerint lehet oo, vagy nem definialt.

Generatorfiiggvény-modszer

(5 pont) Moricka addig dobal egy szabélyos dobokockat, amig kétszer egymds utdn ki nem jon
neki a 6-os. Hatarozzuk meg a sziikséges dobasok X szamanak generatorfiiggvényét és varhato
értéket. (Segitség: Nézziink X-re mint véletlen tagszamu Osszegre: legyen N az a véletlen szam,
hogy hanyszor kialt fel Moéricka, hogy ,Na, egy hatos mar megvan!”. Igy az X elsall mint N
darab véletlen szam Osszege: az i-edik felkidltashoz Y; darab dobéas tartozik. Vigyazat: jol
gondolkodjunk el Y; eloszldsan. Figyelmeztetésiil mondom, hogy minden Y; > 2, mert dobni kell
egy 6-ost, aztan még valamit, hogy eldgljon, vége-e a jatéknak.)

1. megoldas, a segitség szerint:

Moricka egy ,kisérlete” alljon azokbdl a dobasokbdl, amig sikeriil neki egy 6-ost dobni, és még
az azt kévetd dobdsbol. Ha ez az utols6 dobas 6-os, akkor vége, ha pedig nem 6-os, akkor jon a
kovetkezo kisérlet. Jeldlje Y; az i-edik kisérlet hosszat. Igy

N
X=Xy,

Y; pedig 1-gyel tobb, mint a hatos megdobasihoz sziikséges dobasok szdma, vagyis Y; = Z;, + 1,
ahol Z; geometriai eloszlasi p = % paraméterrel (hagyomanyos optimista geometriai eloszlas), és
{Z1, Z, ...} fiiggetlenek egymastol és N-tdl is.

A Z;-k generatorfiiggvénye

az Y;-k generatorfiiggvénye ennek z-szerese:

or(2) = 555

Az N maga is geometriai eloszlast p = % paraméterrel, igy generatorfiiggvénye

z
A véletlen tagszamu Osszeg generatorfiiggvénye
6i i
9x(2) = gn(gv(2)) = 6_5 2 T 36-302 — 522

6—5z



3.2

A varhato értéket szamolhatnank ennek derivaldsaval, de azt is tudjuk, hogy

1/1
]EX:ENEY;:—(——i—l) =6-7=42.
D \Pp

2. megoldas, t6k masképp (jobb, altalanosithaté megoldas):

Legyen g az X generatorfiiggvénye, g; pedig a hatralévs dobasok szamanak (X;-nek) a genera-
torfiiggvénye akkor, ha a legutobbi dobas 6-os volt, de az azel6tti nem. Ezek kozdtt keresiink
Osszefiiggéseket a teljes varhato érték tétellel.

g-re felirunk egy teljes varhato érték tételt aszerint, hogy mi az els6 dobas eredménye. Ha 6-ost
dobunk, akkor még X; dobés van hatra, ha pedig méast, akkor kezdddik minden el6lrél:

1 5 /
E(z*) = P(6)E(z"* | 6) + P(méas)E(z* | mas) = EE(zHXl) + BE(ZH_X ),
ahol X’ azonos eloszlast X-szel. Igy
1 5
9(2) = 6291(2) + 639(3)‘ (1)

Ugyanigy felirjuk a teljes virhato érték tételt g;-re is a soron kévetkezs dobas eredménye szerint.
Ha 6-ost dobunk, akkor vége, ha pedig méast, akkor kezd6dik minden eldlrél:

E(z*") = P(6)E(z*" | 6) + P(mas)E(z*" | mis) = éE(zl) + §E(21+X')7

6
vagyis
(:) = g2+ 2=g(2) ©)
2)==z+ —z9(2).
g1 6 6 9
A (2) egyenletet (1)-be visszairva
1 ]1 ) )
9(z) = 6° {62’ + 629(3)} + 629(2),
amit megoldva
1,2 2
9(z) = 1 536Z 5.2 36 33 522

A varhato érték ennek derivalasaval kaphato meg:

722 — 3022
(36 — 30z — 522)2’

g (z) = fgy EX =g'(1) =42.

(2 pont) Az X nemnegativ egész értékii valoszintiségi valtozo generatorfiiggvénye
1 1 3 .
g(z) = 1Tt gzz +¢2°, ahol ¢ € R.

(a) Mennyi c értéke?
(b) Mennyi X varhato értéke?
(c) Mennyi a P(X = 2) val6szintiség?



Megoldas:
(a) Minden generatorfiiggvényre igaz, hogy g(1) = 1, ezért

3 1 1 3
PPt P=-+- 4+ +e=1,

1+ =2
+8 4 4 8

1 1
DN==+=-.
g(1) 17T

amibd6l ¢ = %. Ebbdl
1 1 3 1
g(z) = 1 + 17 + §z2 + gz?’

b) Mint mindig, EX = ¢/(1). Ehhez
g

1
g'(z)zz—l——-Qz—i—— 322,
amibsl 1 3 )
EX=¢d(1)=-4+--24+--3="—=1.375
g =7+3 8 8

(c) Mint mindig, P(X = 2) = £12. Esetiinkben ¢”(0) = 2, amibél

Alternativ megoldas: A generatorfiiggvénybdl kiolvashatdé X eloszlasa: pp = P(X = k)
jeloléssel

— 1 1 3
g(z) = Zpkzk =3t ng + ez,
k=0

amibd6l pg = i, P = i, P2 = 27 p3 = ¢, és a tobbi k-ra p, = 0. Igy persze

(a) dopeope =1 miatt ¢ = 3.
(b) EX =30 kpp=0-1+1-1+2.34+3. 1 =11
(c) ]P)(XZQ):]?Q:%-

—

(2 pont) Az X valosziniiségi valtozo generatorfiiggvénye g(z) = c(z + 22 + 21 + 25 + 28 + 211 +
218 4+ 219,

a.) Mennyi a ¢ konstans értéke?

b.) Mennyi X varhato értéke?

¢.) Mennyi a P(X = 8) valoszintiség?

Megoldas:

a.) g(1) = 1 mindig, vagyis ¢ = %.
b.) EX =g¢'(1) = §(1+ 22 4 42% +52* + 827 + 11210 + 132'2 + 152™) |._,= % = 7.375.
Avagy: a g(z) = > _po, Prz" generatorfiiggvénybdl leolvashaté az X eloszlasa:
k [1[2]4]5][8]|11][13]15
TR SUINE 1

1
‘ 8 8
amibdl szintén k'(')nnyen EX =

HEEIE
1+2+4+5+88+11+13+15 = % = 7.375.

9



3.4

3.5

c.) P(X = 8) = pg a 2% egyiitthatoja a g(z) = >, prz" sorfejtésben, vagyis esetiinkben
P(X =8) = %.
(5 pont) Egy szabalyos dobokockaval addig dobalunk, amig ki nem jon egy hatos. Jelolje X az

addig dobott szamok dsszegét (az utolsonak dobott hatost nem beleértve). Szamoljuk ki
a.) X generatorfiiggvényét,
b.) X véarhato értékét,

c.) X szorasat.

Megoldas:
Jeloljiik N-nel a dobasok szamat, az utols6 6-ost nem beleértve, vagyis X ~ Geom(p = %)
(pesszimista). Igy N generatorfiiggvénye gy(z) = 1_”q2 = = (a szokésos ¢ = 1 — p jelléssel).

A keresett Y egy véletlen tagszamu dsszeg, éppen N taggal: X = Zfil Y;, ahol Y1, Y5, ... fligget-
lenek és azonos eloszlasuak, mégpedig egyenletes eloszlasuak az {1,2,3,4,5} halmazon. (Figye-
lem: az Y;-k tényleg az {1,2,3,4,5} halmazon egyenletesek, és nem az {1,2,3,4,5,6}-on, mert
az Y; eloszlasa egy kockadobas eredményének feltételes eloszlisa azon feltétel mellett, hogy az
eredmény nem 6-0s.)

Ezek szerint az Y;-k generédtorfiiggvénye

s+ 22+ 2420425 1220
5 51—z’

gy (2) =
igy
a.) a véletlen tagszamu Osszeg generatorfiiggvénye gx = g, o gy, vagyis

1 1

9x(2) = gn(gv (2)) = 6— (z+22+ 22 +21+20) 6— 2=

b.) A varhato értéket szamolhatnank a generatorfiiggvény derivalasaval is, de eladéasrol azt is
tudjuk, hogy a véletlen tagszamu oOsszegre EX = ENEY;. Esetiinkben EN = 113 —1 =5,

EY; = H2E4HE5 — 3 vagyis EX =53 = 15.

c.) A szorast megintcsak szamolhatnank a generatorfiiggvény derivaltjaibol, de elGadasrol azt is
tudjuk, hogy D*X = D?N(EY;)? + END?Y;. Esetiinkben EN = 5, EY; = 3, tovdbba az
eloszlastablazat szerint DN = 5 =30 és D?%Y; = % =2 gy D>X =30-3%+5-2 = 280,
DX = /280 ~ 16.73.

(5 pont) Legye N ~ Geom(p) és X1, Xo, -+ ~ Geom(q) teljesen fiiggetlenek. Mi az Sy :=
Zi]\il X; véletlen tagszamu Osszeg eloszlésa?

Megoldas:

10



A 5{9”9,51&0/{539%47@ gu(%): f{;)}

A?— Xp-‘,( 39/)9}449)“{];\-39:/ o ﬂ)((:l) - ﬁ}"

) A-(1-9) %
5 I e t
"'{'5_' I ﬁﬁﬂ@fﬂu‘?rﬂﬂﬁ VPnL/ €
vo
—j"q:’" foa”V:!"LQm
9 k) 9 (g LEEL —
W, A~ [4p) 7 L [1-(1-0)Y-ve

W i A
o (i -(epl 9t A-[1ghgee]?

& mihi| /c;'H%—}L, Aog'.’ {S\/ A 6€0m (,a ?5‘

Nat pursic  Mibrice Namis dobbkocKajon o G-as valsee

——

' S o Wt ket
o, Pisthbin poty 1. Addiy 4o < wt
} 4 [{ -of il Lot eqy Sepre.

oqy Sterre ams L nem jor g
[Q?]@,, [\j/l)pg,,l {’h;fhfj'}?/ LiaIF ol Asdedks £ ‘, 6 ¥
, Moo %MI’S/:W”! logyen X; 97 I ol itrtn .1t
silorha” srakseses Fobysd. Sthme Latstik hay, Mr Loonp)
¢S )(;ﬁ—ﬁeo»/ﬂ -fﬁsgkﬁeﬂd, o5 jo'»[e{L {e‘jé’x ;r(’jﬁq SN‘

3.6 (4 pont)

a.) Legyen X ~ PesszGeom(p). A definici6 alapjan irjuk fel a X generatorfiiggvényét. Ennek
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derivalasaval szamoljuk ki az EX varhato értéket és a VarX szorasnégyzetet!
b.) Legyen Y = 1. Mennyi EY? Mennyi VarY?
c.) Legyen Z = X + 1, igy Z ~ Geom(p). Az osszeg varhato értékére és szorasnégyzetére
vonatkozo tételek segitségével szamoljuk ki az EZ varhato értéket és a VarZ szorasnégyzetet!
Megoldas:

@) k=941 = Plrk)=(tp)p 122

I3 )(gé?ﬂé?'/c”'ﬂfﬁrﬂaa;/(ﬁn?,e
g = fP(X/L -, S f gt f"[ (éﬁ) irtan;
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i -+q/ - o
(s (i]f[m @Lff%) f : *?.-/Jc;/’f“ﬁ)}r“f)'— gfr—f:];

@K”(/f: Eﬁ_qg- 7’2'_ (’L:z_fiv_
/ (4 ffj P
o B st - 74 =
, il 24 L,
Vor - g t0) 45 -]~ ZE 4 - F) ‘7:13‘



b) EXx=-1, EN={, obd Var X=0 ,hdt Prte.

&) @ (LX) EX+EV¢C%~4)+7=—;_7

—

—

Var L =Var| i) =Var xrlVar ]

el
: %/
‘/—-"'"'
L ’
LU"]' Pirsie: ¢ Y= Aol orministi
vil. /dloxitsl —,ﬂh‘%g{/yy}_

.MERT ¥ Iz g
Fab 6 ETLenek

A5, ;ff'] M)IGG/(/)

! " /0 Z: =
M’{ﬂ,). IE‘% }31 lmm/%é / m;n{ 32(—1‘), ﬂ?_ ‘l‘?
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3.7 (4 pont) Legyen X ~ Poi()). A definicié alapjan irjuk fel a X generatorfiiggvényét. Ennek
derivalasaval szamoljuk ki az EX varhato értéket és a VarX szorasnégyzetet!

Megoldas:
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3.8 (4 pont) Legyen X és Y fiiggetlen, nemnegativ egész értéki valoszintségi valtozo. Tudjuk, hogy
X ~ Poi(2) és X +Y ~ Poi(5). Mi Y eloszlasa?

Megoldas:
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Logen 2= X+Y, bs logen X 2 genentortsgVinge
rondre 9, 9, & 9.
Laelsd 'waij., hos
9, 2/- i g (1?
9,0*) e ot 2ol
. g [? fﬁﬁ,f% b pat 2= X o X7 filasgaiter

g%h) ‘ ,1[)(/9(_3}47#4’//’{74
g (#-1)
2 2(2-1)
Epsi | (2)- & : éfz ¥ & 2
. e o

: s Her_
qmi é#?f é@a@— q Fo (3) 4/9’5?/ 9ntr

R =) /m

3.9 (5 pont) Legyenek N ~ Bin (10, %) és X1,Xq,---~ B (%) teljesen fiiggetlenek. Mi az Sy =
N . o .
Y 1 Xk véletlen tagszamu Osszeg eloszlasa?
Megoldas:
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3.10 (7 pont) Van egy hamis 1-petdkosunk, amin a fej valosziniisége p. Van egy hamis 2-petéakosunk,
amin a fej valoszintisége q. Egyszerre dobjuk fel mindkettst, és ezt addig ismételgetjiik, amig a
2-petékoson ki nem jon a fej. Jelolje V' azt, hogy ez alatt hanyszor dobtunk fejet az 1-petakossal.
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a.) Szamoljuk ki V eloszlasat! (Tipp: V = vazl &, ahol N a dobdsok szdma, & pedig a i-edik
alkalommal az 1-petdkoson dobott fejek szima (ami persze 0 vagy 1.)) (Eredmény:

PV = k) = A ,ha k=0
A -ALA =L hak>1

ahol A= L2 és [ = —1—. )

p+q—qp p+q—qp”
b.) Szémoljuk ki V' eloszlasanak ,farkat”, vagyis a P(V > k) valoszintségeket! (Eredmény:

1 ,ha k=0

Mvzmz{u—ma—mkl,Mkzr

)
Megoldas:
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3.11 (4 pont) Ha az X € N valoszintiségi valtozo eloszlasa py := P(X = k), akkor a generatorfiiggvé-
nye g(2) := po + p12 + p22% + p3z® + ..., amibdl régton latszik, hogy z € (0,1)-re g(z) masodik
derivéltja nemnegativ (meg persze az Osszes tobbi derivaltja is, de ez most nem fontos), vagyis
g(z) konvex a [0, 1] intervallumon. Milyen legyen X eloszlasa ahhoz, hogy g(z) a [0, 1] intervallu-
mon ne csak konvex, hanem szigorian konvex legyen? (Vagy forditva: hogyan fordulhat az eld,
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hogy ¢(z) konvex, de nem szigorian konvex?)
Megoldas:

312)= .+ P2+ p 2 pgiﬂﬁ B

3’(4 - p, +1p143p, 2y by o

9 2)- o 432pma +Hh3p 0

Mivel P25, Py-— =0, 224t 2>0 oselds g"“/%} ek
09y oot nalla, b Pops=p = =0,
Vagsis  p, os ) kivkelbisl mude. Py -mbk nulldnl
kall [on) f?rzjti 6"’/;;_,}: L

r
'% £ 3¢k PursIe ﬂﬂn#sqn o kkor m,//aﬁJ /’Iq
X cslk C vy A loheh vagais Beenodll elosbs

[ —
K 0V dery ﬁ/z) Sigorvan kowec [g4)-0n,  hacsal
nom XrBlp) Volombe, p€[01]1e,

m,&'fy ¢sethe, 20/cre ﬁ(z,) inodrX vagy kowstans.

4. Diszkrét ideji sorbanallasi modellek

4.1 (5 pont) AW,y = (W,+S,—T,41)+ varakozasi id6 evolacios modell mintéjara adjuk meg a D,
késleltetés evolucios egyenletét ugyanabban a FIFO modellben! (Vagyis ahol az egyes igények
érkezése kozott 11,15, T3, ... id6k telnek el, az egyes igények kiszolgalasa egyesével, érkezési
sorrendben torténik, a kiszolgalasi id6k Sy, S, Ss, .. ..)
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Megoldas:
Tf‘rt“(JE[L; L‘-’-“jt\ H//»w £ (U// 1 S,ﬂ“‘/i.“ )f
A kedeltetes ), = W, +S,, 1oy

— b 4 1 !.f e

4.2 (5 pont) Egy konyvels az asztalan 1évs szamlakupacbol minden délel6tt feldolgoz valahany
szamlat, éspedig az n-edik nap délelsttjén V,, darabot (de legfeljebb annyit, amennyi van). Az
iktatobol minden délutan 4j szamlak érkeznek a kupacra: az n-edik nap délutanjan Y, darab.

Jelolje X, a szamlakupac méretét az n-edik napon délben.

Irjuk fel X, evolicios egyenletét az X, .1 = (X, — Viiu1)+ + Yao1 egyenlet mintajaral
(Figyelem! Emlékezziink, hogy X, a szamlakupac mérete volt az n-edik napon éjfélkor.)
Megoldas:
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4.3 (9 pont) Pistike minden délel6tt tonkretesz egy jatékautot a kisautos dobozaboél (méar amikor van
benne), amit az apukaja azonnal kidob. Az anyukija minden délutan érmedobéssal dont arrol,
hogy elmenjen-e a jatékboltba, ha pedig elmegy, akkor megint csak érmedobéssal dont arrol,
hogy 1 vagy 2 jatékautot vegyen Pistikének, amit még aznap este betesz a kisautés dobozba.
(Vagyis minden délutédn I val.séggel 1, § val.séggel 2 jatékauto érkezik.)

Az éjszakik mekkora hanyadaban iires a doboz hossza tavon?

a.)
b.) Hosszu tavon az éjszakik mekkora hanyadaban van a dobozban 2-nél tébb autd?
c.) Atlagosan hany éjszakat tolt egy kisautoé a dobozban hosszi tavon?

d.)

Tegnap este az anyuka betett egy vagy két autot az dres dobozba. Véarhatéan (vagyis:

varhato értékben) hany nap milva lesz a doboz wjra tires?

Megoldas:
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4.4 (7 pont) Jancsika minden délel6tt p valoszintiséggel autosat jatszik, mar ha éppen van kisautoja.

Ilyenkor tonkretesz két jatékautot a kisautos dobozabdl (illetve, ha csak egy van, akkor azt az
egyet), amit az apukija azonnal kidob. Az anyukaja minden délutan vesz egy 1j kisautot, amit
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még aznap este betesz a kisautés dobozba.

a.) Az éjszakik mekkora hanyadaban iires a doboz hosszt tavon?
b.) Hosszu tavon az éjszakik mekkora hanyadaban van a dobozban 2-nél tébb autd?

c.) Atlagosan hany éjszakét tolt egy kisauté a dobozban hosszi tavon?

Megoldas:
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4.5 (6 pont) Egy oktatonak az az elve, hogy minden érkezs emailre leghamarabb mésnap valaszol,
aznap érkezett levélre soha. AZ altala tartott kurzus 10 hallgatdjanak mindegyike minden nap,
az el6zmeényektdl fiiggetleniil, = 3 Valoszintiséggel kiild egy emailt az oktatonak. (Egy nap egynél
tobb emailt senki sem kiild.) Az oktat6 minden nap pontosan egy hallgatoi levélre véalaszol
(mar ha van a postaladajaban olyan, ami nem aznapi). Atlagosan hany éjszakat tolt az oktato
postaladajaban egy hallgatoi levél hossza tavon?

Megoldas:
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4.6 (6 pont) Moricka vizsgat feliigyel, és kozben segit a hallgatoknak. A 10 hallgato kozott jar
korbe-korbe, minden hallgatonal pontosan 1 percet tolt, és ezalatt megvalaszol pontosan 1 kér-
dést, amit a hallgato feltesz (mar ha a hallgat()nak van kérdése). Minden hallgatonak minden
percben, az elozmenyektol fiiggetleniil, = 55 Vvaloszintiséggel jut eszébe egy kérdés (a maradék 19
valoszintiséggel egy se). Atlagosan hany perc miilva kap vélaszt Pistike a kérdéseire hosszu tav0n7
(Az pontossdg/eqyszeriség kedvéért fel kell tenniink, hogy Pistike minden eszébe jutd kérdéshez
az 1dot Moricka eldzd latogatdsdtol szamitja, igy minden kérdés ,kiszolgdldsi ideje” percben mérve
10-nek tébbszirise.)

Megoldas:
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4.7 (6 pont) Robert kozrendérnek 10 parancsnoka van, sorrendben 1., 2., ..., 10. szamud parancs-

nok. Minden parancsnok, minden percben, az el6zményektdl fliggetleniil 2% valoszintiséggel ad
Robertnek parancsot (mindenki csak 1-et). O azonban minden percben csak 1 parancsot tud
végrehajtani. Ha tobb végre nem hajtott parancs is van nala, akkor azt hajtja végre, amelyik
a legmagasabb rangt (vagyis legkisebb sorszami) parancsnoktol jott, a tobbit halogatja. (Az
id6t egész percekben mérjiik. Tegyiik fel, hogy egy parancsot leghamarabb az érkezését kovets
percben lehet végrehajtani.)

a.) Hosszt tavon atlagosan hany végre nem hajtott parancs van Robert zsebében az 5. szamu
parancsnokatol?

b.) Hosszu tavon atlagosan hany perc utan hajtja végre Robert a 5. szamu parancsnoktol érkezett
parancsokat?

Megoldas:

33



Pt;berfnelc 1 H"’/O pt?mm’snaﬁ mhﬂ’@qib ‘TI Lclmanﬂﬂf B[f’)
dlostlhsh vélellon s¥bhm. ig bogt Kll! (07 elbsmproitd] Pirg -
Yet onil, abol p= ,3_10 :

A o H"" '/0 Pﬂfﬂﬂ(S#‘Pé !ngény,?;‘ ’-:Pq/qn(m,' s 7/0 kﬁ/éfn
Sorbap Mok Réset 2spblban, amitet 3 0y

- |
[’aﬁw"w‘f‘}'b\‘”;j 5”“?@6@'/70, 590t S’f?f'{@q'/ ki
Mnbet a2 =5 345 prfor{ﬁ;sJ Sor éro/iéd,
(ahd 7 ar id? _),

/ 0% 0n  2nnek Sorhessts )(;)n
SHocionarive 2eosd e NX:{
) A eg‘;ffﬁlﬂyr.; baszea Fistamelf keolot ternt

S - S # 24

: > Gip)lrp)
WL N -2
L EL b L
el Al 4se.

AV eigetlitl mictf U 94anemmyf o5t hosspl Aavon a

‘f?'lL{ﬂjﬁf Sorhoq?‘
6) A eﬁ"f’.f";’?‘/uf busia Lisiimdi Képled sternt 4t -

lages 1/dra kotasi id0

— A < 'f
ey - 3

S e s T

— £V ( g 16 —

—"



4.8 (7 pont) Egy diszkrét ideji kiszolgalo rendszerbe minden idGegységben az elzményektdl fiig-
getleniil p valészintiséggel érkezik egy igény, a maradék 1 — p val.séggel egy sem. A kiszolgalas
érkezési sorrendben torténik, a kiszolgalasi id6 mindig pontosan 2.

a.) Irjuk fel a varakozasi idé evoliciés egyenletét!
b.) Irjuk fel a varakozasi id6 atmenetmatrixat!

c.) Milyen p értékekre lesz a rendszer stabil?

Megoldas:
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4.9 (7 pont) Egy diszkrét ideji kiszolgalé rendszerbe pontosan minden mésodik idGegységben érke-
zik egy igény. Minden idSegységben, az elézményektdl fiiggetleniil, p valoszintiséggel szolgalunk

ki egy igényt (ha van), a maradék 1 — p val.séggel nem.

a.) Irjuk fel a varakozési idé evoliciés egyenletét!
b.) Irjuk fel a varakozasi id6 a&tmenetmatrix4t!

c.) Milyen p értékekre lesz a rendszer stabil?

Megoldas:

37



lo?ffh W x n- ?5”( }91!’”1 Vq(qép-}qg }C/PJ?
gﬂé Wm»f :(M 1 S’\ nis )+ i (?Lh?

. S,"" é?orh(’f))-' q(ﬂanyozﬁkfc, 9 J'@Jf;ml l,gf,te/@é{gmé
Ol i, by, mesiact 45 mic
nines plbfte misl

* T.27 az Yody idé a1 dllst bikesdotd)

TH,m i

Vﬂjo;;'f %1,_}‘—(%1 S,"’ZL’
5) S e EPOM/p)ﬁ S"?/f a—=sorheg =) 5'— =1

& Barakens jols 4/} wpeshe, Joglelono 1-yel
(’J‘OL—LMA@?[.

: O Da jSZ‘Z
Pt =P ill=) g ae s o ive)

U._lr,f = ],_,{/(I.SJ-%O

PEs= b=l h
va:‘o € it “F’f“’ /?éa‘é h\ L&\f 0 Vog., L&:/X; f‘leéd

L\UJ@” kif?!»na/om
Poo /P —'0} F/g 7’ ) (S, 7<O)
IS o PPy 0

38



-\

Pro =Py, -0 [W=1)- Pltrr 52) J=0)~F Sy1<0):
ﬂ’/?)/ /P/§ 1) wa

g"}@ii "/"F/Clh a /}’];31}7[/;')’

P= (Pt P& pd po — |

—~—
”~

a3 Y, :
[ bt {0425 q
GJ) A reafse Stah] & [ES < ET & &> 47 =

[/a“.g%l.

4.10 (5 pont) Egy diszkrét idejd kiszolgaloé rendszerbe pontosan minden mésodik idGegységben érke-
zik egy igény. Minden idSegységben, az elézményektdl fiiggetleniil, p valoszintiséggel szolgalunk
ki egy igényt (ha van), a maradék 1 — p val.séggel nem. Nézziik a sor hosszat csak minden
masodik idépillanatban, vagyis legyen X,, a sor hossza 2n id§ elteltével. Irjuk fel az X,, Markov

lanc evolicios egyenletét és Atmenetmatrixat!

Megoldas:
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4.11 (7 pont) Egy diszkrét ideji kiszolgalo rendszerbe minden idGegységben az elzményektdl fiig-
getleniil p valészintiséggel érkezik egy igény, a maradék 1 — p val.séggel egy sem. A kiszolgalasi
id6 mindig pontosan 2. Nézziik a sor hosszat csak minden masodik idépillanatban, vagyis le-
gven X,, a sor hossza 2n idG elteltével. Irjuk fel az X, Markov lanc evolicios egyenletét és
atmenetméatrixat! Kiizben gondoljuk 4t, hogy X,, tényleg Markov-e.

Megoldas:
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4.12 (7 pont) Jancsi bacsi és Juliska néni egyiitt ¢l és kozos hiitét hasznal. Juliska néni nyugdijas.
Minden délel6tt, az el6zményektdl fiiggetleniil, p valészintiséggel {6z egy tejfolos ragulevest, és

ehhez elhasznal a hiit6bsl 1 pohar tejfolt — feltéve persze, hogy van a hiitében tejfél, mert ha
nincs, akkor mést f6z.

Jancsi bacsi minden délutan, az el6zményektdl fliggetleniil, ¢ valoszintiséggel hoz egy pohar tejfolt
a boltbdl, és beteszi a hiitébe. Tegyiik fel, hogy p > ¢ (kiilonben a tejfolok elszaporodnak).

a.) Legyen X, a tejfolok szama a hiitében az n-edik nap végén. Rajzoljuk fel az X,, Markov lanc
graf-reprezentaciojat és szamoljuk ki a stacionérius eloszlast!

b.) Legyen most X}, a tejfolok szama a hitoben a k-adik tejfol érkezése utan! Mi az X, Markov
lanc stacionarius eloszlasa? (Tipp: erre volt eldaddson egy tétel.)

c.) Tegyiik fel, hogy Juliska néni a tejfoloket érkezési sorrendben hasznalja el. Legyen Dy a
k-adik tejfol altal a hittében toltott éjszakak szama. Mi a D, Markov lanc stacionarius
eloszlasa? (Tipp: erre is volt eldaddson egy tétel.)

Megoldas:

45



Wliska nbnidk hiddje eq, distt idejr  kjsiolghlasi
Sor ahel 91 ededs o5 < kistoloplhs is bindris

)(nf’I: (/‘K\—Vﬂ-fﬂ )+ f'%wz ) qhef

[4 A./B/ at N-edh 19pe A orverht 129ulevesel. Siym
(C?M aklor valysal 2.4y, 114 Vor 'fpjﬁéﬂ

Krv 8/‘?) W ot rapo. aked teildsl splm,
’s miof £ gelle av il
W bbmpsd q 11 doohs jegant kit 4 elde;

Q-) " ‘jfé‘g“ffﬁf@eh'fqto\)q
Q/L”,é} SR

"
. s

Q’“ VRN b= lrpy, duy
XT ﬁw/ﬁ#ﬁ; L)‘» f/OfaS‘, jﬂ/ffqmqf/ bbbl 4 T}%ﬂé f/‘?ﬂ}&
_”:f‘f [ ?/ /74 k"‘O’

m .
- ,he Lz~

ahel a nocmilish p/;:/fg bed 1 diol o .

[asebl

46



{ ol " 4 / f . " ; '
Ff [I"m’)'/;;';zvl {? /f A fil.’ ,] { 7 o |/ 1 Ad oy | Er { /lfa-;r. ';‘ -:'}/,"‘_/r_r / X(f’ ‘I! J’?.'/ o :
| 97 { t
| |
b e , .- - { |
| )] .y 1 7 (/fo‘fr?r;‘ J—) 1 //9 J.)_r( J.

. A > (e 3 S Sy - .
& ) A '{{ (J.' f’“..-’/”',. B) J r?:.‘;r Je )! j OI/'K' / ‘/rLl—f)f*? ;r; ))/ h ;_

- A

/3( ) > In'/; ,_7 ‘D,”}‘-’ /u/ ] /-:\'/,»« I,": ':/, = // 2 )

) __J(’?j_

O o~
[ -~
A e

K-) ,At //I r)’='7 /'I'('-/.!f.'-'_f-. ,)i f:):;i ; 21 /;’14 rj-'(r"y, G f /{) re f 3

Vil

2 fl'-[’j"" 7 it f G
e (pt): G oomf f{_ 1)
— 4 |

4.13 (10 pont) Jancsi bacsi és Juliska néni egyiitt ¢l és kozos hiitét hasznal. Juliska néni nyugdijas.
Minden délel6tt, az el6zményektdl fiiggetleniil, p valészintiséggel {6z egy tejfolos ragulevest, és
ehhez elhasznal a hiit6bsl 1 pohar tejfolt — feltéve persze, hogy van a hiit6ben tejfél, mert ha

nincs, akkor mést f6z.

Jancsi bacsi minden délutan, az el6zményektdl fliggetleniil, ¢ valoszintiséggel hoz egy pohar tejfolt
a boltbdl, és beteszi a hiitébe. Tegyiik fel, hogy p > ¢ (kiilonben a tejfolok elszaporodnak).
Legyen X, a tejfolok szama a hiit6ben az n-edik nap végén. Ennek idéfejlédése kénnyt, és most
nem ezzel foglalkozunk.

Hanem: legyen most X, a tejfolok szama a hitében a k-adik tejfol érkezése utan! (Ez persze
legalabb 1.)

a.) Irjuk fel az X;, Markov lanc atmenetmatrixat! (Nyugodtan feltehetjiik, hogy mar az altalunk
wels6™-nek szamozott tejfol érkezése el6tt is voltak tejfolok a hiitében.)
(Tipp: X, = (X’O — V)i +1, ahol V az elsd tejfol érkezéséig tervbe vetl ragulevesek szima,
ami persze pont az elhaszndlt tejfélok szama, ha van ennyi tejfél. Pont ennek a V-nek az
eloszldsat szamoltuk ki eqy mdsik feladatban.)
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(Megolddas:

0 shaj>i+1
5 T A ,haj=1i+1
“AVLA - L)Y ha2<j<i
—AQ-L)"' [ haj=1
ahol A= L2 és [ = —1—. )

p+q—qp pt+q—qp”

_g(-p)
p(1—q)

b.) Ellendrizziik le kézzel, hogy X, stacionarius eloszlasa az a = 1 paraméteri geometriai

eloszlas! Vagyis azt kell ellenérizni, hogy

o0
Ty = E ;i Py,
i=1

ahol m; = a(1 — )™t i=1,2,....
(Tipp: esoddk csoddja, (1 —a)(1—L)=A.)

Megoldas:
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4.14 (5 pont) Egy zajos csatornan masodpercenként 10® bitet tudunk atkiildeni. Minden atkiildott
bit a tobbitél fiiggetleniil 107° valosziniiséggel sériil. A csatornan csomagokat kiildiink at, amik
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N adatbitbdl és 64 kisér6 bitbdl allnak. A vevd az esetleges hibakat teljes biztonsaggal észleli
és ,negativ nyugtat” kiild roluk, ami teljes biztonsdggal megérkezik a kiild6hoz. Ilyenkor a teljes
csomagot tjra kell kiildeni. Méasodpercenként legfeljebb hany bitnyi adatot lehet a csatornan
atvinni hossza tavon, ha N-et jol valasztjuk meg, és

a.) a csomag elkiildése utan a nyugta azonnal megérkezik?

b.) a nyugta a csomag elkiildése utan pontosan 1 masodperccel érkezik meg, és meg kell varni,
mielGtt a kdvetkez6 csomagot kiildeni kezdjiik?

c.) anyugta a csomag elkiildése utan pontosan 1 méasodperccel érkezik meg. Mi addig is kiildjiik
a kovetkez6 csomagokat, de ha negativ nyugta jon, akkor visszaugrunk a hibas csomagra és
onnan folytatjuk, a csomagok sorrendjét tovabbra is megtartva? (Tipp: ebben az esetben az
optimalizdldas csak numerikusan megy. Nem kell tilzdsba vinni: dbrdazoljuk a kapacitdst N
figgvényében, és olvassuk le a mazimumot.)
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1. dbra. Kapacitas az adacsomag méretének fliggvényében, Stop-and-wait eset
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