Nyelvek és automatak 2021

11. Veremfordito, fliggvényt szamol6 Turing-gép. 1d§ és tar

1. Legyen G a kovetkezs nyelvtan: S — aSbS | ab. Ha egy w € L(G) sz6 bal-levezetésében alkalmazott
szabélyok sorszamait sorban felirjuk, akkor egy {1,2}*-beli sz6t kapunk. A forditas &alljon ezekbdl a szo-
sorszamsorozat parokbol.

(a) Adjon meg ehhez egy veremforditot!

(b) Adjon meg hozzéa egy szintakszisvezérelt forditasi sémat!

Megoldds: Kezdjiik a (b)-vel, abbdl a tanult eljarassal egyszerd veremforditot késziteni!

(b) A 2. nyelvtanban a sorszamot a valtozok elé kell irni, hogy helyes sorrendben kapjuk meg majd
ezeket: S — aSbS; 1S5S | ab; 2

(a) A verem aljat jelols karakter legyen S. A veremautomatanak egyetlen, g llapota lesz. Az atmenetek:

(q,e,5) — {(q,215bS.¢), (q,ab2,e)}
(¢,2,2) = {(g.€,6)}
(¢,0.0) = {(g.€,6)}
(¢,6,1) = {(g.e:1)}
(¢,€,2) = {(q.5,2)}

Ez a tanultak szerint jo.

2. Az alabbi forditéasi sémabol készitsen veremforditot:
S — aAbS;10AS1|b; 1 A — bad; A11|p;1

Mi az (ab)3b(ab)?bb sz6 forditasa?

Megoldds: A verem aljat jelols karakter legyen S. A veremautomatanak egyetlen, ¢ allapota lesz. Az

adtmenetek:
(q,e,5) — {(q,210AbS1e), (¢,ble)}
(q,e,A) = {(q,baAlle), (¢,ble)}
(¢;2,2) = {(q.e.6)}
(¢;0,0) = {(q.e,¢)}
(¢:€,0) = {(g.£,0)}
(¢:6,1) = {(g:e,1)}

Csak egy nem elakadd szamitasi ut van:

(¢, (ab)b(ab)?*bb, S) — (g, (ab)>b(ab)?*bb, a10AbS1) — (¢, b(ab)?*b(ab)?bb, 10AbS1)

2 kiir6 lépés eredménye 10, utana megmarad: (g, b(ab)?b(ab)?bb, AbS1)
(¢,b(ab)?*b(ab)’bb,baA11bS1) — 2 olvasé lépés utan: (g, babb(ab)?bb, A11bS1)

(¢, babb(ab)?bb,baA1111bS1) — 2 olvaso lépés utan: (g, bb(ab)?bb, A1111bS1)
(¢,bb(ab)?bb,b11111bS1) (¢, b(ab)?bb, 11111bS1) ~+ 5 kiir6 lépés eredménye 11111, utdna megmarad:
(¢,b(ab)?*bb,bS1) — (g, (ab)?bb, S1) — (g, (ab)’bb,a104bS11) — (g, babbb, 104bS11) —

2 kiir6 lépés eredménye 10, utana megmarad: (g, babbb, AbS11) — (g, babbb,baA11bS11) —

2 olvaso lépés utan: (g, bbb, A11bS11) — (¢, bbb, b111bS11) — (g,bb,111bS11) —

3 kiir6 1épés eredménye 111, utana megmarad: (¢, bb,bS11) — (gq,b,S11) — (g,b,b111) — (q,&,111) —
és itt még kiir111
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Vagy: a nem elakad6 szamitasi ttnak, az 1. nyelvtanbeli levezetésnek felel meg.

S = aAbS;10AS51 = a baA bS;10 A11 S1 = (aba ba)A bS;10411 1251 = (ab)®bS;101°S1 =
(ab)®badbS;101° 10AS1 1 = (ab)’ba bad bS;101°0 A11511 = (ab)’bababbs; 1010111511 =
(ab)®b(ab)?bb; 101501°

Tehat a kimenet az 1016016.

3. Legyen
S — a0A|a0|boB |b0 a/bjo1
A — a0A|a0|DbiB|bl hila|b|e|e
B — alA|al|b0B |b0 holelelolt

(a) Mi a fordités, aminek ez egy jellemz6 nyelvtana a hy, ho leképezésekkel?
(b) Megvalosithato-e véges forditoval?

(c¢) Adjon meg hozza egy fordité automatat!

Megoldds:

(a) Ertelmezési tartomany = hy(L). Ezt gy kapjuk, hogy a nyelvtanra alkalmazzuk a leképezést, azaz
kimarad a 0 és az 1. Léatszik, hogy minden nem iires {a, b} feletti sz6 ebbdl megkaphato, az értelmezési
tartomany az (a+ b)*

A forditaskor az a és b karakterek lecserélédnek O-ra és 1-re. Az S szabdlyai szerint az elsG karakter helyett
biztos 0 lesz. A tovabbiakhoz azt kell észre venni, hogy attol fliggéen szerepel az A vagy B valtozd a
sorozatban, hogy az utolsé generalt karakter a, vagy b volt. 1 pedig akkor keletkezik, ha valtozik a karakter
(amikor A utan B-re vagy vissza valtunk). Tehét a forditasban ott lesz 1, ahol a karakter kiilonbozik az
el6z6 karaktertdl.

(b) Igen. Egyrészt egyszert atalakitani a nyelvtant regularissa, és akkor tétel szerint van hozza véges
fordito.

S — aX |vY
A = aX|bvZ
B — al|bYy
X — O0A|oO
Y — 0B]|O
Z — 1B|1
T — 1A|1

Kozvetleniil megadni egy véges forditot se nehéz (korabbi feladatsorban lattunk erre Mealy-automatat is).

4. Adjon meg egy jellemz8 nyelvtant (a sziikséges leképezésekkel egyiitt) az 9/13 feladatbeli forditashoz!

Megoldds: Az el6z6 feladatbeli nyelvtant modositsuk tgy, hogy a b-rél a-ra valtaskor O szerepeljem és ne 1,

a két fiiggvény maradhat ugyanaz:

S — a0A|a0|b0B | b0
A — a0A|a0|biB|bi
B — a0A|a0|b0B | b0
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5. Legyen ¥ = {a,b} és az f : ¥* — ¥* fliggvény a kévetkezs:

T ha az x sz6 ab-vel kezdddik
flx) = ar ha az x sz6 b-vel kezdsdik

nincs definidlva egyébként
Adjon meg egy Turing-gépet, ami az f fliggvényt szadmolja kil

Megoldas: 2 szalagos gépet adunk, ahol az 1. szalag nem irhaté, a 2. nem olvashato, ezért a mozgasi irAnyok
mellett elég az 1. szalag esetében csak az olvasott, a 2. szalagnal csak az frott karaktert feltiintetni.

A TG elég magatol értet6ds, arra kell vigyazni, hogy ahol a fliggvény nincs definialva, ott a TG ne alljon
meg. b-vel kezd6ds szavaknal elébb kiir egy a-t, utana lemasolja a szot (M allapot). Ha a az els6 karakter,
kiir egy a betiit, ami a helyes els6 karakter, ha egy b-vel tovabb tud lépni az M allapotba, ahol mér csak
a maradékot méasolja. Ha nem b-vel folytatodik a szd, akkor a végtelen ciklus miatt ez a mar kiirt karakter
nem szamit kimenetnek.

a,* H.H
S HH

b,b,J,]

a,a,J,J
b,b,J,J

6. Legyen ¥ = {0,1} és az f : ¥* — ¥* fiiggvény a kovetkezs:

1 ha az x sz06 els6 és utols6 karaktere is 1
flx) = T ha az x sz6 0-val kezdsdik

nincs definiadlva egyébként
Adjon meg egy Turing-gépet, ami az f fliggvényt szdmolja kil

Megoldds: A gondolat: 0-val 0-t kiirva atlépilink a tovabbi karakterek masolasit végzé M allapotba.

A kezdd 1 karakterkor kiirjuk az 1-t innen mar csak arra kell vigyazni, hogy ha az utolsé6 nem 1, akkor a
szamitas ne alljon le (és ezen az dgon maskor ne irjunk ki semmit).
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1,*JJH

0,*.J.H
07*7J7H
**HH

1,1,7,J T
17 1Y
*7*7H7H
0,0,J,J 0.0.7.]
1,1,1,J

7. Igazolja, hogy az EXPTIME és a PSPACE nyelvosztaly is zart az
(a) uniora
(b) metszetre
(c) konkatenalasra
(

d) tranzitiv lezartral

Megoldds: Nézziikk az EXPTIME esetét! Legyen L1, Lo € EXPTIME. Ekkor L, € TIME(2”k) és Ly €
TIME(2"Z) valamilyen k,¢ > 1 pozitiv egészekre. Azaz van hozzajuk My, illetve My DTG és c1,c0 > 0
konstans, amikre teljesiil, hogy Ty, (n) < ¢; - 2" ¢ Tr,(n) < cg- 27" ha n elég nagy.

(a) Az M gépnek legyen 3 szalagja. Elgszor M atmésolja a bemenetet a 2. és a 3. szalagra (egy-egy,
a szalag elejét jelz§ karakter felirdsa utan), majd visszamegy ennek a két szalagnak az elejére. Ez utan
M;i-et futtatja a 2. szalagon. Ha ez elfogad, akkor M &lljon meg elfogadé allapotban. Kiilonben atlép My
kezdgallapotaba, és ezt a gépet futtatja a 3. szalagon. Ha M, elfogad, akkor M is fogadjon el, ha M,
elutasitva all meg, akkor tegyen M is igy.

Ez az M azokat a szavakat fogja elfogadni, amelyeket legalabb az egyik gép elfogadott, azaz L(M) = L(M;)U
L(MQ) =11 U Ls.

Az M lépésszama Tps(n) < (n+ 1)+ (n+ 1) + T, (n) + Thr,(n) < 2n+2+¢; - 2" 4 ¢y - 27 ahol az elss
két tag a masolés és a szalagok elejére visszamenés ideje. Legyen ¢ = max{ci,co} és m = max{k, ¢} . Ekkor
Tar(n) < 2n 42+ 2¢-2"" < 3c-2"", tehat Ly U Ly € TIME(2"") ¢ EXPTIME.

(b) Az el6z6 konstrukcion annyit kell csak véltoztatni, hogy ha M elutasit, akkor M is tegyen igy,
kiilénben futtassa Ms-t és ez esetben akkor fogadjon el, ha M, is elfogad.

Az idGigényre alkalmazhatjuk ugyanazt a becslést, mint elébb, Ly N Ly € TIME(2"") ¢ EXPTIME.

(c) A 2. és 3. szalagot most is az M és My szalagjaként hasznaljuk. Ezekre M atmaéasolja az aktualis
kezdészeletet, illetve a végét a szonak. Most is egymés utén futtatja a két gépet a megfelels szalagokon.
Ha mindketts elfogadd allapotban all meg, akkor M alljon meg elfogadéban, kiilonben az eggyel hosszabb
kezdGszeletet masolja a 2. szalagra, a maradékot a 3-ra, stb.

Ehhez persze az is kell, hogy valahogy M tudja, melyik szétvagas kiprobalasanal tart. A legegyszeriibb talan,
ha van még 2 szalagja: kezdetben a 4. szalagra egy, az elejét jelzG karakter utan atmasolja a teljes bemenetet
(hogy nyugodtan lehessen rajta visszafelé is menni). Az 5. szalagon mindig annyi 1 lesz, amilyen hosszu
kezd&szeletnél tartunk. Azaz kezdetben az 5. szalag tires, és ezért a 2. szalagra 0 hosszu kezddészeletet masol,
a 3-ra meg az egész szOt és visszamegy a 2-5. szalagok elejére. Amikor egy felosztas tesztelése elfogadas
nélkiil véget ért, akkor a 2. szalagra az 5. els§ tires mez§jének eléréséig masolja a karaktereket a 4. szalagrol,
az 5-re kiir még egy 1-et, és a 3-ra folytatja a masolast, végiil visszadll a 2-5. szalagok elejére.

Ennek az M gépnek az idigénye a korabbiakhoz képest tigy valtozik, hogy lényegében (n + 1)-szer futtatjuk
az M; gépeket. A mésolasok, elére-hatra mozgasok nem befolyéasoljak a lépésszam nagysagrendjét: Thr(n) <
(n+1)-3c-2"" és ezért LiLy € EXPTIME.

(d) Most méar csak vazlatosan: az M gépnek a bemenet Gsszes lehetséges felosztasat ki kell probéalni,
hogy valamelyikre teljesiil-e, hogy a sz6 mindegyik darabja Li-ben van. Ezt az el§z6hoz hasonléan meg
lehet tenni. Mivel barmely két karakter kozott lehet a felosztasnak egy vagasa, ezért 27! lehetSség van-

2021. december 7. 4 FK



Ha ezeket mind egymas utan kiprobéljuk, akkor az M; gépet kevesebb, mint 27! . n részszon futtatjuk.
Az adminisztracio koltsége (éppen hol tartunk, a megfelel§ részszavak masolasa) minden részszonal linearis,
ezért Tyy(n) < n-2"- ¢ - 27" azaz L} € EXPTIME.

A PSPACE esete: Ehhez elég azt észrevenni, hogy az el6z6 modszereink tarigénye Sps(n) < Sy, (n) +
Sw,(n) + dn. Ha My és My is polinom tarkorlatos, akkor ezért Sy(n) is az lesz.

8. Legyen L = {zzz : x € ¥*}. Igazolja, hogy L € SPACE(logn) !

Megoldds: A logaritmikus tar nem teszi lehet6vé azt az egyszerd megoldast, amikor lemasoljuk vagy felilirjuk
a bemenetet. Mivel a tar kevesebb, mint n, ezért biztos kell a bemenetin kiviil még szalag, és ennek a haszna-
latat korlatozzuk. Legyen mondjuk 2 tovabbi szalag. A 2-on a bemenetet olvasva szamlaljuk a karaktereket,
azaz, amikor a bemenet végére ériink, akkor a 2. szalagon a bemenet hossza (n ) alljon binaris alakban. S6t
még egyszertibb ha ennek harmadat irjuk fel (minden 3. 1épésnél adunk hozzéa egyet). Ha a bemenet hossza
nem oszthaté 3-mal, akkor el kell utasitani. Utana a 3. szalagra egymas utan az i = 1,2,...,n/3 szamokat
irjuk (binaris alakban!), és mindegyiknél ellendrizziik, hogy a bemenet i-edik, (i+n/3)-adik és (i+2n/3)-adik
karaktere megegyezik-e. Ha valamelyik hdrmas nem azonos, akkor a TG alljon meg elutasitva, kiilonben, ha
a végére ért, akkor fogadjon el.

9. Bizonyitsa be, hogy az L = {(G,k) : a G grafban nincs k fiiggetlen pont } nyelvre L € PSPACE és
L € EXPTIME is teljesiil!

Megoldds: Gondolkozzunk algoritmusban. Az kell, hogy ez polinomialis méreti téarat, illetve exponencialis
id6t hasznéljon. Vegyiik észre, hogy a trivialis algoritmus jo: felsoroljuk a részhalmazokat, és mindegyikre
ellendrizziik, hogy fliggetlen-e. Egy m csiicst graf esetén, ha ez pl. a szomszédossagi matrixaval adott, akkor
a bemenet hossza n = m?. A lehetséges részhalmazok szama < 2 és minden részhalmaz ellenérzése < m?
lépés. Egy részhalmaz elgallitasa az el6z6bsl megy a pontszamban lineéaris, O(m) id6ben, ezért az eljaras
O(m? - 2™) idékorlatos, ami miatt L € TIME(m? - 2™) C TIME(2") ¢ EXPTIME.

A tarigénynél csak arra kell figyelni, hogy ne akarjuk a lehetséges részhalmazok mindegyikét egyszerre elta-
rolni, hanem amikor elGallitunk egyet, akkor torténjen meg ennek ellenérzése, és azutan a részhalmazt irjuk
feliil a kovetkezével. Igy akkor csak az aktualis részhalmazt és azt kell tarolni, éppen melyik pontpéarjanal
tartunk az ellenGrzésében, ami csak linearis tarat igényel, ezért L € PSPACE is teljesiil.

10. Igazolja, hogy az L € SPACE(21211logn) feltevésbdl L € P is kovetkezik!

Megoldds: Hasznaljuk a tar-id6 tételt: ez alapjan L € TIME(c*2121108n) teljesiil valamilyen, az L-t6] fiiggs
c konstanssal. Mivel ¢#212H10gn — pa-2121l0g¢ ozart van olyan k konstans, hogy L € TIME(n¥) C P.

11. Rekurziv-e az L1 N Lo nyelv, ha L; € TIME(n) és Ly € SPACE(2")?

Megoldds: Mivel Li-hez a feltétel szerint van idSkorlatos Turing-gép, ezért L1 € R. A tar-id6 tétel miatt
Lo-hoz is van id6korlatos Turing-gép, ezért Lo € R. Tudjuk, hogy R zart a metszetre, ezért Ly N Ly € R.

(Még rovidebben: volt, hogy TIME(n) C R, a tar-ids tétel kovetkezményeként volt hogy SPACE(2") C R,
és hogy R zart a metszetre, tehat a valasz igen.)

2021. december 7. 5 FK



