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Euler- és Hamilton-körök

Defińıció G-ben Euler-kör egy olyan zárt séta, amely minden élen pontosan
egyszer halad át. G-ben Euler-út egy olyan nem zárt séta, ami minden élen
pontosan egyszer halad át.

Tétel Egy G gráfban akkor és csak akkor van Euler-kör, ha G minden pontjának
fokszáma páros.

Tétel Egy G gráfban akkor és csak akkor van Euler-út, ha két fokszám páratlan,
a többi páros.

Defińıció Egy G gráfban Hamilton-körnek nevezünk egy kört, ha G minden
pontját pontosan egyszer tartalmazza. Egy utat Hamilton-útnak nevezünk,
ha G minden pontját pontosan egyszer tartalmazza.

.1 Szükséges feltétel Hamilton-kör létezésére

Tétel Egy G gráfban csak akkor létezik Hamilton-kör, ha G-ből tetszőleges k
db csúcsot elhagyva a megmaradó gráf komponenseinek a száma ≤ k.

.2 Elégséges feltételek Hamilton-kör létezésére

Tétel (Dirac) Ha egy n csúcsú G gráfnak minden csq́ucsának a fokszáma ≥
n/2, akkor G-ben van Hamilton-kör.

Tétel (Ore) Ha G-ben minden olyan x,y ∈ V(G) amire x,y /∈ E(G) igaz az,
hogy d(x)+d(y) ≥ n akkor G-ben van Hamilton-kör.

Tétel (Pósa) Ha G fokszámai d1 ≤ d2 ≤ . . . ≤ dn, és ∀k < n/2-re teljesül
dk ≥ k + 1, akkor G-ben van Hamilton-kör.

Tétel (Chvátal) Ha G fokszámai d1 ≤ d2 ≤ . . . ≤ dn, és minden k-ra -
amelyre dk ≤ k < n/2 - teljesül, hogy dn−k ≥ n−k, akkor G-ben van Hamilton-
kör.
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Párośıtások

Defińıció G páros gráf, ha pontjainak V(G) halmaza felosztható A és B
diszjunkt halmazokra úgy, hogy G minden élének egyik végpontja A-ban, másik
végpontja B-ben van. Jele: G=(A,B)

Tétel Egy G gráf akkor és csak akkor páros gráf, ha nem tartalmaz páratlan
hosszú kört.

Defińıció (Részleges) párośıtásnak nevezünk egy M élhalmazt, ha semelyik
élnek sincs közös pontja.

Egy párośıtast teljes párośıtásnak nevezünk, ha a gráf minden pontját
lefedi

Jelölés N(X)-szel jelöljük egy X ⊆ V(G) ponthalmaz szomszédainak halmazát

Tétel (Hall-feltétel) Egy G=(A,B) páros gráfban akkor és csak akkor van
A-t lefedő párositas, ha minden X ⊆ A részhalmazra | N(X) |≥| X |

Tétel (Frobenius) Egy G=(A,B) páros gráfban akkor és csak akkor van tel-
jes párośıtás, ha | A |=| B | és | N(X) |≥| X |.

Jelölés :
α(G) - független pontok maximális száma
τ(G) - lefogó pontok minimális száma
µ(G) - független élek maximális száma
ρ(G) - lefogó élek minimális száma

Tétel (Gallai) τ(G) + α(G) =| V (G) | minden hurokmentes G gráfra.

Tétel (Gallai) µ(G) + ρ(G) =| V (G) | minden G gráfra, amelyben nincs
izolált pont.

Tétel (König) Páros gráfban τ(G) = µ(G), azaz a lefogó pontok minimális
száma egyenlő a függetlenélek maximális számával. Ha G-ben nincs izolált pont,
akkor α(G) = ρ(G) is teljesül.

Gráfok sźınezése

.1 Alsó és felső korlátok

Defińıció Egy gráf kromatikus száma az a legkisebb szám, ahány sźınnel a gráf
pontjai kisźınezhetők úgy, hogy minden két szomszédos pont sźıne különböző.
Jele: χ(G)

Defińıció Egy gráf klikkszáma a benne lévő legnagyobb teljes részgráf csúcsainak
a száma. Jele: ω(G)

Tétel χ(G) ≥ ω(G)
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Tétel (Mycielsky konstrukciója) Minden k ≥ 2-re létezik olyan G gráf,
hogy ω(G) = 2 és χ(G) ≥ k

Jelölés ∆(G) a G legnagyobb fokszáma

Tétel Minden gráfra χ(G) ≤ ∆(G) + 1

Tétel (Brooks) Ha G összefüggő egyszerű gráf és nem Kn vagy páratlan
hosszú kör, akkor χ(G) ≤ ∆(G) + 1

Tétel (Négysźıntétel) Minden śıkgráfra χ(G) ≤ 4

Defińıció Egy gráf kromatikus indexe az a legkisebb szám, ahány sźınnel a
gráf élei kisźınezhetők úgy, hogy minden két csatlakozó él sźıne különböző. Jele:
χ′(G)

Tétel Minden gráfra χ′(G) ≥ ∆(G)

Tétel (Vizing) Minden egyszerű gráfra χ′(G) ≤ ∆(G) + 1

Perfekt gráfok

Defińıció G(V,E) gráfnak fesźıtett részgráfja G’(V’,E’), ha V ′ ⊆ V , és
E′ ⊆ E az összes olyan élet tartalmazza, aminek mindkét végpontja V’-ben
van.

Defińıció G gráf perfekt, ha minden G’ fesźıtett részgráfjára χ(G) = ω(G)

Tétel (Lovász) G akkor és csak akkor perfekt, ha Ḡ is az.

Tétel (Lovász) G akkor és csak akkor perfekt, ha minden G’ fesźıtett részgráfjára
α(G′)ω(G′) ≥| V (G) |

Hálózati folyamok

Defińıció Hálózat: N=(G,s,t,c) s, t ∈ V (G)c : E(G)→ R+

G - iránýıtott grf́
s - forrás
t - nyelő
c - élekhez kapacitást rendelő függvény

Defińıció Megengedett folyam egy olyan, élekhez folyamértékeket rendelő
f függvény, amire a kapacitáskorlát és a csomóponti törvény teljesül, azaz

f : E(G)→ R0,+

∀e ∈ E(G) : f(e) ≤ c(e)
∀v ∈ V (G)\{s, t}

∑
f(e)e=(.,v) =

∑
f(e)e=(v,.)

Defińıció Az f folyam értéke a forrásból kifutó (nyelőbe befutó) élek folyamértékeinek
összege.
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Defińıció Egy (G,s,t,c) hálozat (s,t) vágása egy olyan tartalmazásra nézve
minimális élhalmaz (ennél kisebb már nem rendelkezik a tulajdonsággal), ame-
lyhez tartozó éleket elhagyva G-ből G két komponensre esik, továbbá s és t a
két különböző komponensbe kerül.

Tétel (Ford-Fulkerson) Egy hálózatban a maximális folyamérték egyenlő
a minimális (s,t) vágáséval
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