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Vizsgadolgozat
Megoldas

Tanszéki altalanos alapelvek A pontozasi itmutaté célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen
értékeljék. Ezért az itmutat6é minden feladat (legalabb egy lehetséges) megolddsanak f6bb gondolatait, és az
ezekhez rendelt részpontszamokat kozli. Az utmutaténak nem célja a feladatok teljes értékii megoldasanak
részletes leirasa; a leirt 1épések egy maximalis pontszamot éré megoldas vazlatanak tekinthetdk.

Az itmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsolodé gondolat
egy attekinthetd, vildgosan leirt és megindokolt megoldas egy 1épéseként szerepel a dolgozatban. Igy példaul
az anyagban szereplé ismeretek, definicidk, tételek puszta leirdsa azok alkalmazasa nélkiil nem ér pontot
(még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megolddsban valéban szerephez jut). Annak mérlege-
lése, hogy az dtmutatéban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a megoldénak (részben vagy
egészében) jar-e, teljes mértékben a javité hataskore.

Részpontszam jar minden olyan oOtletért, részmegoldésért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolatmenet
alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphaté. Ha egy megold6 egy feladatra tobb,
egymastol 1ényegesen kiilonb6z6 megoldast is elkezd, akkor legfeljebb az egyikre adhaté pontszam. Ha mind-
egyik leirt megoldas vagy megoldasrészlet helyes vagy helyessé kiegészitheto, akkor a legtébb részpontot éré
megoldaskezdeményt értékeljiik. Ha azonban tobb megoldési kisérlet kozott van helyes és (1ényeges) hibat
tartalmazo is, tovabbé a dolgozatbdl nem deriil ki, hogy a megoldé melyiket tartotta helyesnek, akkor a ke-
vesebb pontot éré megoldaskezdeményt értékeljitk (akkor is, ha ez a pontszdm 0). Az utmutatéban szerepld
részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az ttmutatéban leirttél eltérd jo megoldas természete-
sen maximalis pontot ér.

Aritmetikai hiba esetén elszamoldsonként 1-1 pont vonando le a feladatokbdl. Ez aldl kivétel, ha az
elszamolas 1ényegesen egyszeriisiti vagy mddositja a feladat felépitését. Ilyen esetekben azon feladatrészekért,
amik az elszamolas okan fel sem meriltek, nem jar pont.

1. Irjuk fel az aldbbi definiciét, illetve &llit4st:
(a) Hogyan definidljuk az X = (X, ..., X,,) valdszintiségi vektorvaltozo kovarianciamatrixat?
(b) Legyen X folytonos valdsziniiségi valtozo, és g : R — R fuggvény, amire E (g(X )) 1étezik.
Fejezziik ki E (g(X )) értékét az X stirtiségfiiggvényének segitségével.

Megoldds:
(a)

(5 pont) ha megjelennek a matrixban a paronkénti kovariancidk
(4+2 pont) ha kideriil, hogy n x n-es

(+3 pont) ha minden index jé

(jegyzet: 10.1.6) (Ha csak n=2-re irja fel, akkor max 5 pont)

(
(

b)
10 pont)

o0

E(g(X) = [ g(@)- fx(x)da

— 00

(jegyzet: 4.3.5) (Ha nincsenek integralasi hatarok vagy rosszak, akkor -2 pont.)

2. Béla minden héten vasarol 3 sorsjegyet. Mindig két kiilonb6z6 tipusu sorsjegy koziil valaszt, de
mindig csak egy tipusbdl vasarol 3 darabot. Az A tipusu sorsjegyek koziil atlagosan minden
12-edik nyer, mig a B tipusindl 10% a nyerési esély. Szabalyos dobokockdval donti el melyik
sorsjegybdl vasaroljon az adott héten. Ha 1-est vagy 2-est dob, akkor az A, kiilénben a B tipust
valasztja.

a) Mennyi a valdsziniisége annak, hogy Béla az adott héten legaldbb egy sorsjeggyel nyer?
b) Feltéve, hogy az adott héten nyert, mennyi a val6szintisége, hogy az A tipusbdl vésarolt?
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Megoldds:

(a)

Tekintsiik a kdvetkezd eseményeket:

(0 pont) A = Béla az adott héten l-est vagy 2-est dob a dobdkockaval, W = Béla az adott
héten legalabb egy sorsjeggyel nyer

(1 pont) P(A) = §
(2 pont) Az A és A események teljes eseményrendszert alkotnak
(1 pont) ezért alkalmazhaté a teljes valdsziniiség tétele:

(2 pont)

P(W)=P(W | A)P(A) + P(W | A)P(A)

1 pont) P(W | A) a nyerés valoszintisége 3 A tipusu sorsjegy esetén
1 pont) P(W | A) =1 —-P(W | A)
(WA=
(

3
P(harom A tipust sorsjegy kozil eggyel sem nyer ) = <£>

12

P
P
1 pont) P
P

3
WA =1- (1) = 133278~02297
Hasonléan P(W | A) =1 — (%) = 0,271
P(W

(

(

(

(

(2 pont
(1 pont) P(W) = P(W | A): + P(W | A)2 ~0,2297 - 1 +0,271 - 2
(

(b

(

(

(2

2
3

)
)
)
1 pont)
)
)
)

1 pont) ~ 0,2572

)
1 pont) A kérdés P(A | W) =7
1 pont) A Bayes-tételt alkalmazva
pont)
PW [ A)P(A)

BAIW) = =500

a t)No,2297-§
PO ™ 70 9572

(1 pont) ~ 0,2977

3. Hering kapitany 20 éves kordban kezdett haldszni a hajéjaval. Halasztarsaival minden év végén
Osszehasonlitottak az egy év alatt hajéjukon fogott halak Gsszsilyat. Megallapitottak, hogy az
egy halaszhajon kifogott halak Gssztomegének atlaga 150 tonna, szorasa pedig 30 tonna. Az
évek soran nem valtozott az eloszlas, és az egyes évek fogasai egymastol fiiggetlenek. Valdszint-
ségszamitasi tudasat felhaszndlva, a kapitdny arra jutott, hogy egy adott hajé eddigi (attdl az
évtél kezdve, amikor 6 elkezdett hajozni) Gsszes fogdsanak Ossztomegének, szérasa 150 tonna.
a) Hany éves a kapitany?

b) Mennyi a val6szintisége, hogy az eddigi évek alatt (amidta a kaptitdny halaszik) egy haldsz-
hajon fogott halak 6ssztomege tobb, mint 3%-kal meghaladja az egy hajora vonatkozo osszfogas
tomegének varhato értékét?

Megoldas:
(a)

(0 pont) Jelolje X; az adott hajo éves fogdsdnak ossztomegét az i-edik évben, n az eltelt évek

szamat
(1 pont
1 pont

) D(X;) = 30

( ) D (X Xi) =150

(1 pont) X;-k fuggetlen azonos eloszlasuak

(2 pont) ezért 150% = D* (X0, X;) = S, D*(X;) = n - 30°

(1 pont) n =25

(1 pont) A kapitdny tehat 20 + 25 = 45 éves. (20 + 24 = 44-re is jar a pont)
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(b)

(1 pont) P (X2, X; — E (X2, X;) > 0.03-E (X2, X;)) =7
fvagy P (2, X; > 1.03-E (22, X;)) =7/

(1 pont) E(X7, X;) = 25 - E(X;) = 3750

(2 pont) Sztenderdizalunk:

p 2 Xi —E(C2, X)) 0.03-E(22, X))\ _,
D(X%, X;) D(X%, X)) '

(1 pont) tehat a kérdés

25 . ) 25 .
21X~ 3750 _ 0033750\ _ (L, X 3750
150 150 150

(1 pont) = (W <0 75)
(1 pont) X, ..., Xo5 azonos eloszlast, egyiittesen fliggetlen valdsziniiségi valtozok
(1 pont) ezért a centralis hatareloszlas-tétel miatt
2 pont Dimy Xi-3750 kozelitoleg standard normaélis eloszlast.
150
(2 pont) Tehét a keresett mennyiség: 1 — ®(0,75)
(1 pont) ~ 1 —0,7734 = 0,2266.

4. A huncut manodk utkézben falatoztak Mikulas zsdkjabol, ezért az utolsé hazhoz érve mar csak
két kiillonb6z6 méretii csokimikulas maradt, de a hazban 4 gyerek lakott. Nem merték bevallani
Mikulasnak, ezért ketten koziiliik gyorsan megragadtak a két csokit, és egyméastol fliggetlentil
véletlenszertien beledobtak egy-egy gyerek csizmajaba. A gyerekek koziil ketten, Andi és Bea,
mindig féltékenyen figyelték egymés ajandékat. Legyen X az Andi altal kapott csokimikulasok
szama, és Y annak az eseménynek az indikatora, hogy ugyanannyi csokit kapott Andi és Bea.
a) Adjuk meg X és Y egytittes eloszlasat. Figgetlen-e a két valdszintiségi valtozd?

b) Adjuk meg X és Y kovariancidjat, valamint Z = —2X + 3 szorasat.

Megoldads:
(a)

(3 pont) Az X és Y valdszintliségi valtozok egyiittes eloszlasat az alabbi tablazat irja le:

v X 0 | 1] 2 || Y peremeloszlasa
O I E1E Y I
N B N —
’ X peremeloszlasa H 1% \ % \ % H ‘

(2 pont) nem fiiggetlenek, ami pl abbdl latszik, hogy

(() =P(X =2Y=1)#P(X =2)-P(Y =1) = & - 3 (més j6 indokldsra is jér a pont)
(2 pont) cov(X,Y) =E(XY) —E(X)-E(Y)

(1 pont) tudja a varhato ertek definici6jat

(1 pont) E(X) = 1, B(Y) = 3

(2 pont) E(XY) = ¥, - B(X = i,Y = j)

(ha nem frja igy le, de a konkrét esetben jol hasznélja, akkor is jar a pont)
(1 pont) E(XY) =

(1 pont) Tehét cov(X Y)=—=
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6.*

2 pont) D*(Z) = D*(—2X +3) = 4D*(X)
vagy D(Z) = D(—2X + 3) = 2ID(X), de ha —2-vel szoroz 0 pont)

(

(

(2 pont) D*(X) = E(X?) — (E X)?
(1 pont) ( ) = %

(1 pont) D*(X) = 2

(1 pont) 5

D(Z) = /2 ~ 1,2247
)

. Legyen (X,Y) olyan folytonos valdsziniiségi vektorvaltoz6, aminek stirtiségfiiggvénye

a-e W haO<zés0<y,
fxy(@y) = { 0 egyébként.
a) Hatarozzuk meg « értékét! b) Adjuk meg az E(X -Y +2- X?3 +1|Y) regressziot!
Megoldas:
a)
2 pont) [% [%, fxy(z,y)drdy =1
1 pont) Tehat 1 = [° [ a e Wdedy = [[Ca-e 2 - [e:?}o dy =

1. {eﬂy 1

= .e2v .1 = a1 =a- 1
=Ja- e . sdy=a-3 _2]0 =g

1 pont) az egylittes slirliségfliggvény szorzatalakba irhat6: fxy(z,y) = (3-€737) - (2-e™%)
1 pont) tehat X és Y fiiggetlenek
2 pont) fx(z) =3¢ haz>0— X ~E@3),és fy(y) =2-¢e® hay>0-—Y ~ E(2)
YE(X Y +2- X21 +1|Y)=EX Y |Y)+E2 X% |Y)+1
1 pont) mert..
2 pont) =Y - IE(X|Y)+2 E(X?|Y)+1
1 pont) mert... (valahogy hlvatkozik a regresszié megfeleld tulajdonsagéra)
1 pont) E(X |Y)=E(X), E(X?|Y) =E(X?)
2 pont) mert fuggetlenek
) E(Y) = 1, DY) = &
) E(X?) = DH(X) + (E(X))? = 2
1 pont) A kérdezett regresszié tehat =Y - % +2- % . % +1= %Y + g% +1

1 pont

Valahanyszor Gazsi bacsi eltor egy botot, a toréspont a bot kozépsé harmadan egyenletesen
helyezkedik el. Gazsi bacsi most kézbe vesz egy 15 centiméter hosszu botot, eltori, majd a bal
kezében 1év6 darabot ismét eltori. Adjuk meg a masodik torés utan a bal kezében maradé darab
hosszanak stirtiségfiiggvényét.

Megoldads:
1 pont) Jeldlje az elsé téréspontnak a bot bal végétdl vett tavolsagat X, erre X ~ U(5, 10)

2 pont) A méasodik torespontnak a bot bal végétdl vett tavolsaga Y, erre Y ~ U (5 &)

37 3
0 pont) a kérdés fy(y) =
3 pont) folytonos teljes Valoszmuseg tétele: fy(y) = 75 frix (yl@) fx(r)dx

(

( )

( )

( )

(1 pont) fx(z) = % ha z € (5, 10), kulonben 0

(2 pont) fyix(ylz) =2, hab <2 <10és £ <y < % kiilsnben 0
(3 pont) fy(y) = rﬁzzgo :;y)) 3. 1de

(2 pont) = 2 - [in ]2;1&? e

(2 pont) ha 2 <y < 2, kiilsnben 0

(2 pont) ha 2 <y < akkor frly) = [ln ] =3 . In%¥
(2 pont) ha 2 <y < , akkor fy(y) =2 [In x]m =2.In §2



