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Zarthelyi dolgozat
Pontozasi ttmutato

Tanszéki altalanos alapelvek

A pontozasi utmutatd célja, hogy a javiték a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az utmutatd
minden feladat (legaldbb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait, és az ezekhez rendelt részpont-
szamokat kozli. Az utmutaténak nem célja a feladatok teljes értékii megoldasanak részletes leirdsa; a leirt
lépések egy maximalis pontszamot éré megoldas vazlatanak tekinthetok.

Az Gtmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsolédéd gondolat
egy attekinthetd, vildgosan leirt és megindokolt megoldds egy lépéseként szerepel a dolgozatban. Igy példul
az anyagban szereplé ismeretek, definicidk, tételek puszta leirdsa azok alkalmazasa nélkiil nem ér pontot
(még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban valéban szerephez jut). Annak mérlege-
lése, hogy az ttmutatéban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a megoldénak (részben vagy
egészében) jar-e, teljes mértékben a javité hataskore.

Részpontszam jar minden olyan Otletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolatmenet
alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphaté. Ha egy megoldd egy feladatra tébb,
egymastol lényegesen kiilonb6zo megoldast is elkezd, akkor legfeljebb az egyikre adhat6 pontszam. Ha mind-
egyik leirt megoldas vagy megoldéasrészlet helyes vagy helyessé kiegészitheto, akkor a legtébb részpontot éro
megoldaskezdeményt értékeljiik. Ha azonban tobb megoldési kisérlet kozott van helyes és (1ényeges) hibat
tartalmazo is, tovabbé a dolgozatbdl nem deriil ki, hogy a megoldé melyiket tartotta helyesnek, akkor a ke-
vesebb pontot éré megoldaskezdeményt értékeljitk (akkor is, ha ez a pontszdm 0). Az utmutatéban szerepld
részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az ttmutatéban leirttél eltérd jo megoldas természete-
sen maximalis pontot ér.

Aritmetikai hiba esetén elszamolasonként 1-1 pont vonandé le a feladatokbdl. Ez aldl kivétel, ha az
elszamolds lényegesen egyszertisiti vagy médositja a feladat felépitését. Ilyen esetekben azon feladatrészekért,
amik az elszamolas okan fel sem meriiltek, nem jar pont.

1. Egy urndban 10 piros, 10 fehér és 10 sarga goly6é van. Véletlenszertien kihtizunk visszatevés nélkiil
Ot darabot. Mi a valdsziniisége, hogy a huzott golydk kozott nincs piros? Feltéve, hogy nem huztunk
pirosat, mi a valészintisége, hogy legalabb egy sargat hiztunk?

Megoldas:

1 pont) Osszesen 30 goly6 van az urndban, ezek kéziil (%) féleképp hiizhatunk ki 5 darabot. (Ez tehét
p goly 5 PP
az "Osszes eset' szdma, azaz az eseménytér elemszdma.)

(1 pont) Az, hogy a hizott golyék kozt nincs piros, éppen azt jelenti, hogy a sdrga és fehér golydk
kozil hiiztunk csak,

(1 pont) ebbdl pedig dsszesen 20 van, tehat ezt (250) féleképp tehetjiik meg (ennyi a "j6 esetek" szama,
tehat azoknak a kimeneteleknek a szama, amelyek a leirt eseményt alkotjak).

(1 pont) A klasszikus valdsziniiség képlete alapjan

20
P(nem hizunk pirosat) = 5350% ~ 0,1088.
5

(0 pont) A rovidség kedvéért vezessiik be az
NP = {nem hiizunk pirosat} és S = {htzunk legaldbb egy sargat}

jeloléseket. (Ha ez nem torténik meg, hanem szoveges leirassal szerepelnek az események, nem jar
pontlevonas.)

(1 pont) A mésodik kérdésben a keresett feltételes valsziniiség tehat P(S | N P).

(1 pont) A feltételes valészintliség valoszintiségi mérték, ennek tulajdonsigai alapjan pedig
P(S|NP)=1-P(S| NP).

(A pontért elég, ha a formula szerepel.)
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(1 pont) A feltételes valészintliség definicidja alapjan

P(SNNP)

P(S | NP) = POVE

(1 pont) Mivel S = {nem hizunk sdgat}, igy SN NP = {csak fehéret hizunk}.
(1 pont) Mivel 10 fehér goly6 van, ezt (150) féleképp tehetjik meg, ezért
_ ! )
P(S' N NP) = P(csak fehéret hizunk) = —5i-.

(5)

(1 pont) Tehat

P(S]NP):l—P(S|NP):1—(%)/(%) :1—%)%0,9837.

Ha a megoldé kiszamolja négy tizedesjegyre kerekitve a

(5)
5/ ~
W ~ 0,0018
5
értéket, és a tizedestortekkel szamol tovabb, akkor 0,9835 adddik végeredménynek 4 tizedesjegyre

kerekitve. Ebben az esetben is jar a maximélis pontszam (ha minden j6). Rossz kerekités miatt 1 pont
levonas jar, de kerekitési hibaért csak egyszer vonunk le pontot.

az 5. és 6. pont a kévetkezdképp is megszerezhetd:
(1 pont) A feltételes valésziniiség definici6ja alapjan

P(SNNP)

P(S|NP) = —pyp

(1 pont) Mivel S és S koziil pontosan az egyik teljesiil, igy
P(SNNP)+P(§NNP)=P(NP),
vagyis

P(SANNP) P(NP)-P(SNNP) _ P(SNNP)
P(NP) P(NP) ~  P(NP)

P(S | NP) =

A P(S N NP) valésziniiség kiszamolasdhoz mas érvelés is elvezethet, pl. a feltételes valésziniiség defi-

(1 pont) A szita-formuldbol

P(SNNP) =P(S)+P(NP)—P(SUNP).

(1 pont) Az utolsé unié éppen azt az eseményt irja le, hogy vagy hizunk sargat, vagy pedig ha azt
nem huizunk, akkor viszont pirosat sem, azaz csak fehéret hizunk. Igy

P(SUNP) =P(S)+P(NP\ S) =P(S) + P(csak fehéret hizunk),

azaz

P(SN NP) =P(NP)— P(csak fehéret hiizunk).
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2. Egy terméket harom gyarban &llitanak eld. Az tizemek eltéré kapacitassal miikodnek, igy az els6ben a
termékek 30%-4t, a masodikban a 20%-at gyartjak, a maradék pedig a harmadik tizemben készil. Az
els6 gyarban 1év6 gyartosoron minden 1000 legyartott termékbol 10, mig a masodik gyarban minden
2000-bél 15 hibas. A harmadik gyartésoron legyartott termékek 98%-a hibatlan. A boltban véletlen-
szerlien levesziink egy ilyen terméket a polcrél, azonban a megvasarlasa utan azt tapasztaljuk, hogy
hibds. Mi a val6szintlisége, hogy a termék az elsé gyarban késziilt?

Megoldas:
(0 pont) A rovidség kedvéért vezessiink be jeloléseket a kovetkezd eseményekre:

H = {a megvasarolt termék hibas}, G; = {a termék az i. gyarban késziilt} (1=1,2,3).
(Ha nincs bevezetve kiilon jelolés az eseményekre, hanem szévegesen vannak koriilirva, nem jar pont-
levonés. )

(1 pont) A kérdéses valoszintiség: P(G | H).
(1 pont) A G, G2, G3 események teljes eseményrendszert alkotnak,
(2 pont) ezért alkalmazhaté rdjuk a Bayes-tétel:

P(H | G1)P(GY)

P(Gy | H) = S P(H|Gy)P(Gy)

Ha esetleg a tétel nincs nevesitve, akkor is hivatkozni kell ra, hogy ez a formula az el6adas anyagianak
része. Az el6adasra valé hivatkozas nélkiil a formuldra nem jar pont. Ha valaki kiilon alkalmazza
az egyerii Bayes-tételt, majd utdna a teljes valdszinliség tételét (mindketténél a tétel nevére vagy az
el6adasra hivatkozva), akkor is jar ez a két pont (egy-egy a két tétel alkalmazasaért). Hivatkozas nélkiil
ebben az esetben sem jar az adott pont. Kizdrdlag hibatlanul felirt formulé(k)ra adhat6 pont.

(2 pont) A feladat szovege alapjan

10 15

P(H | G1) = 1505 =001, P(H | G2) = 5550 = 00075, F(H | Gs) =002

(2 pont) tovabba
P(Gy) = 0,3, P(G2) = 0,2, P(G3) = 0,5.

(1 pont) Tehat behelyettesitve:

P(G) | H) = 0,01-0,3
Y T0,0100,3 40,0075 0,2+ 0,02-0,5°

Ha a megoldé nem irja le altaldanos alakban a formuldt, csak a behelyettesitett értéket, akkor a for-
muléért jaré 2 pontot is megkapja, amennyiben hivatkozik a tételre, és a behelyettesitett értékek
midegyikének jelentése pontosan tisztazott, valamint a helyettesités hibdtlan.

(1 pont) A miiveleteket elvégezve

0,003 0,003 6
P(Gy | H) = ’ = " =~ ~0,2069
(G| H) 0,003 +0,0015+ 0,01  0,0145 29

Kerekitési hibaért 1 pont levonas jar.

3. Két szabalyos dobdkockaval dobunk, jelolje X a dobott szdmok Osszegét, Y pedig a szorzatukat.
Déntsiik el, hogy fiiggetlenek-e az {X paros} és az {Y < 4} események.
Megoldas:

(1 pont) Jeldljiik a dobasok kimenetelét rendezett parokkal, ekkor az eseménytér:
Q={(i;7): 1<4,j <6}

(Ha ez nincs kiilon kiemelve vagy akar formalizélva, de a megoldasbél egyértelmiien kideriil, akkor is
jar a pont.)
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(1 pont) Ha X a dobott szdmok osszege, akkor az A = {X péros} esemény azon kimenetelekbdl all,
melyekre a két dobéds eredményének paritdsa megegyezik (mindkettd paros vagy mindkettd paratlan).

(1 pont) Ilyen parokbdl 2 - 32 = 18 darab van, igy

1A 18 1
P<A)_|Q|_36_2'

(1 pont) Ha Y a dobott szamok szorzata, akkor
B ={Y <4} ={(1;1),(1;2),(21),(1;3), (3; 1), (1;4), (4; 1), (2, 2)}

(1 pont) Tehat
IBl 8 2
P(B)=17—=—=—-.
B)=10] =36~ 9

(1 pont) Tovabba
ANB={(1;1),(1;3),(3;1),(2;2)},

(1 pont) ezért
AnB] 4 1

P(AN B) = _ 4t
ANB) =6~ =3% "3

2 1
k)

(2 pont) igy P(A) - P(B) = P(AN B), azaz a fliggetlenség definici6ja szerint A és B fliggetlenek. (Ha
a megoldé tudja, hogy ezt kell leellendrizni, de elrontja a szamoldst, akkor a 2 pontbdl 1 jar.)

(1 pont) Mivel P(A) - P(B) =

DN |

4. Jorddan Mihéaly, a 12. A testneveléstanira kosarlabdat tanit a didkoknak, és hogy szorakoztatobba
tegye az Orat, fogadni akar az osztallyal, hogy be tud dobni egyméas utdn 7 biintet6t. A didkok,
ismerve Mihaly képességeit és izlését is egyben, belemennek a fogadasba a kovetkezd, Mihaly szamara
igen el6nyds szabalyokkal: Mihaly legfeljebb 7-szer, de csak az els6 kihagyott biintet&ig prébéalkozhat.
Ha mar az els6t elrontja, nem kap semmit (az osztaly pedig egész éran jatszhat). Ha az elsé bemegy,
1 darab Turé Rudit nyer, ezutdn minden bedobott biintetével dupldzza a nyereményét, tehit két
bedobott biintetéért 2, haromért 4 Turdé Rudi jar, stb. Az elsé elrontott vagy a hetedik bedobott
biintet6 utan a jaték véget ér, és Mihaly megkapja a mar elért nyereményét. Hatarozzuk meg a Mihaly
altal nyert Turé Rudik szaménak varhaté értékét, ha tudjuk, hogy a biintetoket egyméstol fiiggetleniil
1/2 valésziniiséggel dobja be.

Megoldas:

(1 pont) Jelolje X a Mihdly altal nyert Taré Rudik szamat. Ekkor X egy valdszintiségi valtozo. (Ez

utébbi megallapitdas nélkil jar a pont, ha a megoldd bevezet egy valdszintiségi valtozot a Turé Rudik

szamara. )

(1 pont) Felirjuk X eloszlasat. Elszor is, az értékkészlete 0,1,2,22,...,25. (Ha ez kiilén nincs meg-

allapitva, de a megoldasbdl egyértelmiien kideriil, akkor is jar a pont.)

(1 pont) Ha X = 0, az azt jelenti, hogy az els6 biinteté kimaradt (és igy véget ért a jaték), tehat
) - 1

P(X =0) = L.

(1 pont) Ha X = 2¥=1 ahol 1 < k < 6, az azt jelenti, hogy az elsé k dobds bement, a (k + 1)-edik

dobas pedig sikertelen volt.

(1 pont) Mivel ezek a dobasok egymastdl fiiggetlentil 1/2 valdszintiséggel mennek be, igy tehat ezek a

valészintiségek szorzdédnak, ezért ekkor

_ 1

(1 pont) Ha X = 25, az azt jelenti, hogy mind a 7 dobas bement (és véget ért a jaték), azaz
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(1 pont) Az X varhato értéke a varhaté érték definici6ja alapjan

E(X)= > k-P(X=k).
k€ranX

(2 pont) Behelyettesitve:

1 6., 1 6 1
k=1

(ha a definici6 nem szerepel, de a j6 helyettesités igen, akkor mindhdrom pont jar)
(1 pont)
1 1

=6--+-=2
173

5. Véletlenszertien valasztunk egy ri és egy ro szamot a (0; 1) intervallumbdél, majd rajzolunk a sikon egy
origb kozépponti, r; sugart kort, illetve egy ro sugaru kort, melynek kozéppontja az (1;0) pont. Mi a
valésziniisége, hogy a két korvonal metszi egymést?

Megoldas:

(2 pont) A ry és ro szamok valasztdsa ekvivalens egy (r1;72) pont valasztasaval az N = (0;1) x (0;1)
négyzeten.

(1 pont) A két megadott kor akkor metszi egymast, ha a két sugar 6sszege legalabb 1,

(1 pont) tehat az r1 +re > 1 egyenlStelenség &dltal leirt halmazba esés valdsziniiségét kell meghataroz-
nunk.

(Ha a feltétel csak formalizdlva szerepel, akkor is jar mindkét pont.)

(1 pont) Ez a halmaz nem més, mint az N négyzetnek az ro = 1 — r egyenesre és az egyenes {6lé es6
pontjai.

(1 pont) Ezen teriiletet az origd, a (0;1) és (1; 1) pontok altal meghatarozott H derékszogli hiromszog
hatérolja.

(Ha ez a teriilet csak egy rajzon szerepel (pontosan), akkor is jar mindkét pont.)

(2 pont) Igy a keresett val6szintiség

S

(H)

(V)

P(a korok metszik egymést) =

S

ahol T'(+) a teriiletet jeloli.
111

(1 pont) Mivel T(N) =1¢és T(H) =

2 2’
, I |
(1 pont) ezért a keresesett valdszintliség 7
6. Az X folytonos valdszinliségi valtozo eloszlasfiiggvénye:
0, hat <0,
Fx(t) =< avt, hate (0;4],
1, hat >4,

ahol o € R egy paraméter. Hatdrozzuk meg a értékét és az X varhatéd értékét.

Els6 megoldas:

(1 pont) Mivel Fx egy folytonos valdszintiségi valtozé eloszlasfiiggvénye, ezért folytonos kell legyen.
(1 pont) Specidlisan a t = 4 pontban is folytonosnak kell lennie.

(1 pont) Itt a jobb oldali hatarértéke 1, mig a bal oldali hatarértéke 2a.
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e g [ . o1
(1 pont) Ez a két érték a folytonossag miatt meg kell egyezzen, tehdt a = 3.
(1 pont) Mivel Fx folytonos, és a 0 és 1 pontokon kiviil mindeniitt derivalhaté, igy az X sfirtiségfiige-
vénye

Fi(t) hat#0,1
0 hat =0 vagy 1

(1 pont) Azaz

1 ha 0 <t <4,
fx(t) =14 4Vt
0 kiilonben.

(Ha az altalanos formula nem szerepel, de vilagos, hogy hogyan szamolja a megoldé a stirtiségfiiggvényt,
akkor is jar mindkét pont. Ha viszont az eredmény nincs minden egyes t-re definialva, akkor 1 pont
levonds jér.)

(1 pont) A varhato6 érték definicidja alapjin

E(X) = /OO Ehx(t) dt.

—0o0

(1 pont) Behelyettesitve

t
E(X) = / i
o 4
Ha nics hivatkozas a definiciéra, csak a behelyettesitett integral szerepel helyesen, akkor is jar a mindkét
pont.

. (Ha nincs hivatkozas a formulédra, akkor is jar

4
t3/2
(1 pont) A Newton—Leibniz-formula alapjin ez l6]

0
a pont.)

(1 pont) Azaz E(X) = % = %

Masodik megoldas:
(1 pont) Mivel Fx egy folytonos valdszintiségi valtozé eloszlasfiiggvénye, ezért folytonos kell legyen.
(1 pont) Mivel Fx folytonos, és a 0 és 1 pontokon kiviil mindeniitt derivalhaté, igy az X sfirtiségfiige-
vénye

Fi(t) hat#0,1
0 hat =0 vagy 1

(1 pont) Azaz
2Vt
0  kilonben.

(Ha az altalanos formula nem szerepel, de vildgos, hogy hogyan szamolja a megoldé a stirliségfiiggvényt,
akkor is jar mindkét pont. Ha viszont az eredmény nincs minden egyes t-re definidlva, akkor 1 pont
levonas jér.)

2 hao<t<d4,
fx(t) =

(1 pont) Mivel ez siirtiségfiiggvény, ezért az integralja 1:

(1 pont) N \
1:/_OOfX(t)dt:/0 Qiﬁdt.

(1 pont) A Newton—Leibniz-formula szerint ez
4
= [a\/i] = 2a,
0

1 (Ha nincs hivatkozas a formuldra, akkor is jar a pont.)

3
Az utols6 4 pont ugyanaz, mint az els6 megoldasban.

azazZ o =



