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1 Bevezetés

Eldadas alapjan készitett jegyzet. Nem helyettesiti az el6adason vald részvételt, és nem
elégséges a zh-ra, vizsgara valo felkésziiléshez, csupan az eléadas anyagat digitalizaltam be.

Ennek ellenére hasznos segitség lehet, az irodalom atolvasasa és példamegoldas mellett.
2 Vazlat

matematikai, fizikai 6sszefoglalas
elektrosztatika

numerikus mddszerek
staciondrius aramlasok tere
staciondrius magnesek tere
kvazistacionarius terek
tavvezetékek (TV)

sikhullamok

hullamforrasok (Hertz - dip6lus)

hullamvezetdk (csétapvonalak)

3 Matematikai eszkoztar

3.1 Vektoranalizis

E, B, D, H vektorok szamitasa

félkovér kijeloléssel jelolom a vektorokat
3.2 Jelenségek szintere

3 dimenzids, iranyitott (jobbsodrasu) euklideszi tér

koordinata rendszerek: derékszogl (x,y,z), henger (r, ¢,z), gombi (r,¢,0)
o: kis fi

0: kis théta (’teta’)

3.3 Mezok
3.3.1 Skalarmezék

u(r) =ulx,y,z) =u(r,@,2)
3.3.2 Vektormezdk

a(r) = a,(x,y,2)e, + a,(x,y,2)e, + a,(x,y,2)e,

= ar(r,9,2)e;(r,9,2) + a,(r,¢,2)e,(r,¢,2) + a,(r, 9, 2)e,(r, ¢, z)
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3.4 Vektormezok integraljai

3.4.1 Vonalintegral

czfatdlzfadl
L

a

3.4.1 vonalintegral

Ha L zart, akkor ¢ az ugynevezett cirkulacio. (a; a vetiilet)

3.4.2 Feliileti - integral

3.4.2 feliileti integral

3.5 Differencial operatorok
3.5.1 Skalarmez6 gradiense

skalarbol képziink vektort

u(r+he)—u(r)

u
egrad u(r) = e lim

e h—-0 h
ou ou Ju
gradu=aex+@ ey+£ e,=Vu
Uy = d N d N 0
U dy €y T o282
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3.5.2 Vektormez6 divergenciaja
Vektormez6bdl képziink skalarmezét, a divergencia megadja a forrasstiriséget.
1
diva(r) = lim— ads
pey IV sw)
da, Oda, OJda,

diva = o + 3y + 57 =V-a

S(V)

3.5.1 divergencia

3.5.3 Vektormezd rotacidja
Megadja az 6rvénysiiriiséget.

nrot a(r) = lim adl
L-0
pes “L(S)

ya

3.5.2 rotacié

d ad o0 da, Oda, da, OJa, da, Oday
rota=I3" 5 @ —<ay‘¥>6x‘(ax‘ﬁ>%+ o 9y
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3.6 Felbontasi tétel (Helmholtz)

a=u+w
rotu=0ésdivw =20
ahol: a tetszbleges, U 6rvénymentes, W forrasmentes

Pontositva: Egy kétszer folytonosan differencidlhaté v(r)R3 vektormezd forrdsmentes, illetve drvénymentes, ha
divergenciaja illetve rotacioja azonosan nulla. Ha még azt is kikotjiik, hogy a v vektormezd elég gyorsan tart a
nulldhoz a végtelenben, akkor teljesiil a felbontasi tétel: Minden v(r) vektormez6t egyértelmiien meghataroznak

a forréasai és az orvényei, és felbonthato forras- és drvénymentes vektormezok osszegére. (forras: wikipédia)
3.7 Integraltételek

3.7.1 Gradiens integralja

fgradudl =U(B)—-U(4)
L

3.7.1 gradiens integralja

3.7.2 Stokes - tétel

%rotads=¢ adl
S L(S)

L(S)

3.7.2 Stokes tétel

Az orvényeket Gsszegezve csak a feliiletsz€li 6rvények maradnak meg.
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3.7.3 Matematikai Gauss - tétel

fdivadV=f ads
v S(v)

S(V)

3.7.3 matematikai Gauss - tétel
3.8 Masodrendii differencial - operatorok
3.8.1 Laplace - operator

0%u N 0%u N 0%u
dx? 0y? 0z?

div (grad u) £ V(Vu) = Viu =
Stokes tételbél: rot (grad u) = 0
Gauss tételbdl: div (rota) = 0
3.8.2 Vektorialis Laplace - operator

Aa £ grad (div a) — rot (rot a)

Aa = Aaye, + Aaye, + Aa,e,

4 Fizikai eloismeretek osszefoglalasa

4.1 Forrasmennyiségek
411 Toltés

A toltések lehetnek pozitivak és negativak. Az elemi toltés az elektron, jele e, toltése:
go- = —1,6 x 10719 [C, As]

A térfogati toltéseloszlas jele: p (kis 'r6’),
_ f v [As]
QV - Vp ) P m3

A feliileti toltéseloszlas jele: o (kis *szigma’), [%]
A vonalszert t6ltés jele: q [%]
A ponttéltés jele: Q [As]

15



Gyakorlatban a toltés mérését erdmérésre vezethetjilk vissza. A kapcsolatot a Coulomb -

torvény irja le.

F.. — Q1Q; 1, — 1
21 Amey ry — 1y

£, = 8,85 * 10~12 [ﬁ]
S Vm

Q Q,

[ o—
Fy

4.1.1 Coulomb - torvény
Amennyiben Q;-et rogzitjik, tehatr; = 0ésr, =1:

_ Q0 v 10,1

F = J—
Ameg T3 Amey 2 er
4.1.2 Aram
Egy S feliileten ataramlo aram:
4Q dQ
If=lim—=—[A
ST 1% At dt 4]

4.1.2 az aram

Térbeli arameloszlas esetén aramsiiriiség - vektorral dolgozunk:

A
Is = | J ds (implicit alak), [—]
s L] s (implicit alak) ]m2

I
n-J(r)= lsi—r>%|?s| (explicit alak)

PES
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4.1.3 az aramsiiriiség - vektor

e , A
Feliileti arameloszlas: K [;]
Vonalaram: I[A]
Két parhuzamos vonalszeri vezetd kozt, melyekben azonos iranyban 1A erdsségli aram

folyik, méterenként f = 2 107 [ 2] ert lép fel.

4.2 Folytonossagi egyenlet

Ez a toltésmegmaradas elve.

]ds=—&

jgl ds = fdiv(])dV (Gauss) ) 5
S 4 ! div] = 2

dQy d dp Jt
_W__ELpdV_L_EdVJ

4.3 Az elektromagneses (EM) teret leir6 vektormezok
4.3.1 Intenzitasvektorok

Elektromos térerdsség:

F [V
E = 5, [E] (nyugvé toltés esetén)

Ponttoltés esetében:

Q 1

= —e
Aegr2 "

Pozitiv toltésekbdl kifelé, negativ toltésekbe befelé mutatnak az erdvonalak.

Magneses indukcid:

Vs
Bl ]
m

F = Q(v X B)(Lorentz — torvény),ha E =0

ahol v a t6ltés sebessége.
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F

4.3.1 Lorentz - térvény

4.3.2 Gerjesztettségi vektorok

Elektromos eltolds:

. As
D = SOE + P, [W]

P a polarizacidvektor, azaz a dip6lusmomentum-siiriiség. Bontsuk fel a toltésstirliséget szabad

(free) és kotott (bound) részre:
P =pPrtpp
pp = —div P

1
divE = g—(pf +pb)
0
divE = ! div P)
v —g(pf— v

div (&oE + P) = py

crer

div D = py

Kondenzator esetén a kotott és szabad toltéseloszlast a két fegyverzet kozt az aldbbi abra

szemlélteti:

semleges térrész

RS
|
Q

qPERYPEPAPERLpERgR

goooonooooaO

4.3.2 kondenzator toltéseloszlasa

18




Kotott toltések fegyverzetek koriil lesznek, a dielektrikum belsejében a toltések kiegyenlitik
egymast.
*rotD = gygrot E +rot P
rot E=0=rotD =rot P
A rotacioba beleszamit a polarizécio, csak D divergencidja fiiggetlen.*
(csillag jeldli a jegyzet azon részének elejét és végét, ami nem a tananyag része)
Linearis karakterisztikaja dielektrikumok esetében P ¢s E aranyosak:
P = yE¢g,

x (kis ’khi’) a szuszceptibilitas jele.

D = ¢yE + goxE = ¢¢(1 + y)E = gy&,.E = €E
&, a relativ permittivitas, dielektromos allando.

Magneses térerosség:

B
H:—-—-M
Ho

M a magnesezettség vektor, azaz a magneses dipélus momentum - slirliség.
Az aramsiiriiséget is felbonthatjuk szabad és kotott részre:
J=Jr+1p
Jp =rotM
Linearis magnese tulajdonsagli anyagok esetében M és H aranyosak:
M = y,H
Xma magneses szuszceptibilitas, u, a relativ permeabilitas.

B = uy(H+ M) = po(1 + xm)H = pourH = pH

4.4 Differencialis Ohm - torvény

J =0E
[% = Sie:r:lens] (kis ’szigma’) a fajlagos vezetoképesség, Ep a beiktatott térerdsség.
] = U(E + Eb)
] =oF + ] b
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5 Maxwell - egyenletek

5.1 Integralis alak

5.1.1 |. Gerjesztési torvény (Ampére)

oD Stokes
Hdl = f (] + —) ds == dif ferencialis alak
L(S) s ot

aD .,
—; A2 eltolasi aram.

5.1.2 II. Indukcidtorvény (Faraday)

Stokes

d
j[; Edl= —— | Bds === diff.alak
L(S) dt Jg

5.1.3 IIL Elektromos tér Gauss - torvénye

Gauss
3€ Dds=fpdV=diff.alak
sV |4

5.1.4 1V. Magneses Gauss - torvény

Gauss
j[; B ds = 0= diff.alak
s(V)

5.2 Differencialis alak

5.2.1 I Gerjesztési torvény (Ampére)

rotH =]+ a—D
Jt
5.2.2 1L Indukciétérvény (Faraday)
rot E = — a—B
Jt
5.2.3 IIL Elektromos tér Gauss - torvénye
divD =p
5.2.4 1V. Méagneses Gauss - torvény
divB=0

A differencidlis alakok anyaghatdron nem alkalmazhatoak.
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6 Hatar-, illetve folytonossagi feltételek

6.1 Jelolésrendszer

6.1.1 vektorfelbontas

n mindenhol adott, az 1-es kdzegbdl a 2-esbe mutat.
a=a,+a;
a, =n(a-n) = a, = |a,|

a,=nx(@axn) = a; = |a

6.2 Elektromos eltolas normalis komponense

DZTL = Dln +0

(Dz-n)—(Dyn)=o0

n-(D,*Dy) =0

Egyszertsitett jelolés: [n- D] = o
bizonyitas:
Vegyiink fel a kdzeghataron egy mindkét irdnyban 6 magassagi hengert (,,niveds doboz”),

mely alapjainak teriilete ds!

D,

6.2.1 az eltolasi vektor torése
6—-0
IHHI.M.= —D;,,ds+ D,,ds =ods
Dy —Dip =0
Az eltolasi vektor normaélisa a feliileti toltéssiirliség nagysagaval ,,ugrik” (névekszik).
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6.3 Magneses indukcié normalis komponense

A magneses indukci6 normalisa folytonosan megy at.

6.4 Elektromos térerésség tangencialis komponense

6.4.1 az elektromos térerésség tangencialis komponense

Az elektromos térerésség tangencialis komponense folytonosan megy at.

6.5 Magneses térerdsség tangencialis komponense

nX(Hz—Hl):K
Hy, — Hyy = K
[nxH]|=K

A magneses térerdsség tangencialis komponense a feliileti &ramsiirtiség értékével ugrik.

6.6 Aramsiiriiség normalis komponense

do

n-(J,—J1) = o

22




7/  Energiamérleg

7.1 Energiaviszonyok

dD -E aD
rotH=J]+—— — T

ErotH = —E E—
T To J—

D

OB H 0B
rotE————>HrotE——H—
ot ot
HrotE—ErotH = —E <E0D+HaB)
1o 1o = J— T T
ow

div(EXH)=—-EJ] —— 5t

w [#] az EM tér energiastirisége.
Specidlis esetben, ha az anyag linedris:
D =¢EésB=uH

6(1 E2+1 H2>
ar\2% Tk

ow Ea E+Ha H—a<1 EE+1 HH)
o ot T \2°¢ o H

w=w, +w,

57 We + W)

Rendezziik 4t a differencidlis Ohm - torvényt!

1 J2
]=0(E+Eb)=0E+0Eb=>E]=(E]—Eb>]=;—Eb]

7.2 Az energiamérleg differencialis alakja

W _J°  E 1t div(E x H)
ot o o] v

Szemléltetésre inkabb az energiastiriiséggel felirt alakot hasznaljuk.

7.3 Az energiamérleg integralis alakja

j—dV jE,,]dV+fdiv(ExH)dV

df gt = - W — (bal oldalon)
Vat dtw = al olaaton

f div(E x H)dV 256 (E x H)dA (jobb oldalon)
\%4

AW)
A(V) a 'V térfogatot kijeldld feliilet.
2
_aw - av fE,,] av f (E x H)dA
dt =), 0 v T Jaw
1 2 3 4
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1. tag: Az EM térben tarolt energia valtozasi gyorsasaga.

2. tag: HOveszteség, hoteljesitmény, Joule veszteség, vezetOben aram hatdsidra hové valo
teljesitmény.

3. tag: Kiilsé (nem EM eredetil) er6k munkdja, betaplalt teljesitmény.

4. tag: Elsugarzott teljesitmény, EM tuton a feliileten keresztiil eltlinik, elszivarog sugéarzas

utjan.

7.4 Poynting - vektor:

S2EXH

8 Erohatasok

8.1 Lorentz - ero

F=Q(E+vXxB)

Ezt a formulat térszamitasban ritkan hasznaljuk.
8.2 Virtualis munka elve

8.2.1 Er6 szadmitasa

Descartes koordinata - rendszerben dx tavolsaggal virtualisan elmozditjuk a vizsgalni kivant

targyat. Azt keressiik, hogy mennyivel véltozik az energia.

ow

F,=——
x ox
8.2.2 Nyomaték szamitasa

Virtudlisan da szoggel elforgatjuk a vizsgalni kivant targyat, majd keressiik, hogy mennyivel

véltozott az energia.

M. = ow
7 da
9 Az egyenletek teljes rendszere
aD\
TOtH=]+E [nxH] =K
OB [nxXE]=0 . ,
= —— ¢ Maxwell hatarfeltételek
rot E T [n . D] =g f
divD =p [n-B] =0
divB=0
D=¢E+P ow oD 0B
B = uy(H + M) ; anyag egyenletek 9t EsrtH50 energia, er6hatas
J=0(E+Ep) F=Q(E+vXxB)
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10 Az elektrodinamika felosztasa

10.1 Elektrosztatika

A sztatika sz0 jelentése allanddsag, jelen esetben iddbeli allanddsagrol beszéliink, tehat P 0

Ha az id6 szerinti derivaltak elhanyagolhatoak, a Maxwell - egyenletek kozti kapcsolat

szétesik, az egyenletek felbonthatok kiilon elektromos és magneses térre.

rot E = 0 (a tér 6rvénymentes)
div D = p (a tér forrasa a toltés)

D=¢cE

A témakorbe tartozo6 fogalmak: elektroda, potencial, kapacitas. ..

A témakor alkalmazasa: nagyfesziiltségii technika. ..
10.2 Magnetosztatika

Sztatikus magneses tér, melyben aramok sem folynak. Jellemz&en a permanens magnes tere.

rotH=0
divB=0
B = uy(H + M)

M a permanens magnes magnesezettsége.
Fogalmak: magneses skalarpotencidl...

Alkalmazas: villamos gépek...
10.3 Stacionarius aramlasi tér

d/0t = 0 és allando aramok folynak.

Maxwell 1.-bdl;
oD
rot H =]+E /div()

divrotH=div] =0

div rot (akarmi) = 0

div] =0
rotE=0
J=0(E+Ep)

Fogalmak: ellenallés, aramkorok. ..

Alkalmazaés: foldelés, biztositoszal, impedancia - tomografia (orvosi mérdeszk6zok). ..
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10.4 Stacionarius Aramok magneses tere

rotH=]
divB=0
B = uy(H + M)

M a nemlinearis anyagok karakterisztikaja is lehet vagy permanens magnesé.
Fogalmak: induktivitas, vektorpotencial, magneses korok...

Alkalmazas: villamos gépek, villamosenergia atalakitok...
10.5 Kvazistacionarius aramlasi tér

Csak az egyik 1d6 szerinti derivalttal szamolunk, a masikat elhanyagoljuk.
0B /0t elhanyagolhat6 hatasu.

div T = —di oD
iv] = iv T

rotE=0
D=€0(E+P)
J=0(E+Ep)

Fogalmak: komplex potencial, komplex vezetéképesség. ..

Alkalmazas: nagyfesziiltségli szigeteléstechnika...
10.6 Orvényaramok tere

0D /0t elhanyagolhat6 hatasu. Ez a tér is kvazistacionarius. Hulldimok nem tudnak haladni itt

sem.

rotH=]

(B 0B
rotE=——

divB=0
B =uH
]:O'E+]b

Fogalmak: 6rvényaram, szkineffektus (aramkiszoritas), behatolasi mélység...

Alkalmazas: villamos gépek, roncsolasmentes anyagvizsgalat, indukcios hevités. ..
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10.7 Hullamterjedés:

Forréasoktol fliggetlentil vizsgaljuk a teret, tehat ] = 0ésp =0

Iddbeli szinuszos valtozas €s linearis kozegek esetén:

oD
rotH=E
0B
roth—E
D =¢E
B =uH

Fogalmak: sikhullam, polarizacio, reflexio...

Alkalmazas: <szamtalan>
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11 Elektrosztatika

Emlékeztetdiil:
rotE=10
divD=p
D=c¢E

11.1 A potencial (elektromos skalarpotencial)
11.1.1 A potencial, mint segédmennyiség

Jele: @ (nagy *fi’), 1étezik alternativ irdasmodja, amiben nincs a karakter tetején ,,sapka”, aljan

Htalp”.
A skalarpotencial ,,csak egy” segédvaltozo, agymint a csomoponti potencialok. Mivel
rot E=0
leirhato egy skalér gradienseként:
E=—grad ®

Bizonyités:

rot E =rot (-grad ®) = —rot grad ® =0
® egy additiv allando erejéig hatarozatlan.

grad (®+K) = grad ® + grad K = grad ®
K konstans. K helyfliggetlen, ezért grad K = 0

11.1.2 @ Kapcsolata fesziiltséggel
Jgrad(bdl=d>B—d>A
L

j(—graddb)dl:JEdlEULEUABEd)A—de
L L

A fesziiltség nem mas, mint potencialkiilonbség. Egy pont potencialjat egy referencia

potencialhoz (rp) képest nézziik.

11.1.1 potencial
28




O(r) = D(ry) — frE dl

To

Mindegy, hogy milyen gorbe mentén integralunk:

11.1.2 az integralasi ut

ngdl=0:> Edl—i—f Edl=0
A-L,—-B B—L,—A

j Edl = —f E dl
B-L,—A A-L,—B

11.1.3 Ponttdltés potencialtere

Q az origdban, g a kdzeg, ro-ban ismert a potencial. Felvesziink egy olyan gorbét, mely elsd

szakaszan parhuzamos E-vel, méasodik szakaszan merdleges E-re.

Q

11.1.3 ponttoltés potencialtere
1

E=E.(r)e, = Tre 72T
0

Dd(rq) = P(ry) — JrlE dl
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141 r ™ 2] Q 1
¢@0—¢&0=—f}gw—f Eﬂ:—fzgm_oz_f — dr
) To ro AmEQT

To

_ Q 1]r1_ Q (1 1)
- lmegrlry,  4dmeg\rp 1

Célszerli a referencia pontot a végtelenbe venni 0 értékkel. ®(ry) = 0,hary - o

Q
P(r) =o(r) = yp—
TEYT
Altalanosan:
__ e 1
®(r) = Amey |1 — 1|
11.2 Laplace-Poisson egyenlet
divD=p
div (¢E) = p

div (e(—grad dJ)) =p

—div(e grad ®) = p (alltalanos alak)

Specialis esetben, ha homogén a kozeg: € konstans

—div grad ® = g

A =P
&

Még specialisabb esetben: p = 0
A® = 0 (Laplace — egyenlet)

11.2.1 A hatarfeltételek ®@-vel kifejezve:

Legyen I' (nagy gamma) a hatarfeliilet két eltérdé permitivitast kozeg hataran.

&

€

11.2.1 eltéré permitivitasi hatarfeliilet
rer
Ejp = Eyp » @.(r) = d,(r) +K
K=0, konstans, helyfiiggetlen.
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Praktikusan: [®]; = 0, folytonosan megy at.
DZTL = Dln +0o
n-e&,(—grad,®,) =n-g&(—grad,®,) +o

grad, jelentése, hogy a kettes kdzegben végezziik a gradiens képzést.

n-grad = an (normal iranyt derivalt.)
00, 0,

Ez_an =81_an +0o

0P

e—|=o0
on

11.3 A L-P egyenlet altalanos megoldasa

Az egyenlet megoldasahoz sziikséges feltételek: legyen végtelen kiterjedésii és homogén,

lineéris a kdzeg, valamint ismerjiik a toltéseloszlast!
AD = — g lineéris, ezért érvényes a szuperpozicid elve

dv’

11.3.1 az altalanos megoldas

1 (pHdv
dme ) |r—1r|

®(r) =

Q=pdv
11.4 Az elektrosztatikus tér energiaja (®-vel kifejezve)
Induljunk ki az energiastirtiségbdl:
1 1
W, = Ef eE?dV = Ef & |grad ®|*dv

Sziikséges feltétel, hogy a kozeg legyen végtelen kiterjedésli, homogén, lineéris, valamint ne
legyen toltés a végtelenben.
Alkalmazzuk az alabbi vektoranalitikai Gsszefliggést:

div(a grad b) = grad a grad b + a div grad b
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legyen a és b egyenld O!

div(® grad ®) = grad ® grad ® + ® div grad ® = |grad ®|? — CDE

1
|grad ®|? = div(® grad ®) + dbg /* €

V térfogata, S(V) hatarfeliiletli tér esetén:

1 1 1

—ef |grad ®|2 dV = —sfcbp dv +—£Jdiv (® grad ®)dV

2y 2y 2y
Legyeny = [, div (& grad ®)dV

y = fdiv (® grad ®)dV = f ® grad @ ds
v s

W)
Még tovabb specifikalva, legyen V egy R sugari gomb! Ha R elég nagy, a toltések pontnak

tekinthetok.
Az S peremen: CD~%
1
|grad |~ =
|S|~R? (|S| a feliilet)
Az ¢ @ grad @ ds integral nullahoz tart, ha R a végtelenhez tart, kovetkezésképpen a teljes

SV)

térre I'=0, tehat:

1 1 1
We=§f£E2dV=§f£|grad<b|2dV=§f¢pdV+O
v

1
We=§jd>pdV
4

Diszkrét alakban:
1
We = EZR: D Qp

11.5 Az elektrosztatika peremértékfeladata
11.5.1 Megoldas zart tartomanyon, peremfeltételek

Bontsuk fel a V térfogat peremét Sp €s Sy feliiletekre!
V térfogatra: Ad = -2

€

Sp feliiletre: ® = f, (f, ismert fliggvény, Dirichlet feltétel)

Sy feliiletre: ®=n- grad ® = g, (g, ismert fliggvény, Neumann feltétel

an

imegoldésa egyértelmii|

32




Ha Sp = lireshalmaz, akkor @ egy additiv allando erejéig hatarozatlan.
11.5.2 Bizonyitas

A redukcio6 ad abszurdum moédszerét alkalmazzuk, tehat feltessziik az allitas ellenkezjét, amit
hamisnak bizonyitva indirekt médon jutunk megoldashoz.

Tegylik fel, hogy létezik @1 és @, egymastol kiilonb6z6 megoldas, melyekre igaz, hogy:

V: A(D1 = A(Dz = —g
SD cbl = (DZ = fO

: 9%1 _ 0% _
SN: on  on = Yo

Vezessiik be a @, = ®; — P, potencialt is!

V ACDO = A(cbl - cbz) = Aq)l - Aq)z = 0
SD: CDOZCDl—q)Z:O

. 6CIJO _ 9 _ _ aCI)l & _
SN. E - (ch CDz) on —_ O

A kiilonbségi potenmalterre homogen peremfeltételt kapunk és megmutatjuk, hogy ®, = 0
div(®, grad®d,) = grad &, grad &, + &, div grad P,
ACDO=0
|grad ®,|? = div(®ygrad®d,)
dogradd, ds = % d, grad®yn ds

sV) D,
on

]Igrad ®,|2dV = jdiv(dDOgradGDO)dV = 3€
v v

sV
jf;cbaq)"d cbaq)d+f aq)d 0

= ——— ds = s ——— ds =
sy | on 9 an S a

]lgrad ®y|2dV =0 ]
v csak akkor igaz, ha grad®, = 0

(---)2=0
grad®, = 0 ha &, konstans )
_ }csak akkor igaz,ha &, =0
(DO|SD - 0

Ha @, = 0, akkor ®; = ®,, tehat még sincs két megoldas.

11.6 Elektrodarendszerek

Az elektroda fogalmén vezetd anyagot értlink.
11.6.1 Vezetd anyagok elektromos térben

Vezetoket, szigetelOket szabad illetve helyhez kotott toltések alapjan valaszthatjuk szét.
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11.6.1 vezeto elektromos térben

A tér hatasdra a semleges toltések szétvalnak, belsd teret hoznak létre, ami a kiilsot
kompenzalja. Viszonyitas kérdése, hogy mikor vezetd vagy szigeteld az anyag. Ez fligghet
alkalmazasi teriilettdl, frekvenciatdl, a toltések szétvalasanak gyorsasagatol (relaxacios ido).

Tegyiik fel, hogy a téltésmozgéas megtortént!

1
vezetd szigetel6
11.6.2 vezeto - szigetlé hatarfeliilet

Hatarfeltételek:

E =0

el s = 0= Dy = 0

Eye=0

D2 =0
Din=0 an
Dz =0

Kovetkezmények:

Az elektroda ekvipotencialis.

Az elektroda feliiletére merdlegesek az erévonalak (E,D)
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11.6.2 Az elektrodarendszer energidja

1 1
We:f,f(bpdV:EZchjg ods
4 T S

_k“_/
Qk

1
We = EZ D, Qy
X

o

szigeteld

11.6.3 az elektrodarendszer

11.6.3 Két elektroda

Elektrodaparrol altalaban kondenzator esetén beszéliink.

11.6.4 két elektroda esetén az elektromos tér

Tapasztalat szerint:

, 0
C=ﬁ [F]

_$.Dds
“TTEa

L tetszés szerinti vonal, mely Osszekoti a két elektrodat. S tetszés szerinti zart feliilet, mely

korbeveszi az egyik elektrodat.




Kondenzator energiaja:

1 1 1 1 .
W, = Ezk: DQx = E(CD+Q + (I)_(—Q)) = EQ(cI)+ —d) = EQU _ ECUZ

1 2
We :ECU

11.6.4 Tobb elektroda, részkapacitasok

ZQiZO

Qo =—(Q: +Q2)

11.6.5 részkapacitasok

®; = p1101 + p120:

©; = p210Q1 + P20
pij a potencidl egyiitthatok, igaz rajuk, hogy:

P12 = P21
bij = Pji
3=50
Q=7®

Q1 = ¥11P1 + ¥12P2

Q2 = V21P1 + V22D
y-t altaldban kis c betlivel szokas jelolni, de a késdbb bevezetendd mennyiségek jelei miatt
célszeriibb eltérni a szokastol.
vij a kapacitas egytitthatok, melyekre igaz, hogy:

Yij = Viji
Qs formulajahoz adjunk is hozza és vonjunk is le beldle:
Q1 =711P1 + (V12P1 — ¥12P1) + ¥12P2 = (Y11 + V12) P1 — ¥12(P1 — D3)

Hasonlo6 szamitas utan:
Q2 = (Y21 + V22) P2 — V21 (P, — D)
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Q1 = Cio(P; = 0) + Cpo(P; — D)
Q; = Czo(q)z - 0) + C21(d>2 - q)l)

A -0 tag fejezi ki a referencia pont potencialjat, ami 0.

Cix = Cy; f6kapacitasok
Cio fOldkapacitasok

Cio \Q
Cp
b :
Co

} részkapacitasok (i,k # 0)

Szemléletesen:

1

(halézati modell)

11.6.6 részkapacitasok halézati modellje

11.6.5 Tobb elektroda energidja

n=2 esetre:
1 1 1,1,
We :§¢1Q1 +§‘D2Q2 :§p11Q1 +§p22Q2 + p12010-

1 2, 1 2
=EY11‘D1 +EY22‘D2 + Y129, P,

1., 1,1 .
:§C10¢1 +§C20‘D2 +§C12(‘D1—‘D2)
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11.7 Egyszeriu toltésrendszerek tere

11.7.1 Végtelen hosszu, egyenes vonaltoltés

6

11.7.1 vonaltoltés tere

Hengerszimmetria: r, ¢, z

E(r,¢,z) = E.(r)e,
d(r,@,z) = P(r)
frjuk fel a Gauss tételt! Az integral eleve 0-at ad az alaplapon.

palast terilete D bezart toltés

27;1 gkEr(r) = 57

q 1

2TEY T

E, (r) =

_ 9 ("1 q 1
d(r)=—| E,dr=— —dr = In—
ro 2mey Jr T 2mey T

q

d(r) =
) 2TeE

To
ln; (ro # 0, 1y # 00)

\

11.7.2 logaritmikus potencial
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11.7.2 Toltésdipolus
Dipdlus: egymashoz nagyon kozel 1év0, azonos nagysagu, ellentétes eldjelli toltés.
Matematikai megkozelités: ig :}d - 0,de Qd = konst.> 0

Mérnoki megkozelités: dipolusrol beszéliink, ha a teret elég tavol vizsgaljuk.
Szimmetria gdmbi koordinatarendszerben (7,9, ¢):

d(r,9, ) = &(r,9)

d/2

d2 = d/2 cosd

¢

11.7.3 toltésdipolus gombi koordinata rendszerben

d<<r esetén:

Q 1 1
(1) E 4 d j— d — eee
T\ y —Zcos9 7+ 5cosd
2 2
_ Qd cos?¥
"~ 4mey 12
Dipdlusmomentum:
p=0Qd
+
7\
p
- @

11.7.4 dipélusmomentum jel6lése
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oo [00, 109 1 09
- Tgrad® = or T T T & rsinﬁa(pe"”

0

11.7.5 dipélusmomentum tere
A dip6lus momentum jelentdsége:
o dielektrikumok
o kettosrétegek

e polarizacio vektor:

D=¢,E+P
. XDi
P_Al\lfrilo AV

dVv

f

A

Pi —

11.7.6 polarizici6 vektor
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11.8 Helyettesit toltések modszere

11.8.1 Azelv

11.8.1 helyettesito toltések modszere
A cél az eredeti peremfeltételek teljesitése kiilsé toltésekkel. A hattérben az unicitas all
(megoldas egyértelmiisége). A kiilso toltések elrendezése nem egyértelmii!

Fémgomb esetén:

0 har <R
) &1 har =R
A1rey 12 -

A fémgombdot ponttoltéssel, vagy kis toltdtt gdmbbel helyettesitjiik:

ST
’

S ’
\\‘_d/

Il
I
l

R \
— > agy

'l

11.8.2 fémgomb helyettesitése

Q

- 41,3
3

A
-~ S
.

p r > R —re ekvivalens
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11.8.2 Ponttoltés — fémsik

Q Q
[ J [ J
h h
tlikrozés
D ———
Et =0 = ®=konstans
/////7//// """ S T b b cre
d=konstans
h
-Q
[
11.8.3 tiikrozés
11.8.3 Vonaltoltés — fémhenger
2 '/ v—'s'ﬂ\\\
® - | xe—=e
vq N +q

Had > R:

Bizonyitas:

11.8.5 vonaltéltés - fémhenger

O-t gy valasztjuk meg, hogy a hengerfeliilet ekvipotencialis legyen!

PP’ d-§
T T T
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- 1 (o2,
CM) = 2me, (ln In ’) 2, T
— = allandé legyen!
Feltétel:
OPM,~0P'M 0 _R ) R
~ D —_= — = —
4 87RT S d

Hasonl6 anal6gia mentén helyettesithetd 2 parhuzamos henger vagy henger — sik elrendezés.

11.8.4 Ponttoltés — fémgdmb

11.8.6 ponttoltés - fémgomb
Ajénlott szamitogépes animaciok:

www.falstad.com/mathphysics.html

12 Stacionarius aramlasi tér

12.1 Alapegyenletek

12.1.1 Maxwell
rotE=0
div] =0
J=0(E+Ep)

12.1.2 Laplace
1ot E=0 < E = —grad ®
ha E, =0 =] = oFE
div (—ograd®) = 0

div(ocgrad ®) =0

Specialis esetben: homogén kozeg (6 = konstans)
odivgrad ® =0

0

di dd=—=0
iv gra -

div grad ® =0

AD =0
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http://www.falstad.com/mathphysics.html

12.1.3 Folytonossagi feltételek

il 0,

r

12.1.1 folytonossagi feltételek

Eye = Eqe
&, = &, + konstans
0
[®]r =0
A potencial ugrasa a gamma feliileten 0.
Jon = Jin — %

pr a feliileti toltéssuriség jele, mert o foglalt.

Ha J normalisai kozt kiilonbség van, akkor toltés halmozddik fel a feliileten vagy toltés
tavozik a feliiletrdl.

Specidlis esetben: pr = 0

Jon = J1in
b,  ad, [0d

%2 on % on = %F_O
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12.2 Elektrodarendszerek

12.2.1 Két elektroda — ellendllas (konduktancia) definicidja

12.2.1 két elektroda tere

L tetszdleges gorbe. S tetszdleges feliilet, melyen 0-hoz kozelitd teriileti lukat hagyunk a

bemeno aram szamara.

I=¢]ds=j€aEds
S s

[ Edl
~ $.oE ds

12.2.2 Teljesitmény (veszteség)

2
p=sE=st=T &,=0)

A teljesitménysiirtiség:

e o

szpdV=FR

]2
=f;dV P
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12.2.3 Tobb elektroda (részkonduktancidk)

Iy @,

/7777777777777 7777/77/7777777777
12.2.2 tobb elektroda

ly=—(U;+1,+ 1)
P, =0
Iy = G1oP1 + G12(Py — D) + Gy3(Py — P3) (G12 = Ga1)
I = Goo®; + Gy2(Py — Py) + Go3(P; — D3) (G31 = Gy3)
I3 = G3oP3 + G13(P3 — P1) + Go3(P3 — ) (G253 = G32)

Altalanos leiras:

n
he = Gio®i + ) Ga(@ = @) (k =11,y = Gy

i=1

12.3 Elektrosztatikai analégia

stacionarius aramlas E,=0 elektrosztatika p=0
rotE=0 E=—grad ® rot E=0 E =—grad ®
div] =0 AD =0 divD =0 AD =0
J =0E D =oE
J<D
g€
Kovetkezmények:
C=0GCleyg

Ismert kapacitas konduktanciaja megkaphat6 azonos elrendezés esetén.
Koax kabelre:

C'=G'|,,

C’ a hosszegységre es6 kapacitas.
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13 Stacionarius magneses tér

13.1 Alaposszefiiggések

13.1.1 Maxwell
rotH=]
divB=0
B =uH

13.1.2 Vektropotencial

Bevezetése:
div B = 0 teljesil,ha B =rot A
divB =divrotA=0

Mértékvalasztas:

A nem egyértelm, pl:
A =A+gradf
,ahol f tetszoleges skalarmezo.

rotA' =rot(A+grad f) =rot A+rotgrad f =rot A
=0

div A értékét meg kell adni, ez a mértékvalasztas.

Pl: Coulomb mérték: div A =0

A fluxus kifejezése:

l'ps édeS
S

n

L

13.1.1 zart gorbe altal hatarolt iranyitott feliilet fluxusa
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Y =J.rotAds=jE Adl
S L(S)

Az energia kifejezése:

1 1
WmZEJ‘HBdVZEJHTOtAdV

Vektoranalitikai 6sszefiiggés:

divlaxb) =brota—aroth

1 1
szffA rotHdV—Efdiv(HXA)dV
J

T
F=]div(HxA)dV=3€H><Ads

Feltéve, hogy J = Oa végtelenben, R — o

13.1.2 magneses energia
ISI~R*Y

1
M~z tr-o

2
|H~ﬁ

1
Wi =7 f AJdv
(Elektrosztatikaban: W, = % [@pdV)

13.1.3 Vektorialis Poisson - egyenlet

1 1
rot H =rot (—B) =rot (—rot A> =]
H U

altalanos alak

Specialis esetben, homogén kozegre (p=konst.)
rotrotA=u]j

grad divA —-AA=yu]j
=0 (Coulomb)

AA = —pu]
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13.1.4 A vektorialis Poisson - egyenlet altalanos megoldésa

FElektrosztatikaban:
rl
A = -2 = or )—— Py
€ |r — 7’|
dv’

/

13.1.3 a vektorialis Poisson egyenlet altalanos megoldasa

Tegyiik fel, hogy u allando, J ismert!
(0, = —pe = A =L

x lr— r'I
JIAAy = _:u]y = Ay(r) = ﬁf

]y(r’)
(ey.2) YA
kAAZ =—u, = A, )= Py ———dv )

[r—71|
[r—71]|

A=—yu dav’ LA = Ace, +Aye,tAze,

“

A(r) = if]x(r )ey +]|3;ﬂ(i):|y +J,(rNe, v
_ B (JE)
A(r) = e r—7] dv

13.2 Aramjarta hurok (rendszer)

13.2.1 Biot-Savart torvény

B(r) = rot A(r) = rot, J() av') = if rot ;](r’) av’
lr — 7| AT "\ r =7 ==
% °
Vektoranalitikai 6sszefiiggés:
rot (ua) =urota+graduxa
B(r) = f o s (](r’)) av' + -2 f grad; I> X J(r') dV’
4 1 r—r
gra rlr_rll - |r_r/|3

f](r')>< (r— 1‘)

|r — 7|




Specialis eset, vékony vezetd:

N\

UL

ds

13.2.1 aramjarta vékony vezeté

1
]_dS
dV = ds dl
Jdv =1dl

I
]dV=£dsdl=Idl

L

13.2.2 Biot-Savart torvény

di

1
H=-B
U
H(r) = I fdlx(r—r’
T A4n ), r—13
Interpretacio:
Idlx (r—1'
JH = ( , )
4ilr — r'|3
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Fontos megjegyezni, hogy nem kovetkeztethetiink az I dlaramelemre, helyette:

rot dH = dJ aramdipdblus

13.2.3 aramdipolus

13.2.2 Indukci6 - egyiitthatok

Oninduktivitas
L2~ [H]
—
[ _ Vs
A
Vs
[5=1
l'IJS = fB ds
s
I
vl

!

W,
13.2.4 6ninduktivitas

Energia kifejezése:

W, —1fA dV—lljﬂAdl—lllp —1L12
m= J 2] T2 572

w, —1L12
mo 9
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Ko6lcsonos induktivitas

Y,

Ly = T
1%,=0

¥y

Ly, = I_
2'1=0

13.2.5 kolesonos induktivitas

W, = L1111 + L1210,
W, = Ly 1y + Lyy 1,

Li; =1L, }
oninduktivitas
Ly, =L,

Ly; = L1, = M kOlcsonds induktivitas

Energia kifejezése:

1 1 1 1
W, = Ellel + 512‘}’2 = 511(11111 + Lipl) + EIz(LlZIl + Lalp)

1 2 1 2
= ELlIl +L1211]2 +EL212

Altalanos eset: tekercsrendszer

A jobbkéz szabalyt alkalmazzuk

n
qu = Z Lk]I]
j=1

Ly = L, Oninduktivitas
Lyj = Ljx j# k kolcsonods induktivitas

Az energia:

n

n
2 Z Z kil
k=1 :

=
II

M
| —_
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14 Numerikus modszerek (izelito)
Adott egy parcialis differencidlegyenlet (PDE) ¢és peremértékfeladat. Példaul az
elektrosztatika peremértékfeladata.

14.1 A megoldas menete

e modellalkotas

e gecometria, anyagjellemzdk, forrasok, peremfeltételek megadasa
o diszkretizalas: tartomany felosztasa (halo, pontracs...)

e algebrai egyenletrendszer felirasa és megoldasa (automatikus)

e megoldas abrazolésa, integralok szdmitasa

e eredmények értékelése
14.2 Osztalyozas

14.2.1 Véges - differencia modszerek

racsmodszer (ezt szamon kérik)

idébeli véges differenciak médszere (FDTD)
14.2.2 Végeselem modszer

FEM
Alkalmazott szoftverek: Comsol, HFFS

14.2.3 Integralegyenletek mddszere

FIT
Alkalmazott szoftver: CST

14.3 Véges differenciak modszere (racsmodszer)
14.3.1 Diszkretizalas

e szabalyos halo felvétele
e tetszés szerinti pont kivalasztasa (i,k)
e jobb, bal, also, felsd szomszédok kivalasztisa

e racsallando megadésa: h
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(i,k+1)

®
(i-Lk) | (ik) (i+1,k)

(i,k-1)

\_'_}

h i

 —

14.3.1 racsmédszer

14.3.2 PDE - algebrai egyenletek

Gyakorlatilag sorfejtést végziink. @ kifejezése kozelitéssel, Taylor sorral.

o0 10%°¢ 2
Biyrp = Dy +a—h+iﬁh + 0%
09 19%d ) 3
Pi1je = Pix —5—h+ 57 h" +0(R°)
ad 19%d
D1 =Py +Eh +E 97 h? + 0(h3) (D
0o 10%20 ) 3
q)i,k—l = &L( a h+§a_h +0(h )
4Dk Y 0
0 _Py2 y
"

D
D =4 Piggp + Piogp + Pigrr + Pigor) + Ehz

Ez, az 6tpontos formula. Az egyenlet minden pontra felirhato. Egy kis magyarazat:

<6CD R

p
d0x? + dy?

) hz = Aq)hz E hz

0(h?®) (nagy ordd) az dsszes tobbi tag egybevonva, melyrél elmondhatd, hogy kébds aranyu
és elhanyagolhato.
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14.3.3 Peremfeltétel érvényesitése

08y, / 30y

14.3.2 peremfeltételek
aQD: b = f

b — P’
aQN: h =g

14.4 Végeselem modszer

14.4.1 Sulyozott maradék elv

(1-ra a Laplace egyenlet helyett mast irunk fel:

fluggvény
—div(e grad ®) = p - j [-div(e grad ®) —p] W; dQ =0
Q

Y w; € VZ —re teljesil
fuggvénytér

Az egyenlet atirhato:

f e grad ® grad w; dQl = fp w; dQ  "gyenge alak"
Q Q

14.4.2 Diszkretizalas

Legyen W véges dimenzids, bazisa w; i = 1--- N, (ilyen a Fourier sorfejtés is).

& kozelitése:

N
=1

Helyettesitsiik be a gyenge alakba!

N
ZcbjfegradcbgradwidﬂzfpwidQO i=1-N
. Q Q

j=1

A® =D linearis algebrai egyenletrendszer
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14.4.3 Linearis haromszogelemek

w; egy lehetséges megvalasztasa 2D-ben.

A tetszlleges feliiletet felosztjuk haromszdgekre, egy elem az (..

Q,

14.4.1 a tartomany felosztasa
@

c

b,

|

M b

X Q.
a

14.4.2 @ skalar linearis kozelitése egy haromszog felett

1

K csomodpont

14.4.3 bazisfiiggvény, "satorfiiggvény"
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15 Tavvezetékek (TV)

15.1 Bevezeto

15.1.1 Jellemzdék

Alkalmazas

Energia, informacid tovabbitasa.

Jelenség

Vezetett hullam (parja a szabadtéri terjedés)

Feltetel

Egyetlen, a hosszkoordinatatol fliggd fesziiltség illetve aramadattal leirhato
TEM (Transzverzalis Elektromos és Magneses) tipust terjedés.
Transzverzalis: E és H a terjedésre merdleges sikban fekszik.

Modell

Elosztott paraméterii haldzat (parja a koncentralt).

Hossz/hullamhossz szerepe

[ K A = koncentralt paraméterii modell
l ~Avagyl > A - elosztott paramétert modell
f=50Hz - 4, = 6000 km
f=1GHz - A, =30cm

m
c=3%108—
s

Y

L/
/

15.1.1 kettésvezeték (Lecher), koaxialis kabel, szalagpar

15.1.2 Néhany konstrukcio

~




15.2 TV leiras idétartomanyban

15.2.1 Elosztott paraméterii modell

Valgjaban szakaszonként koncentralt paramétert kozelités.

1 1
I I
: i(t,z :
I } }
— — —
. ' u(t,z) | ' .
forras ! ! ! 1 fogyaszto
_{ A }_
| —
: i(t,z) 1
I I I
I } }
[ } I
ol : A z
Az
15.2.1 a modell
i(t,z) i(t,z+Az)
L' Az —_—
R Az I 2l
Q
u(tz) Bl T CAz u(t,z+Az)
[ 0

15.2.2 a Az szakasz helyettesité képe

L’, C’, G’, R’ hosszegységre esd paraméterek.

15.2.2 TV paraméterek

Q
R'a hosszegységre vonatkoztatott ellenallas [E]

S

G'a hosszegységre vonatkoztatott vezetés [—]
m

H
L'a hosszegységre vonatkoztatott induktivitas [E]

F
C'a hosszegységre vonatkoztatott kapacitas [E]

Az idealis TV veszteségmentes: R' = 0,G' =0
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fo
TE,
P~ 9 Ho
P G' =0 L="n—
d>>r,
15.2.3 parhuzamos
vezetékpar
I ~ !/
c 2me G 2mo L' = L iuss
Tk Tk Ho T2
T T =5_In—
1 1 2n 7
15.2.4 koaxialis vezetékpar
Erdekesség:
L'C =eu

15.2.3 Tavir6 egyenletek

Az alabbi hurokra és csomdpontra alkalmazott egyenletek:

i(t,z) i(t,z+Az)

L' Az /\ _—
O

u(t,z) — CAz u(t,z+Az)

15.2.5 taviré egyenletek
! . ! a .
u(t,z+Az) =u(t,z) —R'Azi(t,z) — L'Az T i(t,z)

0
i(t,z+Az) =i(t,z) — G'Azu(t,z+ Az) — C'Az e u(t,z + Az)

t,z+ Az) —u(t, 9
u(t,z z) —u(t, z) =—R'i(t,z) - L'= i(t, 2)
Ay ot

i(t,z+Az) —i(t,z d
( A; ( )=—RG’u(t,z+Az)—C’a u(t,z + Az)

Az = 0, u =u(t, z), i=i(t,z)
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ou di
1: ——=R'i+L —

0z Jt
i , ,ou
2: aFr Gu+C FTA
0%u ai 0%
3: ——=R' !

922~ "3z " dz0e
p 00 0
- 0z0t ot at?
A harmadik egyenletbe helyettesitsiikk be a 2.-at és 4.-et, ekkor megkapjuk a fesziiltségre

vonatkoz6 taviro egyenletet:

U _ piGru st ®e +ren Pt e 0%u
92z oY ot at?
idTV-re;
0’u , 0%u
0z2 ot2

Ez az un. hullamegyenlet (hiperbolikus parcialis differencialegyenlet.)
15.3 Leiras a frekvenciatartomanyban
15.3.1 Komplex amplitadok (fazorok)

u(t,z) = Q (z) cos| wt + Py (z) | = Re{ g (2)e/*t)

csucs kezdbfazis komplex

i(t,z) = I(z) cos(wt + p;(2)) = Re{l(2)e/*t}

U(z) = U(z)e/Pr®
I(Z) — f(Z)e]pl(z)

15.3.2 A Helmholtz - egyenlet

dU(2)
Cdz

dl(z)
dz

= (R"+ jwL")I(2)

=(G'+jwCHU(2)
1 dU(z)

R +jol dz
1 d?U(z)

R+ jwl' dz?
d?U(2)

dz?

I(z) = —

=(G'+jwC)HU(2)

—(R"+jwl)(G'+jwCHU(z) =0
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1
Y =+J@R +jol)(G' +jwC") [E] terjedési egytitthatd

d*u )
7 y°U(z) =0 Helmholtz — egyenlet

y=a+jp
1
a: csillapitasi tényez6 [E]

d
B: fazis tényezd I(r::l )l

15.3.3 Altalanos megoldas

Megoldas probafiiggvénnyel. U(z)-t keresiink, U(z) = Ugye** alakban.
Uokzekz _ yz erkz =0

k2—y2=0
k=+y
U(iz) =U" e 72+ U e?*
1 du(z
0 P I N Y R SR
R' +jwl” dz R' + jwL R' + jwL

, R tjel R+ jwL’ R+ ol
° % JR +jol) (G +jwC) |G +joC

7o = [BHIel  amimpedanci
o= T jal ullamimpedancia

Y és Zo hullamparaméterek.

+ —

I(2) = —e V2 — — V2
(2) Zoe Zoe
+
I+=U_ U+ U-
I(z)=I"e V" + T eV > Zo Zy=—F=——
_ [/ It I~
I = ——
Z,)

15.3.4 A megoldas értelmezése

Specialis eset: U= =0, a =0, UT €R
(mostantol nem jeloljiik a komplexet)

U(z) =Ute V2 =Ute ¥ Ibz
1
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u(t,z) = Re{U(2)e/*t} = Re{U+e /F?e/®t} = U*Re{e/(@Wt=FD} = U+ cos(wt — B2)

=Utcos|lw|t ——z
)

——
késleltetés

)
v =— fazissebesség

B

U(z)

u(t,z)

u(t+At,z)

15.3.1 csillapitatlan, haladé hullim

Altalanosabban; U* = |U*|e/?

u(t,z) = |U"| cos(wt — Bz + @)

¢ kikiiszobolhetd t, alkalmas megvalasztasaval.

Még altaldnosabban: U~ =0, a # 0

u(t,z) = |U*| e “cos(wt — Bz)

U(z)

15.3.2 csillapodva halad6 hullam

Legaltalanosabban: U~ # 0

u(t,z) = |UT|e *cos(wt — Bz+ @) + |U”|e*cos(wt+ Bz+ ¢7)

+z irdanyba haladé csillapitott hullaim  —z iranyba haladé csillapitott hullam

Térbeli és iddbeli periodicitas:
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15.3.5 Idealis TV viszonyai

R'=0,G"=0
T i JIT a = 0 (nincs csillapitas)
= joljwC" = jw -
Y ORI g B =wVL'C
’ja)L' L
Zn= |—= |—
0 jwC' \/;
w 1
v —_——
B JL'C
v frekvenciafiiggetlen!
1 1
V=—= =C
Ven v €oto
15.3.6 A lezaras szerepe — peremfeltételek
Specialis eset:
— .
U l ; Y, Zo, 1 : l U,
o— —0

0 |
15.3.3 lezaras szerepe
U(z) =Ute 72+ U e¥?

U =U(z=0)=U*+U"

Uz = U(Z = l) = U+e—)/l + U—eyl} U+, U~ kifejeZh€t6

Altalénos eset:

—_— —_—
——e— }—o—
lu v
—o—— }—e—

15.3.4 altalanos lezaras

U = f1(11) U, = fz(lz)
I =g,(U) I, =g,U,)

U(z=0) = f(I(z=0))
Uz=1D = f(I(z=1D)
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15.4 Impedanciaval lezart TV

15.4.1 Uj vonatkoztatasi rendszer

|
Y, ZO) l : U2 l 22

N

15.4.1 ellentétes iranyd hosszkoordinata
x=l—-z-z=1—x

U(z) =Ute "2+ U eV? =Ute VU0 4 V"0 = yteVel* 4 =eVle V™

uf Uy
Ux)=  Ujer™ +U;e7r*
I(x) e U_Z-l—eyx _Ee_yx
Zy Zy

| N——
bees6 hullam  reflektalt komponens

Ulx)=Use"™ +Uje "

U Uy
I(x) = =2 V% — Z2 p-¥x
) Zy ¢ Z, ¢

15.4.2 Reflexids tényezd

7] )
oo —Loflekualt (egy adott helyen)

Ubees()’

_Uy
=03

U e"t U~
T Ute i Ur©

ra

Ty 2yl

r, mint a hely fliggvénye

U~ e¥*

(@) =5z

_Uye™

)= Yrer
Uy =1Uy
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U(x) = US (e + rye %)
+

U
1) = 2= (e" — rpe ")
2

r kifejezése az impedancidkkal
Up Ux=0) U;(1+r1,) _ 1+,

ZZ=

I, I1x=0) U T 01—,
Z—O(l—rz)
Ly —Z,
A

Ha Z, pasziv:
Re{Z,} > 0= || <1

Teljes visszaverédés, ha |r,| = 1
15.4.3 Specialis lezarasok

Illesztett lezaras

ZZ = ZO
r, = 0 = nincs reflexié

U(x) = Ufer*
U

i = = VX
(x) Zy ¢

tisztan halado6 hulldm

Szakadas
ZZ = 00

Ly —Zy
r, = lim =

=1
Zy—0 Zz + ZO

Tegyiik fel, hogy a = 0,U; € R
U(x) = US (e/P* + 1e77P*) = 2U5 cos(Bx)

u(t, x) = Re{2U3 cos(Bx) e/*t} = 2 U cos(Bx) cos(wt)

Csomopontok:

cosfx =0

ﬁx=%+kn=gﬂk+n

_ T ok+ =2k
¥=gp Gk 1) =@k + 1)

—
4
4

(4ll6hullam)




+

Uy, ; : U7
I(x) = == (e/P* — 1e77F*) = 2j —=sin(Bx)
Zo Zo

i(t,x) = ReX 2j U—;sin(ﬁx) eJ¥ty =2 U—;sin(ﬁx) cos (wt + E)
’ 47, Z 2
el2 —sin(wt)
Csomopontok:
sin(Bx) =0
Bx = km
T =2k
X = — = —
B 2
A U(x)
t=0
20,
A/2
. | |
X t=T/4 ! !
A
15.4.2 Fesziiltséghullam
A 1(x)
t=T/4 ] 20,7
/Z,
A2
" | |
% t=0 i | I
A
15.4.3 Aramhullim
Rovidzar
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u(tq,x)
/? (e

A

A2 Se— ift,x)

15.4.4 fesziiltség rovidzar esetén

Rovidzar esetén Z, = 0

. Z,—Zy -
2T 7+ 7,
U(x) =UfelP*+ Uy e 1P* = U (e/F* — e IFY)
rUt=-uy 2j sin(Bx)
Uy . u, _. Uy
I(x) = Z—ze’ﬁx - Z—Ze"fﬁx = ZZ—Zcos(ﬁx)
15.4.4 TetszOleges lezaras
Z, =R+ jX
R+jX -7, .
R RT Xz, e
0< |T'2| <1

U(x) = Uf e/P* + Uy e IF* = Uf (/P% + |r|e/®eIF¥)

= Uz"'ej% (ej(ﬁx_%) + |r|e_j(ﬁx_%))

— upe'%| TF%) — jr1ed(Bx-%) 4 1l (B55) 4 e (Bx-F)

(1—|r|)ef(Bx—%) 2|r| cos(ﬁx—%)

. R
US(1—|rDe/P*  +Use’22]|r| cos (Bx - %)

poz.iranyba haladé hullam AlISIllam

Egyszerre van jelen 4ll6- és haladohullam!
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15.4.5 Allohullam arany

U@
~ U@l

1 + |r|e_j(2ﬁx_(p)

UGO| = |uF™ + Ut irlefoe#x| = |uge™™|

q(x)
|Q(x)|max =1+ |r|
lq () I min =1 — 7|
o= |Q(x)|max _ 1+ ||
laC) min 17|
A UG
7l +1rD)
U7l
[wil(a=Ir

N

15.4.5 Allohullaim ariny

lgQ)| = |1+ |r| cos(2Bx — @) — jIr| sin(2px — @)| = /1 + 2|r| cos(2Bx — ¢) + |r?]

1<o<

A U

15.4.6 Illesztés

A

15.4.7 Szakadas

17€9]

68




15.5 TV, mint rezgokor

15.5.1 Végén szakadassal lezart TV

[U(x)|
[1(x)|
< 1
x  3)\/4 A/4

15.5.1 Szakadassal lezart TV

15.5.2 Mindkét végén szakadassal zart TV

X 0

15.5.2 Mindkét végén szakadassal zart TV

(% (%
fi=1=a
v v

v
=7
2

<

fh:hz_l

15.5.3 Mindkét végén rovidre zart TV

o I o

Ul

15.5.3 Mindkét végén rovidre zart TV

v
fh:hz_l
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15.5.4 Vegyes lezaras

X O

15.5.4 Vegyes lezaras

v

15.5.5 Altalanos, veszteségmentes lezarasok

15.5.5 Altalanos, veszteségmentes lezarasok

1
‘WLl +——1=0
JORET S 0C

(L 1)I—O
@ wC)

1
[0) = —
" JIC

15.5.6 rezonancia

(iX1 - Zbe) L =0
—
=0-rezonancia

Zye = jXpe transzcendens egyenletre vezethet.
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15.6 TV, mint kétkapu

B ———
——o0— }—o—

generator l U, U, l fogyasztd
——O0—— }——o0—1

15.6.1 TV, mint kétkapu
Fontos (U4, I,) és (U,, I,) kapcsolata.

15.6.1 Lanckarakterisztika

U\ _ (U,
(h)_A(b)
U(z) =Ute 72+ U e¥?

+ —

() = —e V2 — —_pVZ
(2) Zoe Zoe

z = 0 esetén:
Uy =U0t+0-
ut U~

L =———=1*+1"
1T 7o T

-2 2)e

z = | esetén:

I _U_+e_yl_£eyl
27 7, Z
e vl eVl
(7)={e et )40
I, )\
A
My
U, = = U, ey U,
(h)‘M(M2@)>‘ﬁﬂkl5)
ut 4
@)

cosh(yl)  Z,sinh(yl)

A=]1
—sinh(yl)  cosh(yl)
Zo
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detA = 0 - rec.
A = Ay, — szimm.
idTV:

Yy =JB
cosh(jBI) = cos(Bl)
sinh(jBI) = j sin(Bl)

15.6.2 Helyettesitd kapcsoldsok

T-tag
ly l,
i -—
O— Z, T Z, —0
U, U,
Zb
O ‘ O
15.6.2 T helyettesité tag
_ cosh(y) —1
@7 7% sinh(yl)
Zy
7, =
> sinh(yl)
= - (U _ =(L
-7 (y)=2(;)
Z1n=Zo+Zy =1y
Zyg =12y =12y
m-ta
[y l,
— — >
O T Xy T O
u
1 | Yy i | 5
O l l O
15.6.3 mtag
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15.6.3 Bemeneti Z

-1 A —>
U | Vs
U, l v, Zo, | U, l Zs —_—> 1 : b

15.6.4 Bemeneti impedancia

U, = U, cosh(yl) + Z,1, sinh(yl)

1
I = 7 U, sinh(yl) + I, cosh(yl)
0

12Z;
U fI; cosh(yl) + Zol sinh(yl)  Z, + Z, tanh(yl)
be =, ~ 707, + Z, tanh(y])

Zi U, sinh(yl) + I, cosh(yl)
0

_ Zy+jZytan(Bl)
¢ 07, +jZ,tan(Bl)

Zy idealis TV esetén

Yy =JB
tanh(jB1) = j tan(Bl)

Rezonanciafrekvencia meghatarozésa feladat

— -
L Vi Zy; 1
] -
15.6.5 f,o,=?
Zyo = 225D 7, e
0

jowL + jZytan(Bl) =0

w
w,— — transzcendens egyenletek
v
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16 Elektromagneses hullamok

A szabadtéri hullamterjedéssel (sikhullamok), hullamok keltésével (Hertz-dipolus), vezetett

hullamokkal (csétapvonal) foglalkozunk.
16.1 Homogén hullamegyenlet

16.1.1 Feltevések

OE
p=0,J=0 rotH=0E+eE
homogén, linearis kézeg oH
B=uH,D = ¢E,] = oE rotE=—po
o,¢& pallando6 divB=0-udivH=0-divH=0

divD=0->edivE=0->divE=0
16.1.2 Egyenlet E-re

f ot E = taH_ 6( CH) = 6(E+ 6E)_ O0E 0%E
TOLTOLE = ZHTOL 5 = THG VO T TR \OF T e ) T TR T e 2
rotrot E = grad divE — AE = —AE

0

p_ O E_
MG R =

16.1.3 Egyenlet H-ra

rotrot H = arotE+sr0t§:

A H
Moo ~HE B2 =

16.2 Sikhullam - megoldas

16.2.1 Feltevések

E(t,x,y,z) = E,(t, z)e,
0 0

a=0,@=0
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y

16.2.1 E-nek csak x komponense van

Szinuszos 1d6ébeli valtozas

E,(t,z) = E(2) cos(wt + ¢(2)) = Re {E(z)ef"’(z) ej“’t}
Ex(2)

16.2.2 Helmholtz - egyenlet

g OE_ OE_
Ho9e M9 =
A fenti egyenletben a vastag, feliilhtuzott betlik vektorokat jeldlnek.
dZEx . . 2
17 — joudE, — (jw)*ueE, =0
A fenti egyenletben a vastag betlik komplexeket jelolnek.
d’E,
dz? VEx=0

Y = Vjou(o + jwe)

16.2.3 Altalanos megoldas

E.(z) =E*te ™ "* + E"e?*

Yy =a+jf terjedésiegylutthatd
a = Re{y} csillapitasi tényez6

B =Im{y} fazistényezé

16.2.4 H kifejezése

tE=—u—
o H dat
ex e, e,
d J0E,
tE = —| =e,—
1o 0 0 57 Y 3,
E, 0 O

H(t,x,y,z) = H,(t,z)e,
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Komplex amplitadoé:

Hy(t,z) = Re{H,(2)e’*"}

b, _ _ afy
dz "t
dE, ,
dz —HwH,y
1 dE, 1
H, = - = ——(~yE*e™"* + yE e"*
Y jou dz jwu( YETe™ +yETe™)
_Jon _ f Jop
Zy=—=-= ]
Y o+ jwe
Zy = Jou kozeg hullaimimpedanciaja
o+ jwe
+ —_—
—— V2 ___ vz
H,(z) Zs e Zs e
16.3 Sikhullam-TV analégia
d*E,
dz? VEx=0

E (z) = E*e % + E-e??
+ -

E
H,(z) = Z—oe vz —Z—Oeyz

¥ = Vjou(o + jowe)

0
ZO= ] 'u
’0+]a)e

TV U I R’ L G’

sikhullam | Ey Hy -, (0) il o
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16.4 Sikhullam (idealis) szigeteloben

16.4.1 Kozel nulla vezetoképesség

w 1 1
V=—=—= C
B Vue e
1

Cc =

v Ho€o

i /ur
= |[—= [|—
0 \/; e n
n = /@ — 12070 = 377Q
€o

16.4.2 Szemléltetés

HaE- =0ésE*eR =E,

E,(t,z) = Eycos [a) (t - Ez)]

w
H,(t,z) = g—zcos [w (t — gz)]

Halad6 hullam, E és H id6 szerint fazisban, térben 90°-al elforgatva.

TEM tipusu terjedés. t=0 idépontban:

/\X

16.4.1 Sikhullam terjedése
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16.4.3 TetszOleges iranyu terjedés

16.4.2 tetszéleges iranyu terjedés

E(t,1) = Egcos(wt — kr + ¢)
k a hullamszam vektor

2n
|k|=ﬁ=71 k=ﬁet

16.5 Polarizalt sikhullam

2 sikhullam, mely azonos irdnyban terjed.
E.(t,z=0) = E,, cos(wt)
E,(t,z = 0) = E,, cos(wt + @)
Milyen palyan mozog az ered6?
E=E.e,+Ee,
E,(t,z = 0) = E, cos(wt + @) = Eyg[cos(wt) cos(¢) — sin(wt) sin(¢)]

cos(wt) = —
ExO

2
sin(wt) = |1 ——-
(wt) i

E, E, E2
—— = cos(wt) cos(¢) — sin(wt) sin(¢) = =—cos(¢) — |1 ——-sin(p)
Eyo Exo Exo
B ostp) = - |1 Z sin()
—— ——cos(p) = — |1 —=-sin(¢
EyO ExO E:%o
E2 2E.E E2 E?
y xX=y X 2 2 X 2
—— cos(p) + —-cos*(¢) = sin*(¢) — —-sin“(¢)
E)Z;o ExOEyO E)%O ED%O
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EZ(t) E;() _ 2E,E,

+ cos(¢) = sin?(¢)
EZ,  Ejy  ExoEy

Ez egy altalanos ellipszis paraméteres egyenlete.

Specialis esetek:

y
n B2 E /“
p=5 =t =1
2 Exo  Eo \}—/
16.5.1 elliptikus
y
s Exo = Eyo = Eo = EZ + /‘\\
=7 i
‘ B3=E3 w
16.5.2 kor
y
E, E, 0 V
=1 —_—t =
¢ ExO EyO /‘
16.5.3 linearis

?: végtelen sok felbontas 1étezik.

y Y Y

NN
N
%R

16.5.4 Polarizacio
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16.6 Energia terjedése a sikhullamban (teljesitményaramlas)

Tegyiik fel, hogy: « = 0; E~ = 0; linarisan polarizalt
E.(z) = Ete /P2
Et =E*el?
H,(z) = H*e /F?
+

HY = Htel? = — i@
Zo

E,(t,z) = Eycos(wt — Bz + @)

E
Hy,(t,z) = Z—Ocos(a)t — Bz + @)
0

S(t,x,y,z) =EXH
S(t,x,y,z) =EXH = (E,(t,z)e,) X (Hy(t, z)ey) =S5,(t, z)e,

1 1
S,(t,z) = EYH* cos?(wt — Bz + @) = §E+H+ +§E+H+ cosQwt — 2Bz + 2¢)

Mekkora az ataramlo hatasos teljesitmény (iddatlag)?

>3

16.6.1 a feliileten ataramlo hatasos teljesitmény

z

T

1 1
P = dxdy?f S,(t,z)dt = dxdyEE‘“H+

0

1
P=-E*H*
2

1 1 . o 1
S ExHy = EE‘“ef‘Pe‘JBZH*e‘J‘PeJBZ = EE+H+ =P

Altalanositas: komplex Poynting - vektor

S 1E H*
=—FE X
2

P=JRe{S}; Q =JIm{S}
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16.7 Sikhullam viselkedése kozeghataron
16.7.1 Altalénos eset

A reflexio/transzmisszi6 felirhato a Snellius-Descartes ill. Fresnel - képletekkel.

© ©

visszavert

ANTRIRINNNNNNNNNNN

beesé

16.7.1 Ferde beesés

16.7.2 Merdleges beesés

ocr=O(t=0Cb= O

L/
4
E, V E,
/
4
/
H, ; H,
—> 4
/
4
5 / 5
— 7
/ ~
041, Mg, €4 0 0,2, Mo, €, z

16.7.2 Meroleges beesés
Feltevések:
e két végtelen feéltér
e linedaris polarizacid

e megvilagitas balrol
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E,(z) = Efe ™% + E[e1”

Ef E{
H,(z) = Hfe™"Z 4 HeNZ = _L e ™Nz 4 _1 iz

01 01

V1= \/]"‘)lll(01 + jwe;)

Jjwuq
Zo1 = ’—
01+ jwe;

E,(z) = Efe 7%
+

E
H,(z) = Hf e V2% = —% g7V22
ZOZ

Folytonossagi feltétel: Ey; = E5;; Hyy = Hye; Z=0
Ei(z=0) = E;(z=0)
Hi(z=10) =Hy(z=0)
Ef +Ef = Ef
Ef Ef _ E_{ Ha Ef ismert, akkor E és E; meghatarozhat6

ZOl ZOl _ZOZ

- Zoz — Zo1

Y Zoy + Zoa
ET = 7’1ZE1+

Ef= (@1+4+mry Ef
transzmisszios eh.
_ ET Ef
Hy = _Z_o1 = _T1ZZ_01 = -1 HY
Ef 1+4r 1+r
Hf =% =—"2Ff = —2E} = (1 +rp)H;

B ZOZ ZOZ ! ZOl v

A TV analogia itt is fennall!

Yi, Zo, Y2, Lo

-

1
1
1
1
1
1

0

16.7.3 tavvezeték analégia

PC bemutatd: WinTLS, EMANIM
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16.8 Sikhullam jé vezetében

16.8.1 Hullamparaméterek

o 1

= Jjou(o + jwe N‘/ja),ua—\/—,/a),ua— ‘/w,ua—(1+]) a)z 8 tis

, 2
_ b e
6 —wua ehatolasi mélység

Néhany anyag behatolasi mélysége:

frekvencia 50 Hz 1 KHz 1 MHz 1 GHz
Cuo=57+107 = T 9,43 mm 2,11 mm 66,7 pm 2,11 pm
Feo = 1,45 « 107 'ﬂr ~ 4000 | 0,3 mm 0,066 mm 2,09 um 0,066 um

g | e _ Jjor _1+) [ops 1+j 'y
7 lo+tjwe | o o 2 o5 o

16.8.2 Aramkiszoritas (skin-effektus)

Hullam érkezik a 0 = 0 kozegbdl o > we kozegbe. Példaul levegd-fém hatarfeliilet.

E(z)=E*e™? z>0
Z

Z
= te VZ = te S _15
J(z) = oE¥e ocETe e

(2] = o|E*|e™8 = |j(0)]e”8
1J(2)l
T

8
16.8.1A behatolasi mélység és az aramsiiriiség kapcsolata

21
A=—=2n8 = 6,285
,8 T nincs hullamjelenség

J(2)|[ =0 z>568

83




16.8.3 Hoteljesitmény, ellenallas

|:> A (z)l

TT¢¢44

y

16.8.2 Hasabban az aramsiiriiség

E.(z) =Ete™?
+
Hy(z) = Z_oe_yz

14
Y75
1+
Zy = —
0 )
Az ld feliileten belép6 komplex teljesitmény: P + jQ

1 1 EY ldo§
P+jQ=S,(z=0) = EEx(O)H;(O)ld = §E+ o ld = 207 |[E*|?
0

1 ! Lk 1<1+'1) 1(1+')
- = = —e = —| — _— ) = —
=) Ve s V2 2wz v

_ ldes . _
P+]Q=T|E 1“(1 + )

I dfm]()d 6E+foo ~r7q 60E+ dod Et
= z)dz =0 e Z == — = -
0 0 0 Y (1+)
1+))
+
BT = dod lo
ldos (1 + j)? 11 1
P+jQ=——L12A+)) = === L|?(1 +j
+]Q 4_ d20'262|0|( +]) 20_d6|0|( +J)
P+j _ 11 II,12(1 +))
]Q_20d5 0 ]
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Halozati ekvivalens:

R L

16.8.3 Halézati ekvivalens

. 1 )
P+jQ = §Z|Io|

11 _
Z=——=0+]))
11
R=5as
Hédisszipacido szempontjabol, olyan mint ha az aram egy & rétegben folyik egyenletes

eloszlassal.

\ ——

l—>
/
—,
l—
/
—>,
1
1
1
[V e ———

16.8.4 behatolasi mélység

16.8.4 Alkalmazas

Vezetok valtakozd aramu ellenallasa

Kor keresztmetszet esetén:

2
0= |—
wuo
§ > 1y: egyenaramu ellenallas,
R = 11
Corgm
KL 1y:
1
021y



16.8.5 kor keresztmetszet
& ~1,: Bessel-fliggvények.

Hasab keresztmetszet esetén:

2
N/

16.8.6 hasab keresztmetszet

Vezetékparok:

16.8.7 vezetékpar

Veszteség csokkentése

Tomor vezetd helyett sodrott vezetd hasznalata.
Vastest lemezelése.

Hasznos alkalmazas

Arnyékolas.
Roncsoldsmentes anyagvizsgalat.

17 Hullamok keltése

17.1 Inhomogén hullamegyenlet potencialokra

17.1.1 Modellfeltevések

Homogén, linearis kozeg.
Forréasok: toltésstlirliség, beiktatott aramsiiriiség.

J=Jp+oE
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17.1.2 Maxwell

0E
1: T‘OtH=]b+O'E+€E

0H
2: rotE = _“E

3: udivH=0
4: edivE=p

1
3> H=-rotA
u

d /1
2> 7rotE = —ua(;rotA

0A
rot (E + —) =0
ot

E+6A— do
5r = 9ra

E = dd oA
= —gra PR

@ skalarpotencial nem azonos a statikus potenciallal.

1 0A
1- rot (;rot A) =J, —ograd® — Oy~ egrad Fr eﬁ

P 0%A

dA
trotA = - dd — yo—— d —— us—
rotro Wy — uogra uo T uegra T ue 52

rotrot A =div grad A — AA

Legyen:
0P

div A = —po® — pe—
v uo He—o

Ez a Lorenz mérték.
0D

grad div A = —uograd® — pegrad 3

0A 0%A

AA —po——— pe—= =~y

d0A
4> ediv (gradCD — E) =p

div grad d + 2-diva = P
A% gr‘a at A% = c

0P 0%d

AP — po— —
Ho ot He o0t2

(Gl e
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17.2 Az egyenletek altalinos megoldasa

Tegyiik fel, hogy 0=0.
2

AD 0P __P
e = 7%
2
A — pe— = —
Ly Wb
Mostantdl a J = J, jelolést hasznaljuk.
17.2.1 Retardalt potencialok
A teret felosztjuk dQ térfogatelemekre.
P ] ,
r-r
dQ 5 P
r’ r
0

17.2.1 a tér felosztasa

, |r — 7|
! ol
®r ) = 4neJ |r — 71| da
A u ](r"t_lr;rll)
(0 = 4 [ L
_ 1
Ve

"1 id6 (keésleltetés) dimenzioji

|r — r'| tAvolsag dimenzidju,
17.2.2 Kvazistacionarius kozelités
lr — 7|
p <r’, t———)=p0.0)

e ap| . .
|r — r'| relative kicsi vagy |a—’;| viszonylag kicsi.

Ir —7'| K Apmin = 7—
fmax

fmax P(t) spektrumaban a legnagyobb frekvenciaji komponens.
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17.2.3 Az altalanositott Biot-Savart torvény

17.2.2 az altalanositott Biot-Savart torvény

Stacionarius esetben:

H(r) =

N

I jnglx(r—r’)

4m lr —7r'|3

LegyenR = [r—1r'

dr

17.2.3 aramsiiriiség a vezetoszakaszban

JdQ = Idl
t—B)
A(r, t)——% dl
t__
H(r,t) ——rotA ——jgrot dl
G

R R
G = i(t — ;) rot,.dl + (gradr i (t - ;)) x dl
0

K

1 / R\ / R 1
Kzﬁgradrl(t—;)+t(t—;>gradr —
M
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N 4 1 r—r
=grady —— = —1T——3
g T |r_r1| |r_r1|3

d / R
M=%ﬁ4“$)

R R
T=t—— t=1+—
1% v

0 0 dr 0 0dtort

R 9tOR OL0TdR
1 1

v

M= r—r’( 1)6'(t R)
“r—r3\ v)ott v

er

( 1>6i(t—;) r—r i(t—R> r—r

K=|—— — I
v ot |r —r'|? v/|r—r'3
1 rdlx (r—1)\ 1 [[0i(t T -1
r—r X(r—r - X(r—r
H = — i — 1%
(r,0) 4nj€(l(t v ) lr —7'|3 >+4nvj‘i ot |r —7r'|%

17.3 Hertz - dipdlus

17.3.1 Modell

p(t)

17.3.1 elemi vezetési aram és toltésdipolus

—

Ozl

——

17.3.2 révid dipol antenna
Hertz - dipdlusrdl beszéliink, ha l < A
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Tegylik fel, hogy a kdzeg levegd, c a fénysebesség.
i(t) = Re{le/®t}

I\Z

17.3.3 a Hertz-dipo6lus paraméterei

17.3.2 H felirasa

Altaldnos Biot-Savart integral nélkiil:

. ai .
=0 dl=1 i(t) = Re{lef‘*’t}, Fri Re{jwle’*t}

1 . l 1 | l
H(r t) = ERe {Ie’w(t_g)} :3r + ﬁRe {jwle’“’(t_%)} :zr

Ixr=lIrsinde, > H=H,e,

Hy(r,t) =49 Re{ I 9% sin +jw—”e_j“’% sinﬁ] ef“’t} = Re{H,e/*'}
o 4mr? Amr ¢
H,=0
H,g = 0

9 1l (1 +ja)> - —jol
H = —\— —_— c
A ar\rz " o)V e

H= H.e. + H,e, + Hyey
H vektor és komplex amplitido is egyben.
H(r,t) = Re{H(r)e’*t}

= Il /1 0 il
H(r,9) = E(r_z +]c_r> sin 9 e_’“’C] e,

17.3.3 E kifejezése

Szabad térben ¢ = 0
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tH=—
T0 y
rot H =ja)eF7

€, €y e_(p

r2sind rsindg r

=_1 & L 9 9
E:,_T'OtH:r‘(pﬂg,— e el e = ..

Jwe JOEL oy 99 e

0 0 rsind H(p

1l 2 2 LT

E = ¥

r(r9) = — (jwr3 +jwr2) cos e /¢

n,1 1 o T
Eq(r,9) = ( —> in9 e e
5 (9 4me ja)r3+ja)r2+czr simue e

E,(r,9) =0

17.3.4 Szemléltetés

17.3.4 Hertz - dipdlus tere

A gorbék az E vonalak, a korok a sikbol kifelé, az x-ek a sikba befelé mutato H vektorok.

17.3.5 A tavoltér

!
Il jw
H,.=0 Hy=0 o = E]C—smﬁe_]wc
L jo e -
E., =0 Ey 4_c2_rSlm9€ c E,=0

w
:8=?' U= Uy E€=E&
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; iRI1 sin 9
Ey(r,9,t) = Re{Ey(r,9)e/“'} = Re JBI \/E o) (@t=pr)
O

4m T
jpIlsing .
(p(r 9,t) = Re{H(p(r ﬁ)e]wt} Re {47-[ . el(wt ﬁr)}
Megallapitasok:
ELH 3
terjedési irany: e,
E E
Z=pt= [F=n=120n TEM sikhullam
(0] 0
sind
kis kdrnyezetben ~ konst.)
17.3.6 Poynting - vektor
12
= 1= 1 . IT B212y sin? 9 R
S=§E><H =§E19H¢,e19><e(p 3272 2 1 ce,
er
_  I?B?I?nsin?9
S= 3212 1z o7
17.4 Antennajellemzok
17.4.1 Iranykarakterisztika
F@,g) = —r = R0 )

maxE(r = R,9, @)
9,0

Egyenes antennara %0 = 0 - vertikalis iranykarakterisztika.

£9) = =)
max E()
Hertz - dipdlus esetén:
E@) _
f(¥) = —= =sin¥
E(3
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f(9)

\_
W

17.4.1 Iranykarakterisztika
17.4.2 Kisugarzott teljesitmény
Ps 2 Re {f S:dA}
r=R
S = S.e, S-€ER
T (2T . T IzﬁzlzT] sinz 9 . 12,[)’21277
Ps = -fo fo S,R?sin9 dpdd = j; 21 39 R? R?sin9 d9 = o
Y
in*9dy ==
j; sin 3
12622
P, = B7ln
12m
17.4.3 Sugérzasi ellenallas
Ps 2 EIZRS
2Pg
2m\?
B*l*n (T) i 2 : i
Rs = e T 120 = 80m (I) Hertz — dip6lusra
I\ 2
"
s n 1
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17.4.4 Tranyhatés (D), antennanyereség (G)

Sm ax

D £

Sétlag

Smax (T‘ = R)
P
4R%1r

D=

Hertz dip6lus esetén D = 1,5

G 2 Simax
Ppetapat

4R27r

18 Csotapvonalak

18.1 Modell

18.1.1 Geometria

e homogén kitdltés: €, u allandd,0 = 0
ellenpélda: optikai vezetd

e fémmel hatarolt tartomany
ellenpélda: (mikro)szalagvonal

e abelsd tartomény egyszeresen 6sszefiiggd

ellenpélda: koax kéabel

fém

v

18.1.1 Geometriai modell
18.1.2 Redukcid

Id6ében szinuszos valtozas:
E(r,t) = Re{E(r)e/*t}
H(r,t) =--

95



+z irdnyu terjedés:

E(x,y,2) = E(x,y,z = 0)e V% = Eo(x,y)e_yz

a —
0z ¥
18.1.3 Homogén hullamegyenlet
AE o°E =0
Heaez =
AE — ue(jw)?E =0
k2

k? = w?ue, hullamszam

AE +K2E=0
AH +k2H =0

18.2 Terjedési modok (modus)

18.2.1 Térkomponensek kifejezése

a, rotE = —ja)uﬁ felbontasa
e, e, e,
= - Jd 0 _
rot E = rot(E% %) =, ,,, ox ay ~Y|e V% = —jwuH% "
EY E) E;
dEY .
1) % +YE) = —jwuHY,
OEY .
2) —vEy — == —jouHy
Oy _OEx _ i O

b, rot H =jws£=?

OHY
ay

4) +yHY) = jweE)

OHY
ox

5) —yH} ——= = jweE)
oy _omh _ o

6) Ty o JjweE,

¢, az egyenletek egymasbdl kifejezve

1 0HY
5—>Eg=—,y HY —- -
jwe jwe 0x
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) 5 2 OH?
EY - 1: Z—,Y—Hx—,L L= —jweH?
dy jwe jwe 0x

( Vo om o

HY | —jopjos + V2) = jwe

k2
h2=k2+y2

1 OH? 0E? 1 0E? OH?
HY = (y - — jwe ) E2=——<y =+ jou yZ>

r2\" ox dy r2\" ox F)
1 OH) 0E? 1 oE? OH?
HO - z . z EO - z . z
Y h2<y oy Tjwe 6x> Y h2<y dy JOR 55
18.2.2 TEM hullam
EZ = O, H2 == 0

Nem trivialis a megoldas, ha h? - 0
y? = —k? = —w?ue
Y = jw/us = jB sikhullam megoldas
tovabbi feltétel: a keresztmetszet végtelen kiterjedésii

Véges keresztmetszetli csétapvonalban nem terjed.
18.2.3 TM hullam

H,=0
AE +k*E=0—-> AE, + k?E, =0
E,(x,y,2) = Ej(x,y)e"*

0%EY 0%E)

e "% +

AE, = dx? 0y?

e V? + y2E%e™V?

0? 0?
<ﬁ ot V2>E26‘” +IPEYe™ = 0

Sajatérték probléma:

Sajatérték:

Sajatfiiggvény:




18.2.4 TE hullam

18.2.5 Modus

Matematikai értelemben: a differencidl operator azon sajatértékei, amelyek
peremfeltételeket is kielégitik.
h; — Ey; illetve h; —H); parok i,j=1..

Mérnoki értelemben: a hullamterjedés fliggetlen formai (karos/hasznos)
18.3 Négyszog keresztmetszetii csotapvonal

18.3.1 Modell

l«— idealis fém

S

z

18.3.1 Négyszog keresztmetszetii csotapvonal

18.3.2 TM hulldm

Megoldas a valtozok szeparalasaval

Ez(x,y) = X()Y(y)

Y62X+X62Y+h2XY =0
d0x? dy? B
10%X 10%Y )
———— = —-—+h
X 0x? Y dy?

csak x—tél figg csak y—tol fiigg

10%X

S konstans = —k2 - ,
192y szeparacios allandok
Y3y? = konstans = —k3 }
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Szeparacios feltétel:

k,% + kJZ, = h?
1D Helmholtz - egyenlet:
X
2y
W +k;X=0
2
a—yz + k:)Z,Y = 0
Peremfeltételek
y y
b_| b
<
Y X 2 X
0 | x

18.3.2 TM moédus

E,=0, EQ=0
E2(0,y)=0 X(0)=0
E)(a,y) =0 X(a)=0
EX(x,00=0 Y(0)=0
EX(x,b) =0 Y(b)=0

mm
X(x) = sin(k,x) k, = - mn=1273,..

. nm
Y(y) = sm(kyy) k, = 5

TMmn moédus, ahol m,n a médusindex

E% = E, sin (% x) sin (%y)

18.3.3 TE modusok

62 62
2 —
(ﬁJra_yZ“Lh )H‘Z)—O

Megoldas szeparacioval

H(x,y) = X(x)Y(y)
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Peremfeltétlek

OH)
x=0,a E)=0 5 =0 5
c’)I-JICO Neumann feltétel
y=0b E$=0 ayZ=0 4’}
y y
bl b
L>/ 5o
f

N\

Q

0

18.3.3TE médus

!

HY = H, cos (%x) cos (n?ny)
mn=2012.. m+n>0

18.3.4 Diszperzios egyenlet, hatarfrekvencia

h? = k?+y? =y? + w?ue

mi- 2

R = Kk + 1% = (—)

+(5)

vt atne= () + ()

Terjed-e az adott modus?

mm\2  mm\? valbs: y = a (nincs terjedés)
— I - — 2
V= \/( a ) + ( b ) WoHE {képzetes: y = jB (van terjedés)

Hatarfrekvencia:

1
" 2mpE

fr

Jey
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Hatarhullamhossz:

Ez a szabadtéri hatarhullamhossz.
A modus terjed, ha f > f

Mekkora a cs6ben mérhet6 hatarhulldimhossz?

Yy =JB
mm nm
mmy 2 ) fz
— 20 — () () — / —
ﬂ—\/a) He (a) ( ) - @ (2m\[iE)2f 2 = Wy H
f?
ﬁ = W,/ UE 1 —F
Fazissebesség, csoportsebesség
1
w &
vf = —= H >c
B 2
B
f
*csoportsebesség:*
1 1 z
vcs=vg_—= e jp— 1_&<
ag Vie f?
dw
18.3.5 Abrazolas
E —_—
y y H X 0
b
O I A x |¥] x 0% o
F=1-4---F -] x 0
I I ) A IR x [ x 0y
E —> = "
H ===y
bV C.ffz’:‘-ﬁ.gvﬁ* v
A2 A F
E X 0
H -———

18.3.4Terjed6 TE10
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Koszonetnyilvanitas
Koszonettel tartozom Dr. Gyimothy Szabolcs tanar trnak a szinvonalas eldadasért, a jegyzet
atnézéséért és javitasaért. Tovabba koszonettel tartozom hallgatdtarsaimnak, akik javitd

kritikakkal és észrevételekkel illették e jegyzetet.
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