3. Analizis a frekvenciatartomanyban

Egy rendszernek vagy hélézatnak az id6tartomdnyban torténd leirdsa és analizldsa
tekinthet6 a természetes eljarasnak.

Egyes esetekben azonban akdr a modell szdmitdsa, akir az objektum mérése
szempontjabol ez a kézenfekvd eljards koriilményes. Eldnyosebb lehet a rendszert a
frekvenciatartomanyban leirni, az objektumot ilyen megfontolasok alapjan mérni.
Bizonyos feladatok megfogalmazisa és megoldisa csak a frekvenciatartoményban
reményteljes (példaul a sziirftervezes).

Mig azonban a linedris, invaridns rendszerekre az id6tartomdnyban értelmezett
allapotvaltozos leiras elvileg egyszerlien 4ltaldnosithatd nemlinearis és varians
rendszerekre (2.5. fejezet), a frekvenciatartomanybeli leirds csak linearis, invaridns
rendszerekre kényelmes.

A tovébbiakban ezért lineéris, invaridns diszkrét idejii €s folytonos idejii
rendszerek targyalasara szoritkozunk. Tébbnyire feltételezziik a rendszer GV stabilitasat.
A nem GV stabilis rendszerek frekvenciatartoméanybeli vizsgalata koriiltekintést igényel,
mert a latszolag helyes eredmény alapvetden értelmetlen lehet. A veszteségek
elhanyagolasaval el6alld, a stabilitas hatarhelyzetében 1év6 nem stabilis rendszerekre az e
fejezetben targyalt modszerek tébbnyire alkalmazhatok.

A 3.1. fejezetben a szinuszos és a periodikus gerjesztéshez tartozd valasz
(pontosabban: gerjesztett valasz) szamitdsat targyaljuk. Ha a rendszer GV stabilis (ezt
célszerii a szamitas elkezdése el6tt vagy az eredmény ismeretében megvizsgilni), akkor ez
a belépd, szinuszos vagy periodikus gerjesztéshez tartozé, ugyancsak szinuszos vagy
periodikus allanddsult valaszt jelenti, amelyhez a valasz tart. Kellen hosszi id6é utén a
valasz az allandésult valasszal egyenlének tekinthetd. Ha a rendszer nem GV stabilis,
akkor a szamitott szinuszos vagy periodikus vélasznak nincs fizikai tartalma. A szinuszos
gerjesztéshez tartozd valasz vizsgalata kapcsdn bevezetjilk a rendszernek a rogzitett
frekvenciara vonatkoz6 atviteli egyiitthatdjat és frekvenciafiigg6 atviteli karakterisztikajat.
Megmutatjuk, hogy a Fourier-felbontds (véges illetve végtelen tagszdmii Fourier-sor)
segitségével a periodikus vélasz szdmitdsa visszavezethetd szinuszos vélaszok
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A 3.2. fejezetben altalanositjuk a szinuszos jelek szuperpozicidjan alapulé eljarast
nem periodikus jelek elballitdsara, tovabba a nem periodikus gerjesztéshez tartozé nem
periodikus vélasz eldallitasara (spektralis eldallitds, Fourier-transzformacié). Az eljaras
akkor alkalmazhat6 elvileg egyszerlien, ha a rendszer stabilis és a gerjesztd jel is eleget
tesz  bizonyos korlatossigi tulajdonsdgnak. Ennél altalinosabb esetben a
frekvenciatartomanybeli analizis gondossdgot igényel, ezért célszerlibb lehet a kovetkezd
fejezetben  targyalt, komplex frekvenciatartoménybeli —moédszert alkalmazni.
Frekvenciatartomanybeli analizisre jé1 kidolgozott, gyors numerikus modszerek ismertek.
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A 3.3. fejezetben megadjuk a halézattal reprezentalt rendszer Aatviteli
egyltthatéjdnak €s 4tviteli karakterisztikdjanak szdmitdsmodjat is. Az atviteli
karakterisztika ismeretében a hélozat stabilitidsa eldonthetd, az A4tviteli egyiitthat6d
ismeretében erre nincs lehetdség, ezért a stabilitast eldzetesen célszeril megvizsgalni.

Aki at fogja tanulminyozni a kovetkezd részt is (4. Analizis a komplex
frekvenciatartoményban), az a 3.3. fejezetet ki is hagyhatja. A 4.3 szakaszban targyalando
moédon szamitott atviteli fiiggvény ismeretében ugyanis a rendszer GV stabilitdsa
egyszeriien elddnthet6, majd az atviteli karakterisztika is egyszerllen szdmithaté. Ha
azonban csak egyetlen frekvencian akarjuk az atviteli egyiitthatét meghatarozni, akkor azt
esetleg célszeriibb a halézat ismeretében a frekvenciatartoméanyban elvégezni.
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A 2. részben leirtakbol (példaul az allapotvaltozds leiras megoldasabol) kovetkezik, hogy
ha egy linedris, invarians rendszer gerjesztése periodikus jel, akkor valaszanak gerjesztett
ssszetevije is periodikus jel. Ha a rendszer gerjesztés-valasz stabilis, akkor ez egyuttal a
belépé periodikus gerjesztéshez tartozo allandésult valasz is. Sok gyakorlati esetben csak
az allando6sult valaszra van sziikségiink (megtakarithatjuk a sajétértékek, a kezdeti értékek,
stb. szamitdsat). A kovetkezd fejezetben latni fogjuk, hogy az itt bevezetett technika
altalanosithaté nem periodikus gerjesztések hatdsanak vizsgalatara is.

A 3.1-1. szakaszban a szinuszos gerjesztéshez tarozé szinuszos valasz vizsgalatat
targyaljuk. Bevezetjik a linedris, invaridns rendszer atviteli egyliitthatojat és atviteli
karakterisztikajat, A 3.1-2. szakaszban a DI &s a Fl periodikus jel Fourier-soros eléallitasat
targyaljuk. Ennek alapjan meghatarozhatjuk a periodikus gerjesztéshez tartozd periodikus
valasz Fourier-soros alakjat. (Egy mas lehet6séget a 4.2-2.4. pontban fogunk targyalni.)

3.1-1. Szinuszos valasz
3.1-1.1. A szinuszos jel

Egy x= x[k] diszkrét ideji illetve egy x = x(t) folytonos idejli szinuszos jel harom valos
adattal jellemezhet6. Ezek

—az x jel X amplituddja vagy cslcsértéke (X > 0):

—az x jel p kezddfdzisa vagy fazisszoge (-n < p < m);

—az x jel vagy @ diszkrét idejd, illetve w vagy £ folytonos idejti korfrekvencidja.

A folytonos ideji szinuszos jel mindig periodikus, a diszkrét ideji szinuszos jel
csak akkor periodikus, ha 9/27 raciondlis. Ebben az esetben a korfrekvencia mellett
hasznalatos a kovetkez6 két jellemzé is:

—az L diszkrét idejil, illetve a T folytonos idejii periddusido (9 =2xM/L,w=2x/T);
— az ffolytonos idejii frekvencia (f =1/T, @ =27 f).
A periodicitassal kapesolatos mennyiségek SI egységének neve ( jele):

DI korfrekvencia: radian (rad); DI periodusidd: dimenzié nélkiili;

FI kérfrekvencia: radian per méasodperc (rad/s); FI periédusidé: masodperc (s), FI
frekvencia: hertz (Hz).

Megjegyezzilk, hogy a ,.korfrekvencia” helyett gyakran a rovid ,.frekvencia” is
hasznalatos, killondsen Osszetételekben (frekvenciafliggés, frekvenciatartomany). A DI
korfrekvencidra mas jelek (példaul w vagy €2) is hasznalatosak.

A szinuszos jel leirasara tSbbnyire a kovetkezo alakot fogjuk hasznalni:

Dl: xfk[=Xocos(9k+p);  Fl: x(t)=Xcos(wt+p). (.1-1)
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Az 1. abran szinuszos jelek grafikonja lathatd. Az abran a DI szinuszos jela T=5
periédusidejii FI szinuszos jel mintdit jelenti, azaz x[k]:x(tl: a, ahol 7, a mintavételi
(,sampling”) periédusidé. Mivel P k=kwT,,ezért =T, =22 T,/T. A mintavétellel
el6allé DI jel akkor periodikus, ha /27 =T,/T raciondlis. Az la és lc 4bran lathato
esetben 9=27/5=0,4r, tehat a DI jel periodikus, ¢ /2n = 1/5, vagyis L = 5. Az 1b
abran lathaté esetben § = 1,2, vagyis /27 nem racionalis, ez a szinuszos DI jel nem
periodikus.
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3.1-1. abra Szinuszos folytonos idejii és (mint4ibol alkotott) szinuszos diszkrét idejli jel. A DI jel az (a) és
(c) esetben periodikus, a (b) esetben nem periodikus

A FI szinuszos jel T periédusideje egyértelmiien meghatarozza a jelw =27/T
korfrekvencidjat. A DI periodikus szinuszos jel L periddusideje nem hatirozza meg
egyértelmilen a & korfrekvencidjat, amely lehet 27/ L,2(27z/ L),...,(L—l)(27z/ L),
vagyis altalaban M (27[/ L), ahol M pozitiv egész szam. Ez nem jelent feltétleniil L
kiilonbozd DI jelet. A tovébbiakban elsésorban a § illetve @ karfrekvenciat (és nem a
frekvenciat vagy a periédusidét) hasznaljuk a periodicitas lefrasdra.

A 2. 4brén lathatjuk az x[k]=cos (2zM/L)k jelet L = 1, 2,..., 8 esetére. Nem
tiintettik fel azokat, amelyekre M / L egyszerlisithet® (példaul 6/8 = 3/4).

Trigonometriai azonossagokat felhasznalva a szinuszos jelek felirhatok a
kovetkezd alakban is:

DI: x[k]=X,cos 9k + X, sin 9k ; FI: x(t)=X,coswt+ X sinwr. (3.1-2)

Az (1) alak ismeretében a (2) eldallithaté és viszont:
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3.1-2. 4bra Néhany egyszer(i periodikus diszkrét idejii szinuszos jel, k] =cos 2z Mk/L)
X,=Xcosp, Xp=—AXsinp. (3.1-3)

X X
X=y(x, ) +(x,), pz—arctg—X—B:arccos—}ﬁ*-, (3.1-9)

A

ahol rendszerint —7< p<z vagy 0 < p <27 vélasztassal éliink. A o szdmitdsanal
Snmagaban egyik dsszefiiggés sem ad egyértelmi értéket!

Az (1) alak kézvetlenebb informéciokat ad a jelr6l. A (2) alak viszont elénydsebb
jelek osszeaddsa, eltoldsa vagy FI jel differencidldsa esetén. A kétféle alak elnyei
egyesithetdk a kovetkezé pontban targyalando komplex irdsmdd alkalmazasaval.
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3.1-1.2. Szinuszos jel komplex leirdsa

A szinuszos DI és FI jelek komplex alaku leirdsanak alapja az Euler-reldcio:

e!*=cosa+jsing, (3.1-5)

ahol j = /-1 a képzetes (imaginarius) egység, amelynek jeleként j és i is hasznalatos. Az
¢'* komplex szam valés (redlis) és képzetes (imagindrius) része

%{ej"}scosa, %{e”}z sine. (3.1-6)

Felhivjuk a figyelmet arra, hogy a komplex szim képzetes része is valds szém. Az e *
komplex szam abszolut értéke (modulusa) egységnyi, szoge (arkusza) o :

’ej“’=\/(% {ej“})2+(@Zn {ej"})z =1, arce’=a. (3.1-7)

Az EBuler-relaciobol kivetkezik, hogy

ja —ja jar
cosa EEL, sinase—,—. (3.1-8)
2 2j

A valos értékiil szinuszos jel kifejezheté a komplex értékil exponencialis jel valos
részeként:
xlk]= X cos (9 k+p)=Pe {X e’ (3“”)}5 Re {X e/’ el };
x{t)=X cos(wt +p)=Pe {Xej(“"“’)}s Re {Xe”’e“‘"}.
Hasznalhatnank a képzetes részt is, amely a szinusz fliggvényt szolgaltatja.

Az k] illetve az x(¢) szinuszos jel, amelynek amplitiddja X, kezdofazisa p,
toméren jellemezheté az X fazorral (komplex amplitadéval):

X=Xe’. (3.1-9)

Az X fazor a komplex szamsikon egy nyillal szemléltetheté, amelynek hossza X, a valos
tengellyel bezart szdge p, amint azt a 3. dbra szemlélteti. Az X fazor és a S illetve az @
korfrekvencia ismeretében a szinuszos jel kifejezése:

DI: x[k]=% (Xt };  FL: x(t)=R{X '}, (3.1-10)
ImA .
X = Xe¥= X'+ jX"
X!
X
P
>
X Re

3.1-3. 4bra A komplex szdm 4abrazolésa nyillal
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Néha célszerii komplex értékii DI vagy FI jelet értelmezni, amelynek valds része
adja a szinuszos idoéfiiggvényt:

DI: x[k]=Xe**; FL: x(t)=Xe'o" . (3.1-11)
E komplex jel grafikus reprezentacitja egy nyil, amely a matematikai pozitiv irinyban (az
oramutat6 jarasaval ellentétesen) forog. A DI esetben E[O]: X és a nyil minden {itemben
9 szoggel elore ugrik (4. abra). Ha $=27M/L, akkor a k=L itemben a nyil

ugyanabban a helyzetében van, mint a k£ =0 iitemben, tehat ekkor a jel ekkor periodikus.
A Flesetben X (0) = X, anyil alland6 w szogsebességgel forog.
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X[k] = %{Xe"‘%} -\: k X = 2’3 + Jl = 2=5ej1’16 L 4 t x(t) = %{Xem}

3.1-4. dbra DI ¢s FI szinuszos jelek komplex reprezentécioja és valés reprezenticidja
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Ha komplex értékii jeleket haszndlunk, akkor tisztizni kell, hogy mi a komplex
irték fizikai jelentése. Az el6zbleg targyalt esetben a komplex értékii jel valos része jelenti
3 valos értékil szinuszos jelet. Grafikusan ez a forgs fazornak a valds tengelyre vett
setiiletét jelenti. A szinuszos jel fazorjanak az abszolut értéke €s a szoge bir fizikai
prtalommal, valés és képzetes részének rendszerint nincs &néllo jelentése. A
pvéabbiakban a jeleket valds értékiinek tekintjiik, ha az ellenkez6jét nem hangsiilyozzuk.,

Vizsgaljuk meg a szinuszos jeleken végzett miiveletek fazor reprezentacidjat. A
wvetkezdkben minden DI illetve FI szinuszos jel & illetve w korfrekvencidja kozds:

DI: x[k]:Xcos (9k+p);  FI: x(t)=Xcos(a)t+p).

Ha az x szinuszos jel az x, ésx, szinuszos jelek Osszege, akkor az x fazorja az
y 6s x, fazorjdnak Osszege, mert komplex szémok 6sszegének valos része megegyezik a
wlds részek Osszegével:

[ x=x+x, & X=X +X,. (3.1-12)
imiiveletet az Sa &bra szemliélteti. Az altaldnositas tobb tag Osszegére kézenfekvo.
Im4
7 =KX
X
KX Re
(b) v=Kx
img
7
7
28
X
Re
(© k="K d)  wo=x"(n)

35, dbra Szinuszos jeleken végzett egyes linedris miiveletek fazor reprezentacidja:
(a) osszeadds, (b) szorzas valés dllandoval, (¢) DI jel késleltetése, (d) FI jel differencidlésa

Ha K egy valds dllands, akkor nyilvénvalo, hogy

v=Kx < V=KX. (3.1-13)

BK > 0, akkor v és x fizisban vannak, ha K < 0, akkor v és x ellenfizisban vannak, amint
ata fazorokra az Sb 4bra szemlélteti.

Ha x egy diszkrét ideji szinuszos jel, akkor az egy titemmel késleltetett jelre
x(l)[k]E xk ~ 1]=%. {X‘ ej&(k—l)}:%{ye—j&ejﬂk }

Bl kovetkezik a fazorok kapesolata:

kl=xVk]=xk-1] & V=e'*X. (3.1-14)
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A v[k]= x[k - 1] késleltetett jel az x[k] jelhez képest fazisban & széggel késik (az x[k] jel
az x[k —1] jelhez képest 9 szoggel siet), a ¥ fazor 9 szoggel hatra van forgatva az X
fazorhoz képest. Ezt szemlélteti az Sc abra. A fentiekbdl kovetkezik a fazorok kapcsolata
neZ, itemmel torténd késletetés vagy neZ_ iitemmel torténd siettetés esetén: a

fazor n9 szobggel van elforgatva az X fazorhoz képest.
Ha x egy folytonos idejli szinuszos jel, akkor derivaltjanak kifejezése

xV(t) =— o Xsin(w+p)=wXcos (a) t+ p+ %} o )= {()Tej”” )(1)}= Reljew Xei " 3

Ebbél kévetkezik a fazorok kapcsolata:

W)=x"(¢) oV =joX. (3.1-15)

Az x(l)(t) jel az x(t) jelhez képest fazisban 7/2 =90" szdggel siet vagyis az x(t) jel az
xU(t) jelhez képest 7/2=90"szoggel késik. A ¥V és az X fazorja kozotti szog
ugyancsak 7 /2 = 90", Ezt szemlélteti az 5d abra. Ebbol mar kovetkezik, hogy az n-szer
(neZ,) differencialt jel fazorja ( jw )" -szerese a jel fazorjanak.

A folytonos idejii szinuszos jel id6 szerinti integralja csak akkor szinuszos jel, ha
feltételezhetjiik, hogy az additiv allando nulldnak tekinthetd, vagy hogy az iEtegrélés also
hatdra megfeleléen van megvalasztva. Ekkor az x integraljdnak fazorja X /jw. Ezt a
kapcsolatot a tovabbiakban nem fogjuk alkalmazni.

3.1-1.3. Az atviteli karakterisztika

Legyen egy lineéris, invarians DI illetve FI rendszer gerjesztése szinuszos:
DI: u[k]: U cos (3 k+p, )E R, {erk} ;

A (3.1-16)
FI: ult)=U cos(@t+p, )= PRe {Uel”” },

ahol U =Ue'™. Az Y, =y gerjesztett vdlasz ugyancsak szinuszos lesz azonos
frekvencidval, de mas amplitiddval és kezd6fézissal:
DI: y[k]=Ycos (9/+ py)z%{Yej”k G117
FI:y(t)zYcos(a)pr)E%{Yej“”}, .
ahol ¥ =Ye'”. Ha a rendszer GV stabilis, akkor az allanddsult vélasz megegyezik a
valasz gerjesztett Osszetevdjével. Ellenkezd esetben a valasz gerjesztett 8sszetevdjének

nincs fizikai tartalma.
Tekintsiik ismertnek a szinuszos gerjesztést (U amplituddjat, p, kezdbfazisit és 3

illetve @ korfrekvenciajat) és a rendszer egy leirdsat (példaul allapotvéltozos leirasat).
Meg akarjuk hatdrozni a rendszer szinuszos valaszat. Mivel a szinuszos gerjesztett valasz
korfrekvencidja megegyezik a gerjesztés korfrekvencidjaval, ezért csak a valasz Y

amplitadojat és p, kezddfazisat, vagyis ¥ =Y ¢’ ” fazorjat kell meghatdroznunk, amely
aranyos a gerjesztés fazorjaval.
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A linearis, invaridns rendszer H dtviteli egyiitthatdja a rogzitett § illetve @
korfrekvencidn

H= (3.1-18)

=

El

ahol U illetve Y a szinuszos gerjesztés, illetve valasz fazorja (komplex amplitaddja).
Szokésos jeloléssel H = K &%, ahol K = II—J l az atviteli egyiitthatdé nagysaga (abszolut
értéke), @ = arc H az atviteli egyiitthaté szoge a vizsgalt korfrekvencian.

Ismerve a gerjesztés U fazorjat és a vizsgalt frekvencian az atviteli egyiitthaté H
értékét, meghatarozhatjuk a valasz ¥ = H U fazorjat vagy a valasz ¥ = K U amplitadojat
és p, =+ p, kezdbfazisat.

Gyakran el6fordul, hogy a valaszt kiilonbozd frekvencidkon akarjuk meghatdrozni
(. a 3.1-2 szakaszt és a 3.2. fejezetet). Ilyenkor célszeri a 9 vagy az o kérfrekvenciat
valtozdként kezelni.

A DI rendszer H(e*®) illetve a FI rendszer H(jw) dtviteli karakterisztitdia a
rendszer atviteli egyiitthatéja mint a 4 illetve az w korfrekvencia fiiggvénye.

Az atviteli karakterisztikat rendszerint abszolit értékével és szogével adjuk meg:

DI: H(e" )= K(9)e!*®; Fl:H(jo)=K(w)e"®. (3.1-19)

Belathat6, hogy a K(S):’H(ej‘g)\ illetve a K(w)=|H(jo)| amplitids-

|
karakterisztika paros fiiggvénye, mig a ¢(9)=arc H (e”) illetve a g(w)=arc H(jw) fizis-
karakterisztika paratlan figgvénye a 9 illetve az w korfrekvencianak.
A K(9) és a p(9) periodikus 27 periddussal. Ezeket ezért elegendd a [0, 7)
intervallumban ismerni. A K(w) és a (p(a)) fiiggvények nem periodikusak, ezeket

elegendd a [0, «©) intervallumban ismerni. Ez vonatkozik ¢ fiiggvények 4brazoldsara is
(3.1-1.6. pont).

A negativ korfrekvencia fizikailag értelmetlen, de hasznalata - mint latni fogjuk -
egyes esetekben mégis célszerii. A fent emlitett paritasokat felhaszndlva szoritkozhatunk a
frekvencia pozitiv értékeire is, hiszen ebbdl a negativ frekvencidkra vonatkozé értékek
mar kovetkeznek.

AH (ejs) illetve a H(jw) jelolés feleslegesen bonyolultnak tiinhet. Egy elénye
példaul az, hogy mivel az argumentum mér utal a mennyiség komplex jellegére, ezért a
feliilhiizast elbagyhatjuk. Tovébbi elényét késdbb latni fogjuk.

Az irodalomban mas jelolések is eléfordulnak az atviteli karakterisztikdra mint
példaul H(3) illetve H(w) H(f). A H mellett mas jelek (példaul I, G) is hasznélatosak.
Az atviteli karakterisztikat nevezik frekvencia-atviteli fliggvénynek is.

A fazis-karakterisztika helyett gyakran a ¢ futdsi idS karakterisztikdr (csoport
futési 18 karakterisztikat) szokas megadni, amely paros fiiggvény:

7(9)=- %’i}, t(w)=—- 9{3’%’—). (3.1-220)
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Az atviteli karakterisztika megadhaté a valds és képzetes részével is. A valos rész
paros, a képzetes 1ész pératlan fliggvénye a korfrekvencianak. Ezeknek a fiiggvényeknek
vagy egy korfrekvencian felvett értékilknek egyes esetekben fizikai jelentése is van.

A kovetkez6 pontokban megmutatjuk, miként szamithaté az atviteli karakterisztika
akar rendszeregyenlet, akar az allapotvaltozos leirds ismeretében. A 3.2-2. szakaszra
halasztjuk az atviteli karakterisztika és az impulzusvalasz kapcsolatanak tisztdzasat.

Sok gyakorlati esetben a rendszer 4tviteli karakterisztikdja az adott. Ez példaul a
modellezendé objektumon végzett mérés eredménye lehet. Ilyenkor természetesen nem
fiiggvényt ismeriink, hanem annak bizonyos szamti pontjat. Ebbol valamilyen eljarassal
eléallithatunk kozelité fliggvényt is, ha erre sziikségiink van.

Egyes esetekben egy kivant atviteli karakterisztika teljesen vagy részlegesen adott.
Azt kivanjuk példaul, hogy a rendszer bizonyos frekvencidk kdoryezetébe esé jeleket
akadalytalanul dtengedjen, masokat viszont ne engedjen at. Egy tipikus példa DI esetben:

0<9<9,: 0<K(9)<0l; 9<& <8< <7z: 09<K(9)<1.

A Flesetben 9 helyére wis irando, csak ekkor @, < w < @, <o lesz az utolso feltétel. A

fazis-karakterisztika lehet tetszleges vagy arra is vonatkozhat valamilyen el6iras (példaul
gyakran kivanatos linearis fazis-karakterisztika, azaz alland6 futasi id6 karakterisztika).

Eléfordulhat, hogy az atviteli karakterisztika bizonyos frekvenciakon nulla. Nem
lehet azonban az atviteli karakterisztika sehol sem végtelen, mert ez azt jelentené, hogy
vagy végtelen nagy amplitadoju szinuszos valasz 1ép fel, vagy nulla gerjesztéshez véges
szinuszos valasz tartozik (amelynek frekvencidjat a nem 1étezé gerjesztés szabja meg).
Mindkét lehetéség ellentmond a feltételezett GV stabilitisnak. Ha csak GV stabilis
rendszerre értelmezziik az 4tviteli karakterisztikat, akkor elkeriilhetjik az ilyen
ellentmondasos eredményeket.

Ennek ellenére eléfordulhat, hogy mégis elfogadjuk az egyes frekvencidkon
végtelenné valo atviteli karakterisztikat. Ez a helyzet, ha elhanyagoljuk az objektumban
fellépd veszteségeket. Ilyen esetekben meg kell gy6zOdniink arr6l, hogy a stabilitas
hatarhelyzetében 1év6 rendszer egy stabilis objektum kozelité modellje. Ha ugyanis egy
nem stabilis objektum modelljér6l van szo, akkor a kapott atviteli karakterisztikabol
félrevezetb kovetkeztetéseket vonhatunk le.

Ebben a fejezetben arra az esetre szoritkozunk, amikor a rendszer GV stabilis és
ennek kovetkeztében amplitido-karakterisztikdja korlatos.

3.1-1.4. Atviteli karakterisztika és rendszeregyenlet

Tekintsiik adottnak a linearis, invarians, kauzalis (és FI esetben differencialis) rendszer
rendszeregyenletét, amelynek szokéasos alakja (2.2-1. szakasz):

DI: y+Z”:aiy(i) =ibiu(i) ;
i=t =0
FI: y"+ ni a, y"= ibﬁ u?
i=0 i=0

ahol yO[k]=y[k—i] illetve y©(r) az p(r) jel i-edik derivaltia (1.1-3.3. pont).
Feltételezzik, hogy a rendszer GV stabilis. Ez teljesiil, ha az a, egyiitthatok kielégitenek
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bizonyos feltételeket (2.2-3.2. pont). Célunk a rendszeregyenlet ismeretében a rendszer
atviteli karakterisztikajanak, vagy atviteli egyiitthatéjanak meghatarozasa.

Akit csak az eredmények érdekelnek, az a kovetkezé néhany sorban leirt
gondolatmenetet atugorhatja.

Az adott szinuszos gerjesztés és a keresett szinuszos valasz kifejezését (16) és (17)
adja. A rendszeregyenletbe helyettesitve, a (14) illetve a (15) ismételt felhasznélésaval:

pI: %{Yej‘”}-riai g?e{fe’we”"}zzm:bi %{Ueﬂi&ewk}’
i=l i=0

n-l

FI: %{ Y(jow) e’”"}+Zan,%{ ¥(jo) e"‘”} anl%{U(Ja))e”"}

i=0

A valbs rész képzése tagonként elvégezhetd és a valds allanddval végzett szorzdssal
felcserélhetd. A komplex amplitidé és az id6fiiggd komplex exponencialis kiemelhetd:

e %{{(m)ugan_,.(m)] } {{Z”"'”’] }

Az id6tdl fiiggd komplex mennyiségek valds része csak akkor lehet minden id6épontban
egyenlS, ha maguk a komplex mennyiségek is egyenldk. A Re miivelet ezért elhagyhato.
Ezutan az exponencidlis fiiggvénnyel egyszerlisithettink (hiszen ez nem lehet nulla
értékil). Az igy adodo egyenletbdl a keresett H =Y/U kifejezhetd. A formailag kissé
kiilonbozd eredményeket kiilon adjuk meg a DI és a F1 esetre.

A diszkrét idejii rendszer atviteli karakterisztikdja

Egy linedris, invaridns, kauzalis, gerjesztés-vilasz stabilis, diszkrét idejli rendszer
rendszeregyenlete

y[k]+ a yk-1]+...+a, y[k —n]:b0 ulk]+ b, ulk—1)+...+b, ulk—m]. (3.1-21)
E rendszer dtviteli karakterisztikdja (ha az a, egyiitthatok altal meghatéarozott sajatértékek
biztositjik a rendszer GV stabilis jellegét: minden |4,[<1)

~-j$ -j29 -jimg
H(ejg)=b0+ble +b,e+  +be

. 3.1-22
4 tae ( )

l+ae™+a,e wins

Ha 8= rogzitett korfrekvencia, akkor ennek a behelyettesitéssel adodo
H=H (ej‘"’) komplex érték a rendszer drviteli egyiitthatdja a rogzitett frekvencidn,

A szamlalét és a nevezdt alkalmas e ¢ tényezével szorozva elérhetjik, hogy csak
¢’ nem-negativ hatvényai forduljanak el6. Ennek azonban nines kiilondsebb elénye.

Amint 1atjuk, a DI rendszer atviteli karakterisztikdja az e valtozénak valds
egylitthatés raciondlis fiiggvénye, mig a & valtozonak bonyolult, transzcendens
fiiggvénye. Ez egy indokat adja a H ejg)jeldlésnek is. Az is lathaté, hogy H (ej‘g)
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periodikus fiiggvény 27z periodushosszal. A FIR tipusi (véges impulzusvalaszii) rendszer
atviteli karakterisztikaja az e'® polinomja:
FIR: H(e')=by+b e +be . +be " (3.1-23)

Ebben az esetben kiilonosen nem célszerii 4ttérni az e pozitiv hatvanyait tartalmazé
alakra.

A K(9)=|H{e”*) amplitido-karakterisztika és a  p(9)=arc H{c)*) fazis-
karakterisztika abrazolasahoz ki kell szamitnunk a [0, 7] intervallumban ezek kellé szama
pontjat. Az atviteli karakterisztika dbrazolasival a 3.1-1.6. pontban még foglalkozunk.

A folytonos idejii rendszer atviteli karakterisztikdja

Egy lineéaris, invarians, kauzalis, gerjesztés-valasz stabilis, folytonos idejii, differencialis
rendszer rendszeregyenlete

y(")(t)—!- a, y("_l)(t)+ ...+a,y(t)=h, u(")(t)+ b u("'l)(t)+ Abu(t).  (3.1-24)
E rendszer dtviteli karakterisztikdja (ha az a; egyitthatok altal meghatarozott 4,

sajatértékek biztositjak a rendszer GV stabilis jellegét, szitkséges, hogy mindegyik a;
pozitiv legyen):

_ bo(jb)n +b1(j a))"/1+b2(j a))n_2+...+bH(j a))+bn
(jo) +a(jo)y ' +a,jo)y +...+a, (jo)+a,

H(jo) (3.1-25)

Ha =1 rogzitett korfrekvencia, akkor ennek a behelyettesitéssel adddo
H=H ( j !2) komplex érték a rendszer deviteli egyiitthatdja a rogzitett frekvencian.

Amint latjuk, a FI rendszer atviteli karakterisztikija a jo valtozd raciondlis
fiiggvénye valos egylitthatdkkal, ami indokolja az alkalmazott H ( jo ) jelolést. Az atviteli
karakterisztika az @ valtozénak is raciondlis fiiggvénye valtakozva valds és képzetes
egyiitthatokkal.

Konnyen képet kaphatunk a FI atviteli karakterisztika viselkedésérdl nagyon kis és
nagyon nagy frekvencidkon. Attol fiiggden, hogy melyik a szamlald elsd és utolso nullatol
kiilosnbozd tagja, elsérendl kozelitésben kapjuk, hogy (az g, egyiitthaté biztosan nem

nulla)

. . . N
0x0: H(jo)=>=, H(jo)==(jo), H(jo)>=2(o),...;

"1 ”1 (3.1-26)
W= H(ja))zbo, H(ja))zb].—, H(jw)zbz'._—z""'
jo (jo)

Jobb kozelitéseket is kaphatunk, ha két vagy még tobb tagot vesziink figyelembe. Példaul
a polinomosztas modszerével kapjuk, hogy

b b

o~0: H(ja))zé"—+—~———b"'[ a"‘zb" D (jo)+...,
a

" n ' (3.1-27)
w~w: H(jo)=by+(b-bya)—+....
Jjo



204 3. Analizis a frekvenciatartomanyban

A komplex atviteli karakterisztika vagy a valds amplitido-karakterisztika és fazis-
karakierisztika abrazolasdhoz meg kell hataroznunk annak kelld szdmu pontjat. Mig a DI
esetben csak a [0,7] véges intervallumot kell vizsgilnunk, az FI esetben elméletileg a
[0,:0) végtelen intervallumot kellene vizsgalni, ezért tobbnyire el kell donteniink, hogy
milyen maximélis frekvencidig kivanjuk az abrazolast elvégezni. Ennek eldontését segiti
el a nagy frekvencids viselkedés ismerete. Van azonban olyan dbrazolési modszer is,
amelynél erre nincs sziikkség. Az dbrazolast megkOnnyiti, hogy az amplitado-
karakterisztika korlatos. Az atviteli karakterisztika 4brazoldsdval a 3.1-1.6. pontban még
foglalkozunk.

A rendszeregyenlet elddllitisa

Mint mér emlitettiik, gyakran az atviteli karakterisztika adott akar az objektumon végzett
mérés, akdr eldiras alapjan. Ilyenkor a feladat lehet a rendszer rendszeregyenletének
eldallitasa. Ehhez az atviteli karakterisztikat elészor megfeleld matematikai alakra kell
hozni. Ez az approximacios feladat nem egyszerli (még a fokszdmokat sem konnyil
eldonteni, hat még aza,,b, egyitthatokat), ezzel a tovibbiakban nem foglalkozunk. A

kovetkezd nyilvanvald megéllapitasra szoritkozunk.

Ha a DI rendszer H (e”) illetve az FI rendszer H (j a)) drviteli karakterisztikdja a

(22) illetve a (25) alakban adott mint az €™/’ illetve a jw valds egyiitthatés racionalis
fiiggvénye, akkor kozvetleniil felirhaté a rendszeregyenlet a (21) illetve a (24) alakban,
hiszen a gerjesztés illetve a vélasz egyiitthatdi a rendszeregyenletben megegyeznek a
szamlalé illetve a nevezé egylitthatéival az atviteli karakterisztikaban.

Emlékeztetiink arra, hogy ha a nevez6 egyiitthat6i 4ltal meghatirozott sajatértékek
nem tesznek cleget a stabilitasi feltételeknek, akkor a (22) illetve a (25) szerinti ,.atviteli
karakterisztika” értelmetlen, noha formailag esetleg kifogastalannak tiinhet.

1. példa Hatarozzuk meg a diszkrét idejlii rendszer atviteli karakterisztikajatt, ha a
rendszeregyenlete
y~3"4024 3 =y +0,5uY- 024"

) Korabbi vizsgalatainkbdl tudjuk (2.2-2. szakasz), hogy a rendszer GV stabilis.
Atviteli karakterisztikdja (22) értelmében

He?)- 1+0,5¢77-0,2¢ 7% (1+0,5cos $-0,2 c0s39)+j(~0,5sin 9+0,25in3.9)

1-e9+024¢7% ~ (1-cos $+0,24cos29)+j(sin 9~0,245in2.9)
Behelyettesitéssel kapjuk, hogy Hle'®)=5417; H(e!"?)=0972¢7 ; Hlei")=0313.
Tovabbi pontok szamitasval belathaté, hogy K($) monoton csokken, mig ¢ a [0, 71']
intervallumban nulléro! indul és egy negativ minirummal bir (3.1-1.6. pont). #

2. példa Hatdrozzuk meg az atviteli karakterisztikat, ha a folytonos idejli rendszer
rendszeregyenlete

y(2)+4y(1)+3y=5u(‘)+u.

Ranézésre megallapithatd, hogy a rendszer GV stabilis (a, , a, pozitiv). Atviteli
karakterisztikdja a (25) értelmében



3.1. Allandésult valasz 205

5(jo)+1  _ 1+jSe
(joy+4(jo)+3 3-o’+j4o’

H(jo)=

Behelyettesitéssel kapjuk, hogy H(j0)=1/3;H(j1)=114e7"*; H(joo)=0. Tovabbi
pontok szamitaséval beldthatjuk, hogy K(w) monoton csékken, ¢ @) monoton névekszik,
majd csokken az @ pozitiv értékeire (3.1-1.6. pont). #

3.1-1.5. Atviteli karakterisztika és allapotvaltozés leiras

Tekintsiikk adottnak egy linearis, invaridns, kauzalis egy-gerjesztésii és egy-valasza DI
illetve FI rendszer allapotvéltozos leirasat:
x'=Ax+Bu,

3.1-2
y=CTx+Du. ( 8

A DI esetben x'[k] =x[k+1], a FI esetben x'(¢) az x(¢) derivaltja. Feltételezziik, hogy a
rendszer GV stabilis. Ez biztosan teljesiil, ha a rendszer aszimptotikusan stabilis, ami az 4
rendszermétrix sajatértékeinek vagy karakterisztikus egyenlete egytitthatdinak vizsgélata
alapjan eldontheto6 (2.2-3. szakasz).

Tekintsiik azt az esetet, amikor valamennyi gerjesztés szinuszos kozos
frekvenciaval. Meg akarjuk hatdrozni a valaszokat, amelyek ugyancsak szinuszosak a
gerjesztés altal meghatarozott frekvencival:

DI: ulk]=% (T}, yk]={Te},

FI: u(t)_—_%{fjejmz}’ y(t)z%{ypejw,}_ (3.1-29)

Az x, [k] illetve az x,(¢) allapotvaltozok ugyanilyen alakiak. Meg akarjuk hatarozni a H
atviteli egyiitthatot, amelynek értelmezése:

(3.1-30)

Y~

Helyettesitsiilk a komplex alakokat az allapotvaltozds leirasba. Mint az el6zd
pontban lattuk: elhagyhatjuk a 8 operacidt és egyszeriisithetink az id6fiiggd
exponencialis tényezdvel. A komplex amplitidokra adodo matrixegyenleteket:

D

DI: ¢¥X=4X+BU, Y=C
Y= D

X+
FI: joX=AX+BU, C"X+

SIS/

Ebbél kovetkezik, hogy X a kovetkezd matrixegyenlet megoldasa:
DI: [¢¥I-4]X=BT; FI: [jwI-A] X=BT .
Az X ismeretében a vélasz komplex amplitadéja kifejezhetd:
Y=C"X+DU
Behelyettesitve az X elézéleg kapott kifejezését a kovetkezd alakhoz jutunk:
Y=HU. (3.1-:31)
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Itt A az atviteli egyiitthatd az adott frekvencidn, ha azonban a frekvenciat valtozoként
kezeljiik, akkor & = H (e’g) illetve H = H(jw) az dviteli karakterisztika.
Az 4tviteli karakterisztikira képletet is adhatunk. Az X-re vonatkoz6
matrixegyenlet megoldasa felirhaté matrixinverzioval:
X=[e*1-4]'BT; X=[joI-4]'BT.

Itt I az N-dimenzi6s egységmatrix. Ezt Y kifejezésébe helyettesitve kapjuk, hogy

DI: H(ejs): Cc’ [ej‘gl—ArB+D;

(3.1-32)
FI: H{jo)=C"[jol-A]'B+D

Eredménytink kétféleképpen hasznalhato.

Az egyik lehet8ség az, hogy szdmitjuk az atviteli karakterisztika kelld szamu és
megfeleld eloszlast pontjt. Ehhez felvesziink &, =0, 9, , 4, ,..., 8, = 7 diszkrét idejii
illetve @, =0, ®,,®,,...,», = folytonos ideji korfrekvencidkat, mindegyiken
szamitjuk H{e** ) illetve H(jw,) értékét (i=1,2, ..., N) akar a linedris egyenletrendszer
megoldasaval, akar a komplex elem(i matrix invertilisaval. Az alkalmas 9, értékek
megvalasztasa nem jelent kiilonsebb nehézséget, egyenletes eloszlas valasztasa célszerd.
Az alkalmas @, értékek megvalasztdsa nchezebb feladat. Ezzel a kérdéssel a 3.2-2.5.
pontban még foglalkozunk.

A masik lehet8ség az atviteli karakterisztika (22) illetve (25) szerinti alakjaban
szerepld valds egyiitthatok meghatirozésa, vagyis az atviteli karakterisztika mint
racionalis fuggvény elballitasa.

Példa Hatirozzuk meg annak a diszkrét idejii rendszernek az 4tviteli karakterisztikajat,
amelynek éllapotvaltozds leirasa

x| |0 1 0l x 0 / X,
Xl=[0 0 1llx, {+|0lu, y=[-02 -024 15]|x, |+u.
x| 10 024 1||x, | |1 X,

Megallapithatjuk, hogy a rendszer GV stabilis (2.3-1.F-3. feladat). A (32)
értelmében az atviteli karakterisztika kifejezése

e’ —1 o 1'To
He?)=[-02 -024 15l 0 &* -1 | |o|+1.
0 -024 &%-1| |1
Ebben az egyszerli esetben a szdmitds papir-ceruza mddszerrel is elvégezhets. Az
eredmény
H(ejg): e_’” +Q,5e129*0,2 El+0,5e‘j9—0,26l"” .
eJ3.9 _612\9+0’24 e)-9 1—e'j9+0,24e‘129

Ez megegyezik az el6z6 pont 1. példajaban kapottal. Ez nem meglepd, hiszen ugyanannak
a rendszernek az allapotvaltozds leirasardl és rendszeregyenletérél van szo (2.3-1.F-3.). #
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3.1-1.6. Az atviteli karakterisztika abrazolasa

Ebben a pontban az atviteli karakterisztika abrazoldsinak néhiny mddszerét targyaljuk.
Példaként azt a DI illetve FI rendszert vizsgaljuk, amelynek az atviteli karakterisztikajat a
3.1-1.4. pont 1. és 2. példajaban szamitottuk:

) ~ji8__ -j39
DI: H(ejg)_1+(),5€ 0,2e

, 5(jw)+1
T 1-e %4024

(jof+a4(jw)+3’

FI: H(jo)=

Az amplitudo és a fazis linedris dbrdzoldsa

Egy kézenfekvd dbrazolasi lehetéség a K(9)=|H(e"®)| és a ¢(9)=arc H(¢"*) illetve a
K (a))s [H (j w)[ és a q)(a))z arc H (j a)) amplitadé-karakterisztika és fazis-karakterisztika
gorbéjének megaddsa a szokéasos derékszogili koordinatarendszerben. A DI esetben csak a
0 < 8 < 7 intervallummal kell foglalkoznunk. A FI esetben azonban kénytelenek vagyunk
alsw<wo, vagyegy o,,<w<a,, intervallumra szoritkozni. A vizsgllt atviteli
karakterisztika ilyen 4brazolasa lathaté a 6. abran. A fazis-karakterisztika abrazolasanal
rendszerint a —7 < @ < 7 intervallumba es6 értékeket dbrazoljuk (a 27 vagy a 360° egész

tobbszoroseinek hozzaadasaval vagy levondsaval), de néha mas vélasztisok elényssebbek
lehetnek, példaul a fazis-karakterisztika folytonossdgdnak megtartdsa. A fazis-
karakterisztika esetleges ugrasa + 7 = +180°.

Ky @ K T
3 rad
r
41 K
3 K 0.54 /4
2 N, )
. 14 RN 5 10 15
51 —7/4 *ae, ..
(] .."'n.._ __.-"'" R T TP P,
—xl2 e Bl T8 Lz

3.1-6. abra Az amplitido-karakterisztika és a fazis-karakterisztika abrazoldsa a derékszogli Descartes-
koordinatarendszerben. Més abrazolasok a 7. és 8. abran lathatok

Hasonl6 médon dbrazolhatd az atviteli karakterisztika valos és képzetes része a
korfrekvencia fliggvényében. Ez azonban csak akkor célszerli, ha e mennyiségeknek
fizikai jelentésiik van.

A Nyquist-diagram

Az atviteli karakterisztika Nyquist-diagramja egy olyan gorbe a H komplex szdmsikon,
amelynek pontjai a H(e”) illetve a H(jo) atviteli karakterisztika értckei egy-egy
rogzitett Jilletve w korfrekvencian.

A 7. 4bran lathatok a megadott atviteli karakterisztikdk Nyquist-diagramja. A
szaggatott vonali gérberész a negativ frekvencidkhoz tartozik. Ez a masik gorberésznek a
tikkdrképe a valds tengelyre, mivel a 3 illetve az w el8jelvaltisa az atviteli karakterisztika
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konjugélasat eredményezi. Ez a gérberész ¢l is hagyhat6. A gorbén hdrom frekvencidhoz
tartoz6 pontot megjeloltiink.

Im/]
3

2

-

-2 4
DI

-3j 4
3.1-7.dbra A vizsgalt DI illetve FI A4tviteli karakterisztika Nyquist-diagramja. Ezeknek az étviteli
karakterisztikanak mas dbrazolasa lathat6 a 6. és a 8. dbran

A Nyquist-diagram jellegzetessége, hogy egyiitt abrazolja az abszolit értéket és a
szoget. Ennek van eldnye is és hatrdnya is.

Mivel az esetek tobbségében a K (a)) amplitudo-karakterisztika még @ = o esetén
is korlatos, ezért - a linearis abrazolassal ellentétben — tSbbnyire nincs sziikkség egy
maximalis FI korfrekvencia megvélasztasara.

A Nyquist-diagramot a fenti tulajdonsagai miatt csak specialis esetekben és foként
tajékoztatd jelleggel hasznaljak.

A Nyquist-diagram alkalmazhaté olyan komplex mennyiség sbrazolasara is, amely
egy valds véltozotol fligg. A komplex mennyiség lehet egy szinuszos mennyiség fazorja
is, a valds valtozo nem feltétleniil a frekvencia. )

Hasznalatos a Nyquist-diagramra a helygorbe elnevezés is.

A Bode-diagram

A targyalt két abrazolasi modszer k6zos hatranyos tulajdonsaga, hogy az abrazolas
nehezen hasznalhatd, ha K, / K, nagyon nagy (példdul 100 vagy még nagyobb), hiszen
ekkor a kis értékek leolvashatatlanok. A FI esetben hasonlé nehézséget okoz, ha az
dbrazolandé frekvencia-intervallum nagyon széles. Ezeket a nehézségeket kikiiszoboli az
atviteli karakterisztika Bode-diagramja (logaritmikus amplitado- és fazis-gérbéje). Ennek
soran nem az amplitidot, hanem annak logaritmusét, pontosabban a

k=(20logK)dB vagy k=(InK)Np (3.1-33)

mennyiséget abrazoljuk, ahol dB a decibel, Np a neper logaritmikus mértékegység jele
(néha db, illetve N is eléfordul). Ha példaul K = 100, akkor k£ = 40 dB = 4,605 Np. A
visszatérés a szamértékre

K =1028) yaoy K = M (3.1-34)

A k logaritmikus amplitadé helyett az a = —k csillapitds (vagyis 1/K logaritmusa),
a fazis-karakterisztika helyett a b = —¢ forgatds vagy a t = —¢' futdsi idé karakterisztika
is hasznalatos.
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Az FI esetben a frekvenciatengely skélazdsa logaritmikus; az @,/ @, = 10 ardny
neve 1 dekad, az w,/w, = 2 arany neve 1 oktdv. Ezek az abran 4lland6 tdvolsagok
(példaul 1 dekadnak megfelel 20 mm). Ezzel a skalazassal széles frekvenciatartoméany is
tfoghat6 (viszont az @ = 0 pont nem abrazolhato, csak példaul @ = 0,01 rad/s). A FI
esetben a gyakorlatban az abszcissza valtozdja tobbnyire nem a korfrekvencia, hanem a
frekvencia (Hz, kHz, stb. egységben).

A linearis skalazas alkalmazasanal az abszolut hiba, a logaritmikus abrazolasnal
vagy logaritmikus egységben torténd abrazolasndl a relativ hiba tekinthetd az dbrazolas
bizonytalansaga (példaul vonalvastagsag) altal meghatarozottnak.

A vizsgalt atviteli karakterisztika Bode-diagramja a 8. dbrén lathato.

A lineéaris 4brazolashoz hasonléan a logaritmikus 4abrdzolas soran is
szoritkozhatunk csak az amplitidé-karakterisztika megadasdra.

3.1-8. 4bra Az 4tviteli karakterisztika Bode-diagramja (logaritmikus amplitido- €s fizis-karakterisztikaja).
Mas abrazoldsok a 6. és 7. abran lathatok

A FI racionalis Atviteli karakterisztika Bode-diagramjanak kozelitése egyes
esetekben kényelmesen megszerkeszthet, de ennek technikjaval nem foglalkozunk.
3.1-1.F. Feladatok

F-1. Vazolja fel az x[k]=2cos 9k diszkrét idejti jelet a —2<k<12 iitemekre, ha a
diszkrét idejii korfrekvencia

(@) $=02m; h) $=04rm; (c) 9=06m7; d 4=08mn;
(e) 9=10mx; N 8=12m; @ d=14n; (h) 9=16mn;
(H9=18m; () $=20m; ky9%=22m; Hhg=24mn.

Ha a jel periodikus, hatirozza meg a periédus hosszat (a diszkrét periddusidét)! Mely
korfrekvencigju jelek azonosak?

F-2. Vézolja fel az x[k]=4sin(0,8 k) diszkrét ideji jelet a —2 <k <12 iitemekre! Ha a jel
periodikus, hatdrozza meg a periédus hosszat (a diszkrét periédusidot)!

F-3. Vizolja fel az alabbi diszkrét idejil jelek egy periddusat:
(a) x[k]=2cos(0,2 7 k0,1 7)=2cos 0,1 z 2k —1).
(6) x[k]=25in (0,2 7 k+ 0,4 7)=2sin 0,2 7 (k +2).
(c) xlk]=2cos (0,2 Tk—18° )
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(d) xfk}=2cos(36°k =0,1 7).
() x[k]=2cos (36°k ~18° }=2 cos 18° (2k —1).

F-4. Adja meg egyszeriibb alakban a kovetkezd DI jelet:

k]=3cos (9k—0,4)+ 4cos(9k+06), 8 =4_;€‘

Periodikus ez a jel?

F-5. Hatdrozza meg az
x[k]: S5sin%k; y [k]:x[k - 1]; yz[k]= x[k - 2]; y3[k]= x[k - 3]

diszkrét idejii jelek komplex amplitudéjat, ha a korfrekvencia (a) $=27/3. (b) 9=2.
Mi a Iényeges kiilonbség a két eset kozott?

F-6. Hatdrozza meg a k6vetkezd szinuszos FI jelek komplex amplitido6jat:

x(t)=-2cos5¢; »,(1)=x"(); y,()=x?();
ult)=x(t-12); Wt)=x(z-0,47); w(t)=x(t+0,27r).

F-7. Egy gerjesztés-valasz stabilis DI illetve FI rendszer gerjesztése
(a) DI: ulk]=5cos (9% +0,2). (®) F1: u(r)=5cos(wt+0,2).

A rendszer atviteli egyiitthatja a gerjesztés frekvenciajan H = 0,4 ¢/ .
Hatérozza meg a valasz idéfiggvényét!

F-8. Egy diszkrét idejii rendszer atviteli karakterisztikdja
H(e”)z 1+b e ¥+b,e7??.

Hatarozza meg a b és b, egyiitthatokat gy, hogy egy eldirt $=6
korfrekvencian az atviteli karakterisztika értéke nulla legyen!

Gerjesztés-valasz stabilis a rendszer?

Viézolja fel az amplitido- és a faziskarakterisztikat, tovabba az Aatviteli
karakterisztika Nyquist-diagramjat!

F-9. Egy stabilis folytonos idejii rendszer atviteli karakterisztikaja
1
a ta (J w)+(J a))

Az o korfrekvencia mely £ értékénél lesz maximalis az amplitidé-karakterisztika?
Fejezze ki ezt a maximalis értéket! Megéllapithaté-e az atviteli karakterisztikabol, hogy a
rendszer GV stabilis? Vazolja fel az amplitddo- és a fazis-karakterisztikat, tovabba az
atviteli karakterisztika Nyquist-diagramjat, ha a paraméterek értéke a, =0,4, a,=0,2.

H(jo)= a,>0, a,>0.

2

*F-10. Igazolja, hogy az alabb megadott DI, illetve FI atviteli karakterisztika Nyquist-
diagramja kor, amelynek kozéppontja C, sugara R. (Az igazolas elemi modszerekkel is
elvégezhets. A komplex fiiggvénytan ismeretében egy kozismert tétel alkalmazasardl van
$20.)
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(a) H(ew)zw:»j—s |a1|<1; C:b"“al b Rzlbl—albo|.

l+a,e? l1-a’ ’ 1-af

.\ by +b(jo) b, b b, b
b} H St W A=A S 0; C=—2 4+ pR=|2 3
() (J[l)):a0+(ja)) ag > 2a0+2 zao 2’

(c) Mint a (b) esetben, de w helyett tetszéleges valds f w) irhato.

3.1-1.M. Megoldasok

M-1. Mindegyik jel periodikus L = 10 periédusidével; a (b), (@), (f), (h), () jeleknek
L =5, az(e) jeinek L, =2,a (j) jelnek L, =1 is peridédusideje (az utolsé jel allandd). Az

{(a), (), (B}, a {(B), (h), (D}, a {(c), (8)} ¢és a {(d), (/)} jelek azonosak.
M-2. A DI kérfrekvencia 3= 0,8; e szinuszos jel nem periodikus.

M-3. A jelek azonosak, mindegyik periodikus, $=7/5, L=10.

M-4. A két Osszeadandd szinuszos jel fazorja X, =3e’**=276-j117, illetve
X, =4e*=330+j2,26. A frekvencia k6zos, ezért
X =X+X,=6,06+j.,09=616¢"" = x[k]=6,16cos(9%+0,18).
A jelek periodikusak, a periédusidé L = 3.
M-5. Mivel X =—j5=5¢7"?¢s ¥ =e77°X, ezért
(a) lese-j7ﬂ/6:56j57r/6; zzse) 7!/6; zzse—j:iﬂ/ﬁzseAjﬂ/Z‘
(b) )4 =507 I22) 5 o 35T 5 g i2T! ; ¥, =5 gion ; ¥ &5 e ib

Az (a) esetben ¥, = X , a (b) esetben nincs olyan p, amelyre 7p = X érvényes lenne.

M-6. Mivel X =-2=2¢", ezért 7, =(j5)(2¢'")=10¢772, 7, =(j 5)(10e*?)=50,
tovabba
ult)=—2cos(5¢-6); U=2e167) 527325
v(t)=—-2cos 5(t—0,47)=-2cos (51 -27)=—2cos 5¢; V=2¢'".
wlt)=—2cos 5(t+0,27)=-2cos(5t-z); W=2.

M-7. A vélasz komplex amplitidéja ¥ = HU =2 &'’ . Az id6fliggvények
(@) ylk]= PR {Fe?** }=2cos(9k+0,5).  (B) y(t)=Re{T e’ }=2cos(@1+0,5).

A Gilletve az w szamértékét nem kell ismerniink.

M-8. K*(9)=[1+b,cos 9+ h,cos 2 9] +[bsing+b, sin2 9f. A mésodik tag nulla, ha
b, =-2 b,cos @, az elsd tag is nulla, ha b,=1/(2cos® — cos20).

Ehhez az atviteli karakterisztikahoz egy nemrekurziv rendszeregyenlet és véges
impulzusvélasz tartozik, azaz egy FIR tipust, tehat GV stabilis rendszer.
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M-9. K*(w)=1 /{[ao— o[ +[a, o } A nevezd minimalis, vagyis K(w) maximalis, ha
2

(a) a, <07‘ esetén (2=0, K(Q):-l— ;

a

0

2

a , 3 1
b) a, > L esetén 2=\Ja,—a;/2, K(2)=—F—ru=xv—.
(b) <, 2 o ) a, \Ja, —all4

Ehhez az atviteli karakterisztikdhoz egy olyan rendszeregyenlet tartozik, amelynek
sajatértékei a bal félsikon vannak (g, és a, pozitiv), ezért a rendszer biztosan GV stabilis.

*M-10. Fejezze ki a |H()-C| figgvényt és mutassa meg, hogy értéke R, vagyis
fiiggetlen a 4 illetve az @ valtozétdl.

Ha kiszamitjuk a kor harom pontjat (célszerden =0 ésa $=r illetve az =0
és az w = © atmérds pontok és egy kozbiilsé frekvencidhoz tartozo pont), akkor a kor
megrajzolhatd. A szerkesztés szempontjabdl ez az eljaras egyszertibb lehet, mint C és R
meghatdrozasa.

3.1-2. Periodikus valasz
3.1-2.1. Altaldnos megfontolisok

Legyen egy linearis, invaridns, GV stabilis rendszer gerjesztése periodikus, a DI illetve a
FI periodusidd L illetve 7, az (alap)korfrekvencia @ =2z /L, illetve 2=2x/T. A

periodikus gerjesztés alapvetd tulajdonsaga
DI: ufk+L]=ulk], LeN; FI: u(t+T)=ult), TeR,. (3.1-35)
A rendszer (gerjesztett) valasza ugyancsak periodikus lesz ugyanazzal a periédusiddvel:
DI: yk+L]=y[k]; FI: y(e+T)=y(). (3.1-36)

Az altaldnos periodikus valasz szdmitdsa sokkal bonyolultabb, mint a szinuszos
valaszé. Az utobbi esetben ugyanis ismerjik a jel alakjat, csak az amplitidot és a
kezdOfézist kell szamitanunk. Az altalinos esetben azonban a gerjesztés alakjabol nem
tudunk kovetkeztetni a vélasz alakjara, két valds alland6 nem elegendd annak leirésara.

A vazolt feladat akkor egyszeri, ha a periodikus gerjesztés olyan szinuszos jelek
Osszegeként adott, amelyek periodusideje egy L illetve T alap-periodusidd, annak fele,
harmada, negyede, stb. és ennek megfelelden a korfrekvencidk egy @ =27/ L illetve egy
2 =27 /T alap-korfrekvencia egész szamu tGbbszordsel. A szinuszos jelekhez egy
allandé még hozzaadhaté. Ennek megfeleléen a gerjesztés kifejezése

ulk]=U, +U, cos(@k+p, )+U,cos(QOk + p,,)+...+U, cos (NO k+p,, ),
(3.1-37)
ult)=U, +U,cos(Q21t+p, )+ U,cos(22t+p,, )+...+U,cos (NQt+p,, ).

A periodikus gerjesztéshez tartozo valasz ugyancsak periodikus lesz és a szuperpozicio
elve értelmében ugyanilyen alakban fejezhets ki:

ykl=Y, + Y, cos @k + p, )+ Y,c08(20k + p,, )+... 4, cos (NO k+p ), (3.1-38a)
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y(t)=Y, +Y,cos (.Q t+py1)+ Y,cos (2.Qt+py2 )+...+ Y, cos (N0t+pyN). (3.1-38b)

Az ismeretlenek az ¥, amplitidok, a p,, kezd6fazisok és az ¥ allandé dsszetev.

A vilasz minden szinuszos dsszetevOje szamithatd az el6z6 szakaszban bemutatott
moédszerrel, ha ismerjiik a rendszer H (ej‘g) illetve H(jw) 4tviteli karakterisztikajat és
szamitjuk értékeit a $=0,60,20,...,NO illetve az @=0,0,20,... . NQ
korfrekvencidkon. Természetesen az is elegend6, ha csak ezeket az értékeket ismerjiik,
vagyis a rendszer atviteli egyiitthatdjat ezeken a korfrekvencidkon.

A szamitas gyakorlati menete a kivetkezo.

(1) A gerjesztést az U,=U,e'” (p=0,1,2,...,N) komplex amplitadokkal

jellemezziik. Természetesen eléfordulhat, hogy egyesek zérus értékilek vagy példaul
minden paros index{i zérus. Ezek a p értékek a tovabbiakban figyelmen kiviil hagyhat6k.

(2) Meghatérozzuk a H,=H(e'?®) illetve a H,=H(jp2) komplex értekis
H , =K, e’ atviteli egyiitthatokat a figyelembe veendd p értékekre. Adott lehet a
rendszer atviteli karakterisztikaja, a rendszeregyenlete vagy az allapotvaltozos leirdsa.

(3) Meghatarozzuk a valasz )7;, =H 5 U, , komplex amplitudéit és ezekbdl vagy
akar kozvetleniil az Y,=K,U/sgsap, =¢,+p, (p =0,1,2,..., N) értékeket.

(4) Ezek utan kifejezhetd a véalasz a (38) szerinti alakban.

Megjegyezziik, hogy a komplex vagy a valds amplitidok Osszegének nincs fizikai
tartalma, hiszen mindegyik mds frekvenciaji szinuszos jelet jellemez.

Ha a valaszt 4brazolni akarjuk, akkor kiszamitjuk y[k], k=0,1,2,...,L -1 értékeit
illetve kells szamu y(r,), 0<t, <Tértéket. Célszerii lehet példaul a ¢, =i {T/M)
valasztas, ahol i=0,1,2,...,M —1és M >4N.

A periodikus vélasz jelalakja lényegesen eltérhet a periodikus gerjesztés
jelalakjatdl, de periddusidejiik k6z6s.

Vizsgaljuk példaul azt az esetet, amikor a gerjesztés allandé dsszetevét, tovabbd @
és 36 illetve 2 és 302 korfrekvenciaji szinuszos OsszetevOt tartalmaz. A 9. abra bal

oldalan lathatjuk a harom FI szinuszos jelet (x, x,,x,), jobb oldalan pedig harom olyan
jelet, amelyek ezek szuperpoziciojaval adédnak (u,,u,,u,). Az eltérés csak a harmadik
komponens kezddfazisaban van, a jelek mégis erdsen kiilénbdznek egymastol.

Példa Legyen két folytonos idejii szinuszos jel kifejezése
u(t):Ucos.Qt, v(t):V0 +Vicoswt;, O<a<2.

Alkossunk ezekbdl egy 1j jelet (a szorzés nem linedris miivelet!):

Ye)=ule) ).

Egyszerii atalakitassal kapjuk az ¥ = UV, , m =V, /V, jelslésck bevezetésével:
y(t):Y[1+mcosa)t]coth = Y{% cos(!)—a))t+coth+%cos(Q+a))t:|.

Az y(t) elsd alakjabol az lathatd, hogy y(z) egy gyorsan valtozé (éspedig 2
korfrekvenciaji) szinuszos jelnek tekinthetd, amelynek amplitidéja azonban nem allando,
hanem lassan (@ koérfrekvenciaval) valtozik. Az u(f) ekkor a gyorsan valtozé vivojel,
amelyet a lassan valtozd v(f) jel amplitiddjdban modulal.
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u, (t)=1+cos€2¢+cos32¢

x(1)y=1

0 .7'/2 5 t

x,(f) =cos 21t

VAANERVAN

A U u ()=1+cos21+cos(32t+7)
3t 37
% (f)=cos32¢ /:\’
1 1
-+—...-——
0 | 2 r

..I‘ ‘I-

3.1-9. dbra Harom folytonos idejii szinuszos jel és ezek szuperpozicijdval eldallitott hirom periodikus jel.
Az cldbbiek lehetnek az utébbiakhoz tartozé valaszok

Az y(f) masodik alakjabol az lathatd, hogy az hdrom olyan szinuszos jel Gsszege,
amelyek korfrekvencidja 2-w,2,Q2+w. A jel csak akkor periodikus, ha e
raciondlis. A gyakorlati esetek tObbségében 2>>w, ekkor a korfrekvencidk az 2
kérfrekvencia koriili keskeny savba esnek. Erdekes az 2~ o eset is, mivel ily médon

2oy

Az el6z06kbdl kovetkezik, hogy szinuszos jelek szuperpozicidjdval nagyon
kiilonbozs alaku periodikus jelek allithatok eld.

Felmeriil a kérdés: megvalaszthatok-e szinuszos jelek ugy, hogy osszegilk el6irt
periodikus jelet szolgaltasson? A valasz erre a kérdésre diszkrét idejli jelek esetén igenld,
éspedig véges tagszamu (mintegy L/2 szdmi) szinuszos jelre van csak szitkség. Folytonos
idejli jel esetén azonban Altalaban ez tobbnyire csak kozelitbleg lehetséges, a szinuszos
Jelek Gsszege még akkor sem konvergal minden idépontban feltétleniil az eredeti jelhez,
ha a tagok szamat minden hatdron til néveljitk. A DI és a FI periodikus jelek szinuszos
jelekre torténé felbontésa ebbél is lathatéan kiilonbozd, ezért a kévetkezd pontokban a
felbontast és alkalmazasat kiilon targyaljuk a két esetre.
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3.1-2.2. Diszkrét idejii jel Fourier-sora
Komplex értékii jel Fourier-sora

A periodikus DI jel Fourier-soros alakjat elészér komplex értékii jelre mutatjuk be, majd
ennek specialis eseteként kapjuk a valos értékit periodikus DI jel Fourier-soros alakgjat.
Legyen X = f[k] egy diszkrét idejli, komplex értéki, periodikus jel L
periddusidével:
Zlk+L]=x[k]; keZ, LeN. (3.1-39)

jel L szamu komplex adattal jellemezhetd, mint példaul
[0] [] 2], #L-1].
Kiilonésen fontosak a diszkrét idejii periodikus jelhez rendelt X If komplex
Fourier-egyiitthatok, amelyek a jelet el6allitjak L-tag Fourier-sor (DFS) alakjaban:

k)= S xCe%; keZ, O= 2L” (3.1-40)

p=<L>

Itt és a tovabbiakban p = <L> a p egymast kovetd L szamu egész értékét jelenti, példaul
p=0,1,2,...,L 1. Ez azt jelenti, hogy a komplex értékil jelet L szamu, komplex értéki,
kiilénboz6 frekvencidju szinuszos jel Osszegeként allitjuk el6. Az egymast kovetd L
értéket a kovetkezOképpen célszeril valasztani:

{i(L—l)/2, haL=1,35,...,

—0,21,42 3.141
P +(L/2-1}+L/2, haL=2,4,6,.... @.141)

Ebbédl az alakbol latszik, hogy a Fourier-sorban a legnagyobb ténylegesen el6forduld
kérfrekvencia @-(L—1)/2~x vagy @-L/2=x. Alabb megmutatjuk, hogy a komplex

Fourier-egyiitthatok a kovetkez6 Osszefliggéssel szamithatok:

XC:_I_ Zf[k]e‘jp@k; pez, @EZT” (3.1-42)

p
L k=<L>

Az X, egyitthaté az X[k értékek szdmtani kozepe.

Konnyen belathat6, hogy ha ismeriink L szamu ilyen X értéket, akkor a tobbi
ebbél szamithaté, mivel X¢, =X, , X; , = X, . Mint a (40)-bé] kovetkezik, csak L
szamu egylitthatora van sziikségiink, célszertien a (41) szerintiekre.

A (42) igazolasdhoz szorozzuk meg a (40) eldallitds mindkét oldalat e
tényez6vel, majd Ssszegezziink £ szerint 0 és L —1 kozott:

o e e Z{ T xce wk@} S XC{Lzel(P r)k@}

0 k=0 | p=<L> p=<Li>

-jrok

t*

.
I}

A mértani sorozat dsszege p — r = 0 esetén L, egyébként

L-1 l—emi® | guimln)

§er-L

k=0

=0.

_eim® l_e—jm(Zﬂ/L)
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Ezek szerint a p szerinti 6sszegezés soran csak a p = r tag nem nulla:

L-1
> xlk]e? =L XS, reZ

£=0

Ebbdl a (42) mar kévetkezik.
A korlatos periodikus jel egy fontos jellemzbje a négyzetes kozépértéke vagy
roviden a teljesitménye, amelynek definicidja

E%Qx[k]lz. (3.1-43)

Az osszeg ( vagyis P.-L) a jel energidja egy periodusra. Igazolni fogjuk, hogy a
teljesitmény kifejezhetd a Fourier-egyiitthatok ismeretében:

P=Yxc[. (3.1-44)

p=<L>

A (44) specidlis alakja Parseval tételének, amely szerint két komplex értékii
periodikus jelre (a * a komplex szam konjugaltjat jelsli)

k] v k)= S xs-(re). (3.1-45)

k=0 p=<L>

L-1

e~ |

Ha 7 =7 ,akkor 7% =|i]" és XS(X)JXC], tehdta (43) és (44) egyenldsége adodik.

Az igazolashoz hasznaljuk fel a jelek (40) Fourier-soros eldallitasat:

%:)x[] ‘[k] ;l)f[k]{ ;(chejpgk)*}:%g(ypc)‘:Z:;)_C[k]e‘jpsk~

Az utolsé szumma a (42) értelmében X 5 amivel Parseval tételét igazoltuk.

Valos értékii jel Fourier-sora

Tekintsiik most azt a specialis, de gyakorlatilag fontos esetet, amikor a periodikus jel valds
értékii vagyis amikor x = ¥ = X . Az X konjugéltja ekkor

-4 B
Ebbdl kévetkezik, hogy L periédusidejii valés x esetén
=R} = x°=(x<), x°,=(x¢). (3.1-46)

Elegendd tehat ekkor az X, X\ ,..., X{ ,,vagy X, komplex Fourier-egyiitthatkat
szdmitani. A p és a —p indexekhez tartozé dsszetevl Osszege a (40) elballitdsban

¢ irox . . e .
X, e+ X e ”’@":lee“’@k+(Xfe”’@")=2%{X§e”’m}.
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Foglaljuk 6ssze eredményeinket.
Egy diszkrét idejti, L periddusidejli, valds értékii jel Fourier-sordnak egy valds
alakja

K= x,+Y (p JX,al-1)s @2
kl=X,+) X cos\p@Ok+& )+ X, ,I-1); O©=—",
X 0 ; P fp L2 ) I (3.1-47)

L pératlan: M=(L-1)/2, X,,=0; Lparos: M=(L/2)-1.

Az itt szerepl6 amplitiadok és szogek kifejezése az X, komplex Fourier-egyiitthatokkal:

X,=X{; X,=2X5|, &=arcX{, p=12,..M; X,,=X{,. (3.148)

A komplex Fourier-egyiitthatok kifejezése a jel ismeretében:

X;: ElXplep =—1' Zx[k]e_“’@k; p=1,2,,,,,M; @Ez—”,
2 Lk=<L> L
1 1 (3.1-49)
X ==kl X(,=— D xfk](~1)", (L paros).
Lk=<L> Lk=<L>

A @ Kkorfrekvencigju Osszetevd a jel alapharmonikusa, a 26,30,...

korfrekvenciaji dsszetevok a jel felharmonikusai. A periodikus jel Fourier-soros alakjat
nevezik a jel spektralis elédllitdsanak is.
A valos értékl jel teljesitményének (44) szerinti kifejezése az X, valds

egyiitthatokkal

1 M
PX=X§+EZX;+X2/2. (3.1-50)
k=1

Egyesek elényben részesitik az eltolt koszinusz fliggvény helyett koszinusz és
szinusz fliggvény Gsszegét alkalmazni. A Fourier-sor ennek megfelelé masik valds alakja
paratlan és péaros L esetére

Ll B . L-1
x[lc]zX0 +Z(Xp cosp @ k+X, smp@k), M=—;

- (3.1-51)
Sy B k L .
k)= x4 (X /cosp @ k+ X sinp @k X, (- 1), M=Z-1.

14
p=l

Az itt szerepl6 valos Fourier-egyiitthatok kifejezése a jel ismeretében

Xy= Dokl Xy=1 X alkl-1) (2 piros);

k=<L> k=<L> (3 . 1_52)
X;=3 > xlk]cosp @k, X§=3 > ak]sinp@k; p=12,...,M.
L k=<L> Lk=<L>

Kénnyen beléthato, hogy X7 =2Re{XC}, X?=-2c% {X}. Ennck alapjan a
valés X!, X egyiitthatok ismeretében a komplex X, egyitthatok vagy az (47)-ben
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szereplé X, amplitidok és &, kezddfazisok is szdmithatok. Az sszefliggések felirasat
az Olvasora bizzuk.

1. példa Hatarozzuk meg x[k] Fourier-sorat, ha periédusideje L = 6; tovabba a 10. abrdn
lathatoan x[0] = x[1) = 1, x[2] =x[3] = x[4] =x[S] =0.

Az alapharmonikus kérfrekvencidgja @=27z/L = #/3. A sziikséges komplex
Fourier-egyiitthatok a (49) értelmében

X, =Ly ofi]-1,
6L 3
1L e 3= A3
XC—* k szr/3= v j7l6
‘ 6;"[] 2 6°

T B
6 12 6
Az X, amplitidokat (48) alapjén szamitjuk. A Fourier-sor (47) értelmében (esetiinkben
M=L/2-1=2):
x[k]:l+£cos f—k—zjﬁrlcos[zzk—z}
33 3 6) 3 3 3
Behelyettesitéssel ellendrizhetjik, hogy barmely k esetén az adott x[k] érték
helyesen kiadodik.

Az amplitidokat és a kezddfazisokat szemiélteti a 10b abra.
A 10c 4bran megadtuk a jel hdrom szinuszos dsszetevdjét.

A

| x}‘ x[k1= Y
] II :rsrrtzrztrtzr
g 3 - P2

[ 0 £

¥ «/5 .4
o nle="cos Tk —%)

}A IJ’% K Lagt NV o N7

1 2z .
k= -cos (k-1
x,[k] 3COS 3 { 2)

® -7

3.1-10. dbra Periodikus diszkrét idejii jel Fourier-soros eléallitasa.
(@ A periodikus jel. (b) A komplex Fourier-egyiitthatok abszolit értéke és szoge. (c) A szinuszos
Ssszetevek, amelyek korfrekvencidja 0, n/3 és 2n/3

Az Olvasé belathatja, hogy a komplex értékili jelre is érvényes (40) alapjan
ugyanez a Fourier-sor adodik. #
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2. példa Egy diszkrét idejii periodikus jel a kovetkez6 alakban adott:
xk]=6cos (1,27 k), keZ.
Hatirozzuk meg a jel Fourier-soros alakjat!
E diszkrét idejii szinuszos jel korfrekvencidja 9, =127 =327/ 5), vagyis a
periédusidé L =S5, az alapharmonikus kérfrekvencidja @ =27 /5=0,4z. A jel Fourier-
sora a 0, a @ é a 20 korfrekvenciaju OsszetevOket tartalmazza, a 4, =3@

korfrekvenciajit azonban nem!
Elemi trigonometriai megfontolas alapjan (vagyis a Fourier-egyiitthatok szamitisa
nélkiil) is belathato, hogy a megadott jelnek

xk]=6cos (087 k), keZ

egy egyenértéki alakja és egyben Fourier-sora. Valojaban tehat a jel Fourier-sora csak a
20 korfrekvencidjii §sszetevot tartalmazza. A két jel egyenértékiisége a korabban
megadott 2. dbra L =5 eseteként abrazolva van.

A példa azt illusztralja, hogy a diszkrét idejli periodikus jelnek célszerli a periddus-
idejét és az abbol kovetkez6 alap-korfrekvencidjat meghatdrozni annak érdekében, hogy
minél egyszeriibb (és a Fourier-soros eldallitisnak megfeleld) alakhoz juthassunk. Elso
ranézésre aligha gondolunk arra, hogy a példaban megadott, latszdlag kiilonboz6 jelek
Osszege barmelyiknek a kétszerese. #

3.1-2.3. A diszkrét idejii periodikus valasz

A linearis, invarians, DI rendszenek a periodikus gerjesztéshez tartozo periodikus vélasza
elvileg egyszeriien szamithat6 a Fourier-soros felbontas alkalmazasaval.

Tsmert az ulk| diszkrét idejli, L periédusidejii (@ = 27/ L alap-korfrekvenciaji)
periodikus gerjesztés. Allitsuk el ennck (47) szerinti Fourier-soros alakjat:

M
ulk]=Ust Y U, cos(p @k +v, )+ U, ,(~1). (3.1-53)
p=l
Célunk a valasz meghatarozasa ugyanilyen alakban:
A "
K=Y+ Y cos(p@k+7,)+7,,,(-1). (3.1-54)
p=l
A valasz Y =H,U; komplex Fourier-egyiitthatoit a rendszernek a p@
korfrekvencidhoz tartozé H,=H (ej" ¢ ) =K, e atviteli egyiitthatéja ismeretében

szamithatjuk, amibdl kévetkezik a valds alakban szerepld amplitidok és szogek alabbi
kifejezése:

Y,=K,Uy; Y, =K,U,, 1,=¢,+v,, p=12,....L/2. (3.1-55)

Az osszefliggések azt fejezik ki, hogy a vélaszt az egyes frekvencidkhoz tartozd
valaszok osszegeként allitjuk eld.
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Példa A DI rendszer u[k] gerjesztése periodikus, a periédus hossza L =6, az elsd
periodusra u[0] = u[l] =1,u[2] = u[3] = u[4] = u[5] = 0. A rendszer 4tviteli karakterisztikaja

9y 1+0,5¢7% —0,2¢7*°
H(e")= 1—e 7 10,24 %

(3.1-1.4. pont, 1. példa). Hatdrozzuk meg a periodikus valaszt. Ez az 4llandosult valasz is
jelenti, mivel e rendszer GV stabilis.
A gerjesztés Fourier-sora az el6z6 pont 1. példaja szerint (11. 4bra)

u[k]=l+£cos(£k—£ +—1vcos(2—”k-£}
3 3 6) 3

o2
IE ;I

L=6

3.1-11. dbra A példaban szereplé periodikus gerjesztés és valasz
Az atviteli karakterisztika kévetkezd harom értékére van sziikségiink:
Hle")=5417, H(c™)=1991e7 | H(c"*)= 040073,

A valasz Fourier-sora (55) értelmében nehézség nélkiil szamithato:
ylk]=1,806+1,150 cos(?k - 1,861) +0,133 cos(zT” k- 2,375).

Az eredményt a 11. abra szemlélteti. A rendszer teljesen atalakitja a gerjesztést. #

3.1-2.4. Folytonos idejii jel Fourier-sora

Tekintstink egy folytonos idejii T periddusideji, tehat 2 =27 /T alap-korfrekvencidja,
valds értéki, x(7) jelet:
2
x(t+T)=xt); teR,TeR,, Q=" (3.1-56)
Egy ilyen jel kozelit6leg (esetleg pontosan) eldallithatd 0,42, 2.2,..., N2 korfrekvenciaja
szinuszos jelek szuperpozicidjaval. Minél nagyobb N értéket vélasztunk, annal kisebbé
tehetd a kozelités hibaja a hiba értelmezésétdl fliggetleniil.
Jelolje x, = xN(t) az x(t) jel N-edrendfi (altalanos esetben 2N +1 tagu)

kozelitését, az x(t) jel N-edrendli Fourier-polinomjat

N
%y (6)= X, + D (X cos p2t + X7 sin p21). (3.1-57)
=1
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Tekintsiik a kozelitést annél jobbnak, minél kisebb a H négyzetes kzéphibaja:

/2
1

n= flwto-sor] o1t

-T/2

Mas hibamértéket is lehetne valasztani. Ezt a vélasztast az indokolja, hogy ekkor az
egyiitthatokra egyszerii kifejezés adodik, amelyet alabb igazolunk:

1 T/2
X, = ?J_E;(t)dt,
2 T/2
= Jxle)cos p2¢at, (3.1-59)
-T/2
T/2

X* :52; x(t)sin pQ2tdt; p=1,2,...,N.

P
-T/2

4 _
X, =

Ezek az x(t) periodikus jel Fourier-egyiitthatoi. Lényeges, hogy ezek értéke fliggetlen a
valasztott N tagszamt6l. A tovabbiakban a (57)-t61 eltérd alakot fogunk hasznalni.

Ha N — o, akkor a A hibamérték nullahoz tart, vagyis x, (t) négyzetes kozép
értelemben konvergll az x(t) jelhez. Ha x(t) folytonos, akkor a konvergencia minden
pontban is fennall. Ha x(t) korlatos és véges szamu ugrdsa van egy peridéduson beliil,
akkorx,(f) a szakadasi helyen a jobb és bal oldali hatérérték szamtani kozéphez
konvergal (amely a helyettesitési érték a tobbi helyen):

xN(t)ax—(t—q)—);iCM, N, (3.1-60)

Véges tagszam esetén a max’xN(t)*x(IX hiba a szakadasi hely komyezetében nem

szorithaté egy korlat ald, amely az ugrds nagysaganak mintegy 10%-a. Ez a Gibbs-

Jelenség. Ez ramutat arra, hogy a négyzetes kozéphiba minimalizalasa nem minden
szempontbo! jelent optimalis kozelitést.

A gyakorlatban rendszerint azt mondjak, hogy a periodikus x(t) jel megadhaté az

(4ltalaban végtelen tagszami) Fourier-sordval, amelyet egy részletdsszegével kozelitiink:

X(t)=X0+Z‘°:[X;,4 cos p2t + X’ sin p21]. (3.1-61)
p=l

Ezt a nem preciz jeldlést a tovabbiakban is alkalmazni fogjuk részletes magyarazat nélkiil.
Lassuk be az (59) osszefiiggések érvényességét! A

T/2

1
H:?J'

N
-T/2 =1

2
{XO +Z{X; cosp.Qt+X5 siant}—x(t)} dr
P

hibamértéknek ott lehet minimuma, ahol az egyiitthatok szerinti minden derivaltja nulla:

6H 27% L 5
== [lx X Qi+ X Qt—x(¢)|dr =0,
ox, TT‘L[ 0+;{ pCOSpLt+ X sinp } x()
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T/2 N
0H _2 I[XOJFZ{X; cosp.Qt+Xfsiant}-—x(t)}cosk.Qt dr=0

aX/f -T/2 p=1

T/2 N
0H _2 j{ Z cosp.Qt+X£sinp!)t}—x(t):lsinkﬂtdt=
aX —T/Z p=1

Mivel a cos p£2¢ és sin pg2t fiiggvények integrdlja egy peridodusra nulla és érvényesek a
kovetkez6 ortogonalitasi osszefliggések (az aldbbi Osszefiiggésben o, a Kronecker-
szimbolum, értéke: é‘pp =14és Spk =0,p=k )

T/2 T/2 T T2
Icosp.Qt cosk 2tdt = J.smp.Qtsmk.Qtdt~E ks Icospﬂtsinkﬂtdt:

-Ti2 -T2 -T/2

A parcialis derivaltak akkor valnak nullava, amikor az (57) osszefuggések teljesiilnek.
Nyilvanvalo, hogy a hibamérték valoban minimalis.

A tovabbiakban a (61) helyett Fourier-sor aldbbi, szemléletesebb alakjat fogjuk
hasznalni:

)= X,+3 X, cos(p@1+¢,); @=27/T. (3.1-62)
=1

Ebben X, a jel kiizépérte’ke (ez negativ is lehet) X, az alapharmonikus X, a p-edik

......

Fourier-soros alakot nevezik a periodikus jel spektrdlis elédllitasdnak is.
Ténylegesen a sort részletdsszegével (rendszerint elsé N +1 tagjaval) kozelitjiik.
Az X, amplittdok és a &, szogek célszerlien a komplex Fourier-egyiitthatok

szamitasaval hatarozhatdk meg:

T/2
j )e2dr s p=0,1,2,.... (3.1-63)

T/2

’\]Iv—

Az integril barmely T hosszisigh intervallumra, példaul a [0,7) intervallumra is
szamithat6. A komplex Fourier-egyiitthatok ismeretében

Xy =X5 5 X,=2|X5|, & =arc XS, p=12,.. (3.1-64)

Az amplitadok és a szogek meghatdrozhatok az (59) szerinti X ; , X f egytitthatok
ismeretében is:

XB XB
X, = (X;)2+(Xf)z , pz—arctg}%zarccosX—", p=12,... (3.1-65)
P P

A jel Fourier-sora kozvetleniil is kifejezhetd a komplex Fourier-egyiitthatokkal:

= D XS, (3.1-66)
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Valés x esetén X, az X, konjugdltja.

A (66) akkor is haszndlhaté, ha az x jel komplex értékii. Ekkor X, a sziikséges
negativ p értékekre is szamitando €s a végtelen Gsszeget szimmetrikus hatarok kozotti
részletosszeggel kell kozeliteni. A valéds alakok ekkor nem érvényesek.

Konnyen belathato, hogy ha a jel paros, akkor a komplex egyiitthatok valés
értékiiek, a valos alaku sorban a kezddfazis 0 vagy 7, illetve csak koszinusz fliggvények
szerepelnek; ha a jel paratlan, akkor a komplex egyiitthatok képzetes értékiick, a valds
alaki sorban a kezd6fizis x/2 vagy —m/2, illetve csak szinusz fiiggvények
szerepelnek; ha x(t+T/2)=—x(t), vagyis ha a két félperiodus egymas tiikorképe az
abszcisszara, akkor a 2n42 korfrekvencidju tagok (paros harmonikusok) egyiitthatéja
nulla.

Igazolhat6, hogy ha x(z) folytonos, akkor a Fourier-egyiitthatok p —» oo esetén
legalsbb {igy tartanak nulléhoz, mint 1/p®. Ha x(¢) legalabb m-szer folytonosan
differencidlhat6d, akkor a Fourier-egylitthatok p — o0 esetén legalabb tgy tartanak
nulldhoz, mint 1/ p**”. Ez ad némi timpontot arra, hogy egy jelet legalabb hény taga
sorral célszerii kozeliteni.

Sokkal nehezebb annak megallapitasa, hogy ha a jelnek csak véges tagszamu
Fourier-polinomja ismert, akkor az milyen pontossagl kozelitést jelent, hiszen még a
hibamérték sem egyértelmil. Ha egy jelet adott tagszamii Fourier-polinommal akarunk
kozeliteni, akkor nem mindig a végtelen sor elsé tagjait célszerli figyelembe venni.

A valés értékli periodikus jel teljesitményének (matematikailag: négyzetes
kozépértékének) definicidja

1 T/2
P.== [x(t)dr. 1-
> TJ; (¢)dr (3.1-67)

Ha a jel teljesitménye véges, akkor Parseval tétele értelmében meghatarozhat6 a

PX=X§+%ZX§ (3.1-68)
p=1

Osszefliggéssel a Fourier-egylitthatok ismeretében. A teljesitmény kifejezheté a X : X f
valos egyiitthatdk vagy a komplex egytitthatokkal is.

Példa Hatirozzuk meg a 124 4bréan lathatd jel Fourier-sorat:
(t) -1, -T/2<t<0,
x =
+1, 0<t<T/2;
A jel komplex Fourier-egyiitthatoi

0 T/2 jipRT/2 —-jpRT/2 _
X; _ 1 J‘ (_l)e—jpﬂt dr + J.(+1)e'jp'mdt1:l{ l_e.JP L8 JP' 1}'
T 5 5 | Tl +jpe —-jip2

x(t + T)= x(t).

Az Euler-reldcid és 27 = 2 r felhaszndldsaval kapjuk, hogy
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4 x4 N=1
1 — 1254 — N
1 o N7
0751 ~ w N=5
of ma |m |1 Pm {0sT 4
0.25 5
(@ =t-! ® T4t

3.1-12. dbra A folytonos idejii periodikus jel (a) grafikonja, (b) néhany Fourier-polinomjanak grafikonja

0, p=0,2,4,._.,
_l-cospr

jﬂ'p -_—,p=1,3,5,...
7 p

XC

P

A jel szimmetriatulajdonsagaibol is kovetkezik, hogy paros p esetén X ,=0. Pératlan p
esetén X p=4/(7r p), &,=-m/2. A jel Fourier-soros alakja

x(t):i CO Qt—zr— +1COS 3Qt_£J+lCOS(SQt_£J+.” .
x 2)"3 2)"3 >

Esetiinkben kényelmesebb lehet az ezzel egyenértékil
1.
x(t):i{sin Qt+§sin3!)t+gsm5[)t+...}
b3

alakot hasznélni, amelybél vildgosan kitiinik a jel paratlan tulajdonsaga.

A 12b 4bran lathatjuk a jel egy negyed periodusinak és annak néhany xN(t)
Fourier-polinomjanak grafikonja. A tagszdm novelésével a kozelités lathatoéan egyre jobb
lesz, a maximum egyre jobbra tolédik és csokken, de nem szorithaté a kb. 1,09 érték ala.
Ez a Gibbs-jelenség. Mivel ez az x(t) jel nem folytonos, ezért a sor konvergencidja
meglehetdsen lassu. #

3.1-2.5. A folytonos idejii periodikus valasz

A folytonos idejl, linearis, invaridns rendszemnek a periodikus gerjesztéshez tartozd
periodikus vélasza a Fourier-soros el6allitds felhasznélasaval egyszerlien szamithats. A
vilasz kifejezése rendszerint kozelitd, mert Fourier-polinomjanak annyi tagjat tudjuk
szamitani, ahdny tagja a gerjesztés Fourier-polinomjanak ismert. A periodikus vélasz csak
GV stabilis rendszer esetén jelenti az allandésult vélaszt.

Allitsuk elé az ismert u(f) folytonos idejti, T periodusidejii (2 =27/T alap-
korfrekvencidjil) periodikus gerjesztés Fourier-soros alakjit, pontosabban ennek (62)
szetinti N-edrendii kozelitését, vagyis N-edrendii Fourier-polimomjét:

N
u)=U, + DU, cos(p 2t +v,). (3.1-69)
p=1

Minél nagyobb N értéket valasztunk, annal pontosabb lesz a valasz kifejezése, amelyet
ugyanilyen alakban keresiink:
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W)=Y, + 27, cos(p_Qt+77p). (3.1-70)

p=1
A vidlasz kifejezésében szerepld Yp amplitidékat és n , kezd6fazisokat a
rendszernek a p® korfrekvencishoz tartozd H ,=H (e“"”j): K, eI? atviteli egyiitthatdja

ismeretében szamithatjuk:

Y,=K,Uy; Y, =K, U,, n,=0,+v,, p=12,...,N. (3.1-71)

r

A kielégitd pontossaghoz sziikséges N rendszdm megvalasztidsa nehéz feladat.
Ehhez el kell donteniink, hogy milyen p sorszamtdl kezd6déen hanyagolhaté el
Y,=K,U,. Ennek eldontését segiti a K () amplitidd-karakterisztika ismerete. Ha a

gerjesztésnek eleve csak az N-edrendli Fourier-polinomjat ismerjiik, ekkor a valasz ennél
nagyobb rendi Fourier-polinomjat nem is tudjuk meghatérozni.

Példa Egy folytonos idejii rendszer periodikus gerjesztése

-1, —1<t<0 ,
= ’ ’ 2 = . = = .
ult) {+1’ 0<i<l: u(t+2) ult); T=2, Q==x

A GV stabilis rendszer 4tviteli karakterisztikaja (c > 0)

10025 7y
(@257)+c(jo)+(jof

H(jw)= ; (@) e=1007z, (b) c=0,257.

Hatarozzuk meg a valasz Fourier-soros alakjat!
A vélasz Fourier-sora az el6z6 pont példaja értelmében

u(t)zi cos 7rt—£)+lcos(37rt—£ +1cos 57rt—£]+..‘ .
b2 2) 3 2 5 2

A gerjesztést, az atviteli egyiitthatét és ennek alapjan a vélaszt meghatarozo amplitadok és
szogek nehézség nélkiil szamithatok.
Ha ¢ =100 7, akkor az eredményeket az al4bbi tablazat tartalmazza:

Us=|4/n 4/3xr  4/57 4/«
v=|-n/2 -n/2 —x/2 -n/2

K,=]9890 9122 80,02 68095
¢,= | -016 -045 -0,69 —089
= 112592 3871 2038 12.54
m= | -173  —2,02 -227 -2,45

Az U » €sa K értékei monoton csokkennek, ezért ez az Y, értékekre is igaz. A valasz

Fourier-soranak nyolcadrend(i kozelitése
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v, (t)~1259 cos (1 —1,73)+ 38,7 cos (37 1 — 2,02) +
+20,4cos (57 £—2,27)+12,5cos (T t - 2,45).

Tovabbi tagok figyelembe vételével javithatunk a kézelités pontossagan.
Tekintsikk most a ¢ =0,257 esetet. A fentihez hasonld kozelités hibaja ekkor

nagyon nagy lenne, mert az amplitidd-karakterisztikinak a p =25 értéknél éles
maximuma van. Ez a legnagyobb amplitaddju tag a véalasz Fourier-soraban! Az el6z6hoz

hasonld szamitassal kapjuk, hogy a négy legnagyobb amplitidéji tagot tartalmazé
Fourier-polinom a p =1,3,23,25 sorszamokhoz tartozik:
,(£)=127,5 cos (71-1,57)+ 431 cos 3 7 £ —1,57) +
+36,0c0s (23 7 1 ~1,63) + 509,3 cos (25 7t -3,14).

A kovetkezd két figyelembe veendd tag a 27. és az 5. harmonikus.
Nyilvanvalo, hogy a két esetben a vilasz jelalakja erGsen kiilonbozd. #

3.1-2.F. Feladatok

F-1. Az x[k]| diszkrét idej jel periodikus, a periédus hossza L=6. A jela 0<k<L~1
intervallumban x[ k] = x,[].
Hatarozza meg a DI jel Fourier-soros alakjat, ha

(@) x[k]=olk].

) x[k]=ofk]+ o[k -1].
() x[k]=o[k]+ olk -5].

) x[k]=6lk]-olk ~5]. ,
() x,[k]=6[k-1]+26[k-2]+3 5[k -3]+26[k - 4]+ 5k -5].
(r) x,[k]=36[k]+2 8[k —1]+ 6]k — 2] + 8k — 4]+ 2 5[k - 5].

Vazolja fel a jeleket és a szinuszos osszetevOket! Ellendrizze a sor &sszegét &

néhany értékére (példaul a & = 0 helyen)!

F-2. Az x[k| diszkrét ideji jel periodikus, a periddus hossza L=5. Ajela 0<k<L-1
intervallumban x{k] = x,[k].

Hatarozza meg a DI jel Fourier-soros alakjat, ha

(a) x.[k]=6lk].

®) x,[k]=[k]+ o[k -1].

(€) x,[k]=6[k]+ o1k —4].

Vizolja fel a jeleket és a szinuszos OsszetevOket! Ellendrizze a sor Osszegét k
néhany értékére (példaul a k = 0 helyen)!

F-3. Egy DI rendszer atviteli karakterisztikdja a 3.1-2.3. pont példajéban adott. A rendszer
gerjesztését az F-1(c) szerinti periodikus jel irja le.
Hatérozza meg a periodikus vélasz Fourier-sorat!
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F-4. Egy linearis, invaridns, GV stabilis, diszkrét idejli rendszer gerjesztése periodikus:
ulk]=[k]+ [k — 1]+ [k - 8]+ 6[k —9], 0<k<9; wulk+10]=ufk].
A rendszer tviteli karakterisztikaja
(@) He®)=1-2cos e +e7%, 9 =37/5.
() H(e'*)=1-18cos 8, ¢ +081e72%, 9=37/5.

Hatarozza meg a valasz Fourier-sorat, tovabba a valasz értékeit az els
periodusban. Mi a jellegzetes kiilonbség a két eset kozott?

F-5. Egy folytonos idejli periodikus jel

27
Xcos—t, O T/4,
cos -t O<l< *(i+T) = x(1).

(a)x(0)=

0, T/4<)<T/2,

() ()= X

27
cos — 1
T

Viézolja fel a jelet! Hatdrozza meg a jel Fourier-sordt! Hatirozza meg a jel
teljesitményét pontosan és Fourier-sordnak els6 két tagja alapjan kozelitdleg is!

*F-6. Egy folytonos idejii periodikus jel kifejezése

(@) x()=x73 6(-iT).

(v) x(t)=Xr:£{5(t—iT)-§[t—iT—gj}.

Vazolja fel a jelet! Hatarozza meg a jel Fourier-sorat! Hatdrozza meg a jel
teljesitményét pontosan és Fourier-soranak elsd két tagja alapjan kozelitleg is, ha ez
lehetséges!

F-7. Egy folytonos idejli periodikus jel kifejezése

xIx2t Ty,
x(t)= 7 T2 2 r x(t +T)=x(t).
X—:_.l, O<t<=;
T 2

Vazolja fel a jelet! Hatirozza meg a jel Fourier-sorat! Hatirozza meg a jel
teljesitményét pontosan és Fourier-sorédnak elsd két tagja alapjan kozelitoleg is!

*F-8. Egy folytonos idejii rendszer atviteli karakterisztikdja a 3.1-2.5. pont példdjaban
adott, ¢ =0,257. A rendszer gerjesztése

(a) az el6zb feladatban megadott jel.
(b) az F-6(a) feladat szerinti Dirac-impulzusok sorozata.
Hatarozza meg az M,=Y,,/¥, viszonyszamot, ahol Y, a valasz 25.

harménikusénak amplitidéja ( p = 25 esetén az amplitid6-karakterisztika maximalis), és
Y, avélasz alap-harmonikusanak amplitiddja.
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*F-9. Egy folytonos idejli, periodikus jel (57) szerinti Fourier-polindmjanak és (61)
szerinti Fourier-sordnak egyiitthatoi az (59) szerinti Osszefliggésekkel szamitva az (58)
szerinti H négyzetes kozéphiba minimadlis, a (61) szerinti Fourier-sor négyzetes kozép
értelemben vagyis energia normaban konvergal a periodikus jelhez.

(a) Adjon mas hibamértéket vagy hibamértékeket, amelyek minimalizilasa
ugyancsak j6 kozelitésre vezetne.

(b)Milyen szempontokbdl el6nydsebb illetve hatranyosabb a négyzetes
hibamérték a tobbi hibamértékkel §sszehasonlitva?

3.1-2.M. Megoldasok

M-1. Az alapharmonikus kérfrekvencidja ©@=27z/L=x/3. Elegendd négy X&
szamitasa.

(@) X,=XF=X=XF=1/6,

1 T 1 2z 1
kl==+=cos| Zk |+—-cos| Lk |+~ )
xk]==+ cos(3kJ+3cos(3 kj+6cos(7rk)

(6) x[k]= l+£ cos [gk—g) + % cos (2% k- %} ; (3.1-2.2.pont).

() x[k]=l+£cos(zk+zj+lcos(-2—”k+z}
3 3 6) 3 3 3

@) )= cos(ﬁkl]+ﬁcos(3£k-§j+§cos(ﬂk).
) x[k]=%+§cos[%k—ﬂ}+%cos(ﬁk+7z).
() x[k]=%+§cos[§k)+%cos(ﬂ'/k).

M-2. Az alapharmonikus korfrekvencidja @ =2#/L=04x. Elegendd hirom X!
szémitasa.

(a) x[k]= 12 cos (—zﬁ k) +2 cos[4‘” k] )

55 5 5 5
(6) x[k]=0,40 + 0,65 cos (0,4 7 k — 0,63)+ 0,25 cos (0,8  k —1,26).
(c) x[k]=0,40+0,25 cos (0,4  k +1,26)+ 0,65 cos (0,8 7 k —0,63).

M-3. Az atviteli egyiitthatok szdmitasa utn a valasz Fourier-sora

y[k]=1,81+115 cos (135 k- 0,833) +0,134 cos (2—3’5 k- 0,281) .

M-4. A vélasz Fourier-sora (€ = 27 /10 = 0,27) és elsb periodusanak idéfiiggvénye
(@) y[k]=1,047 + 1376 cos (Ok— 0,314)+ 0,247 cos(20k — 0,628) + 0,2 cos(4@ k —1,257);
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Mk]=2,617 6[k}+ 2,617 [k — 1]+ 1,617 8]k — 2]+ 1,713 8[k — 3}+ 1,0005[k — 4]+
+1,0006[k —8]+1,6185[k —9]; 0<k<9.

A valasz nem tartalmaz 3@ korfrekvenciaji dsszetevot.

(6) y[k]=1,893+1,246 cos (©k—0,259)+0,226 cos (2@k— 0,468)+
+0,026 cos(3@k — 2,470) + 0,183 cos(4@k - 1,379);

A vélaszban a 3@ koérfrekvencidji dsszetevé a most nem nulla.
M-5. Az alapharmonikusi komplex Fourier-egyﬁtthaté szamitasa figyelmet igényel!

(a) x(t)—X{l+2cos.Qt Z 27,

cosZth} Q="
T’

x

P=iX =025X%, P, ={( ) ( j}xz ~0,226 X*; P ,=0,905P,.

) s)=x {~——z(()> cosznm} -z

T T

2
1 2\ 1
P=—X'=05X", P,= (_)+ A X2 0,495X%; P, =0991P..

2 - n 2 37r ’ ¥

*M-6. A komplex Fourier-egyiitthatok egyszeriien szamithatdk.

(a) x(t):%X{l+2§cosp.Qt}; [):2?”'

p=1

(&) x(z):ﬁx icos(Z n1)0Qt; Q= 2z
T n=1 T
A jelek teljesitménye nem véges.
. M-7. Az alap-kérfrekvencia £2=24T
4 1
x(t) 2X+;X§ Wcos@n—l)[)t,

11:1)(%0,3333)(2 P,= (l)2+l(i)2 X?~03321X°.
3 ’ A

*M-8. K,./K,=99,84; ezért(a) M,,=99,84/25=0160, mig (b)) M, =99,84.

vélaszban a 25. harmonikus az (a) esetben dominans, a (b) elhanyagolhatd.

A
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*M-9. (a) A hibamértékek egy csaladja a hiba fiiggvény abszolit értéke n-edik
hatvényanak kozépértéke egy periddusra. Az »n=1 valasztds a hibafliggvény abszohit
értékének kozépértékét adja. Egy mdsik logikus hibamérték a hibafiiggvény abszolut
értékének maximuma, ekkor a legjobb kozelitést azok az egyiitthatok jelentik, amelyekre a
maximalis hiba minimalis (ez a ,,minimax” elv).

(b) A négyzetes hibamérték egyik nagy elénye, hogy az egyiitthaték szdmitasira
formula adhaté. Tovabbi clénye, hogy az egylitthatok értéke fiiggetlen a valasztott
tagszamtol. A t6bbi hibamértéket minimald egyiitthatok szamitisa hosszadalmas, tovabba
minden tagszamra 0jbol el kell végezni valamennyi egyiitthat6 kiszamitasat. A négyzetes
(és az annal nagyobb fokszdmu) hibamértékek a viszonylag nagy lokalis hibakat
igyekeznek lecsokkenteni, a minimax eljarasra ez még inkabb igaz. Talén a hibafiiggvény
abszolit értékének minimuma adja a legjobbnak tekinthetd kozelitést. Altalanosan nem
lehet legjobbnak nevezheté hibamértéket kijeldlni, ezért szinte kizardlagos a
legegyszerlibben minimalizilhaté négyzetes k6zéphiba.
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Az eldzd fejezetben lattuk, hogy periodikus jelek leirhatok szinuszos jelek
szuperpozicidjaként. Az egyes szinuszos OsszetevOk korfrekvencidja az alapharmonikust
korfrekvencidnak egész szdmu tobbszordse. Meghatdrozva a rendszer gerjesztésének
Fourier-sorat €s ismerve a rendszer atviteli karakterisztikajat nehézség nélkiil szamithatjuk
a valasz Fourier-soros alakjat.

Ebben a fejezetben bemutatjuk, hogy a jelek széles osztilya leirhaté szinuszos
jelek szuperpozicidjaként, ha nem csak bizonyos 9 illetve w, diszkrét korfrekvencidkat

veszink figyelembe, hanem valamennyi korfrekvenciat.

Ismerve a gerjesztés eme spektralis alakjat- (Fourier-transzformaltjat, Fourier-
reprezentacidjat, Fourier-integralos alakjat) €s a rendszer atviteli karakterisztikajat,
nehézség nélkiil meghatarozhaté a valasz spektralis alakja. Ennek ismeretében a valasz
idéfiiggvénye is szamithato.

Az utobbi miivelet (vagyis az inverz Fourier-transzformacié) rendszerint csak
numerikusan végezhet6 el valamilyen (célszeriien adaptiv) integraldsi eljarassal vagy egy
FFT (,,Fast Fourier Transform™) algoritmujssal. Sok feladat megoldasa soran azonban
nincs is szitkkség az iddfiiggvényre, mert méar a spektrdlis alakbol, vagyis a
frekvenciatartomanybeli leirdsbol is fontos megallapitasokat tudunk tenni. Gyakran az
adott id6fliggvény Fourier-transzformaltjanak szamitdsat is numerikusan szamitjuk.

A 3.2-1. szakaszban bemutatjuk a diszkrét idejli és a folytonos ideji jelek
spektralis leirasat (Fourier-integralos alakjit). Latni fogjuk, hogy ha a jel a végtelenben
elég gyorsan nullahoz tart (ami véges energigju jelre teljesiil), akkor spektruménak
meghatdrozasa nem jelent elvi nehézséget. Ebben a szakaszban lesz sz6 a savkorlatozott és
id6korlatozott jelek tulajdonsagairdl is.

A 3.2-2. szakaszban targyaljuk a linedris, invarians rendszer adott gerjesztéshez
tartoz6 valaszanak spektralis leirdsanak és ennek ismeretében a valasz id6fiiggvényének a
szamitisat. Ebben a szakaszban targyaljuk a jelatvitel néhany, a jel és a rendszer spektralis
leirasaval kapcsolatos fogalmat, mint a rendszer sivszélessége, a jel savszélessége, a
torzitismentes jelatvitel feltételei. Ezzel illusztraljuk, hogy az id6tartomanyba torténd
visszatérés nélkiil is fontos megallapitisok tehetdk.

3.2-1. A Fourier-transzformacio
3.2-1.1. A Fourier-transzformacié definiciéja

A diszkrét idejii és a folytonos idejii Fourier-transzformacié alapgondolata kozds,
definicidjuk és alapveté tulajdonsagaik hasonléak. A két transzformaciot ezért egylitt
targyaljuk, néhany specialis tulajdonségukra kitériink.

A valds vagy komplex értékii x[k] diszkrét idejt, illetve x(¢) folytonos idejl jel

DI: X(¢*)=7 (+k]};  FI: X(jw)=F (1)} (3.2-1)
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komplex spektruma vagy Fourier-transzformdltia egy olyan valos véaltozds (esetleg
altalanositott) fiiggvény, amelynek alapvet6 tulajdonsidga, hogy ismeretében a jel
eloallithat6 a kévetkezd alakban:

DI: k)= ]X(e”)ej”dg ;

27
. (3.2-2)
FL: x(t)= i _jX(j a))eia"da) .
E mtivelet neve inverz Fourier-transzformdcio, szimbolikus alakja
DI: «fk]=7 " {x(c¥); . x(t)=F " {X(jo)). (3.2-3)

crer

Az integralok § illetve @ korfrekvencidji szinuszos jelek szuperpozicidjat
jelentik. Az X(¢’®)d9/2 7, illetve az X(jw)dw/2 7 mennyiség tigy tekinthetd, mint egy
9 illetve @ korfrekvencidjl szinuszos jel komplex amplitidéja.

Ha x[k] abszolit Osszegezhetd, illetve ha x(f) abszolit integralhaté, akkor
spektruma a kovetkez6 Osszefliggéssel szamithato:

pI: x(e)=3xkle"™, <= 3 k]<o;
o - (3.2-4)
FL X(j w)-—- jx(t)e‘i””dt, = j\x(t}dt <w.

-0 —a0

Ha x(f) abszolut integralhat6, de nem folytonos, akkor a (4) alapjan szémitott X(jo) a (2)
szerinti inverz transzforméltja az [x(t~0)+ x(t+0))/2 értéket 4llitia el6, azaz a
folytonossagi helyeken az x(f) értéket, a szakadasi helyeken a bal és a jobb oldali
hatarérték szdmtani kozepét. Az ennél 4ltaldnosabb eseteknek kicsi a gyakorlati
jelentésége, ezekkel nem is foglalkozunk.

A kovetkezé pontban néhany példaval illusztralni fogjuk, hogy bizonyos nem
abszolut dsszegezheté DI jelnek illetve nem abszolut integralhaté FI jelnek is eléallithato
a spektruma.

Az X (e”), illetve az X(jw) jelolés talan feleslegesen bonyolultnak tiinik az
egyszeriibb X(9), illetve X(@) helyett. Az utébbi is elterjedt az irodalomban, sokan az @
korfrekvencia helyett az f frekvenciat hasznaljak fliggetlen valtozéként. Az altalunk
hasznalt jelslés elényeinek egy részét mar lattuk, tovabbi elénycket ebben a fejezetben és
a kovetkezd részben foguuok latni. A jelolés jol kifejezi, hogy a DI spektrum periodikus
fuggvénye a 9 valtozonak, ezért elegendd a 0 <9< értékekre ismerni.

A véges hosszusdgu korlatos jelek mindig abszolut dsszegezhetdk, illetve abszolut
integralhatok. Ezekre tehat a (4) alkalmazhaté. Egyszerii példaként tekintsiik az egységnyi
amplitadéji, L hosszasagh DI, illetve T hosszisigu FI négyszogimpulzus spektrumat:
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I-]

Cg’{g[k k L] ;1 e ISk _ zl(e—jsy,

k=0
T
F {e(t)-elt jl e_’””dt:{: -W} )
A mértani sor dsszegének szamitasa, illetve a hatarok behelyettesitése utan

R

Egy masik fontos abszolit dsszegezhet illetve abszolit integralhato jelosztalyt
alkotnak az olyan korldtos jelek, amelyek nulldhoz tartdé exponencidlis fiiggvénnyel
majoralhatok: .

d]|l<m ¢ [dk]|<a, |k[>k,, 0<a<l,
| llen & Wl <a”, (k> 26

xe)|<M és |x(o)|<e™, |t]>1,, a>0.

Fontos péida ilyen tipust jelekre a beiépé DI illetve FI exponencialis jel:

0

{ k]a} Zake'J‘gk Z(ae’s)k

k=0

;at ¥ -at —jwtd -1 (a+jw)rir.
L i

a+jow

Nehézség nélkiil kapjuk a belép6 exponencialis jel spektrumat:

F {g[k]a" }:

Ha ]a] 21, akkor a sor nem konvergal, illetve ha o < 0, akkor az integral nem konvergal.

A kikotést figyelembe kell venniink, mert az eredménybdl nehéz kikovetkeztetni, hogy az
csak a megadott feltételek mellett érvényes.

Miel6tt tovabbi részletekbe mennénk, adjunk kozelitd osszefiiggést a (2) szerinti
spektrdlis eldallitasra. Kozelitsik az integralt véges tagszamu Osszeggel, amelyben
49=2x/L, illetve Aw=27/T , ahol L kelléen nagy pozitiv paros szam, illetve T kelléen

nagy pozitiv érték:

T_—Cw—_j;,la|<1; @?{g(,)e—az}za”w,wo. (3.2-7)

x[k]zL fX(eijIr/L)ejp(er/L)kz_ﬂ':l L/ZX(eJ'P@)eJ'PQ"’ @_2_”
27Z'p4—L/2 L L=, L

5= Lf [ )e”'(z””) 221 Sx(pa)er, a=2E.

T p2Ir2 T T, =n T

Hasonlitsuk ezt dssze a (3.1-40), illetve a (3.1-60) 6sszefliggéssel, akkor lathatjuk, hogy
egy periodikus jel Fourier-sorat kaptuk, amelyben

xler®)=Lx5,  X(jp2)=TXE.
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Hasonldé médon lathaté be, hogy (4) a Fourier-egyiitthatokat adja $=p @ , illetve w=p 02
értelmezéssel. Ez azt jelenti, hogy L és T megvalasztdsa utdn egy olyan periodikus jel
Fourier-soros eldallitdsat kapjuk, amely a —L/2<k<L/2, illetve a -T/2<¢<T/2
intervallumban kozeliti a vizsgalt (nem periodikus) jelet. Minél nagyobbra vélasztjuk L
illetve T értékét, annal kisebb lesz A9 illetve Aw,vagyis az integral osszeggel torténd
kozelitése egyre kisebb hibat okoz, a jel kozelitése periodikus jellel egyre hosszabb
intervallumban elfogadhats. Ezek a megfontolasok nem bizonyitjadk a Fourier-
transzformécios Osszefliggések helyességét, de némi bepillantast engednek annak
lényegébe, tovabba lehetdséget adnak a transzformacionak és inverzének numerikus
elvégzésére. Mint lathat6, a Fourier-integral numerikus kozelitése megegyezik a Fourier-
sor numerikus eljarasaval, amelyre a mar emlitett FFT algoritmusok allnak rendelkezésre.

A diszkrét idejli Fourier-transzforméci6 igazolasdhoz helyettesitsiik a spektrum (4)
szerinti kifejezését az idofiiggvény (2) szerinti alakjaba:

@g——l{X(ejs J‘X 19 JSkdg_ IZXI-P e 192 oi% g
—gP=0
A végielen sor tagonként integralhatod, ha egyenietesen konvergens. Bz ieljesil, ha 'Ix[kh
Osszegezhetd. Erre az esetre szoritkozva, kapjuk hogy
e Sl .
T p= -7

Az integril eredménye p=Fk esetén 2r, egyébként nulla. Ezek szerint az inverz

transzformécié (2) képlete valoban az eredeti jelet adja £ minden egész értékére.

A folytonos idejii jelre vonatkozd igazolds koriilményesebb, ezért nem is
targyaljuk. A Fourier-sorhoz hasonldéan igazolhatjuk, hogy a Fourier-integralos el6allitas
akkor adja a legkisebb négyzetes eltérést, ha a spektrumot a megadott alakinak valasztjuk.
Az igazolashoz célszerii attérni a késdbb megadandé valos alakra.

3.2-1.2. Néhany jel spektruma

A Fourier-transzformacio néhany fontos tételének bemutatasa elétt meghatarozzuk néhany
fontos DI illetve FT jel spektrumat.

Abszolit dsszegezhetd diszkrét idejil jelek

A véges hosszisagli négyszdgimpulzus és a belépd exponencidlisan cskkend jel
spektrumat mar meghatiroztuk. Az egységimpulzus spektruma a (4)-b6l kozvetleniil
adédik:

F Blkll=1;  F {sk-il}=e7"’, iclZ. (3.2-8)

Az exponencialisan csokkend paros fiiggvény spektruma a (4) alapjan szamithato:

{|k|} za e”"%—Zak —i8k _ 1 _ _1+1_ 1 5 la|<1.

Tl-ae? ae

Elemi 4talakitasok utan kapjuk, hogy valds a esetén
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o {am}

E valés ért¢kil spektrum grafikonjat az a paraméter néhany értékére az 1. 4bra mutatja.

A——, -1< 1. _
1+a*-2acos 9 as< (3.2-9)

po

14
k] =10,75"

a=0,5~,«‘""

'-5'445?-1 01 2 3 4 5 k

3.2-1. dbra A diszkrét ideji, paros, nullahoz tarté DI exponencidlis jel és valds értékl spektruma

Legyen egy DI jel spektruma a kvetkez6 alakban adott:
X(e9)=1+4cos38+j6sin29 =2e*%+3e +1-3¢ 7271277,

Az id6figgvény a (2) felhasznalasadval barmelyik alakbdl szdmithaté. A spektrum (4)
szerinti kifejezése alapjan a jel komplex alakjab6l

xk]=2 6k +3]+3 5[k + 2]+ 8k ]-3 5[k - 2]+ 2 5[k - 3]
rénézésre is felismerhet6. A példa mintajara barmely, Fourier-polinom alakjaban megadott

spektrumhoz tatozoé DI jel idéfiiggvénye meghatarozhato.

Abszolut integrdalhatd folytonos idejii jelek

A belépd négyszdgletes impulzus és a belépd, exponencidlisan csokkend jel spektrumat
mar meghataroztuk. Egyszerlien szamithaté a szimmetrikus régyszogletes impulzus
spektruma is. A részletszamitasokat az Olvaséra bizzuk, csak az eredményt adjuk meg:

()=t +T)ye(t-T), F{p,())=2T SiZ?T . (3.2-10)

A 2. 4brabdl lathatjuk, hogy e jel spekitralis eldallitdsaban a kisfrekvencids komponensek
jatszanak meghatarozé szerepet. Els becslésként azt mondhatjuk, hogy az @, =7/T
helyen fellép6 elso nullahely uténi frekvenciakomponensek mér elhanyagolhatdk. Ennek a
korfrekvencianak f,=w,/27z=1/2T frekvencia (az impulzus hosszanak reciproka) felel
meg. Bz mas alakd impulzusra (példaul haromszégimpulzusra) is haszndlhaté becslés,
csak az impulzus hosszat kell megfeleléen értelmezni.

A Dirac-impulzus abszolit integralhaté jel, ezért spektruma a (4) alapjan
szamithato:

(50} = [8(r)e " ar.
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x{(ty=pAt) 2T

T o T ot N @

-T

3.2-2. abra A folytonos idejli, szimmetrikus négyszdgletes impulzus és spektruma

Ebbdl és hasonl6 megfontoléssal az eltolt Dirac-impulzusra azt kapjuk, hogy

Fse)=1, F{6(t-r)f=e7*". (3.2-11)
A Dirac-impulzus spektruméban minden frekvencia egyforma sullyal szerepel. A (11)
inverz alakja, vagyis a Dirac-impulzus spektralis kifejezése

©

L el'do=5(t). , (3.2-12)
2%

—a0

Megjegyezziik, hogy a bal oldalon 4116 integral nem konvergens klasszikus értelemben és
valoban nem is reprezental (kozonséges) fiiggvényt.

Nem abszolut dsszegezhetd diszkvét idejil jelek

Legyen egy diszkrét ideji jel spektruma Dirac-impulzusok végtelen sorozata:

X(e?)= 205(9— p2r).

=

A spektrumhoz tartozé diszkrét idejii jel a (2) definicio értelmében

1 5 - 1
kj=— 8(9-p2r)e®*dg=—1I1,
e]=~ IPZO (9-p2r)e -
mivel a [— 7,7) intervallumban csak a p =0 sorszdm( tag nem nulla. Ezzel eldallitottuk
a mindeniitt éllands DI jel spektrumat:
F{l}=2x ia‘(g—pzn) = Fl}=225(9), ~-n<9<x.  (3.2-13)

p=x

Az alland6 jel spektralis eldallitisaban csak a $=0 korfrekvenciaji osszetevd (és
periodikus ismétlédése) szerepel, ami nem meglepd eredmény. Ezt az eredményt (4)
alapjan nem tudjuk el8éllitani, mivel az el64ll6 sor nem konvergens.

Nem egyszerii annak igazolasa (ezért melldzziik is), hogy

F e[kl =2 3 6(9-p2r)+

p=—c

= F {e[k]=r 5(\9)+$, l9l<7. 32-14)

e’
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Az utolsé tag a (7) értelmében az oF {s{k]a"} kifejezése a =1 esetén, amikor azonban a
(7) nem érvényes, amint azt (14) jarulékos tagja mutatja. A (13) és a (14) alapjan
hatarozhatjuk meg a kovetkez6 két, nem abszolut 6sszegezhetd jel spektrumat is:

2
7 Relk]-1l=1—. (3.2-15)
s -1, kelZ_,
I+e” 1
Gg' ki= T =TT 7 N k= 0, k= R 2=
{sgn k} e’ jtg(92) sgn o ; (3.2-16)
, keZ,.

Noha e két jel nem abszolit Gsszegezhet6, egyikiik spektruma sem tartalmaz Dirac-
impulzus 0sszetevot.

Nem korlatos jelek spektrumanak el6allitisa tovabbi matematikai bonyodalmakkal
jar, ezért az ilyeneket a tovabbiakban nem tekintjlik Fourier-transzformélhatonak.

Nem abszolut integradlhato folytonos idejii jelek
Az dllando (az id6t6] fiiggetlen) jel spektruma a Dirac-impulzus:
F {l}=217 (o), (3.2-17)

mivel X(jw)=27 8(w) esetén a (2) alapjan valdban x(f)=1 adédik. Az &llandd jel
spektruma csak @ = 0 korfrekvencidju sszetevot tartalmaz, amint az varhato is.
Alabb igazolni fogjuk, hogy

-1, teR,,
&{sgnt}:,i, sgnz=4{ 0, 7=0, (3.2-18)
0]
. +1, teR,.

Az 1+sgnt =2¢(t), tovabba (17) és (18) felhasznalasaval:

F {elt)}=7 8(0)+——; (3.2-19)
Jw
sinf2t| ~« 1, |a)|<.Q,
== = 3.2-20
@‘7{ Y } Qpn(W), po(®) {0’ 2. (3.2-20)

A sin 2t/ 0t fiiggvény nem abszolit integralhatd, amint arr6l némi féradsaggal
meggy6zodhetiink.

A transzformécié vagy az inverz transzformécié szamitasakor az integral Cauchy-
foértékét kell figyelembe venni azokban az esetekben, amikor a jel vagy a spektruma
valahol (példaul a nulla helyen) nem véges.

Tovabbi jelek spektrumat a kévetkezd pontban még ki fogjuk szamitani a Fourier-
transzformacio tételeinek ismertetése utan, azok felhasznalasaval.

A (18) igazolasahoz irjuk fel (10) inverz alakjat:

sinwT
wT

= e?dw.

pT(t):cgf‘l{ZT % J-sin ol

@
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A = 0 helyettesitéssel kapjuk, hogy (cos @ T/ @ pératlan fliggvény)

1=—1— J‘Slandwz—l— -—_-2——eijd0), T>O
Tl o 27 Ljo

Ha T < 0, akkor az integral értéke —1. Ez éppen a (18) szerinti allitas.
A (20) igazolaséhoz végezziik el p,(¢) fenti kifejezésében a valtozok kovetkezd
cseréjét: t=w', w=1t',T =12, akkor

1 J'———Sin {'Q el“dt' = p,(0').
7 t

—

Fz a sin£2¢/7¢t jel Fourier-integralos alakja, ami a (20) szerinti §sszefliggés.

A jel csonkitdsa

Az elozOkben targyalt példak mutatjak, hogy a nem abszolut 6sszegezhetd illetve nem
abszolit integralhaté jelek spektralis eloallitasa koriilményes. Ezek a nehézségek
megkeriilhetdk a kovetkezé megfontolassal.

Egy valédi folyamatot leiré jel mindig egy k =k, illetve 7 =1, idépontban
kezd6dik és egy véges L illetve T id6pont utdn vagy végzOdik vagy érdektelenné valik. A
szokasos kezdeti idSpont vélasztas &, =0 illetve ¢, =0 (esetleg k, =L illetve ¢, =-T).
Az esetleg nem abszolut §sszegezhetd illetve nem abszolut integralhatd jelek helyett
vizsgaljuk azok csonkitott €s belépd megfeleldjét:

xlk, LE{elk) - el - L} alk); x(e,7)={e(t)- (e - T)} x(2). (3.2221)

A csonkitott jel megegyezik az eredeti jellel a O0<k<L-1 illetve a 0<¢<T
intervallumban és nulla az intervallumomon kiviil. Ha x korlatos az intervallumban (mint
szinte mindig), akkor a csonkitott jel abszolut 6sszegezhetd illetve abszolut integralhato,
ezért spektruma elvileg nehézség nélkiil szamithato.

A kényes feladat a csonkitasi intervallum helyes megvalasztisa és annak szem
eldtt tartasa, hogy barmilyen kévetkeztetés az intervallumon kiviili tartoméanyra alapos
megfontolast igényel.

Példa Legyenek az eredeti DI illetve FI jelek belépd exponencidlis fliggvények:
k]=¢lkla*, x(t)=elt)e".
Az ezekhez rendelt csonkitott jelek
ok, L= {el)- k- L]a*, % T)={e(e)- e(t-T)} e,
A csonkitott jelek spektruma az (5)-h6z hasonléan szamithatd. Az eredmény

l_e—aTe—ij

1)

1__aLe—JL8 '
-j8

F {alk, L=
l-ae
Harom esetet célszeri megkiilonbéztetniink.

Ha |a|<1 illetve >0, akkor }aL] illetve e tetszblegesen kicsivé tehetd az L

vagy T megfelelé valasztasival. Ezt a tényez6t tartalmazd tagot elhanyagolva megkapjuk
az eredeti, exponencialisan cs6kkend jel (7) szerinti spektrumat.
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Ha viszont a=1 illetve a =0, akkor az eredeti jel az egységugras, spektrumat
(14) illetve (17) adja, amely Dirac-impulzust és a nulla helyen nem véges fiiggvényt
tartalmaz. A csonkitott jel spektruma viszont L illetve T értékii a k=0illetve a r=0
helyen. [z1és kérdése, hogy melyik leirast tekintjiik megfelelSbbnek.

A harmadik esetben la[>1 illetve a<0. Az eredeti, exponencialisan novekvd jel

spektrumdt nem vizsgaltuk, mert az bonyolultabb matematikai apparéatust igényelne. A
csonkitott jel spektruma egy komplex értékd ,kozonséges” fiiggvény. El6fordulhat

azonban hogy az ‘aL‘ illetve az e™7 tényezd olyan nagy, hogy az numerikus problémat

okoz. Ismét izlés kérdése, hogy ebben az esetben azt mondjuk, hogy a jelhez még
csonkitassal sem rendelhetd spektrum vagy elfogadjuk a csonkitassal kapott eredményt. #

3.2-1.3. A Fourier-transzformacié néhany tétele

Ebben a pontban x valos értékii DI illetve FI jel, noha a tételek tGbbsége komplex értékii
jelekre is érvényes. A tételek bizonyitdsat tobbnyire mellbzziikk, mivel azok formadlis
igazolasa a (2) definicio vagy a (4) inverz Gsszefiiggés alapjan igen egyszeri, a szigora
igazolas hosszadalmas, gyakran magasabb szintil matematikai ismereteket igényel.

Linearitas

Mind a Fourier-transzformdcio, mind az inverze linedris operacid, ezért érvényes a
szuperpozicié elve Dl illetve FI jelekre egyarant:

F{C x+Cyx, }=C, F {x, }+C, Fix, }, (3.2-22)
F C, X,+C, X, }=C,F X, }+ C, 7 X, ), (3.2-23)

barmely C,, C, alland6 esetén. Az 4ltalanositds véges szamu tag Osszegére kézenfekvo,
végtelen sok tagra csak megfeleld konvergencia feltételek teljesiilése esetén.

A valés spektrumok

Az X komplex spektrum két val6s spektrummal irhat6 le. Ez lehet az 4, =|X| amplitadé-
spektrum és a @, =arc X fazis-spektrum, vagyis

)= 49070, X(i0)= 4@} (220

Hasznalhaté azonban a P, valds rész és a Q, képzetes rész is:
x(e*)=r9)+i0.(9). X(jw)=P.(0)+i0.() (3.2:25)

A (4)-bd) kivetkezik, hogy valds értékii x esetén A, és P, valtozdjanak paros fiiggvénye,
@, és O, valtozdjanak pératlan fliggvénye. Vizsgalatainkat vagy az abrazolast ezért a
0< @<z illetve a 0<w<oo intervallumra korlitozhatjuk. Javasoljuk az Olvasonak a

mar vizsgalt jelekre e tulajdonsigok ellenérzését. A valés spektrumok paritasi
tulajdonsagai a komplex spektrummal is kifejezhetdk. Ha x valos értékii, akkor



240 3. Analizis a frekvenciatartomanyban

X7)=x"(e),  X(-jo)=X"(jo), (3.2-26)

ahol a csillag a konjugalt komplexet jelsli.

A (2) szerinti integralok A4tirbatok a valtozd pozitiv értékeire vonatkozo
integralokkd. Szokdsos a Fourier-transzformaciot €s inverzét koszinusz és szinusz
fiiggvényekkel kifejezni.

Eltolds az idbtartomdnyban

Ha o {xfk[}= X(e*) illetve F {x(t1)}=X(jw), akkor az eltoldsi tétel értetmében

F {alk-rl=ex(e*),rez; F{xt-1)=e’x(jw), reR. (3.2:27)

Az idébeli eltolds megfelel a frekvenciatartomanyban komplex exponencidlis fiiggvénnyel
végzett szorzasnak. Az 4 amplitidé-spektrumot az idGbeli eltolds nem befolyasolja.
Az igazolas a (2) alapjan egyszerlien elvégezhetd.

Moduldcio az id6tartomanyban

Ha o {x]k]}=X(e'*) illetve < {x(s)}=X(jw), akkor a moduldcids tétel értelmében

F {dkle™ = x(e ),  F{d)e ™ |=x(i(0-m,). (3.228)

A §) illetve az o, korfrekvenciajii szinuszos vivéjel moduldcioja az x jellel az x jel
spektrumanak eltolasat jelenti 9, illetve @, korfrekvenciaval.

Az igazolas a (2) alapjan egyszer(ien elvégezheto.
A (28)-bol egyszerfien kdvetkeznek a modulicids tételek aldbbi alakjai:

F {k]cos 8, k}zl[x(ejw—so)) rxfere)),
21 _ (3.2-292)
F {xk]sin 8, k}=5][X(ei(3—9o))_ x(ere)];
F {x{t)cos [oot}zé[X(j (0-a, )+ X(j(0+a,))],
| (3.2-29b)
F {x(¢)sin o, t}:z—j[X(j (0-0,)-X(jlo+a,))
F {x(1)} &F {x(t) cosw,t} /N
! T 0,=20> 0
0.5+
— 1 > AA
-2 o o O -2 -0, -0,+20 0-Q2 o, 0,+02

3.2-3. dbra Savkorldtozott folytonos idejii jel spektruma és azon szinuszos jel spektruma, amelyet a
savkorlatozott jel modulal
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Az utols6 elétti Gsszefiiggést szemlélteti a 3. abra egy olyan FI jelre, amelynek
spektruma |@|>£2 esetén nulla (vagy elhanyagolhatéan kicsi, tin. savkorlatozott jel). Az

abra az m, > (2 esetre vonatkozik.

Az abra érzékelteti az amplitidé-modulacio lényegét: a kisfrekvencids x jel
atvihetd a nagyfrekvencias vivGjel felhasznaldsaval. Kiilonboz6 vivofrekvencidk
felhasznalasaval sok kisfrekvencias jel kozos csatornan atvihetd egymas zavarasa nélkiil.

Ha a v(t)=x(t)cos w,t moduldlt jellel ismét moduliljuk a 2cosw,t vivdjelet,

akkor az y(t)= x(2)2 cos’w,t =x(t)[1 +cos2 a)ot] jel adédik. Egy olyan alulateresztd sziird

Y

|a)|>2w0—.0 korfrekvencidji jeleket, vissza tudjuk &llitani az eredeti x jelet

(demodulicio). Ha x(#) nem savkorlatozott, vagy ha @, > (2 nem teljesiil, vagy ha a sziirés
nem tokéletes, akkor a modulicido és a demodulacié soran ,idegen” frekvencidk is
fellépnek és ezért a jel visszadllitasa nem lesz tokéletes.

1. példa Hatarozzuk meg a kdvetkezd diszkrét idejii jel spektrumat:
x[k]=¢lk]a*cos 9,k; —1<a<l.

A (7) értelmében o {elk]a* }=1/(1—ae™®). A moduldciés tétel értelmében

oy 1 1 1 1-acos §, e?
i%y . 0
X(e )_5{1—ae‘j(3‘3") " 1——ae_j(3+‘9")}— 1-2acos e+ a’ e??’

Ha a = +1, akkor a jel nem abszolut sszegezheto, ezért ha ezt helyettesitjiik a fenti
kifejezésbe, akkor nem kapjuk meg a belépd szinuszos jel spektrumat. #

Az x[k]=1 illetve az x(r)=1 jel spektrumdt (13) vagy (15) adja. A (28) moduléciés
tétel alkalmazasaval kapjuk, hogy
&{ejg“k}=27r§(3—.90), ~r<9<x, —n<<x;

@‘7{ej“’“’}=27r5(w—a)o). 0230)

A cos $k,sin Gk illetve a cosw,t,sinw,? jelek spektruma ebbdl az Euler-relacio
felhasznalasaval meghatirozhaté. Az osszefiiggések el6allitasat az Olvaséra bizzuk. Az
eredmények azt a nyilvanvalo tényt fejezik ki, hogy a 9, illetve az o, korfrekvencigja
szinuszos jel spektruma mindeniitt nulla, kivéve a +9, (és a 8, =n2x) illetve a
* o, korfrekvencidkat. A Fourier-sor felhasznaldsaval elallithatjuk barmely periodikus

jel spektrumat is Gsszeg alakjaban.
Hasonl6é médon kapjuk a (14) vagy a (17) és a (28) felhasznaldsaval, hogy

- 1
s {g[k]em,k}zﬂé(S—&O)+l—_?W , <Y<, ~ A< <7}
(3.2-31)
F {g(t)ej‘"“}: 7 8-, )+ ——— .
J (a) ~ @, )
Az glk]cos 9,k , elk]sin &, k illetve az (t)cosw, ¢, £(t) sinw, ¢ belépd jelek spektruma
ebbdl az Euler-relacié felhasznalasaval egyszeriien el6allithato.
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A belépd szinuszos jelek spektruma a 29, (és a S, tn2x) illetve a * @,

korfrekvencian végtelenné valik, és véges értékil a tobbi korfrekvencian. Ha figyelmen
kiviil hagyjuk a spektrum Dirac-impulzus 6sszetevdjét, akkor az inverz transzformacié
nem az eredeti jelet adja, hanem a (30) felhasznaldsaval szamithaté mas jelet. A spektrum
jellegét tekintve viszont a spektrum Dirac-impulzus tipusii Gsszetevdje nem jelent
lényeges informaciot, hiszen a masik tag is végtelenné valik ott, ahol a Dirac-impulzus
nem nulla.

Szorzds hatvanyfiiggvénnyel
Ha x[k] illetve x(z) véges hosszusagt, korldtos jel és oF {x[k]j=X (e”) illetve
& {x(t)}=X(jw), akkor

F {k «fk]}= j‘%ﬁ;ﬁ, F e x(t)}= jfl—)g(aj]—“’—) . (3.2-32)

A tétel ismételten alkalmazhat6. Ennek alapjan megallapithato, hogy a jel szorzasa
az idotartomanyban a £” illetve a ¢" (neN) tényezével megfelel a frekvencia-

tartomanyban rn-szeri differencidlasnak €s j° tényezbdvel végzett szorzasnak. A tétel
alkalmazhat6 nem véges hossziisigt jelckre is, ha nem csak x[k], hanem &"x[k] is

abszolut dsszegezhet6 illetve ha nem csak x(f), hanem " x(t) is abszolut integralhato. Ez a
helyzet példaul, ha x[k]=e[k]a*,
A tétel formalisan konnyen igazolhaté a spektrum (4) kifejezése alapjan.

-alf]

a|<1, vagy ha x(t)=e", a>0.
2. példa A (32) felhasznaldsdval kapjuk, hogy

- R e
- k— = 1— - = .
{(ek]~ ek - L]k} i e

Az L — o hataratmenet nem értelmezett, ami megfelel annak, hogy az s[k] k jelet nem
tekintjiik Fourier-transzformalhatonak. #

Folytonos idejii jelek derivdltja és integrdlja

Ha & {x{t)}=X(jw), akkor a folytonos idejii jel 4ltalanositott derivaltjanak spektruma

F X () =jo X(jw). (3.2-33)

A tétel ismételten is alkalmazhat6. Ennek alapjan az mondhato, hogy a jel n-szeres
differencialasa megfelel a (jw)" tényezbvel végzett szorzasnak. A tétel nem meglepd,
hiszen az inverz Fourier-transzformacié a jelet ¢/’ alaki jelek szuperpozicigjaként 4llitja
eld. Feltételeztiik, hogy ha x(¢) abszoliit integralhaté, akkor ez derivaltjaira is igaz. Ez csak
kellden sima fiiggvényekre teljesiil.

A tétel a (2) mindkét oldalénak ¢ szerinti differencidlasdval formalisan koénnyen
igazolhatd.

Példaként tekintsiik az egységugrast és derivaltjat (a Dirac-impulzust): valamint
ezek mar ismert spektrumat:
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()=o), X(o)=rsl@)ros X()=00),  FlW)=L

@g{x'(,)}=jw{”5<w)+3%}=l ,

mivel 5(w)=0,ha @#0, mig az @ =0 helyena jo tényezd nulla.
Ha 7 {x(t)}=X(jo), tovabba ha x(f) integralja és X(j 0) létezik, akkor

07{ 'jx(r)dr}:jix(j w)+7 X(j0)8(w). (3.2-34)

—a

Ha x(7) abszolt integralhatd, akkor (4)-b6l kovetkezik, hogy

x(10)= [x(e)ar

Az idotartoménybeli integrdldis nem egyszerlien osztdsnak felel meg a
frekvenciatartomanyban, hanem még egy additiv tag is megjelenik. Ez azért nincs
ellentmondasban a (33)-mal, mivel jo (a))z 0

A (34) igazolasa korilményes. Ez nem is meglep, mert az integralas gyakran
elrontja az eredeti jel abszoliit integralhatdsagat.

A (34) ellenérizhetd példaul x(t)=5(¢) esetére, amelynek integralja £(r).Ha
azonban x(t)=1, X(jo)=27 6(w), akkor (34) nem alkalmazhat6. E tételt nem fogjuk
alkalmazni.

A skalézds megvdaltoziatasa

Ha o7 {x[k]} = X(c*")és MeN, illetve ha & {x(1)=X(j), akkor

k k
k)= "(KZ)’ m  {flkl=x(e"*)

0, egyébként; (3.2-35a)
=, _LM —~i2mIM)
elk]ae) = xleree)
g(t)=x(a?), F {g(t)}=ﬁX( jﬁj. (3.2-35b)
[ a

Az flk] jel ,szélesebb”, a g[k] jel ,keskenyebb” mint az x[£] jel. A g(?) jel ’a'<l
esctén ,,szélesebb”, [al >1 esetén ,keskenyebb” mint az x(7) jel. Ezt legegyszerlibben egy
véges hosszisagn jellel szemléltethetjiik. A szélesebb jelhez keskenyebb spektrum tartozik
és viszont. Az f[k] jel spektruma nem csak 2 7, hanem 2 7/ M szerint is periodikus.

Az x[k]—) f [k] jelatalakitast szokds interpoldldsnak is nevezni (az fkét, egymast
kovetd, az x-b8l szadrmaz6 értéke kozé M-1 szamu 0 értéket iktatunk), az x[k]—) g[k]
jeléatalakitast pedig decimdldsnak (a g csak az x minden M-edik értékét veszi figyelembe,

.megtizedeli” az x jelet).
A tétel igazolasa a (2) felhasznaldsaval igen egyszertl.
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Parseval tétele
Egy valos vagy komplex érteékl DI illetve FI jel energidja az (1.1-38) definicid szerint
E =YW, E=flx()a. (3.2-36)
k=—c0 —0

Ha a jel energiaja véges (a DI jel négyzetesen 0sszegezhetd, illetve a FI jel négyzetesen
integralhat6) tovébbd ha oF {x[k]}= X (e”) illetve &# {x(t)}: X(jo) létezik, akkor
Parseval tétele értelmében

=L ”ﬂx(ew)fdg, E, =2—1,;wj}X(j o) do. (3.2:37)

Az ’X (ej ‘912 az x[k] DI jel, illetve az ’X (j a)]2 az x(t) FI jel energiaspektruma, hiszen a
(37) tgy értelmezhetd, hogy a jel energidja el van osztva a frekvencidk mentén, az
(e d9=42(9)d illetve az |X(jo) do =42 (w)de arinyos a (3, 9+d9) illetve az
(a),a)+da)) frekvenciasavban tdrolt energidval. pektruma péaros, az energia a fél

intervallumra vett integral kétszerese.
Parseval tételének altalanosabb alakja két, komplex értéki jelre

ix[] ‘[k]= leﬂ (e“)ds,jx(t)y'(t)dt=?1;jx(jw)y‘(jw)dw.(3.2-38)

Feltételeztiik, hogy az dsszeg és az integralok véges értekiick.
Igazoljuk a (38) Osszefliggést a folytonos idejii esetre:

_?x(t)y'(t)dt=jx(t){%Z-_TY(jw)ej”’dw}”dt:—Z%Z—_?Y*(ja)) {_oj.x(t)e'j””dt}dw

ami éppen a (38)-at adja. A DI eset igazolasa hasonléan végezhetd el.
Konvolucic

Mint mar lattuk, a 4 és u DI, illetve FI jel konvolicidja definicid szerint

O

W] ulk]=3 Ak — ] ui]. h(t)*u(t)zjh(t_f)u(r)df_ (32-39)

j=—

Ha &7 (k)= H(e'®), Fulk]}=U(e?*) illetve ha & {h(1)}=H(j®), {u(t)}=U(jo)
egyarant Iétezik, akkor konvolicidjuk spektruma a spektrumuk szorzata:

5 W] sulkl=H()U?),  Fhle)eule)= Hlio)U(i0).  (.240)

. Ez a tétel nagyon fontos elvi szempontbdl, alkalmazdsa mar a valasztott
Jelolésekbdl is sejthetd. Szamitastechnikai célokra ritkan haszndljuk.
A tétel formalis igazolasa a F1 esetben:
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FGo)vo)- - Jrrio)] e a oo

-0 -

®©

= L T i (i )o@ _

—iu(r){gviH(J @)’ do dr—lu(r)h(t—r)dr.
Feltételeztiik, hogy az integralasok sorrendje felcserélhetd, ami biztosan jogos, ha h(t) és
u(t) abszolut integralhat6. Hasonl6 a DI eset igazolasa is.

Az idétartomanybeli szorzasnak frekvenciatartomanybeli konvolici6 felel meg:

& 1 Kslkh=5 JFle*)oler)ar=F(e#)cler),
7 (3.2-41)
7 {e())=5 - [F(A)GV(i(0-2)di=F(iw)+G(jo).

Ezt a tételt ritkdn hasznaljuk. Formalis igazoldsa az el6z6h6z hasonlé. A
frekvenciatartomanybeli konvoliciét szokds ugy is értelmezni, hogy F *G elétt egy 2 7

o0sztd szerepel.

Folytonos idejii jelek szimmetria tulajdonsdaga

Legyen o {u(t)}=U(jw)és F (t)}=V(jo). Ha u(t) Ggy tekinthetd, mint a V(jw), ha
abban o helyére a ¢ valtozét irjuk, akkor u(f) spektruma a v(f) ismeretében a kovetkezd
modon allithaté el6:

ha u(r)=V(j Xm, akkor U(jco):Z;rv(tX (3.2-42)

t=—0
az Olvasora bizzuk. A tétel felhasznalasaval ismert u(r),U(jo) parbol esetleg ujabb
parokat allithatunk elS. A tétel akkor hasznalhatd, ha a jelek parosak, ezért spektrumuk
valds értékil.

Léattuk példaul, hogy ha w(r)=6(r) akkor V(jw)=1. A (42) értelmében ezért
F {1}=27 6(-w)=27 5(w), amint azt ugyancsak tudjuk.

A tétel egy alkalmazasaként igazoljuk, hogy a Gauss-jel (amely paros) spektruma
maga is Gauss fliggvény:

o oot} A oy (3.2-43)
a

Legyen ugyanis u(t):e’(‘“)z,akkor V(ja)):e’(‘“”)z Ha a (43) helyes, akkor a
V( j w)inverz transzforméltja 2a — o' helyettesitéssel
i
W)= —r—
( ) 27 a

vagyis a feltételezett (43) kiadodik.

o124 ’ U(j a))=2” 1 ev(a)/Za)z’

2ra
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Pozitiv frekvencidk tartomdnya

Mint mar emlitettiik, valds x esetén a spektrumnak a negativ frekvencian felvett
értéke a pozitiv frekvencian felvett értékének konjugéltja. Ezért példéul DI jel esetén

x[k]=2—1”— ’]X(e”)e”"d%i{ }X(e”)ej”d.9+ ”fX(eJS)eJ’“ dS}:
- 0

=2_1ﬂ.{jx(eu)e-wd“:;X(ew)ewds}‘

Az elsé integral a masodik konjugéltja, osszegiik a valos rész kétszerese. Hasonld médon
adddik a F1 jelre vonatkozé 6sszefliggés. Végeredményben valds értékii jel esetén

x[k]=l%{fX(e”)e”"dl9}; x(t)z%%{:[X(ja))ej””da)}. (3.2-44)

T

Ez az dsszefiiggés szamitastechnikai egyszerlsitést jelenthet. Fogalmi elénye, hogy nem
tartalmazza a fizikailag értelmetlen negativ frekvencidkat.

3.2-1.4. Specialis jelek spektruma

Vannak olyan speciélis jelek, amelyek spektruma ugyancsak speciélis tulajdonsagi. Ezek
koziil néhanyat ebben a pontban, két tovabbit a kévetkez6 pontban targyalunk.

Pdros és paratlan jelek

Ha x egy valos értékll pdros jel, akkor spektruma valds értékil, ha x egy valds értéki
paratlan jel, akkor spektruma képzetes értékli. Formalisan megfogalmazva:

xparos<> X =X, xparatlans X =-X", (3.2-45)
A csillag a konjugaltat jeloli. A (2) értelmében ugyanis példaul DI jelre

- k]=51; ,]'X(e”)e'j”dg = {i ”jX*(e”)ei“dg} .

Az utolsé "csillag" elhagyhat6, mivel x valds értékii. Hasonl6 az igazolas FI jelekre.
Ajanljuk az Olvasénak az Osszefliggések ellenérzését korabban targyalt paros és
paratlan jelekre. Példaul a Dirac-impulzus paros jelnek tekinthet, spektruma, mint lattuk,
& {8(t)}=1 amely valéban valés értékii.

Belépd jelek

Egy v belépd jel nulla értékii a k= 0 illetve a t = 0 idépont el6tt:
vi]=0, 1ez.;  wWr)=0, reR. (3.2-46)

Mint mér lattuk, a valodi folyamatot tébbnyire belépd jellel célszerti leirni, ezért
érdekes a spektrumdra vonatkoz6 alabbi, féként elvi szempontbél lényeges tétel.
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Egy valos értékii v belépd jel spektrumdnak valods részét jelolje P,, képzetes részét
jelolje Q,, vagyis
F (i=P,+j0, (3.2-47)

Ezek kolcsondsen meghatirozzdk egymést, mas szoval Hilbert-transzformdcios pdrt
alkotnak (szokas az dsszefliggésekre Bode-tételként is hivatkozni):

005 T 6o [r@as- LTy,

2z 2tg (A~ 9]/2) 27 dtg([A
(3.2-48)
_15204) - p(w)- L2
0o)= [77 54 Blo)= Rl=)- - [0 4

Az integrélokat Cauchy-foértékként kell értelmezni (ldsd a példat), tényleges szamitdsuk
rendszerint csak kozelit6leg lehetséges.

Ha felhasznaljuk, hogy P, paros és (), paratlan fiiggvény, akkor az integralok
atirhatok a pozitiv féltengelyre vonatkozo integralokka. Ez kiilondsen FI jelek esetén lehet
hasznos, ezért az erre vonatkozé dsszefiiggések megaddsdra szoritkozunk:

of)-22 [ 2 0. p)-pe)- 22 [ELE G Gy

Ha még feltételezziik, hogy a P illetve a O fliggvény differencidlhat, akkor az
Osszefliggés atalakithato:

©

0.(0)=- [P(W)m7=2

0

zdﬂ. P(w)=P oo)+— jQ )in |7 - &% d2 . (3.2-50)

Ez az alak akkor lehet hasznos, ha P,(w), illetve Q,(w) j6l kozelitheté intervallumonként

linearis fiiggvénnyel, tehat derivaltja intervallumonként 4lland6 értékkel.

A tételek tovabbi alakjai is ismertesek.

Mivel a belépd jel spektruméanak akéar a valds, akar a képzetes része meghatarozza
a masikat, ezért barmelyik meghatirozza a belépd jelet. Igazolhatok a kovetkezd
6sszefliggések a v[k] illetve v(z) belépd jelre:

v

vik]=v[o]olk) = 2 - I?P (8)cos 9kd 9, i
’ ol - [P(9)as; 32-51a)

g 2w

v[k] [] k]——sk I]I 9)sin 9k dJ, g
0

@

v(t)=pv(oo)5(t)+%g(t) [P(@)cos 01 do,

: (3.2-51b)
v(t): Pv(oo)d(t)— % a(t) va(w)sin wtdo.

A spektrum val6s része teljesen, képzetes része egy additiv allandd erejéig
hatérozza meg a belépd jelet.
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Példa Legyen P (w)=1,|0|<Q2és P(w0)=0,|0|> 2.

Hatérozzunk meg egy Q,(w) fiiggvényt ugy, hogy V(j w)=P)+j0,(®) e
folytonos idejii, beléps jel spektruma legyen.
A (48) értelmében 0 < w < {2 esetén

1; S dA 1% da
:—— +_ pERR— v
T HA HO _Ql wo rJ A-
. 1 —-& 1, Q-w 1, Q-ow
=lim<—In +—In =—1In .
0 \y Q-0 7 £ T 2+w
Ha @ > (2, akkor
19 di 1, Q-0 1, 0-0
Qv(a))=~j __1 __—1
T pA-0 7 -Q-0 7 R+o

Ezek szerint a W(1)= 7 ' {F'(jw)} jel akkor belépé, ha

. j. R-w
Viw)=1+-1n
(J ) 1 ﬂl .Q w’

0sw<2; V(ja))ziln;,.0<a)<oo.
2+

Nem kénnyii belatni, hogy e spektrumhoz a
£2 sin 21t
wW=¢elt)—
()=l 255

belépd jel tartozik. Ez nulldhoz tart, de nem abszolut integralhato. #

3.2-1.5. Savkorlatozott folytonos idejii jelek

Egy folytonos idejii és véges energiaju jel spektruma - Parseval tételébdl kovetkezden -
nulldhoz tart a frekvencia novekedésével. Ilyen jelekre ezért mindig valaszthat6 egy olyan
frekvencia, amely 5161t az amplitidé-spektruma elhanyagolhatoan kicsi.

Egy x(2) savkorldtozott folytonos idejii jel X(jw)=cF {x(t)} spektruma azonosan
nulla egy £2sdvkorlat f616tt:

X(jw)=0, |o|>2. (3.2-52)

Tobbnyire 2 a legkisebb lehetséges értéket jelenti. Szokdsos a savkorlatot az 2
korfrekvencia helyett az f, = £2/ 27 frekvencidval vagy az f, =2 f, = £/ = Nyquist-
frekvencidval jellemezni. Az £2vagy az f; helyett a B ("bandwidth™) jel is hasznalatos.
Megmutatjuk, hogy a véges energidji savkorlatozott jel egyértelmiien
meghatarozott x(pT); p=0,£1,+2,... mintdi altal, ahol 7 olyan id6kéz, amelyre
T<r/$2 vagyis T<T, =1/ f teljesiil.
A savkorlatozott jel spektruma a —£2< @ < 2 intervallumban leirhaté a Fourier-

soraval. Az wm-beli peridédus hossza 242 az ennek megfeleld w-beli "alap korfrekvencia®
27x/2802= 7/ 2. A Fourier-sor és a Fourier-egyiitthatok kifejezése (3.1-2.4. pont)
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X(jo)= ZXCe”“"’”” —Q<w<Q; X =

~——JXJa) deem A4, p=0,+1,+2, ..
p—‘b

Fejezziik ki az idofiiggvényt inverz Fourier-transzformacioval

x(t)—_ I{ZXC ]pa)ﬂ/n}eja)fdw_ ZXC J. jo t+p7r/.())da)
__(] p=—0

p_—oo

A tagonkénti integrilas a jel véges energiatartalma miatt jogos. Az integral nehézség
nélkiil szamithato. A jel kifejezése

1& Cej.()(H-plr/.Q)__ evj.()(Hpﬂ/.O)
x(t)——p;n Xo j(t+pﬂ/a))

_Z Cs1n7r /T+p) _7
#(t/T+p) >~ @
Hasonlitsuk dssze X ;f és az x(f) inverz Fourier-transzformalt alakjat

x¢=L ?X(ja))e'”“da), x(t)=L !jX(ja))ej””da).
ro2rm 2r 5,

Lathat, hogy X¢ =T x(~ pT). Helyettesitsitk ezt az x(f) eldallitott kifejezésébe, akkor
megkapjuk az el6zetesen mar elmondott tétel konkrét alakjat

A folytonos idejii, véges energidjll, (2 savkorlatt sdvkorldtozott x(f) jel
rekonstruathaté x(pT) mintdi ismeretében (T a mintavételi pericdusidd)

4
—, 1= 3.2-53
= ”(L_p Q (3.2-53)
T

Ez a savkorlatozott jelekre vonatkozo mintavételi tétel vagy Nyquist-tétel

A jelet, mintdit és a spektrumot szemlélteti a 4. dbra. A savkorlatozott jel
folytonos, nem lehet idokorlatozott.

ANXD)

ANX(jo)
0 )
X(-T) O LHNen
1 1 ¥ H > >
2T -T 0 T 2T f 0 0 w
0 [=12 f

3.2-4. dbra Savkorlitozott jel idofiggvénye, minti és amplitadd-spektruma

A gyakorlatban csak véges szami mintat vehetiink figyelembe, tovabba egy valodi

jel ritkan savkorlatozott a definicié szigorii értelmében. A mintavételi tétel kovetkezd
megfogalmazasa ezért gyakran hasznosabb az eredetinél.
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Egy x(¥) jel x(pT); p=0,£1,£2 ... mintai ismeretében el6allithatjuk a jel egy
Q =7/ T savkorlata x,(t) savkorldtozott kizelitését:

x,(0)=3 x(pT)S(é—pj; S(é)ESi‘;’f. (3.2-54)

p=—0

A kozelités a mintavételi iddpontokban hibatlan, azaz x,(pT)=x(pT), peZ. Az S(&)
fiiggvényre a sinc(¢£) jel is hasznalatos.

Az (54) kozelitd alkalmazasa soran az Osszegezés hatarait szimmetrikusan kell
valasztani, azaz p,, =N, p...=+ N. Az N valasztasat a pontossagi igény hatirozza meg.
A kozelités természetesen anndl jobb, minél kisebb 7 mintavételi periodusidét valasztunk,
hiszen annal nagyobb a kozelit jel £2 sdvkorlatja.

S(x)
2]

3.2-5. dbra A mintavételi tételben szerepld S(x) fliggvény és két eltolt véltozata

Ha a savkorlatozott x(f) jelnek nem csak az x(pT) mintai ismertek, hanem x'(¢)
derivéltjgnak x'(pT) mintéi is, akkor a jel rekonstrualhaté 7,=2z/2=2T mintavételi
periddusidbvel is. Az x(t) kifejezése ekkor is az (53)-ra hasonlit, de annal bonyolultabb.

A mintavételi tételnek gyakorlati jelentdségét az adja, hogy a tétel értelmében egy
FI jel feldolgozhaté egy DI jelként (rendszerint digitalis jelként). A "feliilmintavételezés”
azt jelenti, hogy a feltétleniil sziikségesnél kisebb mintavételi periodusidét, vagyis
nagyobb mintavételi frekvenciat valasztunk, tehdt pontosabb savkorlatozott kozelitést
tudunk elodéllitani.

Példa Legyen a jel egy négyszogimpulzus (2. 4bra). A (10) értelmében

x(t)=p()=ele+T)-e(-T); X(jo)=2T s(%T-jzz rSinel

oT

Ez a jel nem savkorlatozott, de mivel |X G a)l —0,|o| > teljesil ra, ezért kozelitdleg
sdvkorlatozottnak tekinthetjiik.

ElsS kozelitésben tekintsiik savkorlatnak a spektrum elsd nullahelyét, azaz legyen
£ =7/T . A mintavételi periddusid6é ekkor 7, =T, vagyis az impulzus hosszanak fele.
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A jel mintai x(0)=1,x(+7,)=0,5 (a szamtani kozép a szakadasi helyen) és minden mas
x( pT,)=0.A savkorlatozott kozelités ekkor

VRDRREE )

X \
| . ) G20
S WXl
x,{(f) x{()
0,51 X
N Y
~
15 1] >l
I T~ . L°
0 05T r Lsr - 2T t

3.2-6. dbra A négyszogimpulzus fele és két savkorlatozott kozelitése

Misodik kozelitésként legyen 2,=27x/T,7,=T/2. A mintdk ekkor
x(0)=x(xT,)=1,x(+27,)=0,5, minden tovabbi x(pT,)=0. A savkorlatozott kozelités

ot 2 et

A 6. dbra mutatja a jelet és két fenti savkorlatozott kozelitését. A mintavételi
id6pontokban a kozelités hibamentes. Nagyobb savkorlatot (kisebb mintavételi
periddusidbt) valasztva a kozelités hibdja csokkenthet6. Hibamentes kozelités nem
biztosithato ilyen mdédon, mert a jel nem savkorlatozott. #

Egy folytonos idejii jel savkorlatozott kozelitése értelmezhetd az (54)-t6l eltérd
modon is, hiszen nem magatol értet6dd, hogy az a kozelités optimalis, amely bizonyos
id6pontokban megegyezik a pontos értékkel.

Egy folytonos idejli, valds értékti x(¢) jel négyzetes kizép értelemben optimalis
sdvkorldtozott kozelitésének nevezziik azt az %,(t) savkorlatozott jelet, amelyre a

J= wj[fn (6)- x(t)} ar (3.2-55)

hibamérték minimalis. Igazolni fogjuk, hogy ennek spektruma az x(f) jel spektruméanak a
csonkitottja:

X,(o)=p,(0) X(jo). (3.2-56)

Itt a (10) értelmében a frekvenciatatomanybeli négyszégimpulzus és idéfliggvénye

po(@)=clo+2)-slw-02); F ' p,(0)}= 2 S”}J ft) ! (3.2-57)
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A valasztott hibamérték ugyanis Parseval tétele értelemben kifejezhet a jelek
spektruméval:

27 J= wj]XQ (jo)-X(jo)f do=
- fxGoy a0+ J1x,G0)-xGo) do+ [ix(ofdo.

Csak a kozEpsoé integral fiigg X, (j w) megvalasztisatol. Mivel ennek integrandusza nem-
negativ, ezért nyilvan akkor minimalis, ha nulldnak valaszthato, ami a megadott spektrum
csonkitasat jelenti.

Az ilyen értelemben savkorldtozott kozelités id6fiiggvénye a Fourier-
transzformaci6 konvolicié tétele értelmében

~7)dr. (3.2-58)

II!

2 (t)__Q_sith e x(t g?smﬂr
@ n 2t z 3
Nyilvanvald, hogy altalaban nincs olyan T id6kéz, amelynek egész szamu sokszorosainal

a kozelits jel megegyezik az eredetivel.
Az egységugrds négyzetes kozép értelemben optimalis savkorlatozott kdzelitése

2t .
5;2( :__ sm.Qz' (t :_J-sm.()rdrsij-smldl

Az Gigynevezett integralszinusz (jele: Si) fliggvény bevezetésével:

é, (t)=—12—+ % Si(21); si¢)= ]Si‘/‘ll da. (3.2-59)

Az egységugras ¢s savkorlatozott kozelitésének grafikonja a 7. dbran lathato.
Minél nagyobb savkorlatot valasztunk, annal kisebb a négyzetes hiba. Az elsé maximum
helye egyre kozelebb keriil a £ =0 helyhez (ahol a kozelitd fiiggvény értéke 1/2), de a
maximum a savkorlat nvelésekor nem csdkken egy korlat ala, amely kb. 1,09 értékii. Ez
a Gibbs-jelenség. (Ennek megfelel6jét a periodikus jel véges tagszamu kozelitd Fourier-
soros elGallitasnal mar emlitettiik.) A belépd egységugras csonkitasos savkorlatozott
kozelitése nem belépd jel. Altalaban is igaz, hogy egy belépé jel savkorlatozott kozelitése
nem belépd jel. A 7. abrabdl az is lathatd, hogy az egységugras csonkitdsos savkorlatozott

/N
1 £(t)
gn(t)
0,5
ﬂ/z bt
0 2, Yo t

3.2-7.4bra Az egységugras és csonkitdsos (négyzetes kézép értelemben optimilis) savkorlatozott
kozelitése; megfigyelheté a Gibbs-jelenség
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kozelitése kortilbeliil a 2/421d6 egész tobbszdrdseinél pontos.

A csonkitasos sivkorlatozott kozelitd jel és az eredeti jel értékei bizonyos
idépontokban megegyezhetnek, de ezek az idSpontok nem mutatnak szabalyossagot. A
csonkitasbol fakado tullendiilést is figyelembe véve nyilvanvald, hogy a csonkitisos
savkorlatozas sem minden szempontbdl optimalis. Ezzel a problémaval a dualis feladat
(id6korlatozott jelek) targyaldsa sordn még foglalkozunk a 3.2-1.7. pontban.

Megemlitjiik, hogy ha a tullendiilést valamilyen modon lecstkkentjik vagy
kikiisz6boljikk, akkor az ugras helyén a felfutds kevésbé lesz meredek. Ez ismét ramutat
arra, hogy nem lehet egyértelmiien optimalis savkorlatozott kozelitést értelmezni.

*3,2-1.6. Iddkorlatozott folytonos idejii jelek

Egy valddi jel mindig id6korlatozott, vagyis nulla egy adott id6pont elbtt €s egy masik
id6pont utin. Az egyszerlisités érdekében azonban gyakran feltételezzilk, hogy a jel
o6rokké tart (példaul az egységugras) vagy végteleniil régen kezdédott (példaul a szinuszos
jeD. Figyelembe véve a FI Fourier-transzformaci6 és inverze kozétti hasonlésagot, az
el6z6 pont eredményei alapjan a kovetkezd tétel nem igényel részletes magyarazatot.

Egy x(¢} iddkorlatozott fe! azonosan nulla ¢ = - T elditt és ¢ =+ utén:

x(t)=0, |>T. (3.2-60)

A 2T hosszisigh idSkorlatozott, véges energiajii jel X(jo) spektruma
meghatdrozhat6 X (jn £2) mintai ismeretében a kévetkez alakban:

X(jm):ZX(an)s(%—n); s(g)zsu;’;‘f, .Q:%. (3.2-61)

Tébbnyire 7" a legkisebb lehetséges értéket jelenti. Az idGkorlatozott jelre a
szimmetrikus hatarokat csak kényelmi okokbol valasztottuk, az id6tengely eltolasaval ez
mindig elérhetd.

Ha a jel valos értékii és paros, akkor spektruma is valds értékii, tehat annak mintai
is valds értékliek.

n=-w

* (=0 X(jo)
lt]>T

L] ' ¥ o
-0 T t
3.2-8. 4bra Id6korlatozott jel, spektruma €s a spektrum mintai

A jel, a spektruma és annak mintdi a & abran lithatok. Egy idokorlatozott jel
sohasem savkorlatozott, de ha energiatartalma véges, akkor spektruma a frekvencia
novekedésével nullahoz tart, tehdt értelmezhetd ra kozelitoleg egy savkorlat. Az éllitasban
az id6korlat és a savkorlat szerepe meg is fordithato.

Az id6korlatozott jel spektrumdra vonatkozé mintavételi tételt is atfogalmazhatjuk
kozelité osszefliggést kifejezd alabbi alakra.

Ismerve egy fetszdleges jel X ( jo) spektrumanak X (an), n=0,+1,%2,...
mintdit, képezhetjiik az
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X,(j0)=3 x(jn ) (E-n) (&)= smgf’ T=—g— (3.2-62)

n=—

spektrumot. Ennek inverz  Fourier-transzformaltia egy x; (t)=7 {Xx,(jo)}
idSkorldtozott jel. Az X (j a)) és az X, (ja)) spektrum értékei az w=n2 , nel
korfrekvencidkon megegyeznek.

A spektrumot a mintdi alapjan a fentiek szerint egy olyan spektrummal
helyettesitjilk, amely egy idokorlatozott jelet allit el6. Ténylegesen természetesen csak
véges szamu tag dsszegét képezzitk szimmetrikus hatarok kozott (tehat valamilyen — N és
+ N kozott).

Az idokorlatozott jel iddkorlatai nem mindig a jel kezdetét és végét jelentik, hanem
gyakran a jel megfigyelésének idGtartamat, amely természetesen mindig véges.

A megfigyelt jelhez nem feltétleniil id6korlatozott (csonkitott) jelet rendeliink.
Egyes esetekben ugyanis a megfigyelt jelet egyik vagy mindkét iranyban extrapolélhatjuk.
Ha példaul a megfigyelés soran a jel egy iddpont utan mar gyakorlatilag allando, akkor
olyan jellel irhatjuk le, amely ezt az allando értéket megbrzi. Gyakran azt tudjuk, hogy a
jel belépd, ekkor értékei egy idGpont eldtt nullanak tekintenddk.

A kovetkezé pontban részletesebben foglalkozunk azzal a kérdéssel, hogy egy
tetsz6leges DI vagy FI jelhez miként célszeri egy elirt hosszlisagu, vagyis idékorlatozott
jelet rendelni. Mint latni fogjuk, nem feltétleniil az a kézenfekvé megoldas az optimalis,
amely szerint tekintsiik a jelet a megfigyelési id6kozben az eredetivel egyezének, hanem
célszertlibb lehet a jelet a megfigyelési idén beliil stlyozni.

Egy masik lehetdség abban all, hogy a jelet nem idokorlatozott jellel kozelitjiik,
hanem olyan médon stlyozzuk, hogy eredményiil balra és jobbra egyarant eltind jel
adédjék. Tipikus megoldas erre az, hogy eredeti jelet egy harang-alakd, a végtelenben
mindkét iranyban nulldhoz tartd jellel szorozzuk, a szorzd jel alakjat valamilyen szempont
alapjan megvalasztjuk. Ez a jel az idkorlatozott jel egy kozelitésének tekinthetd, illetve
megforditva: az idSkorlatozott jelet a végtelenben nulldhoz tartd jellel kozelitjiik. Ezt a
modszert nem részletezziik.

*3.2-1.7. Ablakozott jelek spektruma

Legyen x[k] egy DI jel illetve x(s)egy FI jel. Definialjunk egy & x, [£] illetve x, () jelet,
amely nulla [k|>L illetve |f|>Tesetén és "hasonlé" az eredeti jelhez [k|<L illetve
|t|< T esetén. Az ilyen jelet az eredeti jel ablakozott jelének nevezziik. Az elnevezés azt

érzékelteti, hogy az x jelet egy 2L +1 vagy 27T szélességii "ablakon" keresztiil latjuk. A
nem lathat6 részhez zérus értéket rendeliink. A legegyszeriibb ablak mindeniitt egyforman
atlatsz6. A gyakorlatban hasznélt ablakok tobbnyire kozépen maximalisan Atlatszok,
atlathatosaguk szimmetrikus. Az ablak lehet ett6l eltérd tulajdonsagy is.

Egy ablakozo jel vagy réviden egy ablak egy olyan id6korlatozott jel, amely a

DI: w,[k]=0, k| >L; w,[k]> 0, [k <L; w,[-k]=w,[k]; w,[0]=
FI: w,()=0, M>7; wi(t)=0, §<T; we(=t)=w,(t); w,(0)=1

tulajdonsagokkal rendelkezik. Az ablak hossza 2L+1, illetve 27T.
Egy nagyon egyszerii ablakozé jel a négyszogletes (derékszogll, allando) ablak:

" (3.2-63)
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wlkl=p [k]=elk + L]-elk —L~1], w (t)=p, ()=e(t+T)-e(t~T). (3.2-64)

Az x[k] illetve az x(f) jelhez a w,[k] illetve w; (1) ablakozé jellel rendelt x,[k]
illetve x,(¢)ablakozott jel értelmezése

DI k=l P )= () x0) (3.265)

Az ablakozott jel hossza 2L+1, illetve 27. Az ablak értelmezésébdl kovetkezik, hogy
x,[k]=0, k> L illetve x,(t]=0, [f{>T.

Az ablakozissal okozott torzitds annal kisebb, minél szélesebb az ablak vagy

masként fogalmazva: minél jobban hasonlit az ablak a végtelen szélességii négyszogletes
ablakra:

DI: w[k]=1, keZ ; FI: w,(t)=1, teR. (3.2-66)

A frekvenciatartominyban ez a kovetkezoképen fogalmazhaté meg. Az
ablakozassal okozott torzitds annal kisebb, minél jobban hasonlit az ablak

W, (ejg)zﬂ {w,[k]} illetve W,(jo)=<F {w,(¢t)} spektruma a végtelen szélesség(i ablak
W, spektrumahoz, amely a (13) vagy a (14) értelmében
DI: W, (e)=275(9),
FI: W, (jo)=276).

3] <z,
(2.3-67)

Az ablakozott jel spektruma (41) értelmében kifejezhetd az ablak spektruménak és
ajel spektruméanak frekvenciatartoméanybeli konvolucidjaként:

X,%)-5- EWL(ej(s_l))X(eﬂ)dﬂ; (23-68)
XT(jw)=51; [ (w-2)) x(j 4)da.

Ha W, =W, illetve ha W, =W, , akkor természetesen X, =X illetve X, =X adédik.
Altalanos ablak esetén annak spektruma nem a Dirac-impulzus, hanem egy "elkenédott"
Dirac-impulzus. A torzitis annal kisebb, minél élesebb maximummal bir az ablak
spektruma. Ezen elv alapjan valaszthatjuk ki az optimalisnak tekinthetd ablakot vagy
ablakokat, amint ezt néhany ablak bemutatisaval érzékeltetni fogjuk.

A négyszbgletes ablak és spektruma

woalk]=p,[k]=elk+ L]- ek~ L-1], w,, (ejs)= %}3/_2)’

3.2-69)
sinwT (

wral)=p (= sle4 T)-cle-1),  Wyp(i@)=2r

A valés értékli spektrumok grafikonja a 9. dbran lathaté. A spektrum maximuma a
9 =0illetve az @ =0 helyen 1¢p fel.

Az ablak spektruma élességének egyik jellemzbje az a &, illetve w,
korfrekvencia, ahol az amplitido-karakterisztika ardnya maximalis értékéhez
(1/ V2 )z 0,7. Miné| kisebb 9, illetve @,, annal jobban hasonlit az ablak spektruma a
Dirac-impulzusra, tehat annal jobbnak tekintheté az ablak. Lathato, hogy minél nagyobb L
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vagy T, anndl kisebb 9, illetve ®,,amint annak lennie kell. A spektrum jdsigit a
szélessége mellett szokds masodik maximumaénak és elsé (legnagyobb) maximumanak
aranyaval is jellemezni. Minél kisebb ez, annal jobb az ablak. Léathatd, hogy minél
nagyobb L vagy 7, annal kisebb ez az arany, ami szintén megfelel varakozasainknak.

Nyilvan tovabbi jellemzbket is lehetne taldlni az ablak amplitado-
karakterisztikdjanak és a Dirac-impulzus "hasonlésdganak” jellemzésére. Nem lehet
egyértelmlen optimalis ablakot valasztani, mert az ablak alakjanak valtoztatisaval
rendszerint az egyik jellemz6t javitjuk, a masikat pedig elrontjuk.

AW . L=3 Wg A A =
74
xS 111 T O S N X
O L 0L % -y 723 T 0T 7

X 1=1 44 ¢ - T=1

44 ‘\L*l 'Tl R 1 ] m .
31 WA % ' ) %
1 \
I-L

1]
171 A

3.2-9. abra A négyszogletes ablak és amplitudo-karakterisztikdja két ablakszélesség esetére

A haromszogletii vagy Bartlett-ablak és spektruma
2

vl p B} o) BE D),

sin ($/2)
s (3.2-70)

1 . i T/2

wl)=n -1 G)-r [T
A folytonos idejii Bartlett-ablak és spektruma a 10. abran lathato.
A Hamming-ablak és spektruma
w, k= p, [k]{0,54 +0,46 cos fL—k} ,
W, ()= 0541, (e )+ 0,23, (/D)4 0,23, (/D)

(3.2-71)

Wy 4 (6)= py (t){0,54 +0,46 cos ”Tt} :

Wy (iw)=0,54 W, . (j@)+0,23%,  (j (@T — 7))+ 0,23 W, o (j(&T + ).

Itt W, , illetve W, , a (69) szerinti négyszdgletes ablak spektrumat jel6li.

A folytonos idejii Hamming-ablak és spektruma is lathaté a 10. abran. A 0,54 és
0,46 helyett néha mas pozitiv szdmok is hasznalatosak, dsszegitk mindig 1 értékl.

A 10. 4brabol lathaté, hogy a négyszogletes ablaknal kisebb, a spektrum elsé
hulldiménak szélessége, viszont a masodik maximum relativ maximuma nagyobb, mint a
Bartlett-ablaknal. A Hamming-ablak szélessége hasonlé a Bartlett-ablakéhoz, a relativ
maximuma még kisebb.
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3.2-10. abra A folytonos idejli négyszogletes, Bartlett- és Hamming-ablak, valamint ezek spektruma

Szamos tovabbi ablakozé jel is hasznalatos, ezek kozott kicsi az eltérés. A
lényeges az, hogy a spektrum alapjan 6sszehasonlitva az ablakokat az deriil ki, hogy nem
feltétleniil a jel véges hosszisagura torténd csonkitdsa a legelénydsebb ablakozds. Ha
ugyanis a folytonos ideji ablak nem folytonos fiiggvénye az idének (mint a négyszdgletes
ablak), akkor az ablakozas az eredetileg tbbnyire folytonos jelet ugrésos jellé alakitja at,
mig a Bartlett-ablak megtartja a jel folytonossigat. A Hamming-ablak ugyan nem
folytonos, de kisebb az ugrasa. A Hamming-ablaknak mas valtozatai is hasznalatosak A
0,54 és a 0,46 helyett mas olyan pozitiv szamok szerepelnek, amelyek 6sszege 1 és az elsd
nagyobb a masodiknal, de a megadottat tekintik optimalisnak.

3.2-1.F. Feladatok

F-1. Hatarozza meg a kovetkezd véges hosszusagii DI jelek spektrumat (Fourier-
transzformaltjat):

(@) x[k]=25[k]- 6k 1]+ 0,56k - 2].

(b) x[k]=2 8k -1]- 6]k — 2]+ 0,5 5[k - 3].

(c) x[k]=0,5 8]k +2]- 8]k + 1]+ 2 8]k ] - [k - 1]+ 0,55 [k - 2].
(d) x[k]=—0,58[k + 2]+ o[k +1]- 5[k —1]+ 0,56k - 2].

F-2. Hatirozza meg a kovetkezd véges, L eN hosszisaga DI jelek spektrumat (Fourier-
transzformaltjat):

(a) xlk]=elk]-e[k - L].

(0) alk]={elk]-elk - L]

(¢) alk]={elk]-elk - L} cos O k.
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F-3. Hatarozza meg az x[k]=¢[k]0,9%cos@ kDI jel spektrumat! Vizolja fel az
amplitido-spektrumot @ =7/4, @ =7 /2 és O =7 esetére!

F-4. Hatirozza meg a DI jelet, ha spektruma
(@) x(e'*)=2cos 9+ j2sin2 9.

() x(*)-12

4\ 1-0,25¢7%¢
9 = >
(¢) %) 1+05¢7°

*F-5. Hatdrozza meg az aldbbi, nem abszolut 6sszegezheté DI jel spektrumat:
dk]=AdcosOk+Bsin Ok, 0<|6|<x.

*F-6. Igazolja, hogy ha X (ej‘g)= F {xk]}és |x[k]| 6sszegezhetd, akkor
i X k] X ( I ‘91
k=—0

E tételt alkalmazva hatarozza meg a kovetkez6 sszegeket —1 < a < 1 esetén:

Q)s=Ya. () S=Ykd. (J5=3Kd.
£=0 k=0 k=0

*F-7. (a) Legyen x[k] olyan DI jel, amelynek értéke nulla a [0, L] intervallumon kiviil.
Milyen tulajdonsagi a (35) szerintt M <N pontos interpoldciéval elballitott f [k] jel,
illetve az M <N pontos decimalassal elGallitott g[k] jel?

(b) Legyen x[k] olyan DI jel, amelynek spektruma nulla a 0<@<’l9]<7z
intervallumban és természetesen periodikus 2z periddussal. Milyen tulajdonsagn az
M N pontos interpolacioval elballitott f [k] jel spektruma, illetve az M N pontos

decimalassal elballitott g[k] jel spektruma?

(c) Legyen x(f) olyan FI jel, amelynek értéke nulla a (0, 7) intervallumon kiviil.
Milyen tulajdonsagti a g(r)=x(at) jel?

(d) Legyen x(f) olyan FI jel, amelynek spektruma nulla a (— £, £2) intervallumon
kivill. Milyen tulajdonségt a g{¢)=x(a?) jel spektruma?

F-8, Hatirozza meg a kovetkez6 véges T >0 hosszasagt, FI jelek spektrumat (Fourier-
transzformaltjat)! Vazolja fel a jelet és az amplitidé-karakterisztikat is!

(@) x(0)=elt~T,)- &~ T, - 7).
() x(e)=sle+ 1)~ 26()+ £t -T).
) x(0)=

o) -cle-T)L
(@) *0)= )t~ W=}, a>0

o

x(t
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(¢) x0)=fele + 7)- e} T+ (o) - sl - T 22
() )= el ) el 4 T+ el ) ole =T )+

+{e( —T(,)~g(t—T)};:;, T >T,>0.
0

Ellenérizze az utolsé eredményt, ha 7, —T ¢és ha T, —» 0.Ekkor kordbban mar vizsgalt
jelek adodnak.

F-9. Hatirozza meg a kévetkez6 FI jelek spektrumat!
(@) x(t)={1-s(t)}e” =e(~1)e*",a>0. (b) x(t)=clt)ate™, a>0.
(¢) x(t)={t-elt)} e +£lt), a>0.
*(d) x(t)=—2—sin? 21 #(e) xlt)=———1

70 2 T 1+@/T)"

(Utmutatss. A két utolsé feladatnal hasznalja fel a Fourier-transzformécié
szimmetriatulajdonsagat!)

F-10. Hatarozza meg a kévetkez6 FI jel spektrumat:
x(t)= {g(t)—a(t ~T)cos2t, Q2=27/T,.

Vazolja fel az amplitidé-spektrumot n =1, 2, 3 és 4 esetére, ha T =nT,/4.

*F-11. Hatdrozza meg a kévetkezd, nem abszolut integralhato jelek spektrumat:
(a) x(t)=cos’2z.  (b) x{t)=|cos 2.
(Utmutatés. Allitsa el6 a jel Fourier-sorat!)

F-12. Hatarozza meg a Dirac-impulzusok véges tagszamu sorabdl 4116 FI jel spektrumat:

-1

x(1)=S" 8( —KT)=5(0)+ 5t~ T)+ 5t ~2T)+ ..+ 5 —(V ~1)T).

k=0

*F-13. Igazolja a kovetkezo tételt: o# { Z St —kT) } Z 5( -n —J

k=—c0

n=—00

(Utmutatas. Alkalmazza a Fourier-transzformécié szimmetria-tulajdonsagét!)

F-14. A g() egy £2 savkorlati FI jel. Képezziink ezzel egy x(¢)= g(t)cos @,¢ modulalt
jelet; 0< Q< w,.

Milyen T mellett rekonstrualhat6 a g(7) jel az x(i T ), i € Z mintakbd]? Szilkkséges-¢
az @, > L2 kikotés?

*F-15. Igazolja a < {I/tz}z—ﬂ'la)| osszefliggést! Ennek felhasznalasaval igazolja az
lo| X(Gw)=F {1/ x1]* x'(¢)} Ssszefiiggést!
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F-16. Egy véges hosszisagh DI jel kifejezése x[k]=2 &[k]+3 5[k —2]-56[k ~3].
Hatarozza meg az X (ej”q) fiiggvény kiszdmitasa nélkiil a spektrum értékét a $=10

ésa 9= 7 helyen, tovabba X (ej“q) és ’X (ejs)‘2 integraljat a (~ 7, 7 ) intervallumra!

*F-17. Egy x=a+jb DI vagy FI jel spektruma X =P+ jQ. Az a, b, P, Q valos értékii
fiiggvények felbonthat6k péros és pératlan Osszetevdjiikre, példaul a = a9+ 4",
Igazolja, hogy akar diszkrét idejii, akér folytonos idejii jelekre

F {a(e)}=P(e), F {a(")}:j Q(O),
y{b(e)}:Q(e)’ &'{b(")}:—jp(“).

Valés értékii jelekre ebbdl az kovetkezik, hogy paros fiiggvény spektruma valos
értékii, paratlan fiiggvény spektruma képzetes értékli, amint azt tudjuk.

F-18. Egy FI jel spektruma
X(0)= 25 {elo)-elo- )}, 2>0.

Milyen tipust ez a jel? Hatarozza meg a jel idofliggvényét!

F-19. Egy FI, valés értékii x(7) jel X(j a)) spektruma savkorlatozott (2 savkorlattal.
Képezziink ebbdl egy olyan y(7) jelet, amelynek spektruma ¥ ( jw)=X ( ] (a) - _Q))
Milyen tipusu az y(¢) jel? Hatarozza meg az id6fliggvényét!

3.2-1.M. Megoldasok

M-1. Az eltolasi tétel és o7 {5k ]} =1 felhasznalasaval

(a) X(€*)=2-¢7+0,5e72°=(2 - cos $+0,5cos 2 9)+ j (sin $~0,5sin 2 9).

() X{e')=2e79-c 779+ 0,5¢7* Az (a) - bolis adédik.

(c) X(ejg):O,S el??—el? 12 _e7940,5¢72%=2— cos 3+ cos 2 9. Paros x,valés X.
(@)X(e7)= 0,5+ e/~ ¢ 7%+ 0,5¢72°= ] 25in 9 - jsin 2 9. Pératlan x, képzetes X.

M-2. (a) A mértani sor 6sszegképlete alapjan X (ej 3): !

(b) Hasonléan vagy a modulacios tétellel X (ejg )= T e

(c) Az Euler-formulét és az el6z6 eredményt felhasznalva

X( i) - 1-cos@e ¥ —cos L@e '+ cos(L+1)@e iV’
s I-2cos@e ¥+ e7?¢ '

Ez egyszerlisodik, ha @ a 7 /2 egész tobbszorose.
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M-3. Alkalmazhat6 a modulacios tétel.

W)l ) 1isesee
201-09 e T 09e” (8+a) 1-1,8cos@e?+081¢ 12

Az {X (e”)ﬁiggvénynek maximuma van ¢=qa kdmyezetében. Ez nagyobb és élesebb
a=n/4 é a=3r/4 esetén, kisebb és laposabb a =7 /2 esetén. A minimum a 9 =0
$=0¢és 9= helyen Iép fel.

M-4. (a) xk]= Sk +2]+ 8k +1]+ 8[k —1]- 8[k - 2].
) ofil= ole][ ) - 2ot ) = otel- e}

(¢) «fk]=68[k]-0,5 6]k 1]

k-1

*M-5. A spektrum csak § = +(® + n27) korfrekvenciaju dsszeteviket tartalmazhat:
X(e?)=n[4-B]6(9-O)+x[4+jB]5(9+0), 7 <I<7.
*M-6. A tétel a (4) kovetkezménye 9= 0 helyettesitéssel.

(a) Fle[k]a*}=——, 5=

1-ge?®’

(b)) {flk]kak}ﬂa%@?" {elk]a* }= (1_2:.21)2 S _aa)z :

(c) F {8[k]k2ak}=j% o {E[k]kak}— ae P qlei?d a (l + a)

S=

= (l_ae‘jy)l ’ (l—a)a'

*M-7. (a) Az interpolalt f[k] nulla a [0, ML] intervallumon kiviil. A decimalt g[£]} nulla a
[o,2/M) intervallumon kiviil, ahol L/M csak egész szam lehet.

(b) Az interpolalt jel F(ejg)zX(ejM‘g) spektruma nulla a (—@/M,@/M)
intervallumon kiviil. A decimalt jel G(e”) spektrumanak nincs egyszerii jellegzetessége.

(c) A g(t): x(at) jel nulla a>0 esetén a (0,7/a)intervallumon kiviil, mig
a < Oesetén nulla a {7/ a,0) intervallumon kiviil.

(d) A F {x(at)} spektrum nulla a (— 0/

0/ |a[) intervallumon kiviil.

a

M-S, (a)X(J ): edoh_ e—jw(To+T) =T sin(w T/ 2) e*jw(Tg+T/2) .
jo oT/2

() X(jo)=jor* (2022,

-joT

o\ 1-(+jeT)e
(C)X(Jw)—T"—(jJ;W“—.
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l_e—ij 1_ -aT —)mT
X{jo)=
(@) x(o)=—" P
. sin{w 712)\*
X =T| ——=|.
(@ x(o)-( 22272
Q)(T+T0) Sinw(T_TO)
C Y= 2 2
(f) X(Ja))—(T_FTO) COT"FTO (DT‘-T;)
2 2

Ha T, —» T, akkor a négyszdg-impulzus, ha 7, — 0, akko
spektruma adodik.

r a hdromszog-impulzus ismert

M-9. (a) X(jo)= a_ljw
(b) X(Jw)_ (a +6;a))2 :
(©) X(jo)=75@)+ jjw +}1;.
(@) X(j0)=[elo+ 2)- @) 2 + [e0)- sl - 2] 222

(e) X( a))ze_Tla” .

M-10. Példaul az integral szamitasaval

o)r

sin (@ +02)T  sin (o~
+
(w+ Q)T

x( a))=T{

Az n és a T novelésével a maximum az |a)‘z.Q korfr
nagyobb értéki lesz.

(@0-Q)T

L

ekvencia kormyezetében egyre

*M-11. (a) X(jo)= %[5(50+2.Q)+25(a))+§(w—20)].

3 4 cosZth
._1 ’
5(w 2k.(2)+5(a)+2k.0)

(2k)-1

VA e

X(jo)=45( “’)+4Z

k=1

-jNeoT

1-
1-

e _sin (NoT/2)

M-12. X(jo)=T—For =" (@T/2)

e~j(N—l)wT/2

€

*M-13. x(t)=G(jw), , ahol G(jw)=

k=—w
g(t)=&‘l {G(j a))}, majd X(j a))z 2z g t]lz_w
Osszefuiggés.

Zé‘ @ —kT). A tétel alkalmazésaval kifejezhetd

felhaszndlasaval adodik a megadott
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M-14. Az x(f) jel spektruma
x(j0)=3{6li(@+ @)+ 6(i(0-a,)).

Ebbél kovetkezik, hogy x(f) sévkorlatozott 2+, savkorlattal, tehat T<7z/(2+w,) a
feltétel. Ez fiiggetlen @, és (2 ardnyitdl. Ha azonban w, <2, akkor az X(jw)
spektrumabdl nehezebb a G(jw) spektrumot sziiréssel eldéllitani, mert w= 0
kérnyezetében a két eltolt spektrum atlapoldédik.

*M-15. Mivel &7 {sgnt}=2/jw,ezért F {2/ t}=-27sgnw, az idé szerinti derivaltat
képezve F {2/ji*}=-27josgnw="27jlo|. EbbSl adédik F {ol}=—1/77. A

(~jsen a)) jo= |a)| azonossag felhasznaldsaval kapjuk a masodik Osszefiiggést.

M-16. Kénnyen belathato, hogy

x(e")=3 x[k]=0; X )= (-1 xfk]=10;

k=— k=—c0

tovabba

XeJ9 )d8=27x[0 €V a9=273 |xk]'=767.
P2

*M-17. Az értelmezés szerint X =4+ 4+ j B +j B tovabba példaul FI esetben
X*(jo)= X(~ jw) felnasznalasaval
. Xjo)+ X(-jo v Pjw)+Pl-jw
P(jo)= XUV XC) o,y Pliw)+ P jo)
2 2
€s igy tovabb. Figyelembe véve a fiiggvények paros, illetve paratlan tulajdonsdgat példaul
P=4% j B adédik, majd ezekbol a megadott 6sszefliggések.

2

M-18. Az amplitido-spektrum nem pdros, ezért a jel komplex értékdi. Inverz Fourier-
transzformacidval

(t_ej”’—l_sith+.1—coth
i a7 ar

M-19. Mivel az Y amplitad6-spektrum nem péros, ezért az y jel komplex értékii. A
moduléciods tétel értelmében
w(t)=x(t)e!?'=x(t)cos 21 +j x(r)sin 27¢.

Az olyan komplex értéki FI jelet, amelynek spektruma nulla @ < 0 esetén (1. a 18.
és a 19. feladatot) szokas analitikus jelnek nevezni, a jel valds és képzetes része ekkor
Hilbert-part alkot.
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3.2-2. A valasz spektralis eléallitasa
3.2-2.1. A vialasz spektruma és idéfiiggvénye

Tételezziik fel, hogy ismerjiik egy linearis, invaridns, DI illetve FI rendszer H (ej ‘9) illetve
H(jo) atviteli karakterisztikajat. Tételezziik fel tovabba, hogy ismerjiik a DI illetve a FI
gerjesztésnek az U(e'®)=F {ulk]} illetve az U(jo)=cF {u(t)} spektrumét, amellyel a
gerjesziés

. _ 1 i j% j 3k .
DI: u[k]—g_jU(e’ Jei®t dg ;
o (3.2-72)
FI: u(z‘):L jU(j o)l do
2r
alakban elé4llithato. Az Ule'®)e!?* illetve az U(jw)e’’ gerjesztéshez tartozé vilasz
barmely frekvencidn ismeretesen H (ej 3)U (e”)ej % lletve H(jo)U(jw)e™'. A
szuperpozicio elvének értelmében a valasz a kovetkez alakban fejezheto ki:

DI: y[k]:El— ”jH(ej")U(eis)ej“ d9;
i (3.2-73)
FI: y(t):i J.H(ja))U(jw)ej””da).

Ebbo! kiolvashaté a vélasz spektruma.

AH (ej 9) illetve a H(jw) deviteli karakterisztikdji lineéris, invarians DI illetve FI
rendszer vdlaszanak spektruma, vagyis Y (ejs) illetve Y(jow) kifejezhet gerjesztése
spektrumdnak ismeretében:

DI: ¥(e*)=H{c")U(e?);  FI: ¥(jw)=H(jo)U(jo). (3.2-74)

Ismerve a valasz spektrumat meghatarozhatjuk a vélasz idéfiggvényét is inverz
Fourier-transzformacioval:

Dl k=7 re®),  FI: )= {F(jo)}. (3.2-75)

Gyakran csak a vélasz spektrumara van sziikségiink. Az id6figgvényt rendszerint
numerikusan szdmitjuk egy FFT algoritmussal.
A gerjesztés E,, illetve a valasz E , energidjat Parseval tétele értelmében

meghatdrozza az IU[Z, illetve az Y ]2 energiaspektrum. Ezek kapcsolatat [Y|” =K* v
alakban megadja a rendszer K2(19)='H(ej‘9)’2 illetve K*(w)=|H(jo)|
karakterisztikdja, amely az amplitido-karakterisztika négyzete. A FI energiaatviteli
karakterisztika tobbnyire az @ racionilis fliggvénye.

A rendszeregyenletbdl vagy az éllapotvaltozés leirasbol kozvetleniil csak akkor
szamithat6 az atviteli karakterisztika, ha a rendszer GV stabilis. Altaldnosan azonban a
GV stabilitdas csak elegendd feltétele az atviteli karakterisztika létezésének, amire a
kovetkez6 pontban példat is fogunk 1atni.

energiaatviteli
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3.2-2.2. Az atviteli karakterisztika és az impulzusvalasz

Korabban mar lattuk, hogy miként allithatd el6 a GV stabilis rendszer atviteli
karakterisztikdja a rendszeregyenlet vagy az allapotvéltozos leirds ismeretében (3.1-1.4. és
5. pont). Most vizsgaljuk meg kapcsolatat az impulzusvalasszal.

Legyen a vizsgalt DI illetve FI rendszer gerjesztése ulk]=& [k],7 {o[&] =1
illetve u(t): 5(t),F {S(t)}zl. Ekkor a rendszer valasza definicié szerint a A[k] vagy a
h(?) impulzusvalasz. Helyettesitsiik ezt (74)-be, akkor

DI: F Pki=H*);,  FI: F (W(e)}=H(jo) (3.2-76)

adodik. Szavakban: az impulzusvélasz spektruma (ha 16tezik) az atviteli karakterisztika.

feltételezi a rendszer GV stabilitdsat. Az Osszefliggést az Aatviteli karakterisztika

szamitasara is hasznélhatjuk, ha az impulzusvélasz (példdul mérési eredményként) ismert.
Az awviteli karakterisztika inverz Fourier-transzformaltja az impulzusvalasz:

DI: Hk]=7 {H()}; FI: We)=F {H(jo)). (3.2-77)

Az impulzusvélaszra illetve az atviteli karakterisztikdra alkalmazott jeldlések
kovetkeztében ezek az dsszefliggések azonossagnak tlinnek.

Ha a rendszer impulzusvalasza a kovetkezd, tipikus alakban adott (vagy abba
atirhatd), akkor az atviteli karakterisztika kifejezése

=154 4

qil<l = H(ejs)zgm;

,, e (3.2-78)
h(t)=€(l)ZA,~ e?, Relp,}<0 = HGw):Zja)ip. .

Mivel az impulzusvalasz valés értékil, ezért a konjugalt komplex g¢,,q,,, illetve
D;» P;,; paroknak megfeleld 4,, 4,,, parok egymas konjugaltjai. Mivel h[k] tartalmazhat
4,0 [k] illetve h() tartalmazhat 4, 5(t) tagot, ezért az atviteli karakterisztika nevezdje n-
edfoki, a szamlaléja legfeljebb n-edfokt polinomja az ¢ ’illetve a jw valtozénak, az
egylitthatok val6sak:

-8 -j28 -jn8
H(ejg): by+be " +be "+ ... +he .
efjng ’

l+a, e’ +a,e7?%+... +a,
b, (J a))”+b1(j w)nil‘*' bz(j a)),,fz +...+ bn~1(j a))+bn
(io)+a(jo) +a(jo) " +. +a,,(jo)+aq,

(3.2-79)

H(i0)-

Az impulzusvélasz tartalmazhat g[k]A,.,,k’qi" illetve 5(t)A,.’rt’ep" alaku tagokat
is. Ezek az atviteli karakterisztika nevezdjében a Fourier-transzforméci6é értelmében
(1 -q, e"jsy illetve (joo— p,) tagokat jelentenek a (78) alakban, mig a (79) alak nem

valtozik.

Ha ismerjiikk az Atviteli karakterisztikat a (78) szerinti alakban, akkor szinte
ranézésre” elballithatjuk a rendszeregyenletet, majd abbdl az allapotvaltozés leirds egy
Frobenius-alakjat is (3.1-4. és 5. pont).
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1. példa Hatdrozzuk meg az 4atviteli karakterisztikdt, ha a DI, illetve a FI rendszer
impulzusvalasza
Hk]=Asglk]la;  mlt)=Ae(t)e.

Ha -1<a<1 illetve ha a > 0, akkor

H(ejg)z 4

1-ae™®’

Hijo)=——.
a+jo
A nevezd semmilyen korfrekvencian sem valik nullava, az atviteli karakterisztika nem
valik végtelenné. Ez a megallapitids minden GV stabilis rendszerre érvényes.

Ha a=1 illetveha ¢ =0 és 4 =1, azaz ha h[k]: a[k] illetve ha A(z)= &(t), akkor
(14) vagy (19) értelmében az atviteli karakterisztika kifejezése

H@w}unx$+T_2F,_ﬂ<g<”; H(jo)=n6(w)+——.
—-e jo

Ez nem az el6z6 eredmény hatarértéke 4 = 1 esetén!

Ha |a[ >1 illetve ha a<0,akkor az atviteli karakterisztika értelmezése

bonyolultabb matematikai megfontolast igényel, amit nem targyalunk. Ugy tekintjiik,
hogy ekkor a rendszer 4tviteli karakterisztikaja nem értelmezett. #

2. példa A linedris fazisa DI illetve FI idedlis aluldteresztd egy olyan rendszer, amelynek
atviteli karakterisztikdja
H(e”)z{s(,9+@)—e(l9—@)}e'j"s, -z<8<rw, 0<O@<rx, neN;
H(jo)={lo+02)-elo-02)e ™, —0<2<w, £20.
A gerjesztés ,kisfrekvencids” 6sszetevOi valtoztatas nélkiil megjelennek a vélaszban, mig
a ,nagyfrekvencids” §sszetevOk tokéletesen el vannak nyomva. Ez magyardzza az

»alulateresztd” elnevezést.
A lineéris fazisu idedlis alulatereszté impulzusvalasza

1 % s ik 14
h[k]:E;_J(;eJ e’ dg, h(t)z;;iel ¢ do.

Az integralok nehézség nélkiil szamithatok:
_Osin® (k—n)
T

_Qsin2(r-1)
O (k-n) ’

=

hlk]

A grafikonok a 11. 4bran lathatdk a FI esetre, ha 7> 0. Hasonldk a DI esetre vonatkozd
abrak is.

Az idedlis alulateresztd6 még linedris fazis esetén is eltorzitja a ra hato a 5[k]
illetve 5() gerjesztést. Az impulzusvalasz h,, = hjn]=O/z illetve h, = h(z)=Qix
maximélis értéke annal nagyobb, minél szélesebb az dteresztésav, azaz minél nagyobb @
illetve az £2 korfrekvencia. Természetesen mas jel is torzul a linedris fizist, idedlis
aluldteresztd hatdsira. A valasz inverz Fourier-transzformécioval szamithato, tébbnyire
csak numerikus modszerrel.

A példaban szémitott A[k] illetve h(f) gy tekinthetd, mint S[k] illetve &(¢)
»elkent” és n illetve 7id6vel késleltetett valtozata.



3.2. Jelek és rendszerek spektrélis leirdsa 267

A N
KA 0 Mh
¢7 -

K(@) "
1

N N
0 0 @ /0 Tt '
Y erd 0!
[0S SO S 8 — |

()

3.2-11. 4bra A linedris fazisu idedlis FI alulatereszté amplitidé-karakterisztikdja, fazis-karakterisztikéja
illetve impulzusvalasza

A rendszer idedlis abban az értelernben, hogy amplitidé-karakterisztikaja
ugrasszeriien valtozik, szakaszonként allandé, fazis-karakterisztikja linedris. Ez pontosan
nyilvan nem valdsithaté meg. Mivel a rendszer impulzusvélasza nem belépd, a rendszer
nem kauzlis. EbbOl kovetkezben a vizsglt tendszer elvileg sem megvaldsithato.
Feltételezhetjikk, hogy a A [k]=e[k][k] illetve a A (¢)=e(t)Alt) beléps impulzusvalasz
az idealis alulateresztd egy - valamilyen értelemben optimdlis - kauzalis kozelitése. Az
alulatereszté gyakorlati tervezése azonban rendszerint mas megkdzelitéssel torténik.

Az idedlis alulateresztd nem GV stabilis, a # és a A egyike sem abszolit
Osszegezhetd illetve abszolut integralhatd. A FI esetben példaul

*[sin u] ® "”]-” |s1n u] © ""J*-” lsin u| 22 1
J. kok,, kz kr+rx _ﬁz(;kﬂ

Az utols6é sor ismeretesen nem konvergens, tehat az integral nem véges. A DI eset
valamivel tobb megfontolast igényel ezzel nem foglalkozunk.

A vizsgélt rendszernek nincs a megszokott alakii rendszeregyenlete vagy
allapotvaltozés lefrasa, hiszen atviteli karakterisztikdja nem racionalis. #

*3,2-2.3. Kauzalis rendszerek atviteli karakterisztikdja

A valédi objektumok kauzalisak. A kauzalis rendszerek atviteli karakterisztikdjanak
specialis tulajdonsagai vannak.

Ha a rendszer kauzdlis, azaz ha a h impulzusvalasz nulla a k=0 illetve a t=0
idépont elétt, akkor H atviteli karakterisztika valds része is, képzetes része is elegendd az
impulzusvélasz meghatdrozasara, vagyis a rendszer jellemzésére. Vezessiik be a

He?)=P©)+iQ(9), H(jo)=P@)+]00) (3.2-80)
jelslést, ahol P és Q valos értékii. Az (59) értetmében a (77) helyett a kovetkezd is irhato:
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Hk]=0,keZ =

k] = n[0] sk ]+ ;27_ e[k - 1]7]13(9) cos 9k d9, (3.2-81a)
H[k]= h[o] 5]k] -;g k-1 ”jQ )sin $k d$; h[o]:{jp(&)ds

Ht)=0, teR. =

h(t)=4 8()+ -7% g(t)u]-P(a))cos otdw, (3.2-81b)
h(t)=4 é‘(t)—% s(t),TQ(w)sin otdo; A= 3}1{2 P(w).

A K amplitudo-karakterisztika ismeretében elegendd feltétel adhaté a rendszer
kauzalitasara (az impulzusvalasz szamitdsa nélkiil). eldonésére az atviteli karakterisztika
ismeretében (tehat az impulzusvalasz szamitdsa nélkiil). Az erre vonatkozd Paley—Wiener-
kritériumot igazolas nélkiil k6zoljiik. Vezessiik be az eddig is alkalmazott

H(ej3)=K(l9)e”’(9); H(jo)=K(w)e'*® (3.2-82)

jelolést. Ha a K =|H| amplitidé-karakterisztika kielégiti a kovetkezd feltételt
(2 tetszbleges)

’an “
j g _Qz w, [K(w)do<o, (3.2-83)

0

”ﬂan(,g} dg<m;
0

akkor a rendszer biztosan kauzdlis. Ha K adott amplitado-karakterisztika, akkor talalhato
olyan ¢ fazis-karakterisztika, hogy a (82) szerinti H atviteli karakterisztika inverz Fourier-
transzformaltja belépd jelet eredményez. A megfeleld fazis-karakterisztika tényleges
eloallitasa nehéz feladat. A tételbdl kovetkezik, hogy ha K nulla egy véges frekvencia-
intervallumban, akkor a rendszer biztosan nem kauzalis (példa erre az idealis
alulateresztd). Egyes frekvencidkon K lehet nulla.

Példaul a Gauss-tipust, folytonos idejli alulatereszté amplitido-karakterisztikaja
K(w)=exp (— Tza)z). Ez nem kauzdlis rendszert ir le, mert [InK(o)=T"w" és
o*/(@* + 2? ): 1- Q*/@® + .QZ) integralja nem véges.

Ha K*(w) integralja (vagyis az impulzusvalasz energiaja) nem véges, akkor a
feltétel sem nem szitkséges, sem nem elegendd. Példaul a H(jw)=e*7 atviteli
karakterisztik4ja rendszer impulzusvalasza h(t)=8( ~T). A rendszer kauzalis, ha T >0
és nem kauzalis, ha T < 0. Mivel ekkor K(w)=1, ezért a Paley—Wiener-kritérium ki van
elégitve T barmely értékére. Ez azonban nem jelent ellentmondast, hiszen K(a)) nem

négyzetesen integralhatd, ezért a kritérium nem alkalmazhato.
Ha az atviteli karakterisztika valos értéki, akkor az impulzusvélasz paros jel, ezért
arendszer a H = C (allando) atviteli karakterisztika kivételével nem lehet kauzalis.
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3.2-2.4. Torzitasmentes jelatvitel

Egy gyakorlatilag fontos feladat vizsgalatival megmutatjuk, hogy miként lehet egy
problémat megfogalmazni és megoldani a frekvenciatartoményban. Ennek mintdjara mas
feladatok is megoldhatok. Természetesen nem minden id6tartomanybeli feladat
fogalmazhato at egyszeriien frekvenciatartoménybeli feladattd.

El akarjuk donteni, hogy egy linedris, invaridns rendszer alkalmas-e bizonyos
osztalyba tarozd jelek forzitdsmentes dtvitelére. Ez azt jelenti, hogy az y valasz csak
kevéssé kiilonbozik az u gerjesztéstdl. Megengediink egy C &llandé szorzét (ezt a
tovabbiakban pozitivnak tekintjiik) és egy L illetve T késleltetést.

Az idedlis torzitdsmentes atvitelt biztosito rendszer gerjesztés-valasz kapcsolata
ebbdl kovetkezden

yolk]=Culk-L], C>0, LeN;

3.2-
y)=Cu(t-T), C>0, TeR,. (3:2-84)
Ebbol kovetkezik, hogy az idealisan torzitasmentes rendszer impulzusvalasza
hlk]=C6[k-L], C>0, LeN;
(3.2-85)

h(t)=C8(t-T), C>0, TeR,.
Az idedlis rendszer valasza és gerjesztése spektrumanak kapcsolata a (27) értelmében
Le?)=Cce*Ule?®);  Y,(jo)=Ce*U(jw). (3.2-86)
Ezek szerint az idealis rendszer atviteli karakterisztikaja

Hyfe*)=Ce?* =  K,(9)=C, 9,(8)=-L9; CeR,, LeN;

H(jw)=Ce’" = K (0)=C, p,(w)=-Tw; C<R,, TeR,. (3.2-87)
A jelatvitel akkor torzitésmentes, ha az amplitido-karakterisztika allandb, a fazis-
karakterisztika nullaro! linearisan csokken (tehat a futasi id6 karakterisztika allando).

Valamely rendszer anndl kisebb hibaval biztositja a torzitismentes atvitelt, minél
jobban kozeliti impulzusvélasza vagy atviteli karakterisztikija az idedlist. A
kovetkezOkben a masodik megkdzelitést targyaljuk.

Szoritkozzunk olyan gerjesztésekre, amelyek spektruma nullanak tekinthet$ vagy
legalabbis elhanyagolhat6 egy frekvenciasavon kiviil (ez a feltételezés FI jelekre teljesen
indokolt, hiszen egyébként a jel nem lenne véges energiaja):

U)o, 0sldl<t,. g, <l<n;

3.2-88
U(jw)~0, 0S]w|<a)u1, a)u2<’a)‘<oo. ( )

A (191,1’9,,2) illetve az (a)ul,a)uz) korfrekvencia-intervallum az u jel sdvszélessége. Néha
nem az intervallumot, hanem az intervallum 48 =49, -9, illetve a do, =0, -0,
hosszat nevezik savszélességnek, mert példul a sav kozepét adottnak lehet tekinteni. Sok
gyakorlati esetben 9, illetve o, nulla, ekkor 43 =9, illetve Aw, =w,,.Ha a jel
savkorlitozott @ illetve (2 savkorlattal, akkor 9,<@ illetve o, <{£2. A véges
energiaju FI jelekre mindig értelmezhetd savszélesség. A gyakorlatban a FI savszélességet
a frekvencidra (nem a korfrekvenciara) adjak meg.



270 3. Analizis a frekvenciatartomanyban

A torzitismentes jelatvitelt kozelitSleg olyan rendszer biztositja, amelynek
amplitido-karakterisztikdja allando, faziskarakterisztikdja linedrisan csokken (futasi id6
karakterisztikaja allando) a gerjesztés savszélességén beliil. Megelégedhetiink azzal is, ha
e két feltétel csak ko6zelitleg van kielégitve.

Nevezzitk a rendszer sdvszélességének azt a (SHI,SHZ) diszkrét idejl illetve

(a)m, a)Hz) folytonos idejii korfrekvencia-intervallumot, amelyen beliil a rendszer K = [H [
amplitudé-karakterisztikaja csak kevéssé (rendszerint egy megengedett aranyban) tér el
maximalis értékétol:

DI:  K($)~K,.. I <|9<Sy,;

(3.2-89)
FI:  K(0)~ K, @ <jo|<0,.
A rendszer savszélessége nem egyezik meg impulzusvélaszanak (mint jelnek) a
savszélességével. Utdbbi ritkan hasznalatos a rendszer jellemzésére.
A torzitdsmentes dtvitelhez biztositani kell, hogy a rendszer savszélessége magéaba
foglalja a gerjesztés savszélességét, azaz

DI: 8,9, 3,<9%,; FI: 0, €0, 0,S0,,. (3.2-90)

u2—

teljesiilion. Ennek A8,<A48, illetve Aw, < Aw, egy szikséges feltétele, ahol
48,=8,-8,, A9, =8,, - G, illetve dv,=0,, —,,, A0, = ®,, -0, . Ez a feltétel
“azért nem elegendd, mert H savszélességének frekvencia-intervallumanak magéaba kell
foglalnia u savszélességének frekvencia-intervallumat.
A (90) csak egyik feltétele a torzitdsmentes atvitelnek, hiszen (87) értelmében
teljesiilnie kell még a faziskarakterisztikara vonatkozo alabbi feltételnek is:
o($)~-L 3, 9,<9<9,; olo)xTo,0,<|w<o,. (3.2-91)
A kovetkezdé két pontban részletesebben targyaljuk a rendszer és a jel
savszélességét, hiszen ezeket eddig csak kvalitativen értelmeztik. Az alabbi példa
el6késziti az altalanos értelmezést.
A torzitdsmentes jelatvitel biztositisdra vonatkozd el6z6 megfontolasunk egy
illusztracidja annak, hogy miként lehet a rendszerrel szemben tdmasztott kivetelményt a
frekvenciatartomanyban megfogalmazni.

Példa Torzitdsmentesen 4t akarjuk vinni a FI négyszogimpulzust (12a dbra):
u(t)=U, {e()-e(-T), T>0

egy olyan rendszeren, amelynek 4tviteli karakterisztikaja (12c dbra)

1
- = Klo)=—=———, plw)=—arctgwr; £>0.
it (@) o ) g

Hatarozzuk meg a 7'és 7 kapcsolatara vonatkozo6 feltételt!

A gerjesztdjel spektruma (5) értelmében

sin(aJ T/2) eTr?
oT/2 ‘

H(jo)=

U(jow)=U_T
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Amint a 12b 4brab6l is lathaté [U(jw) =U,T és @,=0. Valasszuk meg o,,
korfrekvenciat az ]U (j a)] elsé nullahelyénél. (Ilyen nullahely nem minden spektrumnal

1étezik, ezért ez nem lehet egy Aaltaldnosan kovethetd eljaras.) Ezzel a valasztassal
w,, =27/T adodik, vagyis Aw,=27/T és Af, = Aw, /27 =T , utébbi az impulzus T

szélességének reciproka. A Af, =1/T 0Osszefliggés mas alaku impulzus savszélességének
becsiésére is hasznalhatd. Az HU G m)H maximuma a sdvszélességen kivil 0,215{](:} o) '| a?
ami nem ,,nagyon kicsi”, ezért a gerjesztés savszélességét indokolt a fentinél nagyobbnak
valasztani, de els6 becslésként az el6z6 valasztas elfogadhato.

A rendszer amplitido-karakterisztikdja monoton csokkend (12c¢ 4bra). Lathato,
hogy K,,=1 ®,=0. Vaélasszuk meg @,, értékét annak alapjan, hogy ott az
energiaatvitel a maximalisnak fele legyen: K z(mH2)= K2 /2, K (a)Hz):Kmax/ ﬁ . Ebbdl
®y, =Aw,=1r adddik a rendszer sdvszélességére. A fazis értéke a sdvhatdrokon
¢7(a)m)=0,¢(a)m)=—7r/4 =-0,785. A p(w) kezdeti meredeksége —1/7,tehdt a linedris
extrapolaci6 a savhataron (—1/7)-w,,, =—1 értéket ad. Ebbdl az kovetkezik, hogy a fazis
linearis menete gyenge kozelitésként elfogadhato.

u vGa)
arcU(jo) |\ [U(jw)

Um
::> 2n/T
F {u}
@ o T o ) 0y T~ @
0,20 wT arcU(j)
u2
K

= 0 lA/T 3/t @
ek > _—7/2
(dy 0 T 2T 1 © ‘'-z/2 o)

3.2-12. 4bra A négyszOgjel torzitasmentes atvitelének kozelitd biztositésa. (a) A gerjesztés idéfiiggvénye.
(b) Az dtviendd jel spektruma. (c) A rendszer amplitidé- és fézis-karakterisztikdja. (d) A vélasz
id6fliggvénye
A torzitismentes atvitel (89) feltétele a Aw, < Aw,, alakra egyszeriisodik. E1626
eredményeink alapjan ebbdl a 2 z/T <1/z, vagyis a 7 <T/2 z ~0,16 T feltétel kovetkezik.
A 12d 4bran a folytonos vonal mutatja a valasz menetét 7=7/27 esetén. Ez a

négyszogimpulzus egy elfogadhato kozelitésének tekinthetd. A 11d abra szaggatott vonali
gorbéje azt szemlélteti, hogy ha a savszélességek nincsenek megfelelden valasztva (az
dbrana v =T eset, akkor a valasz jelalakja nem is hasonlit a gerjesztés jelalakjara. #
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3.2-2.5. A rendszer sdavszélességei

A rendszer savszélességének alapgondolatit az el6z6 pontban mar megadtuk. Most
pontosabb definicidt targyalunk. A téméra a 4.2-3.6. pontban még visszatériink.

A K(9) illetveK(w) amplitido-karakterisztiksjit DI illetve FI rendszer
savszélessége az a frekvencia-intervallum, amelyben kozelitoleg allandonak tekinthetd,
vagyis értéke nem tér el nagyon maximumatél. A pontosabb megfogalmazis érdekében
valasszunk egy 0<ge<1 ¢értéket. A rendszer sivszélességének azt a frekvencia-
intervallumot tekintjiik, amelyben (13. abra)

DI: Jl_szaxsK(S)SKm, 3, <9< 8y,
11+ € (3.2-92)
FI: ——K,,. <K(@)<K,, o,<o0o,

Vitgr ™

teljesil. Néha a A%, =9, -8, illetve a Aw, =w,, —w,, ©értéket, vagyis az
intervallum hosszat nevezik a rendszer savszélességének.

A FI esetben gyakran a Af, =Aw,/2 7 értéket adjdk meg, amelyre a B jel
(,bandwidth”) is haszndlatos. A frekvencia-intervallum helyett megadhaté annak
szélessége és kozépértéke is.

Az el6z6 pontban Onkényesen az & =1 valasztassal éltiink. Ha & értéke nincs
explicite megadva, akkor rendszerint err6l az értékr6l van sz6. Ez megfelel a
sdvszélességen beltil legfeljebb 1-1/ N3 ~0,3=30% vagyis 3 dB ingadozdsnak. Sok
gyakorlati esetben ennél kisebb ingadozas engedhet6 csak meg, vagyis kisebb & értéket
kell valasztanunk.

K K A
K,.1 Koo g - -
1 Kmf" l Kmf """""""""
1+ l+¢ ' '
¥ ¥
¥ +
] 1
; X
> : >
Gu=0 =49, 9 0 3 Sy, 9
®y=0 Oy,= A0y, 4 @Dy Dy @

3.2-13. dbra A rendszer savszélességének értelmezése

Konnyen belathato (lasd a 4.2-3.6. pontot is), hogy példaul

K(w):——l—; n=123,....

1+&* (w/ 2)"

egy ilyen FI rendszer amplitido-karakterisztikdja, amelynek savszélességét
@y =0, oy, =Aw = Q jellemzi

Az amplithdo-karakterisztika elsé, masodik,..., (n—1)-edik derivaltja nulla az @ =0
helyen. A karakterisztikat vagy a rendszert ezért szokas maximalis lapossaginak (vagy
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Butterworth—tipustinak) nevezni. Igazolhatd, hogy az atviteli karakterisztika racionalis,
altalanos alakja (figyeljilk meg, hogy a, =a,_;):

1

. @ "+a(.a))"_l+a(.w "_2+ vali2 2+ . ® 1'
= — — — | +a,| j—
o) Ta) Ta o)™ a)*

Ha n =2, akkor g, =s/§,ha n=3,akkor a, =2, ha n=4,akkor a, 2,613, a,~3,414.
Tetszbleges fokszamokra vonatkozé osszefiiggést kés6bb adunk meg. Minél nagyobb n
értéket valasztunk, anndl laposabb az amplitid6-karakterisztika a savszélességen beliil és
annal kisebb a savszélességen kiviil. Az n értékét példaul annak alapjan vélasztjuk, hogy
egy bizonyos frekvencia folott az amplitido-karakterisztika egy eldirt értéknél kisebb
legyen.

Hljo)=

3.2-2.6. A jel savszélességei

Egy x[k] illetve x(f) jel sdvszélessége az a (3)(,,19,2) illetve (wﬂ,a)xz) korfrekvencia-

intervallum, amelyen kiviil a jel X (e”) illetve X{j®) spektruma elhanyagolhats. A
savszélesség fenti, kissé laza értelmezése néha egyértelmii eredményre vezet. Ha példaul
egy o, korfrekvenciaji szinuszos FI jel amplitiddjat egy w, korfrekvenciaju masik
szinuszos jel modulalja, akkor az x(¢) modulalt jel spektruma mindeniitt nulla, kivéve a
tay, (@, -o,),* (0, +w,) korfrekvencidkat (a 3.1-2.1. pont példija). Ekkor
O, =0)—0,,0,=0,+0, é Ao, =2, . Sok gyakorlati feladatnl a jel egy olyan
rendszer valasza, amely csak egy frekvenciasdvban enged 4t jeleket (példaul egy
sdvateresztd sziird).

Nincs azonban éaltalanosan elfogadott definicid a jel savszélességére. Egy
fehetséges €rtelmezés a kovetkez6 (14. dbra).
Egy xlk]=c7 " {x(e’*}} illetve egy x(t)=F " {X(j)} jel sdvszélessége az a (9, 3.,)

illetve (a)x,, caxz) korfrekvencia-intervallum, amelyen kiviil

AlX (o) ANX (o)
1X1,. ' (U REEEEEEERS 2 Gl
i Ao Y AN

o X, 4 o Xl ‘ .

¥ 1
N i 1 N
w 0 ;(o1 60; 70)

S T —— 3

A(l)x wa

3.2-14. 4bra A jel sdvszélességének értelmezése az amplitidé-karakterisztika alapjin
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DI: IX(ej'gl <G,X(ej‘9)|m, 0<|9< 8y, S, <|f<7; (3.2-93)

FI. |X(jo)<o|X(jo)|,. O<lol<o,, o,<|oj<w

ki van elégitve, ahol 0 < o < 1 egy elbirt szdm (példaul o =0,1). A 49 =9,- 9, illetve
a Aw,=o ,— o, mennyiséget (vagyis a frekvencia-intervallum hosszat) is szoktak a jel
savszélességének nevezni.

Ha az amplitddé-karakterisztika erésen ingadozik, akkor célszerli helyette a
burkolojat tekinteni (lasd a példat).

Az eldz6 definicié értelmében a jel energiaspektrumaira a savszélességen kiviili
tartoményban | X |2< o’ |X Ifm érvényes. A DI esetben ez egy biztositéka annak, hogy a jel
energidjanak dontd része a savszélességen belillre esik. Ez nem mindig igaz a FI esetben,
mert a savszélességen kiviili frekvenciatartomany nem véges. Célszerii lehet ezért gy
definidini a sdvszélességet, hogy a jel energidjanak (azaz FI esetben lX (j w]z/Zﬂ
integraljanak) egy el6irt nagy hanyada (példaul 90 %-a) essék a savszélességen beliilre. Ez
a definicié azonban nem ad egyértelmii megoldast, ezért valamilyen tovabbi megkotésre is
sziikség van. Masféle definiciok is hasznalatosak, de sajnos mindegyikiikkel kapcsolatban
felléphetnek értelmezési nehézségek.

Példa Hatarozzuk meg a folytonos idejli, 7 hosszisigld, négyszogletes impulzus
savszélességét! A jel amplitido-spektruma, mint mar lattuk

X ()=

y

2 . oT
— sin ——
o 2

X(jo) =|x(Go)=T.

A (93) értelmében w,, =0.
Az o, értékét annak alapjan kell meghatiroznunk, hogy ha @ >w,,, akkor
lX (j a)X<0'T teljesiiljion. A 15. 4brabdl azonban lathatd, hogy ekkor @,, nem lesz o

folytonos fiiggvénye, ami nem logikus. Elfogadhatobb eredményt kapunk, ha az
amplitidd-spekirumot burkoléjaval, a [2/w| figgvénnyel kozelitjik (szaggatott vonali

gbrbe a 15. 4bran). Ekkor w,, a 2/w,=0T Osszefliggésb6l szdmithaté és
@,=Aw,=2/cT adddik.

0 2z/T o, 47/T w," 6x/T 87/T” @

3.2-15. dbra A négyszogletes impulzus savszélességének meghatirozisa
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A o =002 vilasztassal Aw, =100/T, 4f, ~16/T adédik. A 3.2-2.4. pont példajaban
dnkényesen Aw,=2 /T valasztassal éltiink, amihez o =1/7 ~0,318 tartozik. #

*3,2-2.7. A savszélesség és a jelszélesség kapcsolata

Egy x(t) folytonos idejii, valos értékii, véges energiatartalmi jel Ar jelszélességének egy
lehetséges értelmezése a kovetkezd. Tekintsik az x*(r) fiiggvényt egy vonalmenti
tomegstirliségnek és hatdrozzuk meg emnek ¢ ,tomegkdzéppontjat” és At inercia-
sugarat”. Matematikai értelmezésben:

©

o [x(r)dr= D]t x*(t)de,

-0

(ae) 7x2(t)dt =u](t —1,fx*(¢)de = Gj‘(tz —2tt+£2 )57 (t)dr.

Ebbol adodik a At jelszélesség kovetkezd kifejezése:

2 0
At= J—Z—[ij ;tl=i; JnEIt"xz(t)dt, n=0,1,2. (3.2-94)
JO JO JO —0
A jelszélességet ugy tekinthetjiik, hogy a jel a ¢ iddpont koriili 2Ar szélességli
intervallumban, példaul a (1, — At ¢, + At) intervallumban koncentralédik, azon kivil
esetleg el is hanyagolhaté.

Lithaté, hogy J,=E, az x(f) jel energiatartalma, J, pedig a zx(r) jel
energiatartalma. Eredménytink csak akkor értelmes, ha ezek végesek. Tipikusan ez a
helyzet, ha a jel korlatos és idékorlatozott. Ha x(t) paros fiiggvénnyel leirhato, akkor
J, =0 ésekkor £, =0. A =0 idépont mindig megvalaszthat6 gy, hogy ¢, =0 legyen.

Analég moédon értelmezhetjiik egy valds értékli FI jel Aw sdvszélességét
spektruméanak abszolit értékére tamaszkodva és pozitiv frekvenciakra szoritkozva:

2
1 1 1 y .
Aw, = —?—(—IJ ;o= 1= fo"|X(jo)do, n=0,1,2.  (3.2-95)

IO ]0 10 0
Az @, kériili Aw, hosszisagh intervallumot gy kell megvélasztani, hogy als6 hatira

pozitiv legyen. Ez az értelmezés akkor célszer(i, ha a jel spektruma egy, viszonylag nagy
frekvencia komyezetére koncentralodik (példaul modulait jel). Ha viszont a jel
spektrumaban a kisfrekvencids komponensek domindlnak, akkor célszeriibb lehet a
savszélességet a kovetkez6képpen értelmezni:

Aoy = ’1—2, 1= Jw"
IO 0

Ilyenkor a (0, Aw, ) intervallumon kiviil tekintjiik a jel spektrumét elhanyagolhatonak.

X(jw) da; n=0,2. (3.2-96)
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A feladat természetét6l fiiggben a most értelmezett jelszélesség €s sdvszélesség
egy tobbszorosét célszerti azon intervallum szélességének tekinteni, amelyen kiviil a jel,
illetve a spektruma ethanyagolhaté.

Mindkét most definidlt savszélesség létezésének feltétele az, hogy o’ ]X (j w]z
integralhatd, vagyis még a jel derivaltja is véges energiatartalmi legyen. Ennek egy
sziikséges feltétele az, hogy @ X(jw) nulldhoz tartson, ha @ — w, illetve hogy x(7)
folytonos legyen. Az utobbi kikotés miatt sok fontos jelre ezek a savszélességek nem
értelmezhetdk (példaul négyszogimpulzus). EbbSl az is kovetkezik, hogy folytonos, de
nagyon gyors valtozasa jelekre az igy értelmezett sdvszélesség félrevezetd értékii lehet.

Szoritkozzunk most arra az esetre, amikor At és 4w, egyarant értelmezett, tovabba
¢t = 0 alkalmas valasztasaval £, = 0 is biztositott. Igazolni fogjuk, hogy ekkor

1 J i
(0)-(40y)2 =5 ar= 72, 4o :‘f—z. (3.2-97)
) gy UV,

Ez azt fejezi ki, hogy minél keskenyebb egy jel, annil szélesebb a spektruma. Ez
6sszhangban van az el6z0 pontban a négyszdgimpulzusra vonatkoz6 eredménytinkkel.
Az igazolashoz hasznaljuk fel a kovetkezo (Bunyakovszkij-, Cauchy-, Schwartz-)

egyenlotlenséget:
< { frtey dt} { fletey dt} .

Legyen f=1x, g=x' (feltételezziik, hogy ez is fliggvény, tehat x folytonos), akkor

<{Jeeval| rora).

-

(702 @

a]'z x(t)x'(¢) ds

A bal oldal (parcialis integralds utin és tx(t) feltételezett viselkedését figyelembe véve)
értéke J7 /4. A jobb oldal elsé tényezbje (At)J,. A jobb oldal masodik tényezbje
(Parseval tételét felhasznalva a derivéltra) pedig (4w, )ZJO. Ezekkel valdban (97) adodik.

Az egyenlétlenség akkor élesedik egyenléséggé, ha a benne szerepld f és g
fiiggvények aranyosak. Esetiinkben ennek feltétele x' és ¢ x aranyossaga, vagyis
xX'=-2a’tx teljesiilése. Ennek az x(O):A feltételt kielégité megolddsa konnyen
belathatéan a Gauss-fiiggvény, amelynek spektruma is Gauss-fiiggvény:

\/; ~(w/2a}

x(t)= A e—(ar)z’ X(j a))=———A e (3.2-98)
[24

Belathaté, hogy erre Ar=1/2a, Aw,=a, tehat szorzatuk éppen 1/2.

Példa Hatarozzuk meg az
x()=Ae ! a>0

Jjel most értelmezett jelszélességét és savszélességeit!
A szimmetria kovetkeztében J, =0, tovabbd belathatéan
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I 2 A2 "‘” 2.2 2, A2
_ 2 2at — = “2at —
J0_26’.A e ds TP J, zojA e gy PR

Ebbbl a (94) szerinti jelszélesség At=1/(«/§a)z0,707/ a. Mivel x(4t)=0,49 x(0)
viszonylag nagy érték, ezért Ar-nél nagyobb (példaul S54r) értéket célszerii
jelszélességnek tekinteni.

A jel spektruma integralassal nehézség nélkiil szamithato:

®© 0 ©
X(jw)= _[A e e ingr— 4 'fe(”'j”’)’dt +4 I elamiokgs— *A_ + A, 22A @
J KA ; a-jo a+jo o'+ e’

Belathat6, hogy (az érdektelen 2 4 & szorzotol eltekintve)

v . rla, n=0;
I =|0"+—do=<2, =1;
' 6‘-60 (a2+a)2)z ) ra, :=2

Ennek felhasznalasaval azt kapjuk, hogy @, =2 « /7 ~ 0,637 a, tovabba

Aw, = ,/1 —i2 a=078a, X(j2Aw, )~0296X(j0);
(4
Awy=ct X(j 40,)=0,5 X(j0).

A kétféle savszélesség meglehetdsen eltérd, tovabba egyik sem tekinthetd elég nagynak,
hiszen a savszélességen kiviil a spektrum nem elhanyagolhatd. Ebbél is az kévetkezik,
hogy a savszélességre és a jelszélességre az ebben a pontban megadott definici inkabb
elméletileg érdekes, gyakorlatilag kevésbé hasznos.

A példaban vizsgalt jelre (4¢)(4@,)~0,707 , tehdt a (97) egyenlbtlenség az itt
definidlt jelszélsség és savszélesség szorzatara valéban teljesiil. #

3.2-2.8. Modulacio

Tekintsiink egy x(f) folytonos idejii jelet, amely savkorlatozottnak tekintheté £2
savkorlattal, vagyis a jel X(jow) spektruma a 0<w < Q2 korfrekvencia-intervallumon
kiviil elhanyagolhatd. (A negativ frekvencidkkal nem kell foglalkozunk.) Ezt a jelet
kivanjuk egy csatorndn (példaul egy kabelen) atvinni,

A modulacié célja az x(f) jelbdl egy olyan y(7) jel eléallitisa, amelynek Y{jw)
spektruma az (@, — 2, w, + £2) korfrekvencia-intervallumon beliili része hordozza az x(f)
Jelre vonatkozé informicidt, ahol @, a vivd-korfrekvencia (,carrier”). Ha kiilsnbdz
X, X,,..,%, jeleink vannak és ezekkel ugy moduldljuk az ®,,®.,,...,®, Vivo-

korfrekvenciaja jeleket, hogy az (a)a. -2,w, +-Q,~) intervallumok ne lapolédjanak at,

akkor ugyanazon a csatornan egyidejlileg vihetjikk 4t e jeleket anélkiil, hogy egymast
zavarndk. Mint latni fogjuk, az atlapoldsra vonatkozé feltételek még enyhithetdk is.
Ebben a pontban azzal az esettel foglalkozunk, amikor a modulalt jelet

y(t)=alt) cos (w,t + plt)) (3.2-99)
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irja le. Ennek pillanatnyi amplitidoja a(?), pillanatnyi korfrekvencidja
olt)=a,+ p'(t). (3.2-100)

Ennek a moduldciénak hirom alapvetd tipusa az amplittdé-modulacié (AM), a
fazis-moduldcié (PM, ,phase”) és a frekvencia-modulacié (FM). Léteznek masféle
modulaciok is, de ezekkel nem foglalkozunk.

Az egyszer(isités érdekében azt az esetet részletezziik, amikor az 4tviendd x(¥)
szinuszos jel, noha ez 6nmagdban gyakorlatilag érdektelen feladat. Az éltaldnos eset
azonban a Fourier-transzformacid felhasznalasaval erre visszavezethetd.

Az tvitt y(f) modulalt jelet demodulacidval még vissza kell alakitani az eredeti x(7)
jellé. A demodulacidval azonban nem foglalkozunk.

Amplitidé-moduldcio

Az amplitidé-modulécid soran a modulalt jel a(f) amplitiddja hordozza az atviendd x(7)
jelet. Ekkor p(t)= p, 4lland6, amelyet a tovabbiakban nulldnak valasztunk.
Az amplitidé-modulalt jel tipikusan
Yamlt)= {4+ m x(t)]cos @, t (3.2-101)
alaki, ahol 4 nulla is lehet, de tébbnyire 4> m > 0.
Tekintsiink szinuszos atviendd jelet:
()=Xcosw t, o <<o,;

Yaualt)=[A+m X cos a,t]cosw, t= (3.2-102)

= A4 cosw,t +%m X{cos (@, —w, )t +cos (@, + », )1}.

Az amplitidé-moduldlt jel az w, vivofrekvencids osszetevon kivil két oldalsava
GsszetevOt tartalmaz, amelyek korfrekvencidja @, -, és o, + @, .

Elegend$ az egyik oldalsavot atvinni, hiszen az is hordozza az atviendd jelre
vonatkozd informéciot. Az oldalsav levalasztésa a jel sziirésével oldhaté meg.
Altalanos esetben az X(jw) spektrumt jellel amplitidé-modulélt szinuszos jel

idéfliggvénye és spektruma (vO. 3.2-3. abra a 240. oldalon)

Y () = mx(tycosw t, Y., (i w):% m{X(jlo+ o))+ X(j{o-w,))}. (3.2-103)
Egyszeriisodik a helyzet, ha x(t) savkorlatozott és (2 savkorlatja sokkal kisebb mint @, .
Fazis-moduldcié

A fazis-moduléci6 sordn a modulalt jel p(z) kezdofazisa hordozza az 4tviendd x(7) jelet.
Ekkor az amplitidé a(t)=4 allando.
A fazis-modulalt jel tipikusan

Yeu(2)= 4 cos (o, t+m x(t)) (3.2-104)

alakd. Ennek pillanatnyi kérfrekvenciaja a fizis derivaltja:
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a)(t)= @,+m x'(t), ]m x'(t} <w,. (3.2-105)

A kikotés biztositja, hogy w(¢) pozitiv legyen.
Tekintsiink szinuszos atviendd jelet:
x(t)=Xsinw,.t,
Yrm (t)=Acos (0, +m X sinw, t) , (3.2-106)

Opt)=0,+mX 0 cosw t; mMXo <o,

Még a legegyszer(ibb szinuszos 4tviendd (fazis-modulald) jel esetén sem konnyii
attekinteni a modulalt jel frekvenciatartomanybeli tulajdonsagait. Ezért elészor egy
egyszeriisitett esetet vizsgalunk.

Tételezziik fel, hogy ]m X ’ << 1. Ekkor a (106) kézelitdleg egyszerlisithet:

Vo ()= 4{cos @, 1 cos (m Xsin @) —sin @,¢sin (m X sin w1 )}
~ Adf{cosw,t—m X sinw tsin o,t}= (3.2-107)

=Acosa, t+%mXA {cos(wc +a)x)t—cos(coc —a)x)t}.

Mint 1atjuk: ebben a kdzelitésben ugyanazok a frekvencia-komponensek 1épnek fel, mint
amplitidé-modulacié esetén. Az 4atviend6 jelre vonatkozé informaciot tovabbra is
barmelyik oldalsav hordozza.

Ha az ’m X \ <<1 egyszeriisitd feltétel nem teljesiil, akkor a (107)-ben szerepld
cos (m Xsinw, t) és sin(m X sin a)xt) periodikus fliggvények Fourier-sorba fejthetdk, az
alap-korfrekvencia w,. Igazolhatd, hogy a Fourier-egyiitthatok kifejezheték Bessel-
fiiggvényekkel. A fazis-modulalt jel spektrumaban az w, vivofrekvencia mellett elvileg
végtelen sok tovabbi frekvencia is fellép. Ebben az &ltalanos esetben a moduldld és a
modulélt jel spektrumanak kapcsolata is bonyolult. Nem vizsgédljuk tovabb a fazis-
modulaci6 altalanos esetét.

Frekvencia-moduldcio

A frekvencia-modul4ci6 soran a modullt jel w(t) pillanatnyi korfrekvencija fiigg az x(r)
dtviends jeltdl, a vivdjel amplitdddja allandd. Tipikus valasztas

op(O)=0.+ ux(t), |uxit)<a,. (3.2-108)
Tekintstink ismét szinuszos atviendd jelet:

x(t)=Xcosw,t, |uXl<w, ; onlt)=0+puXcosw,t;

(3.2-109)
Veu(t)= 4 cos [a)c t+ H“x sin @, t] .
®

x

Amint latjuk, m=u/ @, megfeleltetéssel a frekvencia-modulécio és a fazis-modulécio
kozott ebben az egyszerii esetben nincs érdemi killonbség. Annyi azonban lathat6, hogy a
pillanatnyi frekvencia valtozo dsszetevdjének amplitadéja fazis-moduldci6 esetén ardnyos
az atviendd szinuszosnak tekintett jel @, korfrekvenciajaval.
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3.2-2.F. Feladatok

F-1. Egy Dl illetve egy FI rendszer impulzusvélasza és gerjesztése adott:
DI: hlk]=46lk]+ B elk—1]6*", |p|<1; u[k]=Celk]c*, |d<1.
FI: h(t)=A45(t)+ Belt)e™", B>0; ult)=Celt)e™, y>0.
Hatarozza meg a valasz Y spektrumdt egyszer y szamitdsdval majd annak Fourier-
transzformalasaval, masodszor ¢# {y}:c.? {h}@7 {u} felhasznalasaval! Melyik médszer
egyszerlibb? Miért sziikségesek az egyenlitlenségek 4ltal kifejezett feltételek?

*F-2. Oldja meg az el6z06 feladatot, ha
(a) a feltételek egyike nem teljesiil.
(b) egyik feltétel sem teljesiil. ( Utmutatas. Ez alapos megfontolast igényel!)

F-3. Ismeretes, hogy ha az impulzusvalasz A* illetve e*' alaku dsszetevét tartalmaz (A a
y

DI illetve a FI rendszer egy sajatértéke), és a gerjesztés is tartalmaz ilyen 6sszetevot, akkor
specidlis eset all el6.
Hogyan jelentkezik ez a frekvenciatartomanybeli analizisné]?

F-4. Hatdrozza meg annak a DI illetve FI rendszernek az atviteli karakterisztikajat,
amelynek impulzusvalasza

DI: hk]=Ae[k]a* cos(@k+p), |d/<1.

FI: h(t)=Ae(t)e™ cos(Rt+p), a>0.

*F-5. Egy Dl illetve FI rendszer 4tviteli karakterisztikaja adott:

1

DI: H(ej‘g)=1—:-2?‘j§§

FI: H(jo)=—— .
(jo) PR

Hatédrozza meg a rendszer impulzusvélaszat! (Utmutatds. Alkalmazhat6 a 3.2-2.2.
pont 1. példajanak eredménye a =2 illetve @ = —0,5 helyettesitéssel?)

F-6. Egy diszkrét idejii illetve egy folytonos idejii rendszer atviteli karakterisztikdja valos
érték(. Lehet-e kauzilis egy ilyen rendszer?

F-7. Egy DI rendszer atviteli karakterisztikaja adott:
1

5\ 1 _
(a) H(eJ )— ﬁ— 0,9 e‘jge'j‘y)(l —0,9¢"%e7%} 1-18cos@ e %+ 08le2*
() H(e”): (1 - e'jge’js)(l - e*j@e’j‘g)z 1-2cos @ e +e .

Hatérozza meg az ulk]= 8[k]0,9" cos O k gerjesztéshez tartoz6 valasz spektrumat!
Adja meg az 7, =‘U(ej@)l/lU(ej°)} és az nY:‘Y(ej@)l/’Y(ejo)i aranyokat, ha ©@ = 7/2.

F-8. A Dl illetve FI linearis fazisu, idealis feliilatereszté atviteli karakterisztikaja
DI: H(e?)=0, 0<|9<8, H(*)=c"", 9 <9<z, neN.
FI: H(jo)=0, 0<|o|<o,, H(jo)=¢7°, o<

a)]<oo, reR, .

Hatérozza meg a rendszer impulzusvélaszat! Kauzalis-e ez a rendszer?
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F-9. Egy Fl rendszer atviteli karakterisztikaja adott:

H(jo)=0, 0<|ol<w; H(jw)=%, o <|ol<mo,; Hjo)=0, o,<|ej<w.
2 1

Hatdrozza meg e savateresztd rendszer impulzusvalaszat! Ellendrizze az eredményt
at=0 helyen!

F-10. Hatirozza meg a kdvetkezd FI jeleknek a (93) definicid szerinti sivszélességét
tetszbleges o esetére, ha

(a) x(t): e a>0. (b) x()=e(t)e™', a>0. () x(t)= e)ate™, a>0.
)=[elt)-1]e* +&()e, @>0. (e) x{t)=e".
Adjon kozelitd osszefliggést o kis értékére és numerikus eredményt, ha o= 0,1.

F-11. Adja meg a az €l6z0 feladat (a) és (b) szerinti jeleinek a savszélességen beliili
frekvenciatartomanyba es6 relativ energiatartalmat!

F-12. Oldja meg a 10. feladatot az x(t)——- g(t)e"”' sin £2¢,a >0 folytonos idejii jelre, ha
(@)a=202. B)a=2. ()a=012. (d)a=00102.

F-13. Oldja meg a 10. feladatot a kovetkezd véges ideji FI jelekre:

(a) x(t)=¢(t+T)-&(e-T).

(b) x(t)=ele+T-T,)-&(t-T-T,).
(€) )=l + )=l + o) e~ -
(@) *(0)=[e(t+T)-e(e))-[e0)- 2t 1)

F-14. Legyen x(7) egy valos értéki FI jel, amelynek energiatartalma (Parseval tétele)

o

@ «©

E= [¥()d = E;%_ﬂX(jw)zda).

x

—a 0

Ertelmezziik a jel Aw, = @, — o, sdvszélességét a kovetkez egyenlettel:
1 ﬂX(ja)]zdw:(l—n)Ex, 0<7p<l,
z
[

ahol 7 egy valaszthatd paraméter. Az egyértelmiiség biztositdsara valamilyen ésszerii
feltételezést kell tenniink az @, (@, + @, Y2, \Jo,®,, stb. paraméterek egyikére.
Hatarozza meg ezt a sdvszélességet a 10. feladat (a) és (b) szerinti jeleire.

Mutassa meg, ebben az esetben mindkét sivszélesség ugyanigy fligg az «
paramétertdl, ha 0 =0,1¢és 7=0,1.

*F-15. Legyen x(f) egy valos értékii, paros FI jel, amelyre x(0)>x(f) és X (j 0)2 X(j o)
érvényes. Definidljunk egy A, jelszélességet s egy Aw, savszélességet a kovetkezd
médon (feltételezziik, hogy az integralok léteznek):
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1 % |
Aty =m—£x(t)dt , Ao, =_)_((T(55V£X(J w)dw.

Igazolja, hogy 4¢,- 4w, =27, vagyis minél nagyobb a jelszélesség, annal kisebb
a shvszélesség és viszont. Mas értelmezéssel mar jutottunk hasonld eredményre.

F-16. A folytonos idejii, linearis fazist aluldtereszt6 atviteli karakterisztikdjanak egy
kozelitése (v6. 3.2-2.2. pont, 2. példa)

H(jo)=K(@)e?**; K(0)=0,

a)[>.(2; r>0.

(a) Mutassa meg, hogy a h(f) impulzusvilasz szimmetrikus a 7=7 egyenesre.

Milyen kovetkeztetés vonhat6 le ebbdl?

*(b) Mutassa meg, hogy a rendszer helyettesithetd kiilonbozd késleltetési ideji,
linedris fazist, idedlis aluldteresztGk parhuzamos kapcsoldsaval! (Utmutatas. Allitsa el6 az
amplitadé-karakterisztikat Fourier-sor alakjaban!)

F-17. Egy FI, linearis fazish idedlis alulateresztd (3.2-2.1. pont, 2. példa) jellemz6i 2 és
7, gerjesztése u(t)= Asinw,t/ wt, @, > 0.
Hatarozza meg a valasz y(f) idofiiggvényét!

F-18. Egy FI rendszer gerjesztés-valasz kapcsolata (csiszg atlagot képezd rendszer)
T
W)=~ Jult)ar, T>0.
TI—T
Hatdrozza meg a rendszer atviteli karakterisztikdjat!

F-19. Egy FI kauzalis rendszer 4tviteli karakterisztikdjanak adott (@) a valds része, illetve
(b) a képzetes része:

@) RAHGo)=221, (5) cm{i(iolf= 102

Hatérozza meg elemi megfontolassal a rendszer impulzusvalaszat! Sziikséges-e
kikétni, hogy a rendszer kauzalis vagy gerjesztés-valasz stabilis legyen?

F-20. A folytonos idejii u(r) gerjesztd jel savkorlatozott (2 savkorlattal. A rendszer
atviteli karakterisztikajat az |a)} < {2 intervallumban Fourier-soraval irjuk le:

H(j a))=inC el17 2

g=—

Fejezze ki a rendszer y(7) valaszanak y(p 7 /£2), p € Z mintéit!

*F-21. A Paley—Wiener-kritérium felhasznalisdval igazolja a kovetkezd két llitast.

(a) Egy véges energidju FI jel nem lehet sidvkorlatozott is és id8korlatozott is.

(b) Egy alulateresztd tipust, négyzetesen integralhaté amplitidé-karakterisztikaju
FI rendszerre igaz, hogy K(w)— Ce™®' ', & — w, Egy ilyen rendszer csak n<1 esetén
lehet kauzalis. (Ezért nem kauzalis a Gauss-sziir, amelyre n =2.)
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F-22. Egy uc(t) FI jel savkorlatozott £2 savkorlattal. E jel 7 =x/£2 id6kozonként vett
mintéi altal meghatérozott u,[k]=u.(kT) DI jel egy H b (ej‘g) atviteli karakterisztikaju DI
rendszer gerjesztése.

Fejezze ki a DI rendszer yD[k] vélaszanak kifejezését az Uc(jw) spektrum

ismeretében!

*F-23. Jelolje a linedris fazisu idedlis FI alulatereszt6 atviteli karakterisztikajat
H(jo)={elo+2)-elo-2)e ' ,r20

és jelolje impulzusvélaszat &, (¢).
Rendeljiink ehhez egy h(t):g(t) h (¢) impulzusvalaszt!
Kauzélis-e €s gerjesztés-valasz stabilis-e a A(f) impulzusvalaszi rendszer?

*F-24. Oldja meg az el6z6 feladatot, ha
| 2, ||

H . - —jwr’
jo)=e 2 0

w|<2; H, (jo)= e, 0 <|w|< 2y

é H,(jw)=0,0, <|w|<o. Ez a linedris fizisi idedlis aluliteresztd egy folytonos
fliggvénnyel torténd kozelitése.
*F-25. A savkorlatozott FI differenciator atviteli karakterisztikaja

Hjo)=jo, [a)l<.(2; H(jw)=0, Ia)|>[2.

Hatarozza meg e rendszer impulzusvalaszat! Kauzilis-e és gerjesztés-valasz
stabilis-e ez a rendszer?

3.2-2.M. Megoldisok
M-1. Mindkét modszerrel azt kapjuk, hogy

. A+(B-Ab)e”’
DI: Y(e”):c(I_Ze(ﬁw)(l_):e_ﬁ); bl<1,|d <.

i\ (BrAB)+jAda
FI: Y(JG))—C—————(IB+jw)(}/+jw), £>0,7>0.

Ha az egyenl6tlenségek nincsenek kielégitve, akkor az eredmény nem érvényes, mivel
ekkor vagy a rendszer nem GV stabilis, vagy a gerjesztés nem abszolut §sszegezhetd
illetve abszolut integralhatd.

*M-2. (a) Ha példaul |b|<1,c=1 illetve ha S <0,y =0, akkor mindkét modon

Cvfais) A+B—Ab A+(B-4b)e?’ |
DI: ¥(ef )_C{;z' s 5(3)+(1—e‘j3)(1—be‘j‘9)}’ r<8<rx.
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FI: Y(ja))=C{7rB+ﬂA'B S(w)+ (“:;(’;ﬁf)‘"}

(b) Ha az impulzusvalasz és a gerjesztés egyarant tartalmaz allando Osszetevit,
akkor a feladatot nem tudjuk megoldani, mert az y egy Mk illetve M ¢ dsszetevit

tartalmaz, amelynek Fourier-transzformaltjat nem értelmeztiik. A frekvenciatartomanyban
formalisan [5(3)]2 illetve [5(0))}z Osszetev) adodik, amelynek jelentése tisztazasra szorul.

M-3. Az ¥ ( ) nevezdje (1 -Ae? )2 ,JA[<1 tényezét, illetve az Y(jw) nevezdje
(jo-AY,R{1} <0 tényezdt tartalmaz.

M-4. A H = {h} szdmitéséval

cos p—acos(p-@)e™’

1-2acos@e P+ a2’

H{g*)=4

(a cos p + 2sin p)+cos p(jo)
a*+ 2 +2a(jo)r(jo)

H(jo)=4

*M-5. A32-1 F.9(a) felhasznalasaval belathatd, hogy
Hk)={elk]-1}2* =27 [k +1]-22 6l + 2]~...;  h(e)={et)-1}e*".
Ezek a rendszerek nem kauzalisak, nevezik antikauzélisnak is &ket. A javasolt

eljaras nem helyes.

M-6. Ha @%n{H }=0,akkor h paros jel (3.2-1.4. pont), ezért a ,nem” valasz latszik
helyesnek. Az &7 {4 6[k]}= 4 illetve az F{AS(t)}=A4 Gsszefiiggések mutatiak, hogy
az y = A u explicit gerjesztés-valasz kapcsolatl, tehat memoriamentes rendszer kauzalis
és mégis valds atviteli karakterisztikajul.

M-7. Ismert ¢sszefiiggések felhasznalasaval adédik, hogy

— -8
(a) ¥(e'*)= = 2pel peolgl s 2=09c0s 6.

Ha @ =7/2, akkor o, =9,53 és o,=0; =90,75>0,.
@) r (e’s)— 1-pe?® p=09cos® = ylk]=6lk]-p sk -1].
Ha @ =x/2, akkor o, =9,53 és o, =1<0,.

M-8. Hasznalja fel, hogy Hye=1-H,, és F " {1}=6[k] illetve &7 {1}=45(r).

h[k]=5[k]-i%:—;’); h(t)z‘s(t)_%%(:)r)'

Sem a DI, sem a FI rendszer nem kauzalis és nem GV stabilis.
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M-9. Hasznalja fel, hogy J x cos x dx = (cos ax — ax sin ax) /a® . Ezzel

h( )= sinw ¢ cosw,t ~cosm,t
mt (@, - o)

A rendszer nem kauzalis. 7(0) = (w,—@,)/ 27 véges érték.

M-10. A spektrumokat korabban mar meghataroztuk.

1 1
(a) ®=0, a)zzAw:aN/;—lza—\/;—; 4a| _, Sa
() o =0, w2=Aw=a1’;_17—1zaé; 4a| _, =995¢a.

Ez a jel nem folytonos, savszélessége nagyobb az €l6z6 jel savszélességénél.
(c) Az eredmények megegyeznek az (a) szerinti eredményekkel.

(&) Maximum van az ® =& helyen. Révid szamoldssal: o, ,= {1 tVl-o? }a/ ag;
Ao=2aVNl-c’lo=2alo, 40| _, =199a.

() =0, ®,=do=2anl/c), 40| _, =303a.

M-11. Parseval tétele énelmében.

E =— ﬂx(m) dw, A4E, =— ﬂX o) do.
—Aw
()—E—= {arctgwf——+,/ail 0'5}~—arctg‘/‘ 0,986.
T
2
(b)AE— arctg 1-o zzarctgl=0,936.
b4 c

A (a) esetben az energia valamivel nagyobb része esik a savszélességbe.
M-12. A jel spektruma

x(jo)= 2

(@+jo) +2* =(a2 +2' -0 )+j2a0’

Az |X(jo) maximuma a>2 esetén az =0 helyen, egyébként az o =v2F -’
helyen van.

(@) =0, 0,=40=6,482. (b) 0,=0, », =A»=4,4622.

) =0, 0,=40=1,7302. (d) ©,=0892, ©,=1,09 2, A0=0,2002.

Minél kisebb «/f2, annal jobban hasonlit x(t) egy belépd szinuszos jelre,
amelynek savszélessége nulla. Ez fejezddik ki az egyre csokkend savszélességekben.
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M-13. Helyettesitse a spektrumot a burkolgjaval! Alabb sinc & =sin &¢.

(a) X(jow)=2TsincwT; @ =0, o,= Aa)——l—
aoT
1

() X(jw)=2Tsincw T e °"; =0, w,= Ao =—.
oT

2
() X(jw)=T(sinc—a)2—T) ; @=0, wz=Aa)=~\7_j-7.

2
(d) X(ja))=ja)T2 sincw—T) ; lzﬁ, a)zz——2’76, Aa):gl.
2 ol oT oT

Az utolsé eredmény numerikus szamitast igényel.

M-14. Az integralok szAmitdsa nem okoz nehézséget. Mindkét jel spektruméra @, =0 a

logikus valasztas.
(a) Az u = Aw, / o mennyiségre a kivetkez6 transzcendens egyenlet adddik:

u x
= +arctgu:(1—77)—2—.

Ha n=0,1, akkor az egyenlet megoldasival Aw, =136« , vagy az F-10. szerinti 4o
sdvszélességgel kifejezve Adw, =0,45 Aw adddik.

(b)Aa)Ezatg(l-—q)%.Ha n=0,1, akkor Aw;=631a,vagy az F-10. szerinti

Aw savszélességgel kifejezve Aw; = 0,63 Aw adodik.

*M-15. A jel spektruma valds. Az @ =0, illetve a ¢ = 0 helyettesitést elvégezve

x(j0)= [xt)ar, x(o)=51;“]x(jw)dw

-0

Ezek szorzata a megadott eredményre vezet.
M-16. (a) Az impulzusvalasz kifejezése

2 2
L .[K(w)ej”’("’)da)=lJ'K(a))cosa)( ~7)dw.
2r 7y

Ebb6l lathat6, hogy ez ¢ —r paros fliggvénye, ami igazolandd volt. Ez azt jelenti, hogy a
rendszer biztosan nem kauzalis!

*b) Az [a)| < tartominyban értelmezett K(w) fliggvényt tekintsiik
periodikusnak 2 £2 periédushosszal. A Fourier-sor (komplex) egyiitthatéi

-1 Jj' -JW(Z’”“’)dwz—l—?K(m)cos[plan do
20 ol 2 .

Ezek ismeretében és a p,(w)=&{w + 2)— &(w — 2) jelslést hasznélva
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H(j@)= 3.C, palw)e >,

poso

A sor egyes tagjai idedlis alulateresztbket jellemeznek o, (az):— w (r ~px/ .Q)
linearis fazis-karakterisztikaval vagyis r, (w)=t-pr/w, p=0,+1,+2,... alland6
futasi id6 karakterisztikdval.

M-17. A gerjesztés w, savkorlatt, a valasz min(w,, £2) savkorlata. Ennek alapjan:

sinw,(t-7)
a’l( - )
0 sinQ2(t- )

Q<o )= A; 207

0, <02: y(t)=4

M-18. A gerjesztés-vélasz kapcsolat derivaltia T y'(t)=u(t)—ult—7).. Ebbél mar
kovetkezik, hogy H(j a)): {1 —eoT }/j »T=sin (a) T/2)e—jw/z_

M-19. Az impulzusvélasz paros, illetve paratlan Osszetevdjének kifejezése

(a) Ke)= 7 (e (H(j o)) = 7 {5 s 9} _ss()+seM

(8) H()= 7 {j@ﬁn{H(jw»}m%*{—im 6 }{gn}

3 ®w*+9

Mivel a rendszer kauzalis, ezért (a Dirac-impulzus 6sszetevot nem kell 2-vel szorozni!)

(a) A(r)=56()+10(t)e™,
() h()=a5()+102(r)e™,

ahol az 4 tényezd tetszéleges (nem hatdrozhaté meg). A kauzalitds kikotése nélkil a
feladat nem oldhaté meg. A GV stabilitast nem kell kikétniink, de racionalis atviteli
karakterisztika esetén a kauzalis rendszer GV stabilis.

M-20. A savkorlatozott gerjesztdjel idéfuggvénye, illetve spektruma

& 7 ) sin —kz/Q
u(t)=2ukg) .Q.((gt(ikﬂ/.()))’

k=—c0
U(i0) -5 pala) S K25 e+,

A sévkorlatozott valasz spektruma Y (j a)) =H(j a))U ( jw), vagyis

¥(jo) ——pg Zy[r—] rmelf=
igre 7 < 4 —ikzo
:{q;ol-[fe” m} {5 Pa (a))k;wu(ka)e it ’”}.

A jobb oldalon csak az » =k — g, vagyis a ¢ = k — r sorszamuak veenddk figyelembe, igy



288 3. Analizis a frekvenciatartomanyban

V4 — . T
r—\=> H  uk—|, reZ.
g ( o) P ( 0)
E konvolicids tipusi dsszeg szamitdsahoz csak a gerjesztés mintait kell ismerniink.

*M-21. (a) Tételezziik fel, hogy létezik egy veéges energidji savkorlatozott ¢s
id6korlatozott jel. Az idékorlatozott jelleg miatt erre a jelre és késeltetett megfelel6jére is
alkalmazhat6 a Paley—Wiener-kritérium. A két jel amplitido-spektruma megegyezik, de
fazis-spektruma kiilénb6z8, ami ellentmond a kritériumnak.

(h)Ha ®—o, akkor [nK(w)-(w/Q),nK(w)/o’> o™ /2", Ennek

integralja n > 1 esetén nem konvergens.

M-22. A DI jel spektralis alakja

1% 6\ ke 1 % ()
uD[k]zuC(kT)zz;‘:LUC(Ja))e”‘ wa=E[—T”UC(J?Je’”d3.
Ebbd] lathat6, hogy T U (e' = U (j 9T). Ebbsl kovetkezden
Ll () skaa. LT (e o i
yD[k]——Z—I;iHD(eJ )?UC(J?je"g dS—EA}[HD(e‘ VU (jo)e* do.
*M-23. A 3.2-2.2. pont 2. példajabol kivetkezoen h(t):g g(z)“’;z—(é(’:)i). A rendszer
V(4 -7
kauzélis, de nem GV stabilis, noha lim 4(¢)=0.
*M-24. Az impulzusvélasz
1 y jo(t-z) % Qz —w joft-7)
h(t)=—Re J‘eJ dw+ I——el do =
T ; 552 -0
_cost-cos2,t _ 2, +0 sin((2,+2)1/2) sin (2, -2,)1/2)
7(02,-2) 2z (@Q+2)2 (2,-2)/2

Ha 2, — (,, akkor A,(¢) az el6z6 feladatbeli 4,(¢) impulzusvalaszhoz tart, amint lennie
is kell. A hf{t)=¢lt)h,(¢) impulzusvalaszi rendszer kauzalis és GV stabilis, mivel
h(t)~1/¢, ha t > .

*M-25. Akdr inverz Fourier-transzformacidval, akar a linedris fazist idealis alulateresztd
impulzusvélaszanak differencialasaval

’

h(t):_thoth—stt:Q{sm!)t}.

7t x| 0t

Az impulzusvélasz természetesen paratlan fliggvény. A rendszer nem kauzalis és nem GV
stabilis.
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Egy rendszer reprezentdfhaté hdfdzattal is (1.3. fejezet). Ebben a fejezetben linearis,
invarians jelfolyam haldzatokra szoritkozunk, amelyek linearis, invaridns, kauzjlis (és
folytonos idejit esctben: differencialis) rendszereket reprezentélnak. Célunk a halszat 4ltal
reprezentalt rendszer atviteli karakterisztikdjdnak meghatirozdsa vagy ennek rogzitett
frekvencidn felvett értékének (vagyis az atviteli egyiitthatonak) a szamitésa.

A feladat megoldasanak harom kiil6nbdz9 modszerét fogjuk targyalni.

Az elsé moédszer szerint meghatirozzuk a halozat altal reprezentalt rendszer
valamilyen idGtartomanybeli lefrdsat (impulzusvalasz, rendszeregyenlet, dllapotvaltozés
leiras), amint a 2.4. fejezetben lattuk. Ebbol az atviteli karakterisztika a 3.1, &s 3.2.
fejezetben (3.1-1.4. 3.1-1.5. és 3.2-2.2. pont) targyalt médon mar meghatarozhatd,

A masodik modszer alkalmazdsa sordn a héilozatanalizist a komplex
frekvenciatartomdnyban végezziik el, majd (a stabilitds ellenSrzése utin) valtozdcserével
kapjuk az atviteli karakterisztikat. Ezt a nagyon hatékony modszert a 4.3 fejezetben fogjuk
targyalni. Ott foglalkozunk az inverz feladattal, vagyis olyan jelfolyam halozat
el6allitisaval, amelynek adott az atviteli karakterisztikja vagy az atviteli fliggvénye. Ezt a
feladatot mar most is targyalhatnink, de az ismétlés elkeriilése érdekében késébbre
halasztjuk. Aki a 4. részt is at kivanja tanulméanyozni, az a 3.3. fejezetet ki is hagyhatja.

A harmadik moédszer alkalmazasakor a hdldzati egyenleteket kozvetleniil a
frekvenciatartoményban irjuk fel. Megoldasuk szolgaltatja az atviteli karakterisztikat vagy
az atviteli egylitthatot. Ezt a modszert részletezziik ebben a fejezetben. Ez a modszer
elsésorban akkor lehet célszerii, ha az atviteli egyiitthatét akarjuk meghatarozni egy vagy
néhany frekvencidn. Az igy ad6do eredmény azonban csak akkor szolgéltatja az atviteli
karakterisztikat vagy az atviteli egyiitthatot, ha a rendszer GV stabilis, ami eldzetes
stabilitasvizsgalatot igényel. A kovetkezd fejezetben latni fogjuk, hogy a
stabilitdsvizsgalat az dtviteli karakterisztika alapjan is elvégezhetd, de az 4tviteli
egylitthatd (egy komplex érték) ismeretében nem tudjuk elddnteni, hogy az értelmes
eredményt jelent-e, ‘

A 3.3-1. szakaszban a jelfolyam hélozatok frekvenciatartomanybeli altalanos
torvényeit targyaljuk. Itt értelmezzitk az elemi komponensek karakterisztikdjdnak és az
sszekapcsolasi kényszereket kifejezé egyenletek frekvenciatartomanybeli alakjat.

A 3.3-2. szakaszban a halozategyenletek megoldésaval, konkrétan a haldzat altal
reprezentalt rendszer 4tviteli karakterisztikdjanak vagy Aatviteli egyiitthatdjanak
szamitdsaval foglalkozunk.
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3.3-1. Altal4nos torvények
3.3-1.1. Elemi komponensek

A linearis, invaridns, kauzalis jelfolyam halézatok elemi komponenseit a 2.4-1.1. pontban
mar értelmeztik. Az idStartomanybeli karakterisztikdkbol mar kovetkeznek a
[frekvenciatartomdnybeli karakterisztikdk. Ezeket két médon is eldéllithatjuk: vagy a
szinuszos gerjesztéshez tartozo szinuszos valasz meghatarozasival, vagy pedig az
idbtartomanybeli karakterisztika Fourier-transzformaltjanak képzésével. Az elsé
modszerrel vagy az atviteli egyiitthatét kapjuk meg (ekkor a frekvencidt adottnak
tekintjiik), vagy az atviteli karakterisztikat (ekkor a frekvenciat paraméterként kezeljiik).

Négy elemi komponenst értelmeztiink. A bemeneti valtozd jele p, a kimeneti
valtozd jele g. A (24-1) értelmében az elemi komponensek iddtartomanybeli
karakterisztikaja:

DI komponens: F1 komponens:
forras qlk] = ulk] q(0) = u(?)
nyel6 plk} = ylk] p()=y(®
erdsitd qlk]l = K plk] q(H) =K p(9 3.3-1)

DI késleltetd qlk] = plk-1] _—
t
FI integrator — q(t)= j p()dr

Mint eddig is: u jel6li az adott gerjesztést, y jeloli a keresett valaszt.
Jelolje az i-edik forrds frekvenciatartomanybeli valtozojat U, . Ennek jelentése a
rogzitett frekvencian vagy a frekvenciat valtozoként kezelve

DI:  u[k]=% T} vagy wlkl=7" U, )},

F u()=% 0o} vagy u(0)=" U, (jo)}. (33-2)

Az i-edik nyeld frekvenciatartomanybeli valtozéjat jelolje Y,. Ez a keresett
mennyiség. Ertelmezése a (2) szerintivel analog.
Az i-edik erdsitd erésitését jelolje K,; frekvenciatartomanybeli bemeneti

valtozdjat jelolje P, kimeneti valtozojat jelolje Q,, ezek ismeretlenek. Kapcsolatuk az
id6tartomanybeli karakterisztika értelmében

erésitd: Q, =K, P,. (3.3-3)

Részletesebben: rogzitett frekvencidan O, =K, P

DI illetve FI esetben Q,.(ejs)zK,.P;(ejg) illetve Q,(jw)=K,P(jw). Ugyanigy
értelmezhetdk a tovabbi egyenletek is, de azoknak csak a (3) rovid alakjat adjuk meg.

Az i-edik DI késleltetd frekvenciatartomanybeli bemeneti, illetve kimenti
valtozojat jelolje egyelére P, illetve (,. Ezek ismeretlenek, kapcsolatuk az

i

idotartomanybeli karakterisztika értelmében

mig a frekvencia fliggvényében

DI késleltets: Q,=¢ *P = P=e°Q,. (3.3-4)



3.3. Hélézatanalizis a frekvenciatartoméanyban 291

A FI integrator karakterisztikdjanak meghatirozdsa mindkét felfogasban
koriilményes. Ezt megkeriilhetjiik, ha az idStartomanybeli karakterisztika idé szerinti
derivaltjat képezziik. Ekkor az id6fliggvények és transzformaltjuk kapcsolata

Flintegrator: g/=p, joQ =P. (3.3-5)

Ez az eljaras jogosult, ha az integratort tartalmaz6 haldzat stabilis.
Az egyszeriiség és az egyOntetiiség érdekében jarjunk el a kovetkezdképpen.
Jelolje az i-edik DI késleltetd illetve Fl integrdtor frekvenciatartoméanybeli
kimeneti vdltozéjdt X, akkor az ismeretlen bemeneti valtozd frekvenciatartomanybeli

kifejezése DI késleltet6 eseténe’” X, , mig FI integrator esetén jow X, :

DI késlelteté: ¢’ X, = X, ; Flintegrator: jo X, = X,. (3.3-6)

A DI késleltetd frekvenciatartoménybeli karakterisztikajat ugy is felirhatjuk, hogy
bemeneti valtozojara példaul a V; jelet alkalmazzuk, ekkor kimeneti véltozéja eV,

vagyis (6) helyére 7, =e*V, frand6. Az els6 modszer alkalmazdsakor az 4tviteli

karakterisztika €'’ hatvanyait, a masodik médszer alkalmazasakor e* hatvanyait fogja
tartalmazni.

Forrassal és nyel6vel kiegészitve az erdsité €s a DI késleltetd stabilis rendszernek,
a FI integrator nem stabilis rendszernek tekinthetd.

A tovébbiakban P; tobbnyire az i-edik erdsitd frekvenciatartomanybeli bemeneti
valtozojat jeloli, esetleg valamilyen nem elemi komponens frekvenciatartomanybeli
bemeneti valtozdjat.

A halézategyenletek felirasa sordn az 1. dbran lathaté modon csak a kovetkezd
valtozokat alkalmazzuk: U,, P, X,,Y,. Mivel tobbnyire csak egy-gerjesztésii, egy-
valaszu rendszert reprezentalo haldzatot vizsgalunk, ezért az U és Y jelolés elegends. A P,
valtozoknak csak egy részét (esetleg egyet sem) vezetiink be, tehat tobbnyire elegend6 az
U, Yés X, valtozdk alkalmazasa, amint a példak sordn latni fogjuk.

U P KP, X — X ¥,
D— = 2Bk —3D
K, XX
P P,
_’___“.....___.}

3.3-1. abra A linearis jelfolyam hélézat elemi komponensei €és frekvenciatartoménybeli karakterisztikéjuk:
forras, erdsit6 (erdsitd 1 erositéssel), DI késleltetd vagy FI integrétor és nyel6

A rogzitett frekvencian értelmezett komplex amplitidokra vonatkozd
karakterisztikdk és a frekvencia fliggvényeként értelmezett spektrumokra vonatkozo
karakterisztikak formailag megegyeznek. A tényleges szamitds soran természetesen mas a
helyzet attél fiiggben, hogy & illetve @ adott valds értéket (és ennek megfeleiden e/’
komplex illetve jo képzetes szdmot) jelent, vagy 4 illetve @ valds valtozot jelent és
ennek megfeleléen a frekvenciatartomanybeli valtozok e valds valtozd komplex értékil
fuggvényei.
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3.3-1.2. Osszekapcsolasi szabalyok és kényszerek

Az 0Osszekapcsolasi szabalyokat, valamint az osszekapcsolasbdl a valtozdkra adodo
kényszereket az id6tartomanyban mar megfogalmaztuk (2.4-1.2. pont). Ezek a frekvencia-
tartomanyban formaélisan valtozatlanok maradnak: minden idSéfliggvényt a megfelel
komplex amplitidoval vagy spektrummal kell helyettesiteniink. Emlékeztetéul:

dsszegezd csomdpont: az egyetlen ¥, P, e’ X, illetve jwX, jelii, a csom6pontbol
kilépd véltozé megegyezik az U , K, P, X, jeli, a csomépontba belépd valtozdk
Osszegével;

szétagazé csomdpont.: valamennyi ¥, P,e’® X, illetve joX, jeli, a csomépontbol

kilépé (kimeneti tipusi) valtozd megegyezik az egyetlen U,, K P, X, jell, a
csomopontba belépd (bemeneti tipust) valtozdval.

Példa A 2. ibran lathat6 FI halézatra vonatkozo 6sszekapesolasi kényszerek:
szétagaz6 csomdpontok:

R=X,, Pb=X,, B=F, F,=X,, B=X,,jo X,=F, joX,=X,;

Osszegez6 csomdpontok:

P=P,+U, P,=-aPB-a,P,, B=b,P+hF,, Y=b,P+F.

3.3-2. dbra Egyszeri FI jelfolyam hél6zat frekvenciatartomanybeli véltozoi

A gyakorlatban nem vezetiink be ennyi ismeretlent és ennek megfeleléen nincs
sziikség ennyi egyenletre sem. Itt csak azt akartuk illusztralni, hogy a 11 bevezetett
ismeretlenre (az 5+3 =8 erbsitd bementi valtozdja, a két integrator kimeneti véltozoja és
1 valasz) éppen 11 linedris algebrai egyenletet tudtunk felirni. Ami a konkrét hal6zatot
illeti: a két felsé Osszegezd csomopontot is és a két alsé Osszegezd csomépontot is
Gsszevonhatjuk egyetlen dsszegez6 csomépontba (a B, és a P, viltozd feleslegessé valik).
A kovetkezd szakaszban latni fogjuk, hogy a szamitas tobbnyire még egyszeriibbé tehetd.

A példa FI halézatra vonatkozott. Ha DI halézatrél lenne szd, akkor jo helyére ¢'*
irando, egyébként az egyenletek azonosak. Kicsit bonyolultabb lenne a helyzet, ha a DI
esetben a késleltet6knek nem a kimeneti, hanem a bementi valtozéjat alkalmaztuk volna. #
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*3.3-1.3. Altaldnosabb komponensek

Az eléz6 pontban olyan hélézatokrdl volt szd, amelyek legfeljebb egy bemeneti és
legfeljebb egy kimeneti valtozdval biré elemi komponensek Osszekapesolasabol allnak.
Az altalanositas két irdnyban lehetséges.

Valamely P, bemeneti €s O, kimeneti valtozoval biré dsszetett (azaz nem elemi)
linearis, invarians komponens a frekvenciatartomanyban

Q=W F (33-7)

karakterisztikaval jellemezhetd. Rogzitett frekvencia esetén W, egy komplex mennyiség,
ekkor az elemi komponens megkiilonboztetés csak fogalmi és nem szamitistechnikai.
Altaldnosan W,.(ej 9) illetve #,(jw) a korfrekvencia egy komplex értékii fiiggvénye. Az
elemi komponensek karakterisztikaja ennek speciélis esete, példaul az erdsitbre W, =K,

A W, értéket (a W, fliggvényt) vagy az objektum alapjin hatdrozzuk meg akar
fizikai ~megfontolasok akdr mérési eredmények alapjdn (ez nem targya
vizsgalodasainknak) vagy elemi komponensek 6sszekapcesolasdbol 4allé részhaldzattal
modellezziik. Az utdbbi esetben W, szamitisa ugyanugy torténhet, mint a rendszer atviteli
karakterisztikdjdnak vagy egyttthatdjanak szamitasa (1. a kovetkezd szakaszt). Néhany
egyszer(i példa lathato a 3. abran. Az ott megadott dsszefliggések ellendrzését az Olvasora
bizzuk, ezek a héalozategyenletek felirdsa és megoldasa alapjan akar fejben is
elvégezhetok. El6fordulhat, hogy az dbran megadott szabalyok ismételt alkalmazasaval
sikerlil a hdlézatot annyira egyszeriisiteni, hogy csak a gerjesztés (a forras) és a valasz (a
nyeld) marad, a komponens pedig a vizsgalt rendszer.

Az altalanositott komponens fogalma mutatja, hogy a rendszer és a halozat kozotti
kiilonbség nem igazan jelentds, mint azt eddig is lattuk

W =Ke?
1

W=k W=KK-K/jw)

(a) (b) ©

3.3-3. 4bra Két elemi komponens helyettesitése egyetlen altalanositott vagy elemi komponenssel:
(a) kaszkad (més néven: soros) kapcsolas; (b) parhuzamos kapcsolds; (c) visszacsatolt struktira

W =K /(1-Ke™*)

Az altalanositds masodik lehet6ségét a 2.4-3.1. pontban mér targyaltuk. Egy n,
szdmG bemeneti és n, szami kimeneti véltozoés linedris, invarians komponens
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helyettesithetd n, xn, szamu, egy bemeneti és egy kimeneti véltozés komponens

Osszekapcesolasaval. A frekvenciatartomédnybeli karakterisztika
O,=>W,Pi=12..,n,. (3.3-8)
r=1

AW,

ir

Utobbi esetben #,, rendszerint e illetve jo racionalis fliggvénye.

mennyiségek lehetnek 4llandé komplex értékek vagy a frekvencia fliggvényei.

A tovabbiakban ezért csak egy bemeneti és egy kimeneti valtozds linedris
komponensekkel foglakozunk.

Erdemes megemliteni, hogy mig az idétartomanyban idSben valtozo erdsitések
esetére sem jelent nehézséget az halozategyenletek elballitdsa (a megoldas természetesen
bonyolultabb), ez az altaldnositds a frekvenciatartomanyban bonyodalmakra vezet.

3.3-1.F. Feladatek

F-1. Tekintsen egy K er6sitésii DI illetve FI ersitét.
Igaz-e, hogy a kimeneti valtozd spektruma kifejezhetd a bemeneti valtozo
spektrumanak K-szorosaként?

F-2. Tekintsiink egy DI késleltet6t illetve egy FI integratort. A bemeneti véltozd
spektruma ismert.

Igaz-e, hogy a kimeneti valtozd spektruma kifejezhetd mint a bemeneti valtozd
spektrumanak és e’ illetve 1/j® szorzata?

F-3. Rajzolja fel a 2. dbran lathat6 halozatot ugy, hogy csak két Osszegezd csomdpontot
tartalmazzon! Irja fel a hdlézati egyenleteket tigy, hogy azokban csak az er§sit6k bemeneti
¢s a dinarmnikus komponensek kimeneti valtozoéi szerepeljenek!

*F-4. Cserélje fel az er8sit6 és a dinamikus komponens szerepét a 3. &bra alsé sordban és
hatarozza meg az Gsszetett komponens atviteli karakterisztikdjat!

*F-5. Helyettesitse a 3. dbra fels§ soraban a két erdsitdt két DI késleltetdvel illetve két FI
integratorral. Hatirozza meg az 6sszetett komponens atviteli karakterisztikajat!

*F-6. Egy két bemeneti és két kimeneti valtozds 6sszetett FI komponens (vagy rendszer)
karakterisztikja

i i K,jo )
0(jo)=kK, B(jw)+ —=—P(jw),
jo—-K,

. 1 . 1 .
Qz(.] ):[Kzl + —‘] Pl(l a’)“*' Kzz —‘Pz(J a’)‘
Jo Jo
Allitson el8 egy olyan kapcsolast, amely csak elemi komponenseket tartalmaz és a
megadott karakterisztikaval rendelkezik.
(Utmutatas. Hasznalja fel a 3. 4brdn megadott dsszefliggéseket!)
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3.3-1.M. Megoldisok

M-1. Igen, ha & {p} létezik. Ekkor o# {q} is létezik. Hallgat6lagosan feltételeztiik,
hogy K alland6. Ha az erdsités az id6t6l fligg, akkor az 4llitis nem igaz.

M-2. A DI esetben a kimeneti valtozé spektruma biztosan kifejezhetd igy, a FI esetben
azonban nem feltétleniil.
Ennek illusztraldsra legyen az integrator bementi valtozdja p(t): ] (t), P(j a)): 1.

A kimeneti véltozé ekkor q(t)=&(t) és ennek Fourier-transzforméltja — mint a 3.1-1.2.
pontban lattuk - nem P(jo) jw=1/jw, hanem még egy S(w) Osszetevét is tartalmaz.

Ennek az a magyardzata, hogy a DI késleltetd egy stabilis rendszer, a FI integrator
azonban nem az.

M-3. A szétagazé csomoépontokra vonatkozd hét véltozatlan egyenlet, tovabba a
P, =-aP,—a,P,+U, Y=bP+b P+b,P, egyenletek. Kilenc ismeretlen valtoz6
szerepel a kilenc egyenletben.

*M-4. Cseréljik fel K és e’ illetve jo szerepét. A W valtozatlan a kaszkad és a
parhuzamos kapcsolasra, mig a visszacsatolt strukturara
e’ 1

W(ejs)zl—Ke-ig YK’

*M-5. Kaszkad kapcsolas:

. . 1 1
wlel)=e?; Wjo)=—g=-—.
(e ) € (Ja)) (Ja))Z 0)2
Parhuzamos kapcsolas:
w(e®) =2¢7% W(jw)=-2.
jo
Visszacsatolt struktura:
; RS : l/jo —j@
wlei®)=— . =- ; Wljo)= J =@
) i—e?° 1 2sing’ o) 1-(1/jof o*+1

*M-6. A W), egy ersitdvel realizalhatd. A W,, egy visszacsatolt struktiirdval realizdthatd:
elérevezetd erbsitdvel, visszavezeté integratorral. A W, egy erSsitd és egy integrator
parhuzamos kapcsoldsaval realizdlhato. A W,, egy erGsité és egy integrator kaszkad
kapcsolasaval realizalhatd. E négy komponenst a maér latott moédon ugy kell
dsszekapcsolni, hogy W), és a W», étviteli karakterisztikajii komponens bemeneti valtozoja
a B legyen, a Wy, és a W,, atviteli karakterisztik4ju komponens bemeneti valtozoja a P,
legyen, tovabba a Q, valtozd a Wi és a W, atviteli karakterisztikdji komponens kimeneti
valtozdjanak az Osszege, a Q, valtozd a Wy és a W, atviteli karakterisztikajii komponens
kimeneti valtozdjanak az 6sszege legyen.

A 4., 5. és 6. feladattal kapcsolatban megjegyezziik, hogy egy halézati komponens
karakterisztikdjat szamitottuk. Eredményeink akkor alkalmazhatok, ha e komponensek
egy stabilis hdlézatba vannak dgyazva.
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3.3-2. Az atviteli karakterisztika szamitasa
3.3-2.1. Elemi megfontolasok

A halozat kapcsoldsi rajzanak ismeretében meg tudjuk hatdrozni a halézat &ltal
reprezentalt rendszer H Aatviteli karakterisztikdjat vagy atviteli egytitthatdjat. Egy
gerjesztésti, egy vélaszii rendszerre szoritkozunk, de az 4ltaldnositas kézenfekveo.

Fejezziik ki az §sszekapcsolasi kényszereket a frekvenciatartomanyban ugy, hogy
azokban szerepeljen az U gerjesztés, az Y valasz és sziikség szerint egyes DI késleltetok
illetve FI integratorok X; kimeneti valtozdja (ezek bemeneti valtozdja e'®X, illetve

jwX,), egyes erdsitdk P, bemeneti valtozoja (ezek kimeneti véltozdja K, F,). Utobbiakra

rendszerint egyaltalaban nincs sziikség. Ily modon annyi linedris egyenletet kapunk,
amennyi a bevezetett ismeretlen valtozok széma. A lineéris egyenletrendszer megoldasa
adja a H=Y/U é&tviteli karakterisztikdt vagy atviteli egyiitthatot. Egyszerii halézatokra
esetleg egyetlen egyenlet felirasa és megoldasa is elegendd lehet.

Ha a frekvenciatartomanybeli véltozokat a frekvencia fiiggvényeként kezeljilk,
akkor az dwviteli karakterisztikdt kapjuk. Ezt a kovetkezOkben egyszeri példakon
illusztralni fogjuk.

Ha a frekvenciat rogzitettnek tekintjitkk, akkor a véltozok ismeretlen komplex
szamok. Ekkor egy numerikus egyenletrendszert kell megoldanunk és eredményiil az
illet6 frekvencidra vonatkozd dtviteli egyiitthatét kapjuk. Gyakran csak erre van
sziikségiink (példaul szinuszos gerjesztéshez tartozd gerjesztett valasz szamitdsa sordn).
Mas esetekben véges szamu frekvencidra vonatkozé atviteli egyiitthaté szdmitdsara van
szitkségink (példaul Fourier-soraval adott periodikus gerjesztéshez tartozd gerjesztett
valasz szdmitasa soran). Ez a modszer felhasznalhatd az drviteli karakterisztika kozelité
szamitasara is, hiszen ha elég sok pontban ismerjiik értékét, akkor gyakorlatilag minden
pontban ismertnek tekinthets. A DI esetben egyszeriibb a helyzet, hiszen ekkor csak a
0 < 9 < 7 intervallumot kell vizsgalni. A FI esetben ki kell valahogyan jel6lni azt a
0<w £ w< w, intervallumot, amelybe esé frekvencidkra a szamitast elvégezziik.
Rendszerint az intervallumot egyenletesen célszerii beosztani, de lehet mas (példaul
logaritmikus) beosztas a célszerd.

Akarmilyen mdédon végezziik el a szdmitast, ne feledkezziink el arrdl, hogy annak
eredménye csak akkor jelenti az atviteli karakterisztikat vagy az atviteli egyiitthatét, ha a
hélézat GV stabilis rendszert reprezental.

1. példa Hatarozzuk meg annak a rendszernek az 4tviteli karakterisztikajat, amelynek egy
halézati reprezentacidja a 4. abran lathat6 (vo. 2.4-6. abra).

Az U és Y valtozon kiviil bevezettilkk az X; és X, valtozdt is. A tobbi valtozot
kifejeztitk a szétdgazd csomopontok és az erdsitések alapjan. Figyeljikk meg, hogy Y két
erdsitdnek bemeneti kimeneti valtozGja. A harom ismeretlen véltozora vonatkozd
egyenletrendszer az dsszegez6 csombpontok alapjan a FI esetben

joX,=—a,Y+b,U,
JoX,=X -a, Y+bU,
Y=X,+b, U.
Az egyenletrendszer megoldasaval (példaul X, majd X, kikiiszobolésével) kapjuk, hogy
— Y(J a)) by (J a))2+b1 (J w)+ b,

TG00 ia) ™ GoFra Go)ra,
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3.3-4. dbra Az atviteli karakterisztika szamitdsa valamennyi X ; véltozé bevezetésével

A DI esetben jo helyére &* irando.
Kordbbi vizsgalataink szerint ez az eredmény helyes, de csak akkor tekinthetd
dtviteli karakterisztikdnak, ha az g, és a, egyiitthatok eleget tesznek a stabilitasi

kovetelményeknek (példaul a F1 esetben mindkettd pozitiv).

Ha a4, és a, numerikusan adott és az atviteli egylitthat6t egyetlen frekvencian
akarjuk szadmitani, akkor a numerikus megoldas érdekében legyen U =1 és ekkor ¥ = H,
amivel a megoldandd linedris egyenletrendszer matrixos alakban

jio 0 a[x] [b
-1 jo a||X, =1}
o -1 1)|H]| |5

Kiilonbozé o értékeket valasztva megkapjuk H értékét az illetd frekvencian, Ertelem
szerinti az eljards a DI esetben. Ne felejtsiik el, hogy numerikus eredményiink (példaul

o =12esetén H =3¢’ ) csak akkor fogadhatd el az 4tviteli egyiitthat6 értékének, ha

meggybzédtiink a halézat stabilitasardl, hiszen az eredménybdl ez nem kovetkeztethetd ki.
Ebben a specialis esetben egyetlen egyenlet felirasaval és megoldasaval is
megoldhato a feladat. Némi figyelemmel belathatd, hogy

Y'=b0U+,—l—{blU—alY+.—1~[b2U—a2Y]}.
jo jo

Rendezés utdn a mar megadott kifejezés adddik az atviteli karakterisztikdra. #

2. példa Hatérozzuk meg azon rendszer atviteli karakterisztikajat, amelynek egy hélézati
reprezentacidja az 5. dbran lathato (vo. 2.4-7. 4bra).

Most csak egyetlen X segédvaltozét vezettink be. A bal oldali dinamikus
komponens bemeneti valtozéjanak valamint a valasz kifejezése a FI esetben

(ja))zX:U_ (alja)+a2)X’
Y =[b, G +bjo+b,)x.
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Az egyenletrendszer megolddsaval ugyanaz az atviteli karakterisztika adddik, mint
az el6z0 példaban. Ebbdl kovetkezik, hogy a két halozat ugyanazt a rendszert reprezentilja
(vagy realizalja), mint azt kordbban mar megallapitottuk.

(by(jo)’X)

X
v —3-—->>
(jo)’X) . <

| lajora)X) (-axX)
R

3.3-5. abra Hal6zat atviteli karakterisztikdjdnak szamitdsa csak egy X véltoz6 bevezetésével

Ebben az esetben csak nehezen lehetne a feladatot egyetlen egyenlet felirdsara
redukalni. #

3.3-2.2. Regularitas és stabilitis

Ha a vizsgalt halézat regularis és stabilis, akkor az altala reprezentalt rendszer atviteli
karakterisztikdja értelmezett.

Az a célszer(l, ha haldzat regularitasrdl és stabilitasarél meggy6z6diink még az
atviteli karakterisztika szamitisa elott. A stabilitas eldontésében segit, ha a kovetkezd
részben targyalandd atviteli fliggvénybdl indulunk ki, de a regularitdés csak az
idétartomanybeli szamitds vagy a halézat vizsgilata (van-e memdriamentes hurok,
mekkora annak hurokerdsitése) alapjan déntheté el.

Ha a frekvenciatartomanyban felirt haldzategyenletek nem oldhatok meg az Y/U
valtozora minden frekvencian, akkor a halozat vagy nem regularis vagy nem stabilis. Az
Y/U szinguléris lehet azokon a frekvenciakon, amelyek 4,=¢’* alakban megadjak a DI

rendszer egyik egységsugari korre esé sajatértékét vagy A,= jw, alakban a FI rendszer

egyik képzetes tengelyre es§ sajatértékét. (Emlékezziink arra, hogy aszimptotikusan
stabilis DI rendszer rendszer-métrixanak sajatértékei az egységsugara koéron beliil,
aszimptotikusan stabilis FI rendszer rendszermatrixanak sajatértékei a képzetes tengelyt6l
balra helyezkednek el.)

Ha a halézati egyenletek megoldhatok az Y/U valtozora, akkor ez még nem
biztositéka annak, hogy Y/U a rendszer atviteli karakterisztikajat adja. Legyen példaul a 4.
vagy az 5. 4bran lathaté hilozatra b, =0,b,=0,b,=1,a,=0, tovabba a DI esetben
a,=-2, a FI esetben a=-1, akkor a formalis szamitds eredménye az el6z6 példak
értelmében

pr. M) 1 gy, M) U
Ule?) -2’ U(jo) jo-1
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Ezek a fliggvények értelmezettek 9 illetve o minden valds értékére, de nem tekinthetSk
atviteli karakterisztikdnak. Péld4ul inverz Fourier-transzformaéltjuk nem belépé jel, vagyis
e szerint a kauzalis komponensekbdl 4116 halézat nem kauzalis rendszert reprezental, ami
nyilvanvalé képtelenség. Valojaban a halozat altal reprezentalt rendszer impulzusvélasza
nem korlatos, ennek Fourier-transzformaltja — ha egyaltalaban 1étezik — semmiképpen sem
a fent megadott.

A halézat altal reprezentalt rendszer atviteli karakterisztikdjanak vagy atviteli
egylitthatojanak szamitdsa eldtt meg kell gy6z8dniink arrdl, hogy a halézat stabilis vagy
legalabb az éltala reprezentalt rendszer gerjesztés-valasz stabilis.

Ellenkez6 esetben a formalisan kapott eredmény értelmetlen.

Egyes esetekben fizikai megfontolasok alapjan elére tudjuk, hogy a rendszer vagy
a haldzat biztosan stabilis. Ez a helyzet példaul, ha a vizsgalt problémara értelmezett az
energia, és a rendszer a forrdsokon kiviill nem tartalmaz energia termelésére képes részt.
Ilyenkor mell6zhetjiik az eldzetes stabilitasvizsgalatot (példaul az allapotvaltozods lefras
vagy a rendszeregyenlet karakterisztikus egyenletének vizsgalatat). Ezek a megfontoldsok
azonban kiviil esnek kereteinken.

A szamitott Y/U héanyados nem regularis halozat esetén sem tekinthetd atviteli
karakterisztikanak. A 2.4-2.2. pontban példaval illusztraltuk, hogy formalis szidmitdssal
akkor is elé tudunk allitani egy explicit gerjesztés-valasz kapcsolatot, amikor a héaldzat
nem regularis.

Noha ezek az elfajuld esetek ritkan fordulnak eld, az atviteli karakterisztika
szamitasanak biztonsagos mddja az, ha a halézati reprezentaci6 alapjan el8szor eldallitjuk
a rendszer allapotvaltozds leirdsat, ellendrizziik az aszimptotikus stabilitast, majd a 4.2-
1.3. pontban targyalt médon ebbdl allitjuk el az tviteli karakterisztikdt vagy az atviteli
egylitthat6t.

3.3-2.F. Feladatok

F-1. Adott egy valds valtozos komplex fliggvény (az egyiitthatok valésak):

o\ by +b e e
a) Hlg")=-2— 2 .
~ (@) ( ) 1+qe™*
) B ¥ LR
() Hle)= 2P 5
’ e + 4,
Milyen feltételeket kell kielégiteni az ay és a b;, illetve az 4 és a B; egyiitthatéknak
ahhoz, hogy H egy DI rendszer atviteli karakterisztikaja lehessen?

F-2. Adott egy valds véltozds komplex fliggvény (az egyiitthatok valosak):

. bl .
([1) H(_][O)=b2(Jw) +bl_|a1+b0 ]
jo+a,
B, (ja))_z + B, (Ja) B +B,
1+ 4, (jo) '

() Hijo)=

Milyen feltételeket kell kielégiteni az ao €s a by, illetve az 4, és a B; egyiitthatoknak
ahhoz, hogy H egy FI rendszer atviteli karakterisztikéja lehessen?
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F-3. Egészitse ki az 5. dbrén lathato halézatot a struktira logikus tovabbfejlesztésével egy
harmadik késleltetdvel illetve integratorral és két tovabbi erdsitivel.

Lassa be, hogy ebben az esetben (s6t a tovabbfejlesztett halézatokra is) elegendd
egyetlen segédvaltozé bevezetése és két egyenlet felirdsa.

F-4. Oldja meg a 3.3-2.1. pont 2. példajat Ggy, hogy mindkét dinamikus komponens
kimeneti valtozo6jat bevezeti.

*F-5. Adott egy rendszer halozati reprezentacidja.
Allitsa el6 a rendszeregyenletet a frekvenciatartomanybeli analizis alapjan.
Alkalmazhatd ez az eljaras akkor is, ha a rendszer nem GV stabilis?

3.3-2.M. Megoldasok

M-1. A rendszer stabilitdsdnak biztositasara —1<a, <1 illetve —1< 4, <1. A b, egyiitt-
hatok tetszdlegesek, de B, =0.

M-2. A rendszer stabilitdsanak biztositisdra ag> 0 illetve 4;> 0 tovabba b, =0 illetve
B, = 0 o .

M-3. Jelolje az ,,utols6” kimeneti valtozot X, akkor a FI esetben
(i) X=U-|o, Go)+a, jo+a,] X,
Y=b, X+ [, (j0)'+ b, of+byjo X
Egy masik lehetdség: a bal oldali 8sszegez0 kimeneti valtozojat jelolje P, akkor
P=U-|a(io) "+ a(jo)*+q, (jo)’] P,
Y=+ b,(j0) '+ 5, o)+ b,(iw)*]P.

Természetesen mindkét médon a kitalalhaté harmadfokit atviteli karakterisztika adodik.
Ertelem szerinti az altaldnositott halézat vizsgédlata DI esetben, ezt nem
részletezziik.

M-4. Az X, X, és Y valtozékra 2+1 linedris egyenletet kapunk.

*M-S. Hatdrozzuk meg az atviteli karakterisztikat ¢s hasznéljuk fel a 3.1-1.4. pontbeli
kapcsolatot a rendszeregyenlet és az tviteli karakterisztika k6zott. Ez formalisan akkor is
felhasznéalhatd, ha a rendszer nem stabilis, noha az eldallitott frekvenciafiiggvény nem
tekinthetd atviteli karakterisztikanak. Ennek okat a komplex frekvenciatartomanybeli
leirasnal latni fogjuk.



