Bevezetés a szamitaselméletbe 1.
Zarthelyi feladatok — pontozasi atmutato
2010. oktober 21.

Altalanos alapelvek.

A pontozési atmutato célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az utmu-
taté minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt
részpontszamokat kozli. Az atmutatonak nem célja a feladatok teljes értékii megoldasanak részletes
leirésa; a leirt lépések egy maximalis pontszamot éré megoldas vazlatanak tekinthetdk.

Az utmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldonak, ha a kapcso-
16d6 gondolat egy attekinthets, vilagosan leirt és megindokolt megoldés egy lépéseként szerepel a
dolgozatban. Igy példaul az anyagban szerepld ismeretek, definiciok, tételek puszta lefrasa azok al-
kalmazéasa nélkiil nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban
valoban szerephez jut). Annak mérlegelése, hogy az itmutatoban feltiintetett pontszam a fentiek fi-
gyelembevételével a megoldonak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javito hataskore.

Részpontszam jar minden olyan Gtletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolat-
menet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldésa volna kaphat6. Az utmutatéban szerepl
részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az utmutatoban leirttol eltérs jo megoldas ter-
mészetesen maximalis pontot ér.

Minden feladat 10 pontot ér. Az elégséges hatara 24 pont. A vizsgajegybe a dolgozat pontszama
szamit bele, igy a dolgozatokra osztalyzatot nem adunk.

1. Atmegy-e az origon az a sik, amely parhuzamos az 5z — 4y + 3z = 9 egyenlett sikkal és amely
tartalmazza a P(1;5;5) pontot?
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A megadott sik (egy) norméalvektora n(5; —4; 3). ( )
Mivel a két sik parhuzamos, n a keresett siknak is normalvektora. (3 pont)
P és n alapjan a keresett sik egyenlete: 5z — 4y + 3z = 0. ( )
Az orig6 koordinatéi ezt kielégitik, igy az origd rajta van a sikon. ( )

2. Legyen V = R? a sikvektorok halmaza. Legyen V-n a @ mitvelet a sikvektorok hagyoményos
Osszeadasa; értelmezziik tovabba tetszéleges v € V és A € R esetén az © szorzast az alabbiak

szerint:
x N\ _ [ Ay
voly)=(30)
Vektorteret alkot-e V' az igy definialt & és © miiveletekkel?
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Példaul a v = ( (1] ) valasztassal 1 © v = 1 (5 pont)
Ez azt jelenti, hogy nem teljesiil a vektortér definiciojaban szerepl 1 © v = v axiéma, igy V nem
vektortér az @ és © miveletekkel. (5 pont)

A vektortér definicojaban szerepld axioméak kozill még A©® (p©wv) = (- ) © v sériil, a tobbi teljesiil.
Bar ezek ellenérzése kozvetleniil nem visz kozelebb a feladat megoldasahoz, mégis, a maradék hat
axioma helyes leellendrzéséért legfoljebb 3 pont adhaté. (Ez a pontszam tehat nem az axiomak
felsorolasaért jar, ez onmagaban az utmutato elején irtaknak megfeleléen nem ér pontot.)



3. Legyenek a, b, ¢ és d a (tetszbleges) V vektortér vektorai, amelyekre d € (a,b,c) és ¢ ¢ (a,b,d)
teljesiilnek. Dontsiik el, hogy az alabbi allitasokra melyik all fenn a kdvetkezs lehetGségek koziil:
(i) az allitas biztosan igaz;
(ii) az &llitas biztosan hamis;
(7ii) az allitas lehet igaz is és hamis is (V és a, b, ¢ és d valasztasatol fiiggden).

a) c € (a,d) b) d € (a,b) c) b€ (acd)

a) Az allitas biztosan hamis. Ugyanis ha ¢ € (a, d) igaz volna, akkor ¢ € (a, b, d) is teljesiilne (hiszen

ha ¢ = aa + dd, akkor ¢ = aa + 0d + 0 - b). (2 pont)
b) Az allitas biztosan igaz. Ugyanis d € (a, b, ¢) miatt tudjuk, hogy létezik a d = aa+ Sb+~yc lineéris
kombinacio. (1 pont)
Itt v = 0 kell teljesiiljon, ellenkezs esetben atrendezéssel ¢ = —%g — %l_) + %c_i adodna, vagyis ¢ €
(a, b, d) kovetkezne. (2 pont)
Ezért d = aa + (b, vagyis d € (a, b) valoban igaz. (1 pont)

c) Az allitas lehet igaz is és hamis is.

Legyen el6szor V' a szokasos (3 dimenzios) tér, legyen a, b és ¢ a harom tengelyiranyu egységvektor,
valamint legyen d = a. Ekkor d € (a, b, c) igaz (hiszen d = 1 - a). Tovabba ¢ ¢ (a,b,d) is teljesiil
(hiszen (a, b, d) elemei az a és b altal kifeszitett sik vektorai). Ebben az esetben a b € (a, ¢, d) allitas
hamis (mert (a, c, d) elemei az a és ¢ altal kifeszitett sik vektorai). (2 pont)
Masodszor legyen a, ¢ és d ugyanaz, mint a fenti példaban, de legyen b = a. Ekkor d € (a,b,c)
valtozatlanul igaz és ¢ ¢ (a, b, d) is megint teljesiil (mert (a, b, d) csak az a skalarszorosaibél all). Am
ebben az esetben a b € (a, ¢, d) allitdas mar igaz (hiszen b =1 a). (2 pont)

4. A t paraméter minden értékére dontsiik el, hogy létezik-e olyan y sorvektor, amelyre y - A = ¢
teljesiil, ahol az A matrix és a ¢ sorvektor az alabbiak. Ha létezik ilyen y, adjuk meg az Gsszeset!

5 03 2
0 8 7

A= 3 10 15 | c=(20 16 ¢ ).
5 -3 -7
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A matrixszorzas definicidja miatt y csak 4 hossza sorvektor lehet. (1 pont)
Az y = (Y1, Y2, Y3, ya) valtozokat bevezetve, ezekre az alabbi linearis egyenletrendszer adodik:
5 10 25 51 20
3 8 19 -3 |16 (1 pont)
2 7T 16 =7 |t
A Gauss-eliminéciot alkalmazva a kovetkezSket kapjuk:

1 2 5 1| 4 1 2 5 1] 4
0 2 4 —6/| 4 ~ o0 1 2 =3 2 (2 pont)
0 3 6 —9|t—8 00 0 0]|t—14

Ha t # 14, akkor ,tilos sort” kapunk, igy nincs megoldas (és igy a keresett y sem létezik). (2 pont)
Ha viszont ¢ = 14, akkor a harmadik sor elhagyhato és az eliminécié folytatasaval az alabbi redukalt
lépcsds alakot kapjuk:

1 0 1 710
( 0 1 2 -3 ‘ 2 ) (1 pont)
Igy a t = 14 esetben végtelen sok megoldés van: y = (—a—78;2—2a+38;0a;3), ahol o, 3 € R
tetszGleges valos paraméterek. (3 pont)

Ha valaki szamolési hibat vét, de egyébként a megoldés elvileg jo, az szamolési hibanként 1 pont
levonast jelentsen. Ha a széamolasi hiba kovetkeztében a megoldas konnyebbé valik, akkor sajnos
csak a fenti gondolatmenetnek lényegében megfeleltethetd részekért adhatoé pont. Ha egy megoldo
(akar helyes) szamolasokat végez (példaul egy ismeretlent kifejez, behelyettesit, stb.), de ezek a
szamitasok nem célratoréek, nem mutatjak egy helyes megoldas iranyat, azért csak nagyon kevés
pont (maximum 2-3) adhat6 az elvégzett munka hasznossagatol fiiggéen.



5. Legyen egy parallelepipedon egyik csiicsa az origd, az ezzel szomszédos harom cstcsa pedig
A(0;1;—2), B(1;1;5), illetve C(1;3; —1). Hatarozzuk meg a parallelepipedon térfogatét!
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A tanult tétel szerint az 071(0; 1;-2), O—B>(1; 1;5), 0—(5(1; 3; —1) vektorok altal kifeszitett parallele-
pipedon térfogata az alabbi determinans értéke (vagy annak abszolut értéke):

0o 1 =2
1 1 5 (3 pont)
1 3 -1
Gauss-eliminacioval szamolva a kévetkezket kapjuk:
0o 1 =2 1 1 ) 1 1 ) 1 1 )
1 1 5/=—-]0 1 -2|=—-]0 1 -2 |=—=|0 1 =2 |=2. (6pont)
1 3 -1 1 3 -1 0 2 —6 0 0 =2
Igy a parallelepipedon térfogata 2. (1 pont)

6. Legyen A egy 50 x 100-as (50 sort és 100 oszlopt) matrix. Tegyiik fel, hogy barhogyan is valasztjuk
a b € R vektort, mindig talalhato olyan z € R vektor, amelyre A -z = b. Hatarozzuk meg A
rangjat!
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Jelolje A oszlopait ay,...,a,0- A feladat allitdsa nem méas, mint hogy minden b € R kifejezhets
az aj, . .., 4y vektorokbol linearis kombinacioval, (1 pont)
vagyis hogy (a;,...,a,0) = R%. (2 pont)
Az anyagban szerepl§ tétel szerint r(A) = dim{a,, ..., a,y). lgy r(A) = dim R®. (3 pont)
Szintén ismert tény, hogy dim R" = n, (2 pont)
amibdl tehat r(A) = 50. (2 pont)
Masodik megoldas.

Jelolje A oszlopait ay,...,a,0- A feladat allitdsa nem méas, mint hogy minden b € R kifejezhets
az ay, ...,y vektorokbol linearis kombinacioval, (1 pont)
vagyis hogy a,,. .., a;y generdtorrendszer R*-ben. (2 pont)
R°-ben minden linearisan fiiggetlen rendszer legféljebb 50 elemt, hiszen ismert, hogy dim R = 50
(tehat van R*-ben 50 elemii generatorrendszer (s6t:bézis)). (1 pont)
Ezért ay, ..., a,y linearisan Osszefiiggd, igy valamelyik a; kifejezhetd a tobbibdl linearis kombinaci-
oval. Tehét ezt az a;-t elhagyva a maradék 99 vektor is generatorrendszer R*-ben. (1 pont)
A fenti 1épés még 49-szer megismételhets: mindaddig, amig a vektorok szama 50-nél tobb, valame-
lyik elhagyhato ugy, hogy tovabbra is generdtorrendszert kapjunk. (1 pont)

Végiil kapunk egy, az A 50 oszlopabol allo6 generatorrendszert. Ez viszont mar biztosan linearisan
fiiggetlen: ellenkezs esetben a fenti 1épés még egyszer megismételhets volna, kapnank R’-ben egy
49 elemii generatorrendszert, ami lehetetlen (ismét azért, mert minden generatorrendszer elemszama
legalabb akkora, mint barmely linearisan fiiggetlen rendszeré és R°’-ben barmely bazis 50 elemii
linearisan fiiggetlen rendszer). (1 pont)
Az oszloprang definiciojabol tehat r(A) > 50. (1 pont)
Azonban r(A) < 50 nyilvanvalo (hivatkozva vagy arra, hogy R®°-ben nem lehet 50-nél t6bb
linearisan fiiggetlen vektor, igy az (oszlop)rang legfoljebb 50, vagy pedig arra, hogy A 50 soru, igy
a (sor)rangja legfoljebb 50). (1 pont)
Tehat r(A) = 50. (1 pont)



