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1. el6adas

Differencialegyenletek

Fiy®™,y®=D, _y',y,x) =0 Implicit megadas
y™ = Fiy®D, y,x) Explicit megadds (F folytonos)
y' =F(,x)
Példa y' =a-y (a>0)
y;= a

fy;dt = [ adt
Inly|=a-t+c
|y| = e®t+e = e%t. ¢ = g%t . ¢, (c; > 0)
Bolzano-tétel > y = et + , (c; #0)
Ez az dltalanos megoldas.
Szingularis megoldas, ha F(yy,x) =0 Y =9
Ez az 6sszes megoldas.

Tegyik fel, hogy: u(t) is megoldas.

d u®) _ u'@)e* —u(t)ae _
E eat ezat -

y' = a -y miatt a szamlaléban 1évé u' (t) = u(t) - a. Ha ezt behelyettesitjiik, akkor a szamlélo, ezért az egész tért is O lesz.
Példa
Mennyi id6 alatt n6 duplajara a népesség?

_y(ta) _ Cetta = e (tz—ty)
y(t)  Ce®f

nz_ o ¢
a
C rogzitése
YO =k-et Partikularis megoldas
y(t) = 3,032 102 - ¢002:(t-1960)

Nagy "t" esetén elszall, nem ad a valésaghoz kozeli adatokat.

Korrigdlas:y' =a-y- (1 - %)
Linedris differencidlegyeneltek
Altalanos linearis egyenlet: A-x = b, ahol "A" linearis operator
Kell: "A" n-szer folyamatosan differencialhaté tere - folytonosak tere
Megoldasok: x, + KerAés A-xy = b
-Haymegoldds 2 A y=b>A-(y—x,)=Ay—A-xg=b—b=0
-Hay € KerA > A(xg+y)=A-xg+A-y=b>b (A-y=0)

Yia = Yip + Vns (ia: inhomogén altalanos, ip: inhomogén partikularis, ha: homogén altalanos)
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pl. LA-y=y'+f(x)y [y +f()y=b(x)]
24y =y"+f(0)y +9(x)y
Allandé egyiitthatds egy lineéris differencidlegyenlet, ha f(x), g(x), ...konstansok. Egyébként fiiggvényegyitthatés.
Allandé egyiitthatés differencialegyenlet
y®)+a-yt)=0 y-t e*t alakban keressik ~ y' = A-eft=1-y
0=2y®)+a yt)=yt)-(A+a) N=A1-2r-ert =22y

A=—-ajo>e %t

Yy 4q oy Dy ha oy fayy=0
y = e** alakban keressiik y® =)k .y
y-Mm+ap_1+-+a)=0 Karakterisztikus polinom (ami a zérdjelben van)
Tegyiil fel, hogy: A¥ egy m - k-szoros gyok. Ekkor:
{e’lk"‘,x ceMX |y e/lk"‘|k =1 m} alaprendszer
1. gyakorlat
"Iranymezg"
FiIx] >R

(x,y) = F(x,y)

Az y' = F(x,y) differencidlegyenlet (x,, yo) ponton athaladé megolddsa: az egy y: K — R
1.K €1, x € int(K)
2.y € Diff(K,R)
3.y(x0) = yo, Vx €K y'(x) = F(x,y(x))
Ezt partikuldris megoldasnak nevezik.
Altalanos megoldas: y(x, C) megadja az dsszes megoldast a "C" paramétertdl fliiggéen
Nem biztos, hogy ez az 6sszes megoldas. Lehet szingularis megoldas is.

Példa



y. <
9}5/\ ~ia meredekség

egyenes meredeksége — %, ami — ;‘—/ Ez 4ll az egyenlet jobb

/ AE oldalan. A meréleges nyilak egy kort rajzolnak ki, ezért a

‘é-k sejtésiin, hogy a megoldas alakja: x2 + y? = r?

S‘ Tudjuk, hogy egy "m" merekség(i egyenesre meréleges
3

X Ez az implicit altaldnos megoldas

Bizonyitas: 1. egyik irany: implicit derivalassal

x2 + (y(x))2 =72
2:x+2-y(x)-y'(x) =0

2'x+2-y-y'=0

;) 2X
Yy ="

2. masik irany:

g:x > x>+ (y(x))2

g =0
g==C
x2+y2=C
Szeparabilis differencidlegyenlet
, _ sinx
=
ay _ sinx
dx — y®
[ybdy = [sinxdx
y7—7 = —cosx + C Implicit 4ltaldnos megoldas

y=3Y=7-cosx+7-C Explicit 4ltaldnos megoldas

Tétel: Legyen f:1 = R, g:] — R folytonos flggvények, g sehol sem 0
Azy' = f(x) - g(y) szeparébilis differencidlegyenlet megoldasa: y(x) = G~1(F(x) + C), ahol G = fﬁ; F=[f

Példa

yr(x) _
| Soan @ =1 f(x)dx

[ ooa Y @idx = 6@)

G(y(x)) =F(x)+C

y() =G1FH) +0)

Darboux-tétel miatt biztosan létezik G 1.
Példa

y'=ay

1.azy = 0 egy j6 megoldas



2. 4y

L -ay Tegyiik fel, hogy: y sehol se 0

dy
" = [adx

Inly|=a-x+C

|}/| = pax+C
ly] = e®*-e€ e¢ helyett irjunk K-t (K > 0)
Iyl =K-e**

Bolzano-tétel ...
y =1K-e®™
Egzisztencia-unicitas-tétel

1. Peano-féle egzisztenciatétel: Az y' = F(x, y) differencidlegyenletnek létezik lokdlis megoldasa az (xg, Vo) pontban, ha F
folytonos fliggvény.

2. Cauchy-Lipschitz-tétel (gyenge): Ha az F folytonosan differencidlhatd egy nyilt halmazon és ezen beliil egy I X J téglalap
belsejében kijelolink egy (xq, Vo) pontot, akkor van az egyenletnek egy I-n értelmezett (xg, ¥o)-n dthaladé megoldasa.

Példa
v =y y(0) =0
y1 = 0 egy j6 megoldas

1
Tobbi megoldas: % =ys3

[yTsdy=fdx (y>0)

F=x+C (C=0)
3

Definicid: szingularis pont: tobb megoldas (gorbe) halad keresztll ezen a ponton

2. el6adas
Példa
y'-2y=1

Homogén altalanos megoldas (yy,4): ¥ ™ helyett A¥-t irunk mindenhova és a jobb oldal 0. Itt most y' helyett 4, v (0.
derivalt) helyett 2° = 1

A-2=0 > A=2 > yp =c-e** (Mert a megoldast mindig ¢ - e** alakban keressiik)

Inhomogén partikularis megoldas (y;,): ¥ helyére beirjuk, amit az el6bb kaptunk, csak ¢ helyett c(x)-et irunk, feltételezve,
hogy egy fiiggvény. Tehdt y = c(x) - e?* és kifejezziik c(x)-et.

c'(x)-e?*+2-c(x)-e?*—2-c(x)-e**=1
yr y

c'(x) = e 2*

c(x) = [e 2*dx = —% ~e 2% 4 € Eztvisszahelyettesitjiik a ¢ helyére a homogén megoldasba.
1
= —2X ., 52X —
— __.gm2X.g2Xx — _
Yie =73 2

Ezekbdl 6sszerakhatjuk az inhomogén altalanos megoldast (y;;):



. 1
)’ia=)’né+3’ip=c'ezx_§

Példa

y' +y =sin(x)

Homogén altalanos megoldas

A+1=0 > A=-1 > Yp=c-e*
Inhomogén partikularis megoldas

y=ckx)-e*

c'x)-e™*—c(x)-e™+c(x) e ™ =sin(x)

c'(x) = e* -sin(x)

c(x) = J-e" ssin(x) dx = - = % e* - (sin(x) — cos(x))

Yip = % - (sin(x) — cos(x))
Inhomogén altalanos megoldas:
Yis = Yni +Yip = € €7F 4 (sin(x) — cos(x))
Elsérendii fliggvényegyitthatds differencidlegyenletek
Alakjuk: y' 4+ f(x) -y = b(x)
Ha homogén: y =—fx)-y

Allitas: Ha van 2 megoldas, akkor hanyadosuk konstans.

(3’_1)' _ By _ SNy @)y

Bizonyitas: =
v Y2

v2 v;
Példa
y' +l-y =3-x?

x

Homogén altalanos megoldas

y ===y
Yy __t Y __1
7_ x 9 fy _f X
1
Inly| = =In|x| +C = lnm+ C
34 = G >0
Bolzano tételét alkalmazva: yp; =%-C2 C,#0

Inhomogén partikularis megoldas

y=c(x) x!

3-x2=c'(x)-xt—c(@) x 2+ c(x) x72
c'(x) =33
c(x) = f3-x3dx=z-x4+C

~x3

S lw

Yip =



Inhomogén altalanos megoldas

c

_c,3 .3
YVia = x+ X c+0
Példa
y'+2-try=t Kezdeti feltétel:

Homogén altalanos megoldas

y'==2-ty

Y ot

y

Injy| = —t>+C > yl=et" ¢

42
Ya=e" G
Inhomogén partikuldris megoldas

y(t) =c(t) et

t=c'@®)-e " —ct)-et” 2-t+2-t-c(t) et

') =t-et
_ Lpt?gr 1 2
c@®) = [t-etdt sret +C

2 2 1
ettt =1
2

N | =

Yip =

Inhomogén altalanos megoldas
_t2 1

ya=ce "+

Kezdeti érték feltétel

<
I
N
[N
[N
|
o
N
+
|
I
N =
o
-
|
o
N
+
I

Példa

I+2 — ,t
y+oy=e

Homogén altalanos megoldas

_ 1
In|y| = In|t|™2 + C > [y ==G

G
2

Inhomogén partikularis megoldas
y=c(t)-t™?

et=c'@t) t2—c() 2-t3+2-c(t)-t3

y(1) =2

¢, >0

¢, >0

C, #0



c'(t) =t?-et
c®)=[t?-etdt=e-(t?—2-t+2)
Inhomogén altalanos megoldas
yié=é+et-(1—%+%) c#0
Masodrenddi, allandoé egyiitthatds differencidlegyenletek

Ha a karakterisztikus egyenlet diszkrimindnsa (D):

e D>0: -kétkiulonbozé gyok van

~Ypa = ¢ eM* oy et (A1, 4, a megoldasok)
e D =0: -kétszeres multiplicitasu gyok

Ax (A a kétszeres gyok)

“Ya=cretftcxve
e D <O0: -komplexgyokok (konjugalt parok)
M=w+Tj Ay =l —7T"]
-Yna = €1 eMF 4y et

Alkalmazzuk a kovetkez atalakitdst: e*+/Y = e* - (cosy +j - siny)

eh* = gl* . (cos(t - x) +j - sin(T - x))

e’2* = el * . (cos(t- x) + - sin(z- x))

Vha = (c1 +¢3) et -cos(t-x) +j-(cg —cz) - e*™ -sin(t - x)

> YVns = C3 - e** - cos(Tx) + ¢y - e"* - sin(T - x)
2. gyakorlat
Példa
o S
siny

Kezdeti feltételek:

a, y(0) ==

b, y(0) =7

< y(0) ==

d, y(0) = % +2-7

Nézziik meg, hol nincs megoldas: 0-val val6 osztas = v, = k - 7 esetén nincs megoldds

dy _ x*cos*y

dx siny

[22Y Gy = [ x2dx

cos*y

megjegyzés: [f(g(x) g’ G)dx =F(g(x))+¢C
— [ cos™y (—siny)dy = [ x%dx

cos™3y

3
==+
-3 3



1
COSY = 37—
Y Yx3+3¢C

1

y=cos‘1(ﬁ)+A-2-n A€l

Nem szeparabilis megoldas

_ T

Y=3

V2 -3
b, C= (23) A=0

)7
< = ( 23) A=0

V2 -3
d, C= (23) A=1

I. Linearis helyettesitéssel megoldhato differencialegyenletek

Példa
V' =y y =y
w+2=\/a u(x)=y(x)_2.x Uu=y—2-x
w:ﬁ—Z u’(x)zy’(x)_z u/=y1_2
du
_ = _ 2
dx Vu
f\giz = [ dx Helyettesités: t=+u

Nem elég a Vu helyett t-t irni, a du-t is &t kell irni dt-re, de ezt ki kell szamolni.

t?=u

2-t-t'=u

2.1 dt_du
dx ~ dx

2-t-dt =du Tehat a du helyett 2 - t - dt-tirunk.

2-t-dt 2:-(t—2)+4 4

f =f ) dt=f2+—dt=2-t+4-ln|\/t—2|
t—2 t—2 t—2

Visszahelyettesithetjiik t helyett a vu-t, u helyett pedig az y — 2 - x-et.

2-,/y—2-x+4-ln|,/y—2-x—2|=x+C

Il. Homogén fokszamu differencialegyenletek

u=% > y=u-x > y=u-x+u
x
Példa
y
y, _ 2x+y _ 2+;
- Y
x+y 1+x
2+u
urxt+u=-——
1+u
’ 2+u 2+utu-(1+u)
U x=—-—-u=————-—-
1+u 1+u
du x = u?+2-u+2
dx 1+u
1+u 1
[ gy = [ —Lax
u“+2-u+2 X



2-vel beszorozzuk a toret, majd 2-vel osztjuk és igy a tort fT-es lesz, aminek tudjuk az integraljat.

2022 gy =2 Inju? +2-u+ 2
2 uc+2-u+2 2

2
l-1n|(¥) +2-X+2| — —lnjx|+C
2 X X

Ezt szépithetjik egy kicsit. Pl.: C helyett irhatjuk, hogy In K, és igy dsszevonhatjuk a 2 logaritmust a jobb oldalon, az ;-t
bevihetjlk a logaritmusba kitevének, majd eltiintetjiik a logaritmust mindkét oldalrdl.

1
, 1
‘(X) +2-24 2’2 =K =
x x x|
Egzakt differencidlegyenletek
Definicié: Legyen U € R? nyilt, P,Q: U — R folytonos, Q sehol sem 0. Azt mondjuk, hogy az y' = —gdifferenciélegyenlet
egzakt, ha van olyam F: U — R folytonosan differencialhaté fliggvény, melyre:
| ==
’ ax
OF
1. 5 =0
Példa
y =~
y
Ennek a megoldésat mar kordbban megkaptuk: x2 + y? = C
2
F(x.y)
Z—F =2-x=P)
* Pz _
oF Q 2y
3 =2 Y= Q)
Megjegyzések:
OF OF
1. gradF = (5,5) =(P,Q)
2. Implicit fuggvény-tétel: Ha F (xg, ¥o) kornyezetében mindenhol folytonosan diffhatd és dyF(x,y,) # 0, akkor
egyértelmien létezik az (xg,y,) kérnyezetben az F(x,y) = F(xg,y,) egyenletnek implicit figgvénye és enne derivéltja:
/(x) — OxF (x,y(x))
y OyF (x,y(x))

3. F(g(x), h(x))’ = gradF(g(x),h(x)) . (‘Zigg)
Tétel (Egzisztencia)

U < R? nyilt, P, Q: U = R folytonosan differencialhaté, Q sehol sem 0. (xo,yo)eU,z—z =P o _ Q.

T
llyenkor y' = —g megoldasa pontosan az F (x,y) = F(xg,Y) implicit megoldésa.
OF
. e —(x,y(x)) P(x,y(x))
Bizonyitas: cy'x)=%& =—
v Y@ g—;-(x,y(x)) Qxy ()

= Legyen y olyan, hogy y' = g, ami egzakt.

Qy' =P

P+Q -y =

O L i

ax 1+ay y' =0 Ez egy skalaris szorzat.

Ge5) ()=
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(F(x,y(x))) =0
F(x,y) =C
Altalanos megoldas: F (x,y) = C

Tétel (Egzaktsag jellemzése)

Legyen az U ezen kivill egyszeresen 6sszefligg6 halmaz. y' = —g pontosan akkor egzakt, ha g—i =
y' =—gmésikje|cs|ése: %: —%9@-@: —P-dx>P-dx+Q-dy=0
Példa
(y-e* +cosx)dx + (x-e*¥ +coshy)dy =0
2 Q
Megoldas:
1. Tényleg egzakt-e?
9P _ oxy cx - eXY
o e*Vt+y-x-e
99 _ xy cv XY
o € +x-y-e
A ketts egyenld - tényleg egzakt
2. Egyenletrendszer
O _ . exy
I Ve + cosx
F _ . oxy
Il. ay—x e*Y 4+ coshy
Els6t kiintegraljuk: F(x,y) =y - ? +sinx + C;(y) C;1 (y) csak y-nak a fuiggvénye
Majd derivaljuk y szerint:  x-e*Y + C{(y) =x-e*Y + coshy
a derivalt Q
C;(y) = coshy
C,(y) = sinhy
F(x,y) = e*Y +sinx + sinhy
e*¥ 4+ sinx 4+ sinhy =C
Példa
1o _yeosEy)tl -
y = x-cos(x'y) y(l) =0
ﬂ _ y-cos(x-y)+1
dx x-cos(xy)
(x-cos(x-y))dy =—(y-cos(x-y)+ 1dx - (y-cos(x-y)+1)dx+ (x-cos(x-y)dy =0
P Q
Megoldas:
aP .
1. 5=cos(x-y)+y-(—sm(x-y))-x
0Q .
i cos(x-y)+x-(—sin(x-y))-y
Tényleg egzakt
2. Z—i=y-cos(x-y)+1 > F(x,y)=y-sin(x-y)-%+x+C1(y)

-11 -
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g—izx-cos(x-y) > F(x,}’)=x'Sin(x')’)'§+C2(x)

C,(x) csak x fliggvénye, az elsé egyenletben van egy +x, ami a masodikban nincs és ez csak x fliggvénye, ezért ez
lesz a C,(x). C;(y) nulla lesz, mert a masodik egyenletben nincs olyan tag, ami csak y figgvénye.

F(x,y) =sin(x-y) +x

sin(x - x=C
3. el6adas
D <Oeseténa2gydk:utj-t > A két megoldas: e*™ - cos(t - x) ,e*™ - sin(t * x)

e®* - (p(x) cos(b - x) + q(x) - sin(b - x))
Yip =x™-e®* - (P(x) - cos(b - x) + Q(x) - sin(b - x))

P és Q polinomok. gr(P) = gr(Q) = max{p(x), q(x)} (gr: a polinom foka)
m:a+ b - j multiplicitasa a karakterisztikus polinomban

Példa

y'+3-y'—10-y =6-e*t

Homogén altalanos megoldas

A2+3:1-10=0 > M=2 A=-5> Vs =€ €%t +c, e 5t

Inhomogén partikularis megoldas

6-ett=¢e*t - (6-cos(0-t) +0-sin(0-t)) = a=4,b=0,p ésq nulladfoku
a+ b j = 4nullaszoros gyoke a karakterisztikus polinomnak 2> m =0

Yip =t0-Pre*t =p-ett

Visszahelyettesités

Vip =4 P-e*t

Yip = 16-P-e**

6-e*t=16-P-e*"+3-4-P-e** —10-P-e*t

1
P==

3

1 . . _5. 1 .
Yip =3 e"" > Yia = Yna tYip =1 e?f HcpreTS 4ot
Példa

y'+4-y=3-sint

Homogén altalanos megoldas

=—4> Mp,=0£2-j > ym=cre¥cos(2t)+c, e sin(2- 1)

Inhomogén partikularis megoldas

3-sin(t) = e® - (0-cos(1-t)+ 3-sin(1-t)) > a=0b=1
m =0, mert 0 + 1-j nullaszoros gyoke a karakterisztikus polinomnak
pésqfoka0>gr(P)=gr(@Q)=0

Yip = P - cos(t) + Q - sin(t) (P,Q € R)

Visszahelyettesités

Vi, = —P - sin(t) + Q - cos(t)

-12 -



Yip = —P - cos(t) — Q - sin(t)

3-sin(t) = —P-cos(t) — Q -sin(t) +4 - P -cos(t) +4-Q -sin(t) =3P cos(t) + 3+ Q - sin(t)
P=0,Q=1

Yip = sin(t) > Vis = ¢ - €os(2 - t) + ¢, - sin(2 - t) + sin(t)

Példa

y'=2-y'+y=3-t-et

Homogén altalanos megoldas

A2—-2-2+1=0 > Az =1 (kétszeres gyok) > Yha =Cr-et+cy t-et

Inhomogén partikularis megoldas

3-tret=el-(3-t-cos(0-t)+0-sin(0-t)) > a=1b=

p foka 1, q foka0 > gr(P) =gr(Q) =1
m =2, mert 1+ 0-j kétszeres gyoke a karakterisztikus polinomnak

P (els6foki polinom)
—————

yip =t2-et- (u-t+v) ccos(0-t)+Q-sin(0-t) |=t?-et-(u-t+v)=

=el-(u-t3+v-t?
Visszahelyettesités
Vp=e @B ut?+2-v-t)+et-(u-t>+v-t?)
yp=e - t>+ 6 ut+v) t?+ (6 -ut+t4-v) t+2-v)
3tret=yp, -2y, +y=-=e-(6rut+2-v)> u=§,v=0
yip =et-=-t3 > yié=c1-et+cz-t-et+§-t3-et
Linedris differencidlegyenlet rendszer (allandé egyiitthatds)

y' —a -y = b(x) analdgidjara X’ —é-y = g(x)

n = 2 esetén:

yl,): a1 Qi2 i V1 (bl) y1! =ai1')1 +a12 'y2+b1
(yé (aZI aZZ) (J’z) + bZ azaz yz’ =0az1" M1 +ay; - Y2 + bz

Példa
Vi=nty,—2-et
y;=4'y1+y, +3-t
Homogén altalanos megoldas
y =4y
a, /:1 sajatértékei: |A — A - I| = 0 gyokei
S S B P

b, sajatvektorok

A = 3-hoz tartozo: (_4_2 _12) : (zz) =0
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—2v4+v,=0 > v, =21, > V1=(1)
(A masik egyenlet ennek a dupldja)
) 1
= —1- .2 =
A = —1-hez tartozé: g (_2)
¢, alaprendszer

Y= (Mt Vet )

Homogén altalanos megoldas: ¥ oszlopainak dsszes linedris kombinacidja

o[ edt et
Most: ¥ = (2 o3t _o. e‘t)
HaA:v =1-v,akkor y = e** - v tényleg megoldds, mert y' = 1-e*t v =e?t-4-v =
24'(8'1't'2) > y’=é-y

3. gyakorlat

Egzaktra visszavezethet6 differencidlegyenletek
P-dx+Q-dy=0

ap _ 2Q N

3 — 7% Egzakt

Ha ez nem teljesil, akkor nem egzakt. Ekkor beszorozzuk egy u fliggvénnyel, hogy egzakt legyen. Biztosan létezik minden
egyenlethez ilyen p. Nincs dltaldanos megoldas. Mi két mddszert tanulunk u keresésére.

u-P-dx+u-Q-dy=0
N e

owP) _ 0w

ay 0x
a opP a a
Bopypu- = 4y 9Q
ay ay ddx dx
apP BQ) ou ou . 1 1 ou  Olnpu
(——=—=)=—-Q——"P -vel osztds + hasznaljuk: = - — = —
(6y dx ox dy H ) U Oox ox
oP aQ_alnx_Q 6lny_P
oy ax  ox ady

1. médszer: 4 = u(x) (csak x-tél fligg) = y szerinti derivaltja 0

aP 8Q

9y ox _ Olnp
RO =537 =%

Inu = [R(x)dx
px) = efR(x)dx

2. médszer: y = u(y)

P 9Q

_ 0y ox
SO) ===
u(y) = e~ Is»ay
Példa

;L x3+y3

y' = x>0

x.yZ

Y
x.yz.a=x3+y3

—(3+yDNdx+x-y>dy =0
P Q
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1. Egzakt-e?
o°P

— = -3:y2
dy y
aqQ 5
a—y

Nem egzakt - tegylk egzakttd, keressiik egy p-t.

o°_90 ., .,
dy Ox _—35'y —Yy
R(x): Q = x.yz :—;

Azért Q-val osztunk, és nem P-vel, mert igy kiesik az y és csak x-t6l fog fliggeni a p.

4
u= ef_de = e #Inx % Az abszolut értéket el lehet hagyni, mert feltettik az elején, hogy x pozitiv. Az integral

utdni konstanst is el lehet hagyni, mert nekiink csak egy u kell, amivel beszorozva az eredeti egyenletet egzakttd tesszik.

. 1
Tehat szorozzuk be az egyenletet u = ;—nel.

X3 +y3 2
dx+x—3dy =0

x4

2. Ez mar egzakt-e?

oM_ 1.,
ax ~  x* Y

oN

— =—3.-y2.x7%
dx yox

Igen, ez mar egzakt.

3.
3,.3 fa —3..3
I g—i = —xx# = F(x,y) = —lnx =% _3y +C() Beirjuk a Il. egyenletbe.
oF _ ¥
T9y  x3
1 y?
—x 3.3 y2 4’ =
37X y o) e
=0

C(y) = konstans

3
+ konstans

F(x,y) =—lnx—3‘x3
3

—Inx— =c
nx 3.x3

Ez a u-vel beszorzott (x*-nel leosztott) egyenlet megoldasa, de e miatt nem csékken a megoldashalmaz.
Els6rend(i figgvényegyiitthatds linearis differencidlegyenlet

Y+ ) y=gx)

el Fax = u(x)-el egzaktta tehetd, vagy megoldhatd a Lagrange-féle allanddk varialdsa mddszerrel

Példa

r_ y _ . _ 2
y x—2_2 (x—-2)

Megoldas:

1, Homogén altalanos megoldas
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dy _ [ dx
f7_fx—z
In|ly| =In|x - 2|+ C CER C=InC"

Inly| =InC* - |x — 2|
[y|=C"|x— 2| + Bolzano
Yha = K- (x—2) K €R
2, Keresslink egy inhomogén partikularis megoldast
Yip = K(x) - (x —2) Visszahelyettesités
K’(x)-(x—2)+1l{—9e}—%= 2 (x —2)2
K'(x)=2-(x—2)
K(x) = (x —2)? Nem kell a +C, elég egy megoldas.
Vip =K@ (—2) = (x = 2)°
3, Inhomohén altalanos megoldas
Yia = Yha +Vip = K- (x =2) + (x — 2)3
4. el6adas

Példa

Vi=y+y,—2-et

V2 =4 ity +3t

Homogén altalanos megoldas
_(1 1
4= 1)
det(A — A - E)-bdl a sajat értékek: =3

Ehhez tartozé sajatvektor: vt = (1)

Ehhez tartozd sajatvektor: v2 = ( 1 )

Alaprendszer

1,0 — ell-t . 21' — eAn-t _En

Most: ¢ =( ei&t e__t )

(}’m) _ ( ci-e¥t+cyret )
Yn2 2:ci-e¥t—2-¢c, et

A homogén megoldas pedig: y, = - ¢

Inhomogén partikularis megoldas
Yip = Y- c(t)

1. allitas: Hay oszlopai y’' = A - y megoldasai, akkor 1p_’(t) =A-P(t)
Y' 2 Y, ..., P5), ahol P; a i. oszlopa

Bizonyitas: (tp') = l/)[), =A- gi = (A f)

— i —i
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2. allitas: Az elsé allitas feltételei melett:
Ha c(t) kiegyenliti ¥ - ¢'(t) = b(t) egyenletet, akkor y = 1 - ¢ egy jo6 partikuldris megoldasa az inhomogénnek.

Bizonyitas:y = c=>y' = P c+p-c'=Apc+b=Ay+b

A
f

Elég ay - ¢’ = b egyenletet megoldani c'-re.
_D.pt
b= ( 2-e )
3-t
cg@®)-e3t+cy(t)-et=2-et
Azaz
2:¢q(®)-e¥t—2-c;(t) et =3t
A felsé kétszeresét hozzdadva az alséhoz:
4-c/(t)-e¥t=3-t—4-e7t
Gt =2t — oot
A felsé kétszeresét kivonva az alsébdl:
—4-cj(t)et=3-t+3-et
c; () =—§-t-ef—1
Integralasok utan...

1 -4t _1, -3¢ 1.,-3t
a)=g-ett—cret——-e

visszahelyettesités
3 3
o) =—t— - t-ef+o-ef

2
Yip =5cef—treTt—t+3

B

5
Vipp =5 e tH2-t et ht—2

. e 1 _ 2
cp-edt+cye t+;-e t—t-e t—t+§

Yia = Yha T Vip =
2-c1-e3‘t—2-c2-e‘t+%-e‘t+2-t-e‘t+t—§

Példa
yi=y1—10-y, +et
Y2 ==y +4:y, +sin(t)
/1 -10
> A=( )

|(1 -1 =10

) 4—/1)|=(1_’1)'(4_’1)_1():4_5"”’12_10:0

2-51-6=0> L=-1,1=6
®)
v2=(7)

Ay-hez tartozé sajatvektor: v

A,-hez tartozé sajatvektor: v

Ezekb8l mar tudjuk y-t.

= )
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Ynar =5-crret—2-cp e
Yha = Y- ¢, azaz

Yniz = €1 e ey et

Kéne olyan ¢, hogy ¢ x ¢’ = b, azaz
t

et=5¢ et —2-c;-ebt

sin(t) = ¢ et +cjp- et

Also kétszeresét hozzaadjuk a masikhoz:

et +2sin(t)=7¢/ret=>¢f =%-e2t+§-et-sin(t)

Alsoé 6tszorosét kivonjuk a fels6bdl:

et —5-sin(t)=7-cy-e®t=>c, = —% “(e7¥t —5-e7%-sin(t))
Integralas utan:

1

c(t) = ;(— -e?t — et (cos(t) — sin(t)))

2
() = % (% ceTSt 4 35—7 e %t (cos(t) — 6 -sin(t)))

. . 3 35 . 25
visszahelyettesitve az yps = - c-be = Yipr = 35 et + el sin(t) — el cos(t)

Vipz = %- et +%- sin(t) — %- cos(t)
Inhomogén altalanos megoldas
Yia = Yra T Vip -
Laplace-transzformacio
L{F(O}(s) = F(s)
Definicio: Ha Do(f) 2 R* U {03}, akkor L{f (t)}(s) = fowf(t) - e 7St dt, feltéve, hogy ez az integral konvergens
Tétel: Ha f szakaszonként folytonos R U {0}-n és IM, c € R, hogy |f(t)| < M - e€*, akkor Vs > c-re 3F(s)

Definiciébdl kovetkezik: L linedris operator

4. gyakorlat
IF oF
P-dx+Q-dy=0 b= 0=3%
egzakt, ha z—z = ?7_2
B fchs. oy tétel: 9*F _ 0°F
izonyitas: oung-tetel: axdy  dydx

< Feladatokbdl adodik, hogy kell megcsinalni F-et

Komplex analizis
Komplex aritmetika
I. Algebrai definicié:
R[X]={ap+a; - x+-+a,-x"},n€N,qp..a, =R

F—-1D:(x—1D)=x?>+x+1

x3 —x2
x?—-1
x%—x
x—1
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C¥ R[X]/x?—1={axx+b;a,b €R}
p2(x)+1=0
x2+1=0
x=i i2=-1
2. Halmazelméleti definicié
wz=x-u—-y-v,x-v+y-u)
linedrisan izomorf: R? = C

|z = yx? +y?

|1 |22] = |71 - 2|

lIz]l 2

[1Z]] o

Izl = |x] + |yl (egyes norma)

3. Geometriai definicio

forgatas arg(z) — vel
nyujtas r — szeresére

cos(gp) —r-sin(ep)
1= 4() 4[5 e

w-o2zw forgatva nyujtas:

cos(p) —sin(ep)
sin(p)  cos(p)

cx (i Herer)

forgatas matrixa: [

1=[p 4
=l

C topoldgia
gdémbi kérnyezet: B.(z,) = {z € C||z — zo| < €}
B,(2y) = B:(29)\2o (kipontozott kdrnyezet)
H < Cnyilt, hamindenz € H-rade > 0B.(z) S H
H < C zart, ha C\H nyilt
H < Ckorlatos, ha 3¢ > 0: H < B.(0)

Heine-Borel tétel: Véges dimenziés normalt térben zart és korlatos halmaz kompakt.
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Definici6: K S C kompakt, ha minden {U;};¢; nyilt halmazokbdl 316 rendszer esetén, ha H S U;¢; U;; akkor van J S I véges
halmaz, hogy H € U;¢; U;

C kompaktifikacidja
(Alexandrov-féle egypontu kompaktifikacio)
P-z
E -
sztereografikus projekcié
C & C U {oo}
B,(c0) = {z € (C||z| >§}
Allitas:  C kompakt
Bizonyitas: C S Ui U;
0el = Bg () € Uy,

Bi(0) € Ujes Uy ] véges

I/] + 1 db U;-vel le van fedve C.
Folytonossag

Definicio: f: C = C,zy € Dom(f). Az f folytonos, ha minden € > 0-hoz létezik olyan § > 0, hogy Vz € Dom(f),
z € Bs(20) = f(2) € B:(f (20))

f=u+i-v
u,v: R2» R f@ =ulx,y)+i-vxy)
=) z=x+i'y €C xyER

Allitas: f folytonos & u és v is folytonos
Példa: f(x+i-y)=x+y+i (x?2+y?)
ulx,y) =x+y
v(x,y) = x% + y?
Hatarérték

C» C,u€Dom(f),AeC

d
Alimf =4 é:Ve > 0) 36 > 0VzeDom (f)\{u} teljesiil, hogy z € Bs(u) = f(z) € B.(A)
u

Példa
.1 11
a, lim=-= o0 e>0,kell§ >0:|z|<d=>—>-
z-02Z |z| £
d:==¢
b, lim =0 e>0,kell § >0:|z| >==>—<e
Z—0 Z 8 |z|
d:=¢
5. el6adas
f@® L{f}(s)
t" (n € N) n!
gn+l
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ea-t 1
s—a
sin(w * t) v
s? + w?
cos(w - t) 5
s?2+ w?
t-sinw -0 2w
(52 + w?)?
t-cos(w-t) s?—w?
(52 + w?)?
sh(a-t) _*
52— g2
ch(a-t) _S5
2 _ 42
- hag\¢s o (a-s)t b
at_ L . . eat at . o-st — a-st fasa) i =
e%t-re végigszamolva: }(s) = f e dt = [, et tdt Jim | —— ]0

b—-oo a-s

e(a=s)b_q o,haa>s
= lim ={1
—a,ha a<s

TételL{f’(t)}(s) =S 'L{(t)} - f(()) =S F(S) - f(O), ha tl]_)ng) f(t) . e_St = 0, f}f’ folytonos [O’ oo]_en

Bizonyitas: L{f'(t)}(s) = fowf’(t) -eStdt = gglgo fob f(t) e stdt =

= Jim [ [f@©) e~ p +5- [ f(©) - e~tdt | = s+ F(s) = (0)
0-7(0) T

Kovetkezmény: L{f""(t)}(s) = s2-F(s) —s - f(0) — f'(0)
Bizonyitas: s LY —f1(0) =s-(s-F—f(0) = £'(0))

Altalanosan: L{f ™ (t)}(s) = s™- F(s) — =g st - f=17D(0)

Példa
y'+3:y'—10-y=6-e* Kezdeti feltételek: y(O) =0 y'(0) =0
s2:Y—5s-y(0)—y'(0) +3- (s Y —y(0))—10- Y——4
L'} £{y'}

A kezdeti feltételeket behelyettesitve:

3 1 2
243.9-10)-Y =% = 6 =743 4m
(S +3 y 10) Y s—4 =Y (s—4)(s—2)(s+5) s=2 + s—4 + S+5
llyen alakbdl mar vissza tudjuk alakitani az inverz transzformacio képleteivel:
y =LY ()} = —% ce?t 4 % ettt + 11 e 5t
f(® ﬁ{f((it)}(S)
1) t-g(®)
-1-—-G(S
& 6O
2) th-g(t eN
) g(t) (neN) (- 1)n -—-G(s)
3) e%g(b) G(s— a) (eltolas)
- 1 s
4) g(a-t) —G G) (nyuijtas)

Példa

. L‘l{cos(w - t)} kiszamithaté L{sin(w - t)}-bél, mert: i “LAw-cos(w-t)} = %-L fsin(lw - t)'} = i

(s wrm s O} =52
e L{t-sin(w - t)} kiszdmithaté L{sin(w - t)}-b8l az 1) segitségével
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e ch(a-t) kiszamithatd sh(a - t)-b6l a 2) segitségével

Példa
1 -1
L {(5—2)2}
2) felhasznalasaval
. -1(1) _ = -1~ Y _ _ 2¢, -1
1. megoldas L {SZ} =t = L {(5_2)2} =—e g%) G(s) =
. -1 - 1 -1 1 ) _ 4.2t
2. megoldds f(s_z)zds = =L {(5—2)2} =—t-e
Gog=e?t
Példa
1
L {(5—4)3}
Y 2 ET (N S N S B
(5—4-) (s—4)3 {(5—4)3} 2 to-e
R = g4t
i G>g=e
Példa
y'=2-y+y=x Kezdeti feltétel: y(0) =0 =y'(0)

Laplace transzformalas utan:

7Y =5 y(0) =y (0) — 2 (s Y —y(0) + ¥ = %
yr 3’
(52—2-s+1)-Y=Si2
v= 52-(51—1)2 = §+s£2+s(—:_1+ (s—D1)2 - = f tETo (5—11)2
Inverz Laplace-transzformalva:
y=2+x—-2-e*+x-e*
Példa
y' =z Kezdeti feltétel: y(0)=1és2z(0)=0
z'=y
—Z=s5-Y—-y(0)
s Z—z(0)=Y
(s2+1)-Y=s —(s?2+1)-z2=-1
=2 =1
5241 s2+1
y = cos(t) z = sin(t)
Példa
y +z +y+z=1 y(0) =-1
y +z =et z(0) =2
Megoldas

y=1-2-et+t et

z=2-et—t-et
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Példa (Altaldnos megoldas keresése Laplace-transzformaciéval)

Yty =et Uj jelélések: yo = y(0) y1=Y'(0)
2.V g — -1

seY—s-y Y1+Y—S+1
_d e e

s+1 s2+1 s2+1  s?+1

y = i et + % (—cos(t) + sin(t)) + vy - cos(t) + y; - sin(t)
y = ; et 4 (yo - %) - cos(t) + (y1 + %) +sin(t) = ; ce”t + ¢y - cos(t) + ¢ - sin(t)

6. el6adas

Példa
y'—y=0 ¥o =y(0)
y1=y'(0)
0=sY-syp—-ym—-Y=(*-1-Y=sy-n
Y=%=}’o'i+)’1'ﬁ > Y =y, - ch(t) + y, - sh(t) = ¢; - ch(t) + ¢, - sh(t)
Példa
y"'—y=1 y(0) =y'(0)=y"(0) =0

Visszavezethet6 els6rendlre

=y y2 =y ty=1
R TN SRE IS S
= R i e LI FaR R )
p
Konvoltcié (£~ kiszdmoldsahoz)
Definicié: V(¢ > 0) frg(®) = f, f(x)-g(t—x)dx
1. Allitas: kommutativ frg=g=*f

2. Allitas: L{f * g} = L{f}- L{g} (=fxg=LTYF-G})

Példa
1 1 _po1fl 1) _ i . ot _
L {s-(52+1)} =L {S 52+1} = 1x*sin(t) =sin(t) *1 = fo sin(x) dx =
= —[cos(t)]§ =1 — cos(t)
rzés: = £{1}— S N S i
Ellen&rzés: L{1 — cos(t)} = L{1} — L{cos(t)} = ST oD S oD

Vektoranalizis
Vektorérték(i fuggvényeket akarunk integralni gorbéken és feliileteken
1. Mik ezek a gorbék, fellletek?
2. Mekkorak ezek?
3. Irdnyitas.
Feliilet

Definicié: 1 <n <m € N, A € R" zart, korlatos, 6sszefliggs, mérhetd, nem lres belseji halmaz
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r =r(u) A-n értelmezett, szakaszonként folytonosan differencialhatd, R™-be képez§ injektiv (1-1) fliggvény gy,
hogy a Jakobi-determinans oszlopai lineérisan fliggetlenek (A belsejében)

dry ary
\%1 duy du,
Vr, arn o dm
duq du,

Rg(r) (Rg: értékkészlet) az r &ltald definidlt n-dimenzids (m-dimenzidbeli) feliilet. r ennek a feliletnek az explicit
egyenlete.

A felllet térrész, ham = n, valédi feliilet, han = m — 1, gorbe, han = 1.

Egy pont bels6 pont, ha van olyan homeomorfizmus (folytonos és kdlcsondsen egyértelmi megfeleltetés, bijekcid),

ami a (nyilt) n-dimenzids egységgombot a felliletbe képezi Ugy, hogy a pont benne van a képben. Ezek halmaza: IntF (haF a
felllet). F zart, ha minden pontja belsé pont.

5. gyakorlat
Példa
|(z_ +z illTZl‘(z), haz=0
fl@ = 4 valés valds
|
| 0,haz=0
z=x+1i-y
v, y)=Z+z=2"x
_m@ _ vy
ulxy) = |z| x2+y?
lim # lim, ezért nincs hatarértéke.
x—0 y—-0
Példa
{x1=2-x1+3-x2 t - x,(t) € Diff
X, =x1 +4-x, t = x,(t) € Dif f
— x1 — .
E—QJ x=4-x
12 3
a=[; 4
_ 2—-1 3 71_
det(A—A-E)=0 > det[“ 7,7 ]=0
2-1»D-@-1=3
2 —-6:1+8=3
AP —6-2+5=0 > A=1,1=5
Sajatvektorok
4. 1 31.1-31_[0 -3
A=t ﬂ[1]‘b] ”_[1]
_ 5. [-3 371.111_70 M
A=z [1 —J hy‘b] &‘[1

1 egyltthatomatrixa:

—3-et 1-es't]
t) =
140 1-et 1-e5t

X=¢@%c=<

—3:c;-ef+cy-e’t
cpret+cy, et

Kezdeti érték feltétel
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x(0) =1, x,(0) = -1
Ha mar megvan v, akkor
1==-3¢c+c
—1=c¢ +c
Egyébként Laplace-transzformalassal:
Ly =sY -y(0)
s X1 —-1=2-X,+3"X,
s Xo+1=X,+4-X, > Xi=(6-4)X,+1
=2)'[s—4) X, +1]1-1=3-X,
(s—2)-s—4)X,+s—-2—-1=3-X,

(6-2)-(s—4-3)-X,=3-35s

X, = 3-s 3-s _ A + B _ A-(s—5)+B(s-1)
27 s2_6s+8 (s—=1)(s=5) s—-1 s=5  (s—1)-(s=5)
s=1 A-(-4)=2 > Az_%
s=5 B-4=-=-2 > B=-—-
=242
Xz T os— s=5
-1 __1 _1 5t

L7YX,} = Se ( ) e
2. egyenlet: X, = x1 +4-x, EbbGI kifejezziik x;-et:

Példa

. 1 1 ) 1 1
x1=x2—4-x2=(—5-et—5-65t) —4-(—E-et—5-e

X1=3'x1+x2 x1(0)=1

X2=x1+3'x2 x2(0)=—1
31

4=1 3]

s X;1—-1=3-X;+X,
S'X2+1=X1+3'X2
s (X +X2) =4 (X +X3)

(s—4)- X, +X,)=0 Vs-re

")

Inhomogén altalanos differencial egyenletrendszer altalanos megoldasa

561=x2

.X'Z = X1 +62.t

I. Homogén éltalanos megoldas

L

(1)]' b= e(z)'t]
det(A—A1-E)=0 > A2 = =1
G- s

-25-

(els6be beirjuk)



A=k 1 ﬂ ' [—11] = [8] S2 = [—11]
vo=[% ]

et +cy- e‘f)
t

=)=

crret—cye”
Il. Inhomogén partikularis megoldas
¢ = c(t), dllanddk varidlasa modszer
Y@)-c'®)=>b
d®O=9p® b
(1) et-cj+tet-c;=0 }
(2) et-ci—et-cy=e?t
Két egyenletet Gsszeadva:
2:¢i-et =e?t

o . t
= e

N =

1 1
cl=fz-etdt=5-et

Els6 egyenletbe behelyettesitve és atrendezve:

tl t
p_ &3¢ _ 1. 3¢
G=——r=—5e
= _LYore3tgr= 1.1 53¢
=—3fefdt=—>-S-e
1 1 s
et.z.et_e—t.g.ezt
X, =) c(t) =
Xp 1 1 s,
= et__ et+e—t___e3t
2 6
N -
C1'8t+C2'€_t e 2 e e 66
X =Xp+xp= ¢ )t 1 1
Cie —C e et._.et+e_t._.e3't
2 6
Példa
y'+'7=sin(x3+1)
+E2-
X
ro 2%y
y - X
y _ 2
Yy x /f
Inly| ==2-In|x| +C /e0
lyl =™ +c
lyl = |x|72-C*
l Bolzano-tétel
y=K-x72
Yo =K(x) x7?
Q,KE;:),;—Z
Visszahelyettesités: K'(x)  x7% + Ko=) -x=2+ ~ =sin(x3® + 1)

K'(x) x"2 =sin(x3+1)



K'(x) = x%-sin(x® + 1)

K(x) = % [3-x%-sin(x®+1)dx = § (—cos(x® + 1)) (helyettesitéses integralas)
Példa
y' =10y +9-y=5-t y(0) = -1, y'(0) =2
Liy"}=s-Y —s-y(0) = ¥'(0)
S2Y+s5—2-10-(s"Y+1)+9-V ==
Y-(s2-10-5+9) +s—12==
(s=1)(s-9)
_ 5%—5+12 _ 5-s3+12-s2 _A n B n c n D _ A-s-(s—1)-(s—9)+B-(s—1)-(s=9)+C-s%-(s—9)+D-s?-(s—1)
(5-1)(s=9)  s2(s-1)(s=9) s ' s s-1  s-9 52:(s=1)(5-9)
s=0
s = 1tnem elég kell mégegy:s = —1
s=9
Példa
y' =3y +2-y=2-¢3%
2-3:242=0
=1 A =2
Vs = Cy e +Cy-e?*
Hae®* - (p(x) - sin(B - x) + q(x) - cos(B - x))
=4 x™- e (P(x)-sin(f - x) + Q(x) - cos(f - x))
m: a + f - i multiplicitasa a karakterisztikus polinomban
Példa
y'+6:y +9-y=2-e73%
2 +6-24+49=0
Mo=-3
Yha =Cr-e 3%+ Cp-x-e 3%
Yp =x2 A3
Példa
y'+4-y=cos(2x)
A2+4=0
Mp=%2-i a=0,=2,0%+2-i >m=1
Yns = C1*sin(2 - x) + C, - cos(2 - x)
Yp=x(A-sin(2-x) + B -cos(2-x))
6. gyakorlat
Differencialhatésag
R-beli

f= (1;) R? - R? Xy € int(Domf)

R-differencialhaté (totalisan), ha van olyan A: R? — R? lineéris leképezés, hogy: 3 lim LG (o) ~AGx o)
[lx=2oll
XX, —Xo
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6)=Ce)

ah dn
Jakobi-determinans: /o) = [A] = ;jfz g}; A =df (x)
ax ay.

Példa

f
zowz=W +i-w) - (x+i-y)=wx—w y+i-(W-x+w-y)
ux,y) v(x,y)

f=u+i-v
z=x+1i-y

konst: w = w; +1i-w,

JfGxy) = [x; _W‘TZ] =wm+i-w]=w
w-2)=w
G-x)' =
Példa
zoz2=+i-yi=x2+2-i-xy—y =x?—y*+i-(2-x'y)
u(x,y) v(xy)
e =[5 F|-reariza-2-a
(z%)' =2z
Példa

z-oZ=Fry)=x—1i-y
ulx,y) =x
v(x,y) = -y
_r o
=y Slec
Definiciod: f: € —» Czy € int(Dom(f)). Azt mondjuk, hogy f komplex differencidlhaté, ha van olyan w € C, hogy

3 lim L@ %) _ llyenkor f'(zy) = w. f € Diff¢(zy)

ZoZg zZ—Zy

Példa
Z-zMhaz#0
Milyen n € Z-re komplex differencialhaté a 0-ban az f = fliggvény?
0,haz=0
n=0 f2)=2z
limZ=2 = A
z-0 Z
z=1-(cos(p) +i-sin(p))
Z=1"-(cos(—¢) +i-sin(—¢))
f =cos(—=2-¢@) +i-sin(—2-¢)
Milyen hosszu?
7y
z |z|
n=1 f@)=2z2z
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zz—0

limZ=2 = limZZ =limz = 0
z—0 z—0 z-0 Z z-0
f!(o) =0 n = 1 esetén f € lef(j(o)
n < 1esetén f & Dif f¢

Tétel: f:C— Cz, € Int(Dom(f))

(f = (3,) € Dif o, v0)

. es
f €Diffc(z0) & 4' Jf (x0,¥0) € C

UG

Z0=xO+i'y0

f=u+i-v
Bizonyitas: [w] =Jf(x0,¥0)

3 lim L@ E)-Wwlz-z) _
z-2, lz=2zo|

3 lim f@)—f(z0) E Z7% | _
z-2Z |z=2zl |z—z,|

3 lim |22 .(M_[W]) =0
z-2z4 112=20| Z=Zg

1
lim (f(Z)—f(Zo) _ W) =0
zZ-2Zg Z=Zg

Cauchy-Riemann-egyenletek
f=u+v-i
Oxu dyu a —b
[Oxv 6yv] = [b a ]
I, Oyu=0dyv

11, Oyu = —0,v

1. (u, v) totalisan diffhatd
f komplex differencidlhaté &
2.Teljesiti a C — R egyenleteket

Definicié: f: C — C reguléris a z, € int(Dom(f)) pontban, ha a zy-nak van olyan B.(z,) nyilt kdrnyezete, ahol a fliggvény
minden pontban komplex differencialhato.

Példa
Hol differencialhaté és hol reguldrisaz f(z) = |x| + |y| i, z=x+1i-y
u=|x|,v=|yl

Totdlisan differencialhato: tengelyeken kivil

—x+iy A x+i-y
o d | bl
T I  F

—x—1iy x—iy

C differencialhato: 1. és IlI. siknegyed (nyilt: tengelyek nincsenek benne)
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{x+i-yeClx-y> 0}
Reguldris: ugyanitt
Példa

fx+i-y) =x2+i-y?
u=x? v=y3

u " . » .

(v) totalisan differencialhaté

O u 6yu_[2.x 0 ]

v dyv| [ 0 3-y?
Differencialhatésag feltétele: 2 - x = 3 - y?

2
y? = 5" x parabola

{x+i-yecC2-x=3-y%}
Reguldris: sehol, mert nincs belsé pontja
Harmonikus tarskeresés
¢ (x, y) nyilt halmazon értelmezett R?> — R fliggvény harmonikus, ha (A¢ = 0)
02 + 03y = 0
Tétel: U egyszeresen Osszefliggd, nyilt, € C.

f:U = C harmonikus komponensekkel rendelkezik < f regularis.

Ekkor f = u + i - v-ben is harmonikus tarsa v-nek. Young-tétel
Oxu = 0yv Il. Oyu = —0,v /
0% u=0Z,v 0fyu = —02,v = =05, v

T

0Zu+03,v=04v—02v=0
7. el6adas
Feliilet definicidja:
n<m 1, CR" - R™ n-dimenzids, m-dimenzidbeli feliilet
- folytonos legyen > tudjuk derivalni

- Jakobi-determinans oszlopai linearisan fliggetlenek

0
r(u,v) =r*(u,v,w) > 3.0szlop: 0 > linedrisan fliggd
0
ru,v)=uw+v,u+v,u+v) > r(t) = (ttt)
dr dr\ _ 1 1
(& &)=
1 1
f@®) = (6, £ (1)) gorbe derivalta: (6f @) e=¢, = (LF' (o)
(t0.f (t0))—beli
érinté

7(t) az r (ty)-beli érintévektor

ErintSsik normalisa merdleges a feliileti gérbék érintSvektoraira.
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GOrbék és felliletek paraméteres megadasa:
e a,b pontot 6sszekot szakasz
r@)=a+t-(b—a) t €[0;1], (a,b € R?)
e  Rsugary, 0 kdzéppontl kér R2-ben
r(t) = R (cos(t),sin(t)) t€[0;2-m
e  Rsugarq, z tengelyd, origd csucsu, % félnyilassz6gu, egyenletes emelkedést kup
r(t) =R-(t-cos(t),t-sin(t),t) te[0;2 7]
e  Rsugary, 0 kozéppontu gombfellilet
r(u,v) = R - (sin(u) - cos(v), sin(w) * sin(v), cos(u))
v E|[0;2 m, u € [0;m]
e  Rsugardy, z tengely(, h magassagu hengerpalast
r(u,v) = (R - cos(u), R - sin(u),v) u€[0;2-m, v € [0;h]
e  Rsugaru, R magassagu, 0 kdzéppontu, z tengelyd, %félnyilésszégl’j kappalast
r(u,v) = (v-cos(u),v-sin(u), v) u€f0;2-m, v € [0;R]
e  Rsugaru, 0 kozéppontu korlap az x,y sikban
- mint 2-dimenzids térrész (n = m = 2)
r(u,v) = (u-cos(v),u - sin(v)) v €[0;2 7], u € [0; R]
- mint 3-dimenzids valddi feliilet (n = 2,m = 3)
r(u,v) = (u-cos(v),u-sin(v),0)

e  Rsugaruy, z tengely(, h magassagu henger

((u+v)-cos(u), (v +R) -sin(u),0) u€l0;2 m), ve[-R;0]
r(u,v) ={ (R cos(u),R *sin(w),v) u€[0;2 x|, v €[0;h]
((v —R)-cos(u),(v—R)- sin(u),h) u€el0;2-x], velhh+R]

Specialis esetek: gorbék

r:I - R™ r(t) irdnyitdsa 7 (t)
to-beli érint6vektor: 7(to)
to-beli érint6 egységvektor: M
7o)
ivhossz
Kozelit6 poligon hossza: Yiolrtiv) — ()]
Iy M (1 — ) = DiolP ()] (i — &)
7(ty)
> IREGIES ivhossz

Példa

origd kozéppontu, R sugaru kor kerilete = ?

r(t) = (R - cos(t),R - sin(t)) t €[0,2-m]

7(t) = (—R - sin(t),R - cos(t)) > |#(t)| = v/R? - (sin?(t) + cos3(t)) = R

-31-



. 2U o, .
- ivhossz: J, R=2:R-m
Példa
s(t) = fat|7"(‘r)|d‘r Szigortian, monoton né: invertdlhatd
T ivhossz szerinti paraméterezése

p(s) =r(t(s))

7 _ . — ‘f‘(t(s))
A )]
Specialis esetek: felliletek
r(u,v) r, X1, € irdnyitds

(ug, vo)-beli vektor az r(uy, vo)-beli felileti normalis
Fellleti normalis normalva: feliileti egységnormalis
GOmb (egységgomb)
r(u,v) = (sin(u) - cos(v),sin(u) - sin(v), cos(u)) u € [0,m], v €[0,2- 7]
1, = (cos(u) - cos(v), cos(u) - sin(v) , — sin(u))

1, = (—sin(w) - sin(v), sin(u) - cos(v), 0)

Ty X7, = (sin2 (w) - cos(v), sin?(w) - sin(v), sin(u) - cos(u) - cos?(v) + sin(w) - cos(u) - sinz(v)> =sin(u) - r(u,v)
sin(u)-cos(u)

7. gyakorlat
Komplex integralas

Definicié: I' < C, ez gorbe, ha van olyan G:[a; b] S R, ami véges kivétellel folytonosan differencidlhaté és folytonos. (néhol
eltérhet a gorbe) Ran(b) =T

G(a) kezd6pontja I'-nak
G (b) végpontja I'-nak
I' zért, ha G(a) = G(b)
I egyszer(, ha G injektiv (egy értéket csak egyszer vesz fel, nem metszi at magat)

Példa

B N _ (x(@®)\ _ (R cos(t)
z®) =x@®)+i-y(t) = (y(t)) - (R : sin(t))

z(t) = R-cos(t) +i-R-sin(t) = R-e't

#(t) =R (—sin(t)) +i-R-cos(t) = R - (sin(—t) + i - cos(—t)) = R - 1 - (i - sin(=t) + i% - cos(~t)) = R l
(—cos(—=t) +i-sin(—=t)) =R = -(—cos(t) —i-sin(t)) = R-i-(cos(t) +i-sin(t)) =R-i-elt

1=

LL=

Komplex Riemann-integral
Egyvaltozds valds fliggvények integraljdhoz hasonld mddon értelmezzik.

Legyen G a komplex sik egy iranyitott szakasza. Osszuk fel ezt a G gorbét osztépontokkal (zy, z;, z, ...), és minden z;_4, z
iven vegylink fel egy tetszéleges p; pontot.

Ha a felosztast minden hatdron tdl finomitva a Y-, f (ox) - (2x — zk_1) integralkodzelitd osszegnek létezik véges hatarértéke,
akkor ez a hatarérték az f komplex fliggvény G gorbe menti integrélja.

Jo f@)dz
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Integralok kiszamitasa

[, f@dz = [ f(z(®))- 2(t)dt
[a;b] - C

Vonalra

fr vdr = fab g(r(t)) -r(t)dt

A helyettesitéses integralas tételének felhasznaldsaval beldthatd, hogy ez az integral fliggetlen a paramétertezéstdl, ha azok
ugyanazt az iranyitast hatarozzak meg.

Megjegyzés: h:Ret—- h(t) eC

J2 by (£)dt

Prt)dt =
J, h(®)dt ( P hatorie

> = [P Re(h) +i- [ Im(h)

Példa
z(t) = cos(t) + i-sin(t) (egységkdr a komplex szamsikon)

Z(t) = —sin(t) + i - cos(t)

L it *T0d
= ! (—sin(t)+i-cos(t))dt=fz'm'e,_ dt=f02'”i-dt=(f0 t>=( 0 )=2-n-i

1 _r2m i
f|Z|=1;dZ fO cos(t)+i-sin(t)

e it o e Iy T ide 2m
Gqzdz=2"m"i
Példa
z)=t-(14+2-0) Z(t)=1+4+2-i
[, Zdz=[{T-A+2-0-(A+2-Ddt = [t —2-i-)- (1+2-i)dt = [ t-5dt = STH]:J:g

Komplex Newton-Lebnitz formula

Definicié: Legyen f: C — C nyilt halmazon értelmezett fuggvény. Az F: Dom(f) — C primitiv figgvénye f-nek, ha reguldris
ésF =f.

Tétel (Newton-Leibnitz):

Ha az elébbiek szerint f folytonos és F' = f, akkor minden I' € Dom(f)-re, aminek a kezd6- és végpontja z;, z,:
[ f@dz = F(z,) - F(z)

Példa
f@) ==
J‘Iz|=1zi2dz =7 & F(z)=2haF'(2) = ziz
Fomtet > g des ot (=0

Kovetelmény: Ha f-nek van primitiv figgvénye, akkor fr f=0
A komplex figgvénytan alaptétele (Cauchy-tétel):
Megjegyzés: C-beli integralok el6allitasa vonalintegralként:
J. f@)dz = =[, u+i-v)-(dx+i-dy)=
= [. udx —vdy + i [, vdx +udy

P = (u; —v) és Q=wuw
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> [Pdr+i-[Qdr
Newton-Leibnitz R3-ban
v = grad(¢)
fr grad(¢p)dr = ¢(r) — p(1r1) Ez az I. gradiens-tétel

I’ kezdG6- és végpontja: r; és 1,

Bizonyitas: C N-beli
f=u+i-v
F=¢+iy
0 0yP| _ta —b
[axlp |~ -

Fr=o,p+i-(-0y¢p)=u+i-v
Fr=oyp+i-0p=u+ti-v
[f=Judx —vdy +i-[vdx+udy = [ 0,¢pdx + dy¢pdy + i - [ 0, pdx + 0,Ypdy =

- fgrad¢ i fgradw = $(r) — () + i+ (P() — Y()) = F(r) — F(ry)

8. el6adas

Implicit egyenlet:

u(r)=0 w R™ > R
u(r(®) =0 grad@) | ¢ - #() =0
> grad(u) L r(t)

A fellleti normalis a gradiens.
Példa

Gémb: ulx,v,z) = x* +y? + 2% — R? grad = (2-x,2-y,2-7)
Irdnyitds altalanosan n-dimenziéra
Definicio:

CROSS: R™-ben ay, ..., a1 = CROSS(ay, ..., a,_1) az egyetlen olyan, aki:

1. Mer6leges az a4, ..., a,_4 altal kifeszitett altérre

2. Nagysaga: a4, ..., a,_4 altal kifeszitett paralelotop n-1-dimenzids térfogata

3. a4,...,a,_1,CROSS(ay, ..., ap_1) jobb sodrasu (& a szokadsos bazisrol az erre vald attérés matrixdnak
determinénsa > 0)

e e en
1
CROSS(ay, oy ty_y) = (~1yn1- || @) i
an—l(l) an—l(n)
2-dimenzidban: CR055<3> =—1- |; §| =-,—x)=(-yx) (balra forgatas)
xy
Allitas: - argumentumok cserélése > —1-szeresére viéltozik

- minden argumentumban linedris

-3i # jia; = a; > CROSS(ay, ..., an_1) = 0
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r = r(u) altal adott valddi felulet iranyitasa: cross(ru(u)). Egy pontbeli értéke az ottani fellileti normalis.

—|ZZZZ§E::((Z))§| feliileti egységnormalis
F:r(uy ...uy) (ug ...up) €A
A = {(uy o up)|(—Uy uy) = A)
—F:s(uy . up) =1(—Uy ... Up) Uy ...uy) €A’

F zért feliilet kifelé iranyitott & Vue A 3¢ >0 V5 € (0,e) r(u)+ - cross(r,w) ¢V

F felllet a V-t hatarolja

2D-ben: |F| = ffA |y X 1, |dudv Af = f'- Ax
Altalaban: F felszine = |F| = ffA |cross(n,)|du
Példa
R sugaru, h magassagu hengerpalast
r(u,v) = (R -cos(u), R - sin(w),v), u € [0,2-7], v € [0,h]
1, = (—R - sin(u), R - cos(u),0)
n, = (0,0,1)
= 1, X1, = (R - cos(u),R -sin(uw), 0)
|t X 7,| =/ R? - (cos?(u) + sin2(w)) = R
IF| = [2" [ Rdvdu=2-m-h-R
H S R™ v:H — R¥ k=m+1 v folytonos

1. Vonalintegralok
LegyenL:ir =r(t) t €l LS H adott gorbe
a, v gbrbementi integralja L-en
J, var & [ v(r() - r(O)de
b, v ivhossz szerinti integralja L-en
J, vidrl & [ v(r@®)- [#(@©)]dt
2. Feliileti integralok
F € H valédi feliletr = r(u),u € A € A™!
a, v fellletmenti integralja F-en
fF vdf & ffA v(r(w)) - cross(r,(w))du
b, v felszin szerinti integrélja F-en
Jo vidf1 = ff, v(r@w))- |cross(n,w))|du
Tétel
A fent definialt integrdlok alaptulajdonsagai
1. Linedris operatorok

2. Additiv halmazfliggvény
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3. J vdr=—[ vdr
f_def = —fF vdf
4, m<v(r)sM = m-|L| < [ vdr<M-|L|

m-|F| < [, vdf <M-|F]|

5. fL 1|dr| =|L| és fF 1|df| = |F|
6. v, a v-nek r érint§ egységvektorara esé vetiletének elGjeles hossza, azazv - e >
[, vdr = [ vldr| (e=1)
7. v, a v-nek fellileti normdlisra esé vetlletének el6jeles hossza, azaz v - n >
[, vdf = [, vyldf] (n = =)
cross(ry)|

6-0s bizonyitasa: [, v.|dr| = || ve(r(®)) - IF )| = J; v(r@) - (t)dt

P ©) 5

8. gyakorlat
Stokes-tétel: F feltlet R3-ban. 9F pereme F-nek. v: R® - R3, folytonosan differencialhaté.

Dom(v) nyilt. F U OF € Dom(v)

fopp = [, Tot@®)

i j ok
rot(g) =10y 0, 0, v = (v1,V3,v3)
V1 V2 V3

Keressik C-ben az alakjat.
v3=0 - v = v1(x,Yy) és vy = v,y(x,y)

rot(v) = 0, vy, — 0y vy
_<ﬁan=? f=u+i-v
P=(%)
=)
Cauchy-Riemann szerint: Oxu = 0dyv és Oyu = —0,v

oyu 0yv

$,.f =P dr+i-$Qdr=[ “av-du+i-f du—dy=

= [f, Odxdy +i- [f. Odxdy=0€C

Megjegyzés: A bizonyitdsban feltettiik, hogy f folytonosan differencialhatd (valéjaban nem sziikséges)

Perem és tartomany helyett egy gérbére mondjuk majd ki.

Goursat-lemma

f C-differencialhato fuggvényt haromszogon (T) értelmezlnk, akkor fan =0
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Bizonyitas:

Joo £ = i+ Juo S+ Jia S + Juf

K6zépsG szakaszokon kétszer integralunk, egyszer az
egyik, majd a masik iranyba, igy azok kiesnek.

|6y | < [ |+ 1o F+ s P |+ s ] < 4 [ £ %
ezek kozil van egy maximalis \
K
K-> Krqy =5
1. 16,07 | < 4" |fyren f]
N N .
K 4 L 4
2. KT(n) = 2_n
3. Ezek egymasba skatulydzott hatarértékeke sorozata, z, lesz a hatarértéke
| 6,700 f @D lz| = |§700 f (20) + F/(20) - (2 = 20) + £(2) - (z = 20)lz|
de > 0, hogyha |z — zy| < &, akkor |e(2)| < €
> $£(z) + ' (20) - (2= 2) +£(@) - (2 = 20)dz| = |§,0 £(2) - (2 = 20)d2| <
0 0

K K?

<_<f5 |£(z)|-|z—z|-d|z|<s-—-§ d|z| = e —
aT™ 0 T

T — 2n T . 4n

2n 2n
9 |§3Tf|S4n'|faT(n)f|:4n'S;n2:s'K230

Cauchy-féle integraltétel

f:C— Cregulérisa I' gérbén és belsejében, Dom(f) egyszeresen 6sszefliggd nyilt tartomany. Ekkor gSF f=0
Cauchy-féle integralformula

f:T = Cregularis aT tartomanyon, T egyszeresen 6sszefliggs, I' egyszer( zart gorbe a T-ben, amely kértilhurkolja
Zp-at. Ekkor:

) - g S@ +
™ (zy) P ﬁr (Z_Zn)anZ nez
Példa
ch(z)
ﬁ2|=1 z5 dz

A Cauchy-féle integralformulat kell hasznalni. Adjuk meg a képletben szerepl6 paramétereket:

f(2) = ch(2)
Zo=0 (mert (z — zy) most (z — 0))
n=4 (mertn+1=25)

Most mar felirhatjuk a formulat:

ch®(0) = 24—1;1 . 5ﬁz|:1 C';(SZ) dz /é4tszorzunk 2 - 7 - i-vel, leosztunk 4!-al
ch(z) _ J2mi L2mi
$yie e dz = ch® (0) —=ch(0) =+
ch' = sh, ch" =sh’' =ch c¢h® =sh ch® =ch

. z w Z" . e?te%
Hasznaljuk fel, hogy e? = Zn=0; ésch(z) = —
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2mi _ e’+e™® 2mi _ mwi

ch(0) - — = —_—=—
© 4! 2 4! 12
. A
Példa
2z-1
e
ﬁ2—1|=5 z%-z
1 1 - .
|z—1| = 3 > 5 sugard kor, aminek a

v

kdzéppontja az (1,0) pontban van

<

At kell alakitani a tortet, hogy a nevezébe csak (z — zy)-0s
dolog keriiljon.

2:z—-1 2:z-1
11— = 11—
ﬁz—ll:; 72—z ﬁz—1|=;z-(z—1)

A (z — 1) van a koron belll > a tobbit felvisszik a szdmlaléba. z — 1 marad a nevez6be, ami mar jo.

2:z—-1
gﬁ 1= Ebbdl az alakbdl mar felirhatjuk a formulat:
z-1l=; z-1
2:z—1
fl2) = - n+l=1>n=0 zo=1
27l . 2z—-1 .
> O =2 i = 20w
Példa o
sin(i'zT'n)
ﬁz—il=1 z2+1 dz
|z—i]=1 > 1 sugaru kor, aminek a kézéppontja (0,i)-
ben van

Megint atalakitjuk a tortet:

s (i-z-n)
sin| —
—_—z

ﬂz—i|=1 (z—1)(z+1)

A (z — i)-s gyok van a koron beliil, a tobbi felkeriil a szamlaldba: I
sin(i'zz'n)
93 . —ZL—dz Ebbél felirhatjuk a Cauchy-formulat:
z—i|l=1 z—i
_ sin(i'zT'n) =0 -
f(Z) T z+i n= o=t
N ﬂsm(%)| '=2.T[.i.(_i)=—1'[ sin(—z)=—1
0! z+i 27 21 E

Van egy kompatibilisen iranyitott feltletlink. Mennyi ezen faridz ?
Kompatibilis irdnyitas: ha az iranynak megfelelGen sétalok, akkor bal kéz felél legyen a felllet.
A A belsé kor egy egységsugaru kor: |z] =1

A kilsé gorbe I'.

A 4

1 1 1 1 1 ) )
faT;dZ=ﬁZ|D=1;dz+55F ;dz=ﬁz|o=1;dz+f|z|o=1;dz= —2'mi+2-w-i=0
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U pozitivan iranyitott kor, amire tudjuk, hogy flzl=1§dz =2'm-i
Negativan irdnyitott korre ennek a -1-szerese.

9. el6adas

Példa
fL rdr (r: identitds fliggvény)
L: origd kdzéppontu, 3 sugard, pozitivan irdnyitott kor
r(t) = 3 (cos(t),sin(t)) te[0,2-m
7(t) = 3+ (—sin(t), cos(t))
foz'”9 - (cos(t), sin(t)) - (—sin(t) - cos(t))dr = foz'" 0dr =0
Példa
fF 2-rdf F: z tengelyd, origd csucsu, Efelnyilésszbgﬁ, kifelé iranyitott kup
r(u,v) = (v-cos(u),v - sin(u),u) u €[0,2- 7, v € [0,7]
i j k
X1, =|-v-sin(u) v-cos(u) Of=|v-cos(u),v-sin(u),—v- <cosz(u) + sinz(u))
cos(u) sin(u) 1 1
i _ r2m R L2 . . . _ _
fF 2-rdf = fo fo 212 (cos(u),sin(u),1) - (cos(u),sin(u),—1)dvdu =
2w rR
= [, [, 0dvdr =0
d F2 > cross(r,(W) = (=1,0)
A
90°-os forgatas balra
F1 F3
& \ 4
F4
a b
Példa
v(x,y) = (f(x),0) nem negativ, monoton né (jobbra sir(isodik)
Tobb megy ki, mint be.
Alul és felll az integral 0. d F2
A
El6z6 elGadason tanult képlet szerint:
E1 F3
fF vdf & ffA v(ru(u)) -cross(ru(u))du ="
% F4
a b

Ji, vaf = [1(F(@,0) - (=1,0)du = [ ~f(a) = (c = d) - f (@)

Jyy vdf == [ vdf = =—(c—d) f(b)

Egész feliileten: [ vdf = (d—¢)* (f(b) - f(a))
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Példa

v(x,y) = (f(»),0) f folytonos

Alul és feliil tovabbra is 0.
Jy, vaf = [1(F ), 0)- (~1,0)du = [ —f(w)

Jiy vaf == [ vdf == 1@

= fF vdf =0 Ugyanannyi megy be, mint ki.
Példa
w(x,y) = (0,f(x)) f folytonos cross(r,(W) = (0,1)
Bal és jobb oldalon 0. &k A A A i bk
f,, vdf = [P(O.F@) - O.Ddu = (b - @) £(d) ¢ —F i >
Jy, vdf == [, vdf = =—(b—a)-f(c) » -
Eredmény v
. Fa
Jp udf =(-a)-(f(d) - d(©)
v(x,y) = (f(x,¥),0) f folytonos
Alul és felll 0
Jy, vaf = [ (f(@w),0) - (~1,0)du = [ ~f(a,u) du
Jog vef = = [ vdf == [ f(b,w) du
= fF Udf=ff(b,u)—f(a,u)du
Példa
w(x,y) = (0,9(x,y)) El&z8en hasonléan
[, wdf = [’ g(u,d) - g(u,c)du
Definicio:
(1) H < R" (korlatos halmaz) atméréje = d|H| = {sup|x — y|;x,y € H}
(2) Hy € R™ ry € R™-re zsugorodik, ha 1y € IntH Vk és Ill_)rg d(H,) =0

Definicié (forrassir(iség): ry € G € R™, v: G — R" folytonos G\{rp}. Ha normal térrészek minden R™-beli 1y-ra zsugorodo
1
Vil
kifelé iranyitott felilet)

V., sorozatédra lim ka vdf l|étezik, és ugyanannyi, akkor ezt hivjuk v forrass(rliségének az ry-ban. (F, a V-t hatdrolo

s)(rp) = limﬁ [ vdf

Példa
v forrasstirtsége (xo,¥o) pontban ((xo,¥0) € (a,b) X (c,d))
Vie = [ag, bi] X [, di] limb, —a, =0
XoE VoE

limdk—ck =0
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> Sy, vif = [2(f (o) = f (@, w)du

1
[Vl

1
(bg—ay)-(dg—cx)

Cdkk(f(kou) - f(ak'u))du = fcik(f(dkru) _f(akJu))du =

Lagrange
3¢€[cr.dil 3pr—(ag.bi)
= (f D10 = (@r.1)) (dic=ci) = £ &) = fe(xor Vo) Ha £, folytonos
(br—ag) (dr—ck)
9. gyakorlat

8. gyakorlat végén volt:

Van egy kompatibilisen iranyitott feltletliink. Mennyi ezen fari dz?
Kompatibilis irdnyitas: ha az irdnynak megfelel6en sétdlok, akkor bal kéz felél legyen a felllet.
ES A belsé kor egy egységsugaru kor: |z| = 1

Akilsé gorbe I'.

v

1 1 1 1 1 ) )
faT;dz=ﬁZ|U=1;dz+_cﬁr ;dz=ﬁz|o=1;dz+f|z|u=1;dz= —2'mi+2-w-i=0

U pozitivan iranyitott kér, amire tudjuk, hogy f|z|:1§dz =2'm-i
Negativan iranyitott korre ennek a -1-szerese.

Azt kaptuk, hogy egy figgvény integrélja a nagy gorbére ugyan az, mint az integralja a kis korre. > Akis korékre Integralunk.

Példa

1 1
ﬁzlzz 1+22 dz = ﬁﬂ:z (z+i)(z=D)

Felrajzoljuk: lz| =2 - origd kdzéppontu, 2 sugaru kor
Kis korok kézéppontjai: (0,7) és (0,—0)
Erre a két kis korre integralunk. A sugarat tetsz6legesen megvalaszthatjuk. Legyen i, hogy ne légjon a nagy koron kivilre.

1 1
f\z—i|=% (z—i)-(z+0) dz + f\zﬂ'\% (z—1)(z+0) az

1
Hoim T @
z|=21+z

A Cauchy-féle integralformulat kell alkalmaznunk, tehat a nevez6ben valahogy (z —
Zy) alakra kell hozni.

A 4

A piros kérnél a (z — i) van a koron belll, a tébbit felvissziik a szamlaléba, a zold
kornél pedig a (z + i) van a kéron beldl.

1 1

S et e

- L1
—i \Z+l|=§ z+i

Most mar alkalmazhatjuk a Cauchy-féle integralformulat:

2mi 1 2l 1

ol z+i 2T o z—i

e i=mt—m=0
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Példa

eZ z

e
ﬂ2—2|=3 z*-z3

ﬁl—2|=3 z3:(z—1) dz

dz =

Megint rajzoljuk fel:
|z—=2|=3
> Kozéppont: (2,0), sugér 3

2 kis kor kozéppontja: (1,0) és (0,0). Ezekre integralunk.

> Kis korok sugarat valasszuk i—nak, hogy ne érjenek Ossze.
e” e?
f\Zl=§z3-(z—1) dz+ szl\zézg-(zfl)
A piros kornél a z van a korén belll, a tébbit felvisszik a
szamlaldba, a zold kérnél pedig a (z — 1) van a kéron beliil, a z3
keril fel a szamlaléba.
lel% z3 dz + f\zfll% z-1 dz
e? . e?
f@) == f@) =%
n+1=3>n=2 n+l=1-> n=20
Zy = 0 Zy = -1

Hasznaljuk a Cauchy-féle integralformulat:

z
n = 2, vagyis az i flggvényt kell kétszer derivdlni és a z, = 0 pontbeli értékét venni:

( e? )' _ e (z-1)-e?1 _ e*(z-2)
z—1) T @-12 T (z-1)?

Z(y_ ’ Z(_ Z\(r_1)2
(SE2) = DO er (2-2) 2+ (2= Dy = =5

(z—-1)? (z-1)*
n = 0, vagyis az ;—3 fliggvényt kell venniink a z, = 1 helyen: e*
A végeredmény
2 2 1_

)+ el=-5mit2-em-i
Elemi fliggvények

Négyzetre emelés
z > z?
z = e (cos(p) +i-sin(ep))
w=2z2=7r2(cos(2 @) +i-sin(2-¢))

z2-nek nincs inverze, de a z2 Riemann feliiletén mar invertalhato.
Exponencialis
z

zZ e

z =1 (cos(@) +i-sin(p))

zZ-ow
eZ = Xty = pX. iV
[ ——
lwl argw)=y

Nem invertalhatd, de Riemann feliileten igen.
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z — e? periodikus:
e? = Ztk2mi — oz, [(ei-n)z]k = eZ. 1k (el™ = —1)
Periddus: 2-m - i
10. el6adas
(f (x,¥),0) forrass(iriisége az (x¢,yo) pontban f, (xo, ¥o)
(0, g(x,y)) forrasstiriisége az (xo, o) pontban 9y (X0, Yo0)

(f(x, v),g(x, y)) forrass(rlsége az (xo, o) pontban f; (xo, ¥o) + gy (X0, Yo)

V(%) aiv®) | rg.y0)
Példa
_ J, vdv =7 L a gorbe.
z Bal és jobb oldalt az integral 0, mert a fellleti normalis meréleges az
E erévonalakra.
A > Fellll pedig az integral az also integral -1-szerese 2> fL vdv =0
Példa
Ugyan ez, csak az er6vonalak ferdén haladnak.
A szemben 1évé oldalak integréljai kiejtik egymas (egymds -1szeresei) 2> fL vdv =0
Példa
Alul és feltl megint kiejtik egymast, viszont bal és jobb oldalon is
pozitiv lesz az integral, mert az er6vonalak meréleges vetiilete (piros
nyilak) pozitiv iranyba mutat.
- Az integral értéke pozitiv
Példa
A Jobb oldalon és alul nem halad &t erévonal, igy ott az integral 0.
Fellil és bal oldalon pedig ugyan annyi megy be mint ki, ez egy négyzet.
| > fdf =0
-
Példa

v(x,y) = (f(x,9),0)
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Bal oldalon és jobb oldalon ismét 0.

r(t) = ()
- > 7(t) = (1,0)
a L1 ’b

Al [, vdr = [ v(r@®)-F(©dt = J2(f(,),0) - (1,0)dt = [7 f(¢t, c)de
Feldl: [, ver = [} —f(t,d)dt

> J, vdr = [ f(t,c) - f(t,d)dt

R2-beli normalt térrészek minden r,-ra zsugorodé F, sorozatara ha Elllmm-ka vdr (ahol L, az F; pozitivan
k

iranyitott hatdra) és ez ugyanannyi, akkor ezt v r-beli 6rvénys(irliségének nevezziik.
Jele: c(v)(ry)
Példa
Fie = [ag, b ] X [cr, di] Xo € [ay, bi], Yo € [ck,di]
limbya, =limd, — ¢, =0

3¢k €la,b]

c(f (), 0)(xg, 7o) = lim —————- [7f(t,c) — f(t,d)dt =

k—oo (bg—ag) (dx—ck)

(f (Er.0)—f (G @))-(bre—ay)

- lim lim —f,, (§k, pi) = — fy(x0%0)
k—00 (br—ax)-(dx—ck) Lagrange koo 0Y fy fol;,tonos g
Ipk€Elck.dil
Hasonléan: (0,90, %)) (x0,¥0) = - = gx (X0, ¥0)
Kovetkezmény: c(f(x, y),g(x,y))(xg,yo) = 9x (X0, Yo) — fy(x0, ¥0) = rot(v) | (x0.¥0)
haif.g
folytonosan
diffhaté

Lemma: Ha F a sikbeli V' valamelyik tengely szerinti normal tartomany kifelé iranyitott hatara és R folytonosan
differencidlhatd valds érték( fuggvény V-n, akkor

1. fF (0,hR)df = fv hy (x, y)dV, ha V x-re nézve normal tartomany

2. fF (h,0)df = fv hy(x,¥)dV, ha V y-ra nézve normal tartomany
Tétel (Gauss—Osztrogradszkij-tétel):

Ha F a V sikbeli normal tartomany kifelé iranyitott hatara és v: H - R?, V € H € R? folytonosan
differencilhatd, akkor fF vdf = fV div(v)av

Bizonyitas:

[y v df=[, (g0)df + [, (0.9)df = [, g, y)dV + [, hy(x,y)dV =
(g.h)

J, 9x+hydv
div(v)

Kovetkezmény: Az el6z6 igaz akdrhany dimenzidban és normal tartomdny helyett normal térrészre is.
Példa

H: R sugaru, h magassagu, z tengely( henger
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v(x,y,2) = v(x,y,0)
—2
[,vdf=[ , div@w)aV=2-[, 1dV=2-R*-m-h

hengertest
Vagy: [, vdf = [ vuldf|=[ _Rldf|=R-[, _1|ldf|=R-2-R-m-h=2-R* m-h
10. gyakorlat
Példa

Komplex integralas megtort szakaszon (két részre kell bontani az integralt)

f(z) =Re(2) +i- (Im(2))* G+i-y?)

I': a gérbe, amin integralunk

2i _ 3+2i

w

f(2) sehol sem differencidlhaté = z(t)-s képletet kell hasznalni

Iy £ =12 f(z®) - 2@)de

r=[3;3+2-i]-[3+2-;2i]

piros szakasz zold szakasz

Ateljes integral a 2 integral 0sszege: [ = I; + [,
A piros szakasz egyenlete: z (t)=34+t-i 0<t<2

Kell még: z,(t) = i

32
Behelyettesithetiink a képletbe: L=Jl@G+ity) i dt=[I3-i-tdt=[3-i-t-%] =6-i-2
- - W 0 31g 3
f(z:1(®) ()
A z0ld szakasz egyenlete:  z,(t) =2-i+3—t 0<t<3
Kell még: z,(t) = —1
=32 3

Behelyettesités: I, = [>(3—t+i-4)- (-1)dt = [

4oivt] =-12-i-2
) AD) 0

2

Végeredmény: I=L+L=—6i— g _3

el® = cos(¢) + i sin(ep)

sin(z) = 1'22_ e <= %-sh(i . Z))
cos(z) = e’ -;e_l.z (= ch(i -Z))
sh(z) = e Ze -
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Atirjuk a jobb oldalt
oZ = oim
z=i-m+k-2-m-i
Példa
=i
Atirjuk a jobb oldalt
e? = '3

Z=i‘§+k‘2‘7‘[‘i

Példa
n e b .. (T n L 1 1
Sh.(1+— l)= == e COS(—)+l'Sln(—) - COS(——)JFI,'SIH(——) ==-1 (e+—)
2 2 2 2 2
0 1 0 -1
Példa

Sh(Z) _ sh(x +i- y) _ e*-(cos(y)+i-sin(y))—e *-(cos(—y) +isin(-y)) _

5 %-cos(y)-(ex—e'x)+i-%-sin(y)-(ex+e"‘)

Példa (Harmonikus tarskeresés)

u=x3-3-x-y?

u=7 f=u+i-vregularis f0)y=2-i (u=10,v=2)
o,u=3-x%2-3y? > 0Zu=6-x
dyu=—6-x-y > 0fyu=—6"x

0z u+ a§yu =0 -> Laplace-féle parcidlis diffegyenleteket kielégiti > harmonikus fuggvény.
A Cauchy-Riemann-féle parcialis differencialegyenletek szerint:
Oxu = 0yv
Oyu = —0,v
(u-t ismerjuk, v-t keressiik, ez lesz a harmonikus tarsa)
Az alabbi egyenletrendszert kapjuk:

I dyv=3-x>—-3-y2
du

Il. 0, v=6-x"Yy

-dyu
I. egyenletet parcialisan integrdljuk y szerint:
v=3-x2-y—y3+C(x) C(x) csak x-tél fugg, mert y szerint derivaltunk

IIl. egyenletbe ezt behelyettesitjuk v helyére (majd x szerint derivaljuk)
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6:xy+C'(x)=6-xy
C'(x)=0
C(x) = konst.

Vagyisv =3 -x2 -y —y? + konst

Kezdeti feltétel szerint ez a (0,0) pontban egyenl§ 2-vel:

v=3-02-0— 0%+ konst =2 > konst = 2
> v=3-x2-y—y%2+2
Példa
et cos(t)
r(t) = et sin(t) 0<t<?2
:
fvhossz = ?

s= f:12|r'(t)|dt

et-cos(t) —et - sin(t)
7(t) = | et -sin(t) + e’ - cos(t)
ot

s = foz\/e” - (cos(t) — sin(t))? + e?t - (sin(t) - cos(t))? + e?tdt =

= foz et - (cos?(t) — 2 - cos(t) - sin(t) + sin?(t) + (sin?(t) + 2 - cos(t) - sin(t) + sin?(t)) + 1)dt

sin?(t) + cos?(t) = 1 és —2 - cos(t) - sin(t) + 2 - cos(t) - sin(t) kiesik igy a gyok alatt

marad 1+1+1
= fozet -/3dt = \/§-fozetdt =v3-[et]3=+3-(e?-1)
Igazoljuk, hogy ez egy kupfelllet!

T cos(p)
45°-0s kip paraméterezése: <r . sin((p)) ami megegyezik a megadott felilettel, har = et és @ = ¢

r

ZH-ban lehet a kip, henger és a gdmb paraméterezése. Kip mar megvan.

R- cos((p))

Hengerfelllet paraméterezése: (R -sin(ep)
h

R - cos(¢) - sin(9)
Gomb paraméterezése: R - sin(¢) - sin(¥9)
R - cos(9)

Példa

Mennyi a 8-ad gomb felszine?
F= ffTu}ulaur X 0,7 |dudv =

d,r X 0,r szamoldsa

i j k
dp - |—R - sin(p) - sin(@) R -cos(e) - sin(9) 0
99 — | R-cos(¢) -cos(®@) R -sin(p)-cos(®¥) —R-sin(¥)

= f JR* - cos?(g) - sin*(9) + R* - sin? () - sin*(9) + R*- (sin2(¢) - sin(¥) - cos(®) + cos? (¢) * sin(¥) - cos(9))2dedd
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L
2

= [[R2" \/sin4(19) + sinz(ﬁ) - cos?(9) = S fE:DRZ -sin(9) dde = fE:ORZ = cos(z?)]%dqo =

=0

2

= fE:ORquJ =R? -foqu) =R g Ez tényleg a teljes gdbmb (4 - R? - m) %—ad része

11. el6adas
TETEL (Stokes) 2D:
F 2-dimenzids normalt térrész, melynek hatara a pozitivan iranyitott L gorbe.
F € H € R?v:H - R? F-en folytonosan diffhaté > [ vdr = [ rot(v)dV
Bizonyitas: 1. [, vdr= [ cross(v)df L:r(t) t € [a,b]
> f: v(r@) - r()dt = f; cross (v(r(t))) - cross(7(t))dt
2. div(—cross(v)) = rot(v) = div(g, —f) = gx —fy =rot(f,9)

3.J'L vdr = fL cross(v)df = f_L —cross(w)df = fF div(—cross(v)) dV = fF rot(v)dv

rot(v)

TETEL (stokes) 3D:

V 3-dimenziés normalt térrész, melynek hatara feloszthatd az F kifelé iranyitott valddi fellletre és a kifelé
irdnyitott —G normalt sikfeliletre. Legyen G hatara a G-b&l nézve pozitivan iranyititt L gérbe. HaV € H € R, v: H —» R?
folytonosan diffhaté, akkor

J, vdr = [ rot(w)df
Példa

Ji. rot(k xr)df %IL kxrdr
L: [x, y] sikban az origé kdzéppontu R sugaru pozitivan iranyitott kor. (egyik megoldas)
Korabbi el6adason tanultak alapjan az integral egyik alaptulajdonsaga: fL vdr = fL Veldr|
Tehdt: [ kxrdr=[ (kXr)|dr|=[ Rldr|=R-[ 1ldr|=2-R*m
Masik megoldas

(hxr)y=v

|hx7r|=1|h|-|r|=|v]=R

h X r parhuzamos az érintGvektorral

J (hxrydr=[ (hxr)|dr|=[ Rldr|=R-2-R-m=2-R*-7
R L[R|

Definicio:

A: R? - R? lineéris leképezés skalarinvariansa: A f6atléinak sszege
Allitas: Ez bazis fuggetlen.
Definicio:

. . . . - .. . YR . av;
div(v): v derivéltoperatoranak skalarinvariansa, azaz a Jacobi-matrix f6atl6janak 0sszege: Y. a_xl
i

v= (2 2 > divlv) =V v
(7= (

ax,” " axy

Definicié: A linearis transzformacié adjungaltja A*
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A szimmetrikus, ha A = A*, antiszimmetrikus, ha A* = —A

megjegyzés: A antiszimmetrikus linearis transzformacié = derivaltoperatoranak matrixanak (Jakobi) f6atldja
csupa 0=>div(4) =0

specidlisan 2 dimenzidban a cross ilyen.

cross = ((1) _01) = div(cross) = 0
Allitas:
A antiszimmetrikus linearis transzformacio, ha
2D-ben: IcERA-r =c-cross(r) (c=ay)
3D-ben: 3CERS3, hogyAd ' r=cXr (c = (asz, a13,a21))

Bizonyitas:
Egyértelmiiség R3-ban: ¢y, ¢, €5 is j6
0= XT—CXr=(—C)XTr=20—C=0>¢=c

0 —a,; 443 x
3R3—ban:< Azt 0 —a32>-(y) = (= Y+ a372) (A "X —a3,72) " (—a3° X + a3, " y)
—Q;3 ds; 0 z

i j k
<a32 a3 a21) Ez megegyezik az el6bb kapott végeredménnyel.
x y z

Definicié: A antiszimmetrikus linearis transzformacié vektorinvariansa az az egyetlen ¢ € R, illetve ¢ € R3, amire 4 - r =
cross(r),illetve A-r =c Xr.

Definicid: A tetsz6leges linearis transzformacid antiszimmetrikus része: % (A — A*) és szimmetrikus része% (A4 4Y)
Definicié:
rot(v): v derivaltoperatoranak antiszimmetrikus része invariansanak kétszerese
kiszamolasa: R2-ben a,; — a;,
R3-ban (as; — a3, 013 — A3, A1 — A12)
Ha A a v Jakobija:
av o

- R?-ben:

dx; 0x,

_R3_ben(%_aﬁ.%_%.aﬁ_%) =Vxv

dx, 0x3  dx; 0x, dx; 9x,
11. gyakorlat
Egyszeres OsszefliggGség
I':t-z(t),te€ [a b]gorbe

Definicié: I zart gorbe a T tartomdnyban a z, pontra deformalhatd, ha létezik olyan I': [0,1] — T[ab] folytonos leképezés,
hogy y(1) =T, y(0) = z, konstans gérbe.

Definicid: T egyszeresen 6sszefliggd, ha benne minden zart gorbe pontra deformalhaté.

Ellenpélda
Dom (1) = C\{0}
Dom (i) id:iz—>z

id¢
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Ez a tartomany nem egyszeresen 6sszefliggd.

Zsugorodas kozben at kellene mennie az origdn, de ez nem lehetséges, mert az origd nincs benne a T tartomanyban
(ellentmond a definicidonak) = Kétszeresen 6sszefliggh

Példa
Csillagszer(i tartomany, ha 3z, € T, hogy Vz € T esetén [z;2y] S T
0<1<1 Kozéppontos kicsinyités
Egyszeresen Osszefliggd, mert a z, kozéppontl , A aranyu kicsinyitések a y-t alkotjak.
Ilf = gll = sup(f —9)
tavolsag = szuprémumnorma
Komplex logaritmus
=w
e?=r-el?
e? = oIn@) . g0
e? = eln(r)+i-(p
z=In(r)+i-p+2-w-i-k
Ln(w) = In|lw|+i-(arglw|+2-7-k)
k = 0 = logaritmus féértéke In(w)
W = ewiIn@)
eln(@") = gwin() (komplex logaritmust nagy ,L” bettivel irjuk)

Példa

. (T
l'i — ei-Ln(i) — el'(ln1+l'(;+2'n"k)) _ e_g_z_”_k
Példa

eif=1+1i

; %
el =eV2. ¢y

Hatvanysorok
1, Nem negativ kitevdji hatvanysor
25 Sgen @ = 2" (0 e (idg — 20)")
zo=C - kézéppontja / centruma a hatvanysornak
¢y € CLS - egyiitthaté sorozat

TETEL (Cauchy-Hadamard-tétel):

s konvergenciatartomanya egy B, (z;) alakd halmaz, ahol

1

1
(- ha € R*
| imsup™/Teal’ limsup"/Icy|
1
={0 ha ———= 4+
R | ! limsupflcy|
1
+ 00, ha ———=0
k limsup/lcy|

Példa
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14224z + 25+ -

zo=10

_ {1, ha n paros
tn = 0, ha n paratlan

1
0

n\/ lenl =

> limsup/|c,| =1 R —W Tienl !

Ez egy korlap belseje.

Taylor-sor
™ (z9)
f@ =T - w)
Cn
(@)
Z i Sﬁ (z— zo)"“'1
2 3
e’=1+z+>+=+
20 3l
3 5
sin(z) =z —;+;—
cos(z) = 1__'+Z_
z?  z3
In(1+2) =z—Sto
Példa
lim 3@ _ 4
z-0 z
sin(z) z?2  z . .
Mert: = 1—; o .,amiz > 0 esetén =1
Példa
. sin(2)-z 1
lzl—I}(l) z3 6
3
sin(z) = z— % +=—-  Mindkét oldalbdl kivonva z-t és elosztva z3-nal
i _ 2
w— iz -, ami z > 0 esetén = -1
z 5! 6
Példa
. 1-cos(z)
Ll—% z?

cos(z) = 1——+——~~~

2!

1-cos(z) _

ZZ

Egész kitevdjli sorok

1 z
2 4!

o Kivonva z-t, z2-tel osztva és el6jeleket cserélve

. , 1
,ami z = 0 esetén =3

Zo Yo Ot (2 — 20)"

1 1
Z—3+C_2 =

1
teqoteotoztozi 4

forész

. n 1
limsup |c_n -—
z

regularis rész

limsupy/|c_p| é <1
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limsup’y/c_, < |z| Ez egy végtelenbe nyuld korgydird.
Bg (o) alaku a konvergencia tartomany.

A két tartomany (egy R sugaru korlap belseje, és egy r sugaru végtelenbe nyuld
korgylr(i) metszete: korgydr(in konvergens.

3
'\\ ”
Példa |/ :
l B
1
f@ =7 /
2o = i kérl fejtsiik sorba A £~ -
i
Zy =;

Kell: ¥ cp - (z—D"
Ehhez &tirjuk az f(z)-t ugy, hogy a nevezében kivonunk és hozzdadunk i-t, majd alkalmazzuk a mértani sor
Osszegképletét.

1
(z—i)+i

f@) =
Mértani sor osszegképlete: Y o_oq" = ﬁ

f(2)-t valahogy ﬁ alakra kell hozni. Emeljiik ki a nevezében i-t:

1 1 1 1 1 1 1 . A\ y— .
D" = =y = ey = Bl = D) = B G0
i i —

q

Ez a nem negativ kitevGjl rész, vagyis a regularis rész.
Meg kell vizsgalni, hogy hol konvergens:

A mértani sordsszeg |q| < 1 esetén konvergal:

lql <1
li-(z—D)| <1
lz—il<1

Ez az abran az |-es tartomany, vagyis megkaptuk az i korili 1 sugaru koérben a Taylor-sort.
Most emeljik ki a nevez6ben a masik tagot, (z — i)-t:

N (]
t -t 1. ,=L'.Z;°_0(__“) =N () —— =

(z-D+i  z-i 1+~ z-i 1- z—i =Y \n-i = (z—i)n*t

zZ-1

’ =

f@) =

(L

=Ynno(=D" -z -t
Ez a negativ kitevGjli rész, vagyis a f6rész.
Ennek a konvergencia tartomanya:

lql <1

—i

z—i

<1

<1

|z~
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|z—1i|>1 Ez az dbran a ll-es tartomany.

12. el6adas

Vektorfiiggvények jellemz6inek szamitasa (grad, div, rot)

TETEL: 1. div, grad, rot linearis operatorok (mert a derivalas linearis operator)
2. konstans vektorfiiggvénynek div = 0, rot = 0 és konstans skalarfliggvénynek grad = 0
3. Tegytk fel, hogy u skalarfiggvény, v vektorfliggvény

diviu-v) =u-div(v) + v grad(u)

n a(u vl

Bizonyitas: div(u - v) = ¥, o =yr 1(— vit+u- ZZ)—

v 1: v tu- YL lavi = grad(w) -v +u - div(v)
4. rot(u-v) = u-rot(v) — CROSS(v) - grad(u) 2D-ben

rot(u-v) =u-rot(v) —v x grad(u) + grad(u) X v 3D-ben

Bizonyitas: (rot(u- 17))1 = a;;):g — 0;1):2 = aa_;: Vg +% u— ;—2 Cv, — 2—” u = (grad(u x v))1 +u- (rot(v))l
5. grad(u, - uy) = uy - grad(uy) +u, - grad ()

Uy és u, skalarfliggvények
6. R2-ben rot és div kapcsolata
- div(v) = rot(cross(v))
- rot(v) = —div(cross(v))

o ov, @ )
Bizonyitas: a, rot(cross(u)) = rot(—v,,vy) = Vl - 22 = div(v)

R

b, div(cross(v)) =rot \cross(cross(v))/ = rot(—v) = —rot(v)

2:90° forgatas
—1szerésre valt

Tétel: 1. div(r) =n (R™ — ben) r: identitasfliggvény
2. div(cross(r)) =Y f6atlo =0

rot(cross(r)) =div(r) =2
3. u(r)=c-r=grad(u) =c

Y, ¢ - x; paricalisan derivalni kell

4. u() =f(qrD f:R* - R differencidlhaté fliggvény
> grad@ = fFarD- =
Bizonyitas: grad@) = f'(|r]) - grad(|r|)

(grad(rD), = 2= (zxZ) LEn_a

Irl

ires L. =T
Vi-re: i (X1, %2, ey Xp) = i
5. v(r) = f(r])-r f:R* - R differencialhaté
> r+0=rot(v) =0
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Bizonyitas: R3
4.-b8l:u(r) = f(rD v=r

rot(w) = f(|r]) -rot(r) —r x grad(f(|r|))
0 0

0

6. v(r) mint5.-ben > r#0
4 dv@)=n-f(rD+f'(rD-Ir|
Bizonyitas: div(f(jrD-r) =f(r]) -div(r) +r- grad(f(|r|)) =

r

=n-f(rD+r-f'ArD —=n-fArD+f'(rDIr|

Ir]

TETEL:  u, v kétszer folytonosan differencidlhatd skalar illetve vektorfiggvények

1. rot(grad(u)) =0
2. div(rot(v)) =0
3. div(grad(w)) = Niz1Uy, - X; = Au  Laplace-operdtor

TETEL: - G nyilt, 6sszefiiggd halmaz
-v: G — R? folytonos

- u potencialfiggvénye v-nek
Ekkor: 1. fL vdr = u(q) —u(p), ha L G-beli gérbe p kezd6- és q végpontu
2. fL vdr = 0, ha L zért G-beli gbrbe
3. ha v folytonosan differencidlhatdé - rot(v) = rot(grav(u)) =0G-n

12. gyakorlat

Példa

1

(z-1)-(z+1) zo =0

—1

Parcialis tortekre bontunk (pl. letakarasos mddszer) és az el6z6ekhez hasonldan kiemeljik az egyik tagot a nevezében:

1 1 1 1 Dmz"
22 =2 42z —yo _longye 1o Hn_yoe (_l_l.(_l)n).zn
7-1  z+1 -z 1-(-2) n=0", n=0 ", k=0\"32 2
a1 a2 Cn
Konvergencia tartomany:
lg1] <1 2> lz| <1
g2l <1 > |-zl <1 Ez az I-es tartomany.

Madsik tag kiemelése esetén a ll-es tartomanyt kapjuk.
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TETEL (Laurent-tétel): 0<r<R
T={z€eClr<|z—2z| <R}:f.C-C

f reguldris T-n. Ekkor f el6all egy z, koruli egész kitevdjl hatvanysor formdjaban, Y- o cn - (2 — 20)™ = f(2),

__1 @)
ahOlCn—m' ) W

I' € T, egyszerli és egyszer hurkolja korbe a z,-at.
Izolalt szingularitas és szakadasok osztalyozasa

Definicid: zy-ban az f: C — C-nekizoldlt szingularitasa van, ha f a zy-ban szakad, de van olyan Bs(z,) kipontozott krnyezete,
ahol f reguldris.

Példa
1 L1
- lim-= oo
z z-02Z
0-ban van izoldlt szingularitasa
Példa
—r
(z—-1)(z+1)
—1-nek van olyan kdérnyezete, ahol mindenhol reguldris (maximum 2 sugaru koérnyezet, de a lényeg, hogy van)
+1-nekis
Ellenpélda
75—
sin(g)
Hol szakad?

Zo = 0-ban illetve a sinus fliggvény zérushelyeinél
Komplex sinus zérushelyei:

sin(z) = 0

—iz

etZ—e
2+

elz _p=l'z —

iz=—i"z+k-2-m-i
2¢iz=k-2-m-i
z=k-'m Ugyan ott, ahol a valds sinusnak.

0-ban nem izolalt szingularitdsa van az _—(,,)-nek, mert akarmilyen kis kornyezetben van szakaddsa. Az Gsszes tobbi
sin| —
Zz

szingularitasa izolalt.

1. Megsziintethetd szakadas

3 lim f(z) és véges & az f z, korili Laurent-sordban nincs f6rész (; -5 tagok)
zZ-Z

Példa
e’~1-z . P .
f(2) = — Megsziintethet6 szakadas 0-ban
eZ Taylor—sore
Wzl iz g g g2 lim 4
f@)=—"2 2L ———=-"+-F—..=> =
z 2 3 4 2
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2. Lényeges szingularitas
A lim f(2) © f zy korili Laurent-sordban végtelen hosszu a férész
z-2,

Példa

. 1 1 1 1
sm(—) =-———t =
z z 31z3  s5lz3

3. PAlus szingularitas

3 lim f(z) = © & az f z,-beli Laurent-sora véges sok (de nem nulla!) f6részbeli tagot tartalmaz

Z5Z
Példa
Z3 Z5
sin(z) _ Z= gt 1 1 1
f(Z) :—4:—4:—3—_+_-2_...
z z z 3!z 5!
férész

3-ad foku pdlus, mert az utolséi kitevgje 3.
Masképp:

A szamlalénak a z egyszeres gyoke: egyszer emelhetd ki z Ugy, hogy a kdvetkez6 tag konstans legyen:

z?  z*
z*-nek a 0 négyszeres gyoke.

Harmadfoku pélus = négyszeres multiplicitasu gyok - egyszeres multiplicitasu gyok = 3

Rezidumszamitas

oo f .
Definicié: z = Y% _o, ¢, - (z — 2y)™ reziduma a z, helyen Res/(zy) = c_;
Példa

zo=20

1
7

1
+c

1
. i . .72
Co3 Zz+c_1 Z+c0+c1 Z+cyz7 ..

1 1 1
Jr s Sttt tarzte -z%..dz =?
Csak c_4 -itagnak az integralja nem 0. > gﬁr wdz = gﬁr c_1 -idz =Resf(zp) 2 m-i=c_q-2-m-i
13. el6adas

TETEL: g: G € R? - R? folytonos, 3u G - R

v = grad(u) > ha L: G-beli gérbe p kezd6ponttal és g végponttal, akkor

J, vdr =u(q) —u)
Bizonyitas: Tegytk fel, hogy L-et r(t) t € [a, b] paraméterezi >

b .

fL vdr = fL grad(uw)dr = fa grad(u(®)) - #(@©)dt = u(r(b)) —u(r(@) = u(q) — u(p)

TETEL:  az el6z6 tétel feltételei mellett

1. v egy tetszéleges G-beli rogzitett kozéppontu gorbére vett gorbementi integralja, mint végpontjanak
figgvénye megadja v egy potencialfiggvényét

Bizonyités: Legyen p € G rogzitett és Vr € G-rew(r) = [, vdr = u(r) — u(p)

L(r)
(L(r): p kozéppontu, r végpontu G-beli gérbe)
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> grad(w(r)) = grad (u(r)) —grad (u(p)) = grad(u(r)) =v

o,mertp

rogzitett
2. v potencialfuggvényei csak konstansokban térnek el egymastdl
Bizonyitas: Legyen p € G rogzitett, L(r) mint az el6bb, w egy potenciélfiiggvénye v-nek
Sy vidr = u() —u@) =w(r) —w®) > w(r) —u() = w(p) —u(p)

konstans
Potencialfuggvény |étezéséhez nem elég a folytonossag!
Példaul: cross(r) folytonos, de rot(cross(r)) =2+0
Nem elég rot(r) = 0

v(r) =220 - v r = 0-rarot(v(r))

Ir12 xey?
d x d x2+y?—2:x24x24y2-2:y? - -
rot(v(r))=—- . Y=Y — 0, de ha L egy O kérilli R sugard kér, akkor
dx x?+y? dy x%+y? x2+y?

f, vdr=J, ve-ldr|=[ —ldr|=7-f lldr|==-2-7m=27
TETEL

G < R? nyilt, egyszeresen 6sszefiiggs tartomany

v:G — R? folytonos

Ekkor az aldbbiak ekvivalens:

1. v-nek van G-n potencialfiggvénye

2. fL vdr =u(q) —u(p), ha L G-beli p kezdé- és q végpontu gorbe és u egy potencialfuggvénye v-nek
3. zart egyszer( G-beli gorbéken az integrdl 0

4. rot(v) =0G-n

Példa (potencial keresése)

£, y) = (P(x,y),Q(x,y)) vektorfiiggvény
= 0=ro0t(f) = Qx" Py, azazQx = P,
Példa (Coulomb-erd)
v =1fMl-r
r=0-ban:div(w) =n-f(rD+f'(rD-Ir|=0

11.eléadas vége felé
6.pontban bizonyitva

Ez egy differencidlegyenlet. Mas paramétereket hasznalva:

n-y+y-t=0
r— Y
y =-n-7
a__ .Y
dt t

1 1
f;dy = —Tl'f?dt

1
ln|y| =-n- ln|t| = W +c
1 Bolzano c, cyr . ., g
ly] = mQ +tc——y= P v(r) = e n-dimenzids Coulomb-torvény
13. gyakorlat
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Példa
EZ
I_J‘|Z|=1;dz cCEZ
l.eset: ¢ <0

Mivel ¢ < 0, ezért z€ a szamléldba keril: f(z) = e? - z€, ekkor tehdt a fliggvénynek nincs szakadasa a zy = 0 helyen
- regularis = a Cauchy-féle integraltétel szerint ekkor az integral 0

Il.eset:c > 0
eZ
Jiaj=172 92
Cauchy-féle integrélformula'f(")(z ) = . _(ﬁ&
’ 0 2-mi (z—zy)"*t
Most: f(z) = e?, 7o =0, c=n+1, n=c—1
‘.. e’ o .. €% 2mi
Tehat: fzcdz =2-m-i D = oo
Riemann-tétel: f korlétos, egyetlen szingularitasa a z,, I egyszer( és zart gorbe, egyszer kérbehurkolja z,-t > gﬁr f=0
Példa
el
flzl:R:dZ R>0

Ennek a zy = 1 helyen van szakadasa, ezért a megoldas flgg attdl, hogy mekkora az R.
l. eset
0<R<1
A kérben nincs benne a szakadas = reguldris = a Cauchy-féle integraltétel szerint ekkor az integral 0
Il. eset
R=1 (vizsgan nem kell)
11l. eset
R>1 A gorbe korbehurkolja a szingularitast.
Két mddszerrel is megoldhatd. 1. mddszer: Cauchy-féle integralformula

2. moédszer: Residum-tétel

flz|=RzeT1dZ =Res/(zy)-2-m-i

Ha z, az f-nek n-edfoku podlusa, akkor a rezidum a zy-ban:

im ((z — 20" f@)"

(n-1)! z-z,

Res/(zy) =

Most a z, = 1 elséfokid pélus 2> n =1

Tehét a képlet szerint: Resf (1) = L .lim ((z -1t e—) =1-lime?=¢
z-1 z—1

1-1)! z-1

z

Visszairva a legelsé képletbe:flzl:RzeTidz =e-2'm-i

Példa
. . sin(z?) ... .
Hanyadfoku pélusa van a —;— fliggvénynek?
z
26 710 14 2'< _ﬁ i_ﬁ )
sin(z?) _ 2=+ 2\t =1__t 1.2
z8 z8 z8 T z6 3122 | 5l
forész
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6-odfoku pdlus, mert a férészben az utolsé i kitevdje 6.

Példa
cos(z)-1
f(Z) = z—z z#0
a, f) =7
b, f®0) =7
c f00) =2
d, f®0) =2
a, Nevezetes hatarértékek, amiket jé tudni:
lim S22 _ ¢
x-0 X
lim&=t =1
x-0 X

lim In(1+x) -1

x—0 X
ling —1_C;25(x) =2 Most ez kell, pontosabban a -1-szerese = f(0) = _%
X—

Vagy ha nem ismerjik ezeket:

= Z_T_ZG_I 1 1 z2  z4 z-0  q
f@=—— = a gt "~
b, 4 derivalas (1. modszer) vagy Cauchy-féle integrdlformula + rezidum tétel hasznalata (2. mddszer) vagy

3. moédszer:

0 korli Taylor-sor:

/ ' ' JAO)
fO+f0)z+—— 22 +—— 2 +——-2z"+

Az el6bb felirt Taylor-sor:

1 z2 z*
f@=—+5-5+

A z*-es tagok egyiitthatéit egyenlévé téve:

o2 5 jeg=-2
b, 219005 tagok egyiitthatéi révid gondolkozas utdn:
f(::);,(o) =- ﬁ (akkor negativ, ha 4-gyel oszthaté a z kitevéje)
Fa00) =~
c, n paraméter szerint szétbontva:
(0, . ha n paratlan
F™(0) = { —m han oszhat6 4 — gyel
k(nz_!z)!’ ha n = 2(mod4)

Példa

1 1

—— — — = 7
f|Z|=3 2(z%-6'2+8) dz f|Z|=3 z:(z-2)(z-4) dz '
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3 kis kor van 0, 2 és 4 kdzépponttal. A 4 kozéppontu kér nincs a nagy koron belll,
ezért arra az integral 0.

Az integral a masik 2 kis korre vett integral Osszege. A kis korok sugarat mi
vélaszthatjuk, csak ne légjon a nagy koron kivilre és ne érje el a masik kiskort.

Cauchy-féle integralformula

1

1@ =5es
O
Tehat: L
Példa

(2 —s2es

1 1

f@ =22 (1+2+55+

Lehetnek:

+o) =22z 4+

2:z2  31z3

geal 1., .
» Példaul Jescio vdlasztas.

Y
A

1 1

(z=2)-(z=4) d (z—4)z
———dz + dz
lel% z f\zle :

=5 z-2

-
2 kozépponti kor, tehat
az—2 marad a nevezdben

N
0 kozéppuntui kor, tehat
az—0 marad a nevezében

zo =10

Zg = 2

. 1 . 1 . 1 Tl
J‘|Z|=3z-(zz—6-z+8) dz=2-m-icmyrpt2nio=2-mi (_E) R

Milyen szingularitasa van?

1 1
—_ _2_|_
3z 4!z

végtelen f6rész

- megsziintethetd szakadas, ha nincs férész

- |ényeges szingularitas, ha végtelen hosszu a férész

- pdlus szingularitds, ha véges hosszu a férész

Példa

dz

f e -1
|z|=2 z%(z-1)

4

Kis korok kdzéppontjai: 0 és 1, nagy kor sugara 2, kozéppontja 0.

24 4
e’ -1 e‘ -1
z—1 z*
lel=% z* dz +f‘z,1|:% z-1 dz
Cauchy-féle integralformulat kell alkalmazni, de a piros kor esetében z* miatt 4-szer kéne derivélni. Ehelyett triikkdzve:
24_
dtirhat6 = < 1. alakba.
z z-1
e*-1 e?* -1
Nevezetes hatarérték: lin(} - = 1, vagyis lin(l)T =1 > 2 regularis  fliggvény  szorzata >
xX— VAnd

Integralja 0

4
e? -1
fIZI=2 dz

z%(z-1) '
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4
e? -1
824—1

z4 — —
f|7—1‘=i—2—1 dz > flz) = pn zo=1
e?* -1 L ettt .
> flzl:zm'dz=2'ﬂ"l' " =2‘Tl."l‘(€—1)
Példa

)" w-

R N ) I EPoRy () Y C S

(2-1) 3) 1-Z 3 3 32 3
3
. . 1 1

z10%-0n egyiitthatdja: —% ==

100 . ‘- £(200) ()
z+7%-on egyltthatdja a Taylor-sorban: oo

. 100!

Tehat £ 109 (0) = -

Vektoranalizis
w)=r-|r|"

div(r-|r|™) =div(r) - |r|" +v- grad(|r|™)

0x,
|[6x1 ]l
Ha r egy n dimenzids vektor: div(r) = divl : : |= n-1=dim
0xy
I. anJ
grad(jr/my =n-|r|" - =
—_— 7l
nagysag ir;%y
Visszahelyettesitve: div(@r - |r|™) =dim-|r|" +r-n-|r|* 1= =

Il

2
= dim - |r|" 4+ n- r|*t T = dim e P e[| = (dim ) - [
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