Bevezetés a szamitaselméletbe II.
Zarthelyi feladatok — pontozasi atmutato
2011. mércius 17.

Altalanos alapelvek.

A pontozasi atmutato célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az titmutatod
minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt részpont-
szamokat kozli. Az utmutatonak nem célja a feladatok teljes értékii megoldasanak részletes leirasa; a
leirt 1épések egy maximalis pontszamot éré megoldas vazlatanak tekinthetsk.

Az atmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsol6do gon-
dolat egy attekinthetd, vilagosan leirt és megindokolt megoldas egy 1épéseként szerepel a dolgozatban.
Igy példaul az anyagban szerepld ismeretek, definiciok, tételek puszta leirasa azok alkalmazésa nélkiil
nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban valoban szerephez
jut). Annak meérlegelése, hogy az ttmutatoban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a
megoldonak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javito hataskore.

Részpontszam jar minden olyan otletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolat-
menet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphaté. Az tatmutatoban szerepld
részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az utmutatoban leirttol eltérs jo megoldas termé-
szetesen maximaélis pontot ér.

Minden feladat 10 pontot ér. Az elégséges hatara 24 pont. A vizsgajegybe a dolgozat pontszama
szamit bele, igy a dolgozatokra osztalyzatot nem adunk.

1. Legkevesebb hany élt kell hozzavenni az alabbi grathoz ahhoz, hogy a kapott grafban legyen Hamilton-
kor?

A B

Az A és H csicsokat elhagyva a maradék grafnak 3 komponense lesz (a {B, D}, a {C,F'} és a {G, E}

élek). (3 pont)
Igy (a tanult tétel szerint) a grafban nincs Hamilton-kor. (2 pont)
Azonban (példaul) az {E, F'} élt hozzavéve a grathoz abban mar lesz Hamilton-kor (példaul az F, C,
H, B, D, A, G, E, F sorrendben). (4 pont)
Igy minimalisan 1 élt kell a grafhoz venni, hogy legyen benne Hamilton-kor. (1 pont)

2. Bizonyitsuk be, hogy létezik olyan (tizes szamrendszerben felirt) n szam, amelyben a szomszédos
szamjegyek Osszege sosem 9, viszont barhogyan is valasztunk két kiilonbozo (0 és 9 kozotti) szamjegyet,
amelyek Gsszege nem 9, a két valasztott szamjegy pontosan egyszer fordul el n-ben szomszédos helyeken
(valamilyen sorrendben).

* ko ok ok ok

Legyen G az a graf, amelynek cstcsai a 0,1,...,9 szamjegyek, két kiilonbozé cstcs pedig pontosan
akkor szomszédos G-ben (egyetlen él mentén), ha a megfelel§ szamjegyek Gsszege nem 9. (2 pont)

A feladat megoldasdhoz azt kell belatnunk, hogy G-ben van Euler-ut (vagy Euler-kor). Ugyanis ebben
az esetben az Euler-utat végigjarva és az ut soran érintett szamjegyeket sorban leirva épp a kivant

tulajdonsagu szamot kapunk. (4 pont)
G nyilvan Osszefiiggs: ha két cstics nem szomszédos, mindig van kozos szomszédjuk. (2 pont)
G-ben minden pont foka 8 (mert sajatmagan kiviil még egy szamjeggyel nem szomszédos: azzal, amelyik
6t 9-re egésziti ki). (1 pont)

Mivel minden fokszam paros és G Osszefliggd, a tanult tétel szerint G-ben valoban van Euler-kor.(1 pont)
(A megoldashoz elvileg hozzatartozna, hogy az Euler-kor bejarasat nem a 0-t6l kell inditani, hogy az
elsé leirt szamjegy ne 0 legyen; ennek elhagyéasaért nem vonunk le pontot.)
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3. Legyen G perfekt graf. Az alabbi allitasokrol dontsiik el, hogy feltétleniil igazak-e!

a) Ha G-bdl elhagyunk egy élt, a kapott graf is perfekt.

b) Ha G-hez hozzavesziink egy élt, a kapott graf is perfekt.

¢) Ha G-bdl elhagyunk egy csicsot (az Osszes élével egyiitt), a kapott graf is perfekt.

d) Ha G-hez hozzavesziink egy 1j csucsot és azt az Osszes meglévs csuccesal 6sszekotjik, a kapott
graf is perfekt.

* ok ok ok ok

a) Az allitds hamis. Ha igaz volna, az 5 pontu teljes grafbol — ami definicié szerint nyilvan perfekt —
egyesével éleket elhagyva mindig perfekt grafokat kapnank. Ez azonban nem igy van: az 5 pontd kor
(ami K35-bdl 5 él elhagyasaval megkaphatd) nem perfekt. (2 pont)
b) Az allitas hamis. Egy 5 pontu ut nyilvan perfekt graf (példaul mert paros graf), de a végpontjait
Osszekotve mar nem perfekt grafot kapunk. (2 pont)
c) Az éallitas igaz. A kapott graf minden F' feszitett részgrafja G-nek is nyilvan feszitett részgrafja, igy
arra X(F') = w(F) fenn kell alljon G perfektsége miatt. (2 pont)
d) Az éallitas igaz. Legyen a hozzavett 0j csucs v, a v-vel kiegészitett graf G’. Legyen F' a G’ egy
feszitett részgrafja. Ha v ¢ V(F"), akkor F” feszitett részgrafja G-nek is, igy x(F’) = w(F"). Ha viszont
v € V(F), akkor F'-bdl v-t elhagyva a kapott F-re x(F) = w(F') ismét igaz, mert F' mar feszitett
részgrafja G-nek. Azonban x(F') = x(F) + 1, mert v szine minden mas csicsétol kiilonbozs kell legyen
és w(F') = w(F) + 1, mert barmely F-beli klikk kiegészithets v-vel. Igy y(F') = w(F") is igaz.(4 pont)

4. 64 kockacukorbol épitettiink egy (4 x 4 x 4)-es nagyobb kockat (amelynek tehat az élhosszisaga
4 kockacukornyi). A G graf csicsai legyenek a kockacukrok, két kiilonb6z6 cstcs pedig akkor legyen
szomszédos G-ben, ha a megfelel§ két kockacukor kozos lap mentén szomszédosak az épitményben.
Hatarozzuk meg x.(G)-t, vagyis a G ¢élkromatikus szamat!

* ok ok ok ok

G-ben a maximalis fokszam 6: barmely, nem a nagy kocka felszinére illeszked6 kockacukor 6 mésikkal
szomszédos (és 6-nal tobbel nyilvan egy sem lehet). (3 pont)
G péros graf. Ugyanis képzeljiik az épitményt 4 egymasra helyezett, (4 x 4)-es kockacukorrétegnek
és mind a 4 réteget szinezziik a sakktdbla mez&ihez hasonloan, de az egymasra kovetkezs rétegeken
mindig felcserélve a vilagos és sotét szerepét. Ekkor G csicsait valoban tugy osztottuk két osztalyra,
hogy egyiken beliil sem vezet él. (4 pont)
[gy az el6adason tanult tételbsl (miszerint paros grafra y.(G) = A(G)) kévetkezéen x.(G) = 6.(3 pont)
A fenti tételre valo hivatkozas helyettesithetd azzal is, ha megadjuk a graf éleinek egy 6 szinnel valo
szinezését.

5. Jelolje Gg azt a Mycielski-konstrukcio altal készitett grafot, amelyre x(Gs) = 8. Ekkor Gg-nak 191
csucsa van. Hatarozzuk meg v(Gyg), vagyis a Gg-beli fliggetlen élek maximélis szaménak értékét!

* ok ok ok ok

v(Gs) < 95, hiszen 96 parhoz mar 192 csucsu graf kellene. (1 pont)
Teljes indukciéval megmutatjuk, hogy minden k£ > 3-ra Gy-ban van olyan parosités, amely csak egyetlen
cstcsot hagy parositatlanul.

Ebbdl mar kévetkezni fog, hogy v(Gs) = 95. (1 pont)
k = 3-ra ez nyilvan igaz, hiszen G5 egy 5 pontu kor. (1 pont)

Tegyiik fel, hogy Gi-ban adott egy M parosités, ami egyediil az = csiicsot hagyja szabadon. Gy q-et
ugy kapjuk, hogy G}, minden v csticsdhoz felvesziink egy 1j v’ csticsot, ezt 6sszekotjiik v minden Gy-beli
szomszédjaval, végiil egy tovabbi w csticsot dsszekotiink az Osszes v’ tipusu ponttal.

Az M parositas minden {u,v} élét helyettesitsiik az {u,v'} és az {u', v} élekkel. (4 pont)
A kapott parositas csak harom pontot hagy szabadon: x-et, z’-t és w-t. Azonban 2z’ és w szomszédos,
igy az el6bbit az {a’,w} éllel kiegészitve valoban olyan péarositast kapunk, ami csak egyetlen Gy yq-beli
cstcsot (z-et) hagy szabadon. (3 pont)



6. Adjunk meg a bal oldalt lathato héalozatban egy maximalis folyamot (S-b6l T-be) és egy minimaélis
vagast!
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A fenti, jobb oldali dbran lathato folyam értéke 14. (A 0 folyamértékeket nem jeloltiik.) (3 pont)
Az ugyancsak az abran lathato vagéas (tehat az {S, A, B, F, I} halmaz és a maradék cstucsok kozott
futo élek halmaza) értéke (tehat az {5, A, B, F, I} halmazbol a maradék csucsok halmazaba mend élek

Osszkapacitasa) szintén 14. (4 pont)
Mivel tetszéleges folyam értéke legfoljebb akkora lehet, mint tetszéleges vagés értéke, (1 pont)
ezért a 14 értéki vagés bizonyitja, hogy a 14 értékd folyam maximaélis (1 pont)
és a 14 értékd folyam bizonyitja, hogy a 14 értéki vagas minimalis. (1 pont)

Az utols6 3 pont tehat annak jar, aki (érdemben) indokolja, hogy a megadott folyam, illetve vagas
maximalis, illetve miniméalis. (Példaul az ,a Ford-Fulkerson tétel miatt a folyam maximalis, a vagas
minimalis” mondat — tovabbi kiegészités hijan — nem tekintendd (érdemi) indoklasnak; aki csak ennyit
ir, az utolsé 3 pontbol 1-et kapjon.) Lehet tgy is érvelni, hogy a 14 értékii folyamhoz tartozo (helyesen
felrajzolt) segédgrafban mar nincs javito tut, tehat a folyam maximalis.



