Megoldokules, Valdszinliségszamitas vizsga,

2010.06.04.

1. Egy dobozban 3 golyo van: piros, kék, sdrga. Otszor hizunk visszatevéssel. Feltéve, hogy kéket
18 €s sdrgdt is huzunk legaldbb kétszer, mennyi a valdszinidsége, hogy egyszer sem huzunk pirosat?
(20 pont)

Megoldas. A kovetkezd eseményeket definidlasdval:

A . kék és sarga is legaldbb kétszer
B : nem hizunk pirosat
A kérdéses feltételes valészintiség:

P(AB)
P(B)

P(BJA) =7 = (5 pont)

Szamlals: P(2 kék és 3 sarga, vagy 3 kék és 2 sarga tetszéleges sorrendben 5 huzasbdl)

2 5
P(AB) = % (7 pont)
Nevezd: P(2 kék és 3 sarga, vagy 3 kék és 2 sdrga, vagy 2 kék 2 sdrga és 1 piros tetszdleges
sorrendben 5 huzasbdl)
20%) + (5) (3
P(A) — (2) 35(2) (1) (
P(B|A)=04

8 pont)

2-es feladatsor: P(B|A) = 1

2. Legyenek X € Po(2), Y = [¥]. Adja meg Y eloszldsdt! (10 pont)

Megoldas.
X
P(Y =k) = p([?] —k)=P(X =2k)+P(X =2k+1) =
92k Ly 92k+1 5
= ¢ Terrm© ke 0L2. (10pont)

2-es feladatsor:

X
P(Y =k) = P(F]=k) =P(X =3k)+P(X =3k+1)+ P(X =3k+2) =
13k . 13k+1 . 13k+2 B
T teRen Tk 0L

3. Legyenek X € N(—1,2) és Z = (%)2 Szdmolja ki Z stiriiségfigguényét! (20 pont)



Megoldas. Legyen Y = %7
ekkor Y € N(0,1) és Z =Y? (7 pont)
7 eloszlasfliggvénye:

Fz(t) = P(Y <t)=P(Y?<t)=P(—Vt<Y <) (6 pont)
= ®(Vt)— d(—Vt) = 2®(vt) — 1 (4 pont)

7 striségfiiggvénye derivalassal adddik:

naw:%@wawpmw

2 majd mint az l-es feladatsornal.

2-es feladatsor: Legyen Y = 22
4. Legyen X € N(—4,2),Y =3X +1, Z = X% — 1. Szdmolja ki cov(Y, Z)-t! (20 pont)

Megoldas.

cov(Y,Z) = E(YZ)-EY)E(Z)=EBX*+X?-3X-1)-EBX +1)E(X*-1)
3E(X?) — 3E(X)E(X?), (7 pont)

ahol F(X?) = o%(X) + (E(X))? = 4 + 16, illetve (3 pont)

Em%::/mﬁnmm=/mﬁ%ﬁ+%m=

—00 —00

oo 1 oo
= / (2u — 4)3§<p(u)2du = / (8u® — 48u? + 96u — 64)p(u)du =

= 8E(U?) —48E(U?) 4 96E(U) — 64 (6 pont)

ahol U € N(0,1), E(U3) = E(U) = 0, valamint E(U?) = 1, amibél E(X3) = —112 (4 pont)
A kérdéses kovariancia tehét:

cov(Y, Z) = 3(—112) + 12(4 + 16) = —96

2-es feladatsor:

cov(Y, Z) = 2E(X?) — 2B(X)E(X?),

ahol E(X?) = 0%(X) + (E(X))? =1 + 16, illetve

E(X?) = /OO 23 fx (x)dx = /OO w3p(x — 4)dx =

(o) o
= / (u+4)3p(u)du = / (u® + 12u? + 48u + 64)p(u)du =
— 00 —00

= E(U?) +12E(U?) +48E(U) + 64

ahol U € N(0,1), E(U3) = E(U) = 0, valamint E(U?) = 1, amibél E(X?) = 76
A kérdéses kovariancia tehét:

cov(Y, Z) = 2(76) + 8(1 + 16) = 288

5. Egy dobozban 2 piros és 5 fehér golyd van. Visszatevéssel hiuzunk 20-szer. X jelentse a kihizott
pirosak szamdt az els "o 15, Y pedig az utolsé 15 hizds sordn. Hatdrozzuk meg az X és 'Y korreldcids
egytitthatdjat! (20 pont)



Megoldas. Legyen Z; a piros huzéas indikdtora az i-ik hizds sordn. Ezek fiiggetlen, azonos
eloszlast valdszinliségi valtozok.

P(Z;,=1)= %, P(Z; =0) = = (4 pont)

| ot

15 20
X =) Z,Y =) Z (5 pont)
=1 1=6

X és'Y kovarianciaja:

5 15 15 20
cov(X,Y) = COU(Z Z; + Z Zi, Z Zi + Z Z;)
i=1 i=6 =6 i=16
O 25 100
2 2
= Z;) =100(Z;) =10 = — (6 t
> o?(2) = 100°(Z) = 1027 = 75 6 pom)
X és Y szérasnégyzete:
25 150
2 _ 2 _ 207\ _qr22 _
o°(X) =0°(Y) = 150°(Z;) 157 == 19 (3 pont)
A korrelacids egyiitthaté tehat:
cov(X,Y) 2
RX,)Y)=———"F=-(2 t
2-es feladatsor:
cov(X,Y) 1
RX)Y)= ——~ = -
(X, Y) o(X)o(Y) 3

6. Mikor mondjuk, hogy egy statisztika konzisztens becslése egy paraméternek? (10 pont)

Megoldés. A t,(X1,...,X,) € R¥ statisztikasorozat a 9 € R¥ paraméter konzisztens becslése, ha
VP € P, valamint Ve > 0 esetén lim,,_,o, P(||t, — 9| > ¢) = 0. (10 pont)

2-es feladatsor:
Mikor mondjuk, hogy egy statisztika erdsen konzisztens becslése egy paraméternek?
A t,(X1,...,X,) € R¥ statisztikasorozat a 9 € R* paraméter erésen konzisztens becslése, ha
E(t,) = 9 (torzitatlan), és lim, .o, 0%(t,) = 0, tehdt ha a szérasnégyzetek sorozata nulldhoz
tart a mintaelemszam noévekedésével.



