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1.1. A kezdetek

Altaldban HENRI POINCARE (1854-1912) francia matematikus és filoz6fus nevéhez kotik a kovetkezd
paradoxont, de annak gyokerei valoszinlileg az dkori tudoméanyossagig nyulnak vissza.

Képzeljiink el egy kupac homokot. A pontos meghatarozasra vonatkozé ,,Mi ez?” kérdésre a nyilvanvalo
valasz: ez egy homokkupac. Most vegyiink el egyetlen homokszemet a kupacbol és ismételjiik meg a
kérdést. Egyetlen szem homok hidnya nem vehetd észre a kupacban, igy tovabbra is nyugodt szivvel
valaszolhatjuk, hogy ez még mindig homokkupac. Ismételjiikk meg a miiveletet még néhanyszor. Az
eredmény valtozatlan. Ha az itt leirt kisérletet valamiféle matematikai formalizmussal kozelitjiik a kovetkezd
meglehetésen abszurd egyenletet kapjuk:
homokkupac — 1 homokszem = homokkupac

Ez az egyenlet csak akkor lehetne igaz, ha a homokszem a nullaval volna egyenértékii. Ez azonban —
barmily kicsi is egy homokszem — nem igaz. SOt az is nyilvanvald, hogy minden homokkupac véges szamu
homokszembdl all, tehat az elobbi miiveletet véges sokszor megismételve a homokkupacot teljesen
eltiintethetjiik, azaz nullat kaphatunk. A matematikai teljes indukcié modszerét alkalmazva a fentiekbol
kovetkezhetnék, hogy
homokkupac = 0.

E nyilvanval6 paradoxon megoldésa abban rejlik, hogy a homokkupac fogalmat nem definialtuk kelld
pontossaggal. Ahhoz, hogy a homokszemek egy véges halmazat kupacnak nevezziik, legalabb egy bizonyos
minimalis szdmi homokszemnek kell egyiitt lennie, és ez a szdm nem is kicsi. Ezenkiviil természetesen a

homokszemek kupacszerii elrendezése is fontos.

Amikor ezt a paradoxont elmeséltem egy egyetemi eléadason, az egyik hallgaté jelentkezett és azt mondta:
,»A homokkupac definicidja legyen az, hogy a homokszem halmaz elemszdma legalabb négy és az
elrendezés legyen tetraéderszer(i.” Ezzel a preciz matematikai definiciéval a paradoxon feloldhatd, mivel az
allitas igy modosithat6: ha egy homokkupac elemszama legalabb 5 és elvesziink beléle egy homokszemet, a
fennmarado rész még mindig homokkupac (feltéve, hogy az elrendezés kupacszeri marad). A probléma az,
hogy a definici6 egyaltalan nincs dsszhangban a ,,homokkupac” hétkdznapi fogalmaval. Senki sem nevezne
egy 4 homokszembdl all6 kis tetraédert kupacnak, mondjuk egy tengerparti strandon!

hogy hidnyzik a preciz definicid, hiszen az ilyen mindennapi életben hasznalt fogalmak a legritkabb esetben
irhatok le egzakt matematikai kifejezésekkel; a gond sokkal inkabb az, hogy a preciz fogalmakat hasznalo
matematikank nem alkalmas az ilyen pontatlan meghatarozasok formalis kezelésére. Vajon sziikségszerii-e,

hogy a matematika csak ilyen definiciokat kezelhessen?

Nyilvanvald, hogy vannak olyan homokszemegyiittesek, melyeket mindenki minden koriilmények kozott
homokkupacnak tekint, és persze vannak olyan homokszemegyiittesek, amelyeket soha senki. A kettd kdzott
vannak ,,a félig-meddig homokkupacok”. Az olyan homokszemegyiittesek, melyek valamennyire kielégitik
a ,,homokkupacsag” feltételeit, de nem teljes mértékben. A megoldas 1ényege tehat itt van: a homokkupac
jellegzetességei fokozatosan tlinnek el, és igy vannak olyan helyzetek, amikor az ,,ez egy homokkupac”
allitas nem nevezhet6 igaznak, de ugyanakkor hamisnak sem, mert csak részben igaz. A részben igaz
allitasokat is megengedo logika a fuzzy logika. Az eurdpali, ,,nyugati” tudomanyossag a formalis logikat mar

az okortol kezdve az igaz és a hamis értékpar vilagaba probalta belekényszeriteni. Ez a gondolkodas mar



ARISZTOTELESZnél (gorog filozofus, i.e. 384-322) jol megfigyelhets. Olyan logikai—filozofiai alapelvek
mint az ellentmondas torvénye, vagy a harmadik kizarasa ARISZTOTELESZig nyulnak vissza. Ennek
értelmében nem lehet valami egyszerre A és A (nem A), illetve valamelyik a ketté koziil igaz kell hogy

legyen. A homokkupac-paradoxon azonban jol szemlélteti, hogy ezek az elvek nem mindig teljesiilnek.

Az arisztotelészi logikat a XIX. szdzadban G. BOOLE (angol matematikus 1815-1864) foglalta
axiomatikus rendszerbe. Kozismert, hogy a BOOLE-algebra, azaz a kétértékii matematikai logika és a
halmazalgebra strukturajat, tovabb altalanositjak az olyan absztrakt algebrak, mint példaul a halo, melynek
részletes vizsgalata G. D. BIRKHOFF (1884-1944) nevéhez kapcsolodik.

A kétértéki logika és halmazelmélet mellett azonban az 6kortol kezdve fel-felmeriilt a tobbértékii logika
formalizalasanak igénye. A legkézenfekvébbnek a haromértékii rendszer tiinik, amelyben az igaz és hamis
értékek mellett megjelenik az eldonthetetlen, vagy eldontetlen harmadik logikai igazsag értéke. (A szokasos
szimb6lumok: 1822 = 1 hamis = (, cldonthetetlen = l/"Q.) A haromértékii logika sokféleképpen
definialhato €s szamos lehetdség van a logikai alapmiiveletek altalanositasara is, olyan médon, hogy a
kétérték specialis esetben az altalanositas visszaadja az eredeti BOOLE-algebrai struktirat. J6 példa erre a
negacio miivelet, amelyet az 6sszes ismert haromértékii logika a @ = 1 — a fiiggvénnyel definial, melynek
értékei: 1 = 0,0 = 1, és 1/2=1/2
vagy logikai VAGY), — (implikacio), és a «— (ekvivalencia) azonban a kiilonb6z6 haromértéki logikakban

. Mas alapmiiveletek, mint a A\ (metszet, vagy logikai ES), V (uni,

eltérhetnek egymastol, amint ez az 1.1. tablazatban lathato. A tablazatban feltiintettiik a logika
megalkotojanak nevét is.

LUKASIEWICZ BOCHVAR KLEENE HEYTING REICHENBACH
(1 b A vV o — = A vV — A vV o — = A V — &= AV —
o0 0 01 1 0 01 1 001 1 0011001 1
o+ 0 %1 3 L L9 L Lo L0 0 L1 1
o1 o1 1 001 1 0 01 1 0 01 1 0011 0
boo b 4 b s bbb o bt bobooo b
N I IR S S S S S S O SR AR I B
O S T S S O A O R U S SRR I S
A A .
1 111 1 1 1111 1 1 1 1 1 1 11 1 1 1 1

1.1. tablazat - Az alapmiiveletek értékei a legismertebb haromértékii logikakban [60]
A tablazatbol megfigyelhetjiik, hogy egyik haromértékii logika sem teljesiti a harmadik kizarasa és az

s

sot példaul a BOCHV AR-logika a kétértéki logika egyik alaptulajdonagat sem elégiti ki, ugyanis ez barmely

1 J,,/ ¢

miiveletre 1/2 eredményt ad, ha valamelyik operandus értéke 1/2

A haromértékii logika utan mar kdnnyt az n-értékii iranyba torténd altalanositas, mely szintén a XX.
szazad terméke. A legjelentésebb eredmények itt LUKASIEWICZ (lengyel matematikus) nevéhez fliz6dnek;
L.
az 1 értékii logika igazsag értékeit altaldban 71 jeloli, ahol & = 0. ....n— 1
A nyugaton csak lassan, a XX. szdzadra kibontakozo tobbértékii logikai megkozelités elemi formaban

folyamatosan jelen van Keleten, szinte az dsszes nagy filozofiai iranyzatban és vallasban, de kiilondsen a
taoizmusban, a chan-, vagy zen-buddhizmusban, és az ezekbdl merité gondolkodoknal.

A ma népszert, és Nyugaton is kozismert zen-paradoxonok megoldasa gyakran a benniik hasznalt

fogalmak pontatlan definiciojaban és az igazsagtartalom viszonylagossagaban rejlik.

Igen jol szemlélteti a két halmaz bizonytalan hatarvonalat, az igazsag és hamissag egymasbaolvadasat az
6si kinai yin-yang szimbélum. E szimbolum egy koron beliil mutatja az A és A egybeolvadasat. A fehér és a

fekete, a kemény és a lagy, a jO és a rossz, stb. nem ¢éles egyenes hatarvonal mentén valasztja ketté az



univerzumot jelent6é kort, hanem hullamvonal mentén, mely mintegy az ellentétek részleges és fokozatos
egymasbanyulasat szimbolizalja. Kiilonosen jol szemlélteti a részleges atlapolast a fehér mezében
felbukkano kis fekete, és a fekete mezoben felbukkano kis fehér kor, melyek az ellentétes, komplemens szin
(tulajdonsag) részleges benyulasat jelentik a masik végletbe. A fentiekben bemutatott egyszerii példak
ramutatnak, hogy az emberi gondolkodasban a kezdetek 6ta jelen van az igény a kétértéki, tilsdgosan
merev logikatol valo eltérésre, a nem szélsdségekben vald gondolkodasra. A kovetkezékben megmutatjuk,
hogy az ilyen formalizmusra val6 igény szamos tudomanyos és alkalmazasi teriileten is felmeriil.
1.2. Igények és motivaciok

Barmennyire is izgalmas kérdés a homokkupac-paradoxon formalis feloldéasa, az ilyen és hasonld
problémaék aligha vezettek volna el a fuzzy halmazok és fuzzy logika megalkotasahoz. Régota jelen van
azonban az igény, hogy azokat a komplex funkcidkat, amelyek megvalésitasara a legtobb ember konnyedén
képes valamiképpen automatikussa tegyiik. A mesterségesen 1étrehozott ember, a homonculus mondaja

egészen 6si, de régota megfigyelhetd a torekvés intelligens gépek megalkotasara.

I[lyen ambiciok futotték a XVIII. szazadi igen érdekes személyiségli magyar polihisztort KEMPELEN
FARKASt (1734—-1804), aki beszé16 géprol értekezett, és allitdlagos sakkozdogépet is szerkesztett (mely

azonban minden bizonnyal csalason alapult).

Az intelligens gép megalkotasanak iranyéba az elsd komoly 1épést NEUMANN JANOS (1903-1957)
zsenialis magyar szarmazast tudos a modern szamitogép megteremtdje tette, habar az univerzalis szamitogép

6nmagaban természetesen semmilyen intelligenciaval nem rendelkezik.

A szamitogépek, kiillondsen a félvezetd alapt elektronikus szamitogépek megléte azonban nagyon erds
hajtoer6t jelentett olyan modellek, algoritmusok megalkotasara, amelyek az emberi intelligencia valamelyik
elemét igyekszenek lemasolni. Az ilyen modszereket egyiittvéve Mesterséges Intelligencia (Artificial
Intelligence) néven targyalja a szakirodalom.

Mikdzben az eszkdzok fejlodése dnmagaban is megtermékenyitdleg hatott e teriilet kutatdsara, mindig igen
erés motivaciot jelentettek az in. 1agy természettudomanyok (bioldgia, orvostudomany, stb.) és a
tarsadalomtudomanyok (szocioldgia, kozgazdasagtan, stb.), mivel itt eleve rosszul definialt fogalmak és
rosszul modellezhetd jelenségek képezik a kutatas targyat.

Erdekes példa SELYE JANOS (magyar szarmazasu kutatborvos 1907—-1982) elemzése a lagy
természettudomany kutatasi modszertanarol az ,,Alomtol a felfedezéséig. Egy tudos vallomésai” [113] c.
munkajaban. Itt vilagosan leirja, hogy egy bioldgiai kisérlet eredménye 6nmagéaban nem elegendd
valamilyen hipotézis bizonyitasdhoz vagy cafolasdhoz, hanem a sokszor jra meg Gjra megismételt kisérlet
tobbé-kevésbé egymast erdsitd eredményei kellenek ahhoz, hogy a kisérletez6 tudos a hipotézist elegendd
mértékben elfogadja. Figyeljlink fel arra, hogy itt lehetéség van a hipotézis részleges alatamasztasara is, ahol
korantsem arrdl van sz6, hogy a hipotézis valamilyen valdszinliséggel igaz, hanem sokkal inkabb arrél, hogy

esetleg csak részben igaz.

A legersebb motivaciot mégiscsak azok a problémak jelentik, amelyek miiszaki teriileten jelentkeznek.
Megdobbentd, hogy a felnétt emberek tobbsége képes megtanulni autot vezetni, de mind a mai napig nem
sikeriilt olyan gépet 1étrehozni, amely korlatozas nélkiil, valésagos forgalmi koriillmények kozott képes egy
auto vezetésére. Az utobbi években megismerhetd eredmények, melyek koziti forgalomban résztvevo
gépkocsik automatikus iranyitasara vonatkoznak (pl. CALPATH [40], [98]), csak igen specialis koriilmények
kozott, kiilon védett savban, kizardlag automatikusan iranyitott konvojokban valé kozlekedés esetén

érvényesek.

Természetesen hisziink abban, hogy a teljesen automatikus auté a nem tul tavoli jovében megvaldsithatod

lesz, mégis érdemes elgondolkodni azon, hogy mi a magyarazata e probléma bonyolultsaganak, a



megvalodsitas igen nagy nehézségének. A természetes forgalmi viszonyok kozott kozlekedd autd vezetdjének
szinte feliilr6] nem korlatos szamu kiilonb6z6 informacioelemet kell feldolgoznia. Ilyenek a kozlekedésben
résztvevo tobbi jarmi helyzete, nézete, sebessége, irdnya, sebességvaltozasa, stb.; a kozlekedési tablak,
lampak, utburkolati jelek, stb. értelmezése; a kozelben mozgd emberek helyzete, kora, viselkedése; az
utvonal és kornyezetének topologiaja, kornyezeti targyak helyzete, stb.; a kozlekedést akadalyozo tényezok
(uthibak, utjavitasok, az uttestre kerilt targyak, allatok, stb.). Mindezen tényezdk figyelembevétele mellett a
gépkocsinak valamilyen kiindulasi pontbol valamely célpontra kell eljutnia (a lehetdségek szerint minél
gyorsabban, minél kisebb lizemanyag-fogyasztassal, és természetesen az Osszes korlatozo tényezd
mindenkori figyelembevételével). Ha jol meggondoljuk, minden egyes autdtt egy igen bonyolult komplex
optimalizalasi feladat megoldasat jelenti, melynek soran a peremfeltételek nagy szama és idében valtozo
volta nagyfoku adaptivitast és rugalmassagot igényel. Mai tudasunk szerint ilyen feladat megoldasara csak az
ember képes.

Ha valaha megprobalnank egy ilyen valosagos kozlekedési feladatot szamitogépen programozni,
hamarosan fel kellene ismerniink, hogy akkor a probléma matematikai értelemben kezelhetetlen. Hogyan
lehetséges akkor mégis, hogy a gyakorlatban az ilyen feladatok elég jol megoldhatok? A megoldas egyszerti:
az autot vezetd ember olyan mértékben leegyszeriisiti ezt az optimalizalasi feladatot, hogy mikdzben csak
kozelité optimumot keres, a feladat mégis kezelhetdvé valik. Ennek ara természetesen az, hogy a minél
gyorsabb eljutas, a minél kisebb lizemanyag-fogyasztas célfiiggvényei csak részben optimalizalhatok. A
részben leggyorsabb, részben legtakarékosabb (¢és esetleg a kdzlekedési szabalyokat csak részben megtartd)
megoldasok ohatatlanul esziinkbe juttatjak az el6z6 szakaszban emlitett részleges igazsag kérdését. A
legtijabb kutatasi eredmények azt mutatjak, hogy a részleges igazsagot megengedd fuzzy logika, és az ezzel
rokon formalis modszerek alkalmazésa 1ényegesen kozelebb visz az ilyen nagybonyolultsagu problémak
hatékony megoldasahoz. Igen meggy6z6 példa erre SUGENO tokioi professzor vezetésével az 1990-es évek
eleje ota folyo pilota nélkiili helikopterrel végzett kisérlet sikere [128], [126], ahol éppen a fuzzy logika

alkalmazasa hozott attorést.

Osszefoglalva megallapithatjuk, hogy a fuzzy halmazok és fuzzy logika megalkotésaban a legdontébb

motivalo erd kétség kiviil a nagybonyolultsaga miiszaki feladatok megoldasanak igénye volt [155].

1.3. Fuzzy logika és kozelités

Az 1950-es évektol kezdve a mesterséges intelligencia kutatasa elsdsorban a formalis szimbolikus logika
eszkozeit hasznalta. A szakértd rendszerek eldszeretettel alkalmaztak ha—akkor tipust és a BOOLE-féle
logika implikaciojara vonatkozo kovetkeztetési szabalyokat. Az implikéacio (—) egyike a fontos BOOLE-
algebrai kétvaltozos milveleteknek — jelentése: A implikalja I3-t, azaz ha A igaz, akkor B3 is igaz —, amelyet
a legelterjedtebb NEM, ES, VAGY miiveletrendszerben a kovetkezé6 modon lehet kifejezni: (:_1 v B). A
harom leggyakoribb kdvetkeztetési szabaly:

A modus ponens:
A—D
A
B

A modus tollens:



Végiil a hipotetikus szillogizmus:

A—=D
B—C
A—=C
A ha—akkor tipust szabalyok implikaciokként is interpretalhatok. A
ha » = A akkor y = B (1.1)

szabaly (tdmdren A(x) — By )), egy lehetséges jelentése, hogy ha az & véltozé az A szimbolikus
értéket veszi fel 1 igazsagértékkel, akkor az ¥ valtozo a I3 értéket veszi fel 1 igazsagértékkel. Nézziink egy
egyszerl példat: Egy légkondicional6 berendezés 22°C homérsékleti leveg6t fuj ki, ha a szoba homérséklete
meghaladja a 25°C-ot. Itt & a szobahdmérséklet, ¥ a 1égkondicional6 altal kiftjt levegd hdmérséklete, A a
25°C-nal magasabb hémérséleti tartomanyt jelold szimbolum, I3 pedig a kiftjt levegd 22°C-os hdmérsékletét
jeldli. Hasonlo szabalyokbol felépithetd egy olyan szakértd rendszer, amely a példaban szerepld
légkondicionalot iranyitja. Ha elemezziik az (1.1) szabalyra vonatkoz6 példat, akkor felfigyelhetiink arra,
hogy a I3 szimbdlum jelentése tlsdgosan idealisztikus. Nem valdszinil ugyanis, hogy a kifujt levegd
homérsékletét olyan pontossaggal be lehet allitani, hogy az a rendelkezésre 4116 mérési pontossagon beliil
megfeleljen a 22°C-nak. Modositsuk tehat a I3 jelentését a kovetkez8képpen: 22-23°C kozotti hémérséklet.
Ha a példat gondolatban tovabb folytatjuk, egy sereg hasonlé szabalyt konstrualhatunk, melyek mindegyike
a szoba homérsékletének egy tartomanyat adja meg kimenetként. Minél pontosabb iranyitast akarunk elérni,
annal tobb tartomanyra kell a szoba johetd homérsékleti intervallumot felosztani. Ezek szamaval

természetesen nd a szabalyok szama, valamint aranyosan novekszik a szakérté rendszer szabalybazisanak
meérete is.

Az elmondott példa végletesen leegyszeriisitett, de kozel all a gyakorlathoz. Megfigyelhetd, hogy a
formalisan implikacioként kezelt szabalyok tulajdonképpen az & és ¥ valtozok kozotti valamilyen
hozzarendelést irnak le, mely akar halmazértéki fliggvényként is felfoghatd. Az implikacios értelmezés ezért
tiinik kedvezonek, mert formalisan lehetévé teszi a logika kovetkeztetési szabalyainak alkalmazasat.

Ha azonban a szabalybazist fliggvényszerii érték-hozzarendelésként értelmezziik, akkor az 1.1. abran

lathato kozelito fliggvényszeri grafikon rajzolodik ki.

By(»)

B,(y)

By(y)

A0 A ) Ayfx)

n
1.1. dbra - Az R1. R2. R3 szabalybazis altal generalt hozzarendelés és ezen hozzarendelés (,,fuzzy
fiiggvény”) Qx-vagatai
Ez nem mas, mint egy kozonséges ¥ = [(x) fiiggvény kozelitd abrazolasa. A kdzelités annal pontosabb,
minél rovidebbek az érintett intervallumok, melyek hatarértékben a fiiggvény egy-egy pontjara

zsugorodhatnak; ilyenkor a szabalyszam természetesen minden hataron tal n6. Az ilyen szabalybazison



alapul6 megkdzelités gyenge pontja éppen a szabalyszam nem korlatos novekedése. Elviekben kimondhato
ugyanis az az allitas, hogy egy szimbolikus logikan és ha—akkor szabalyokon alapul6 szakérté rendszer
univerzalis kozelit6 (lasd 7.7. szakasz), a modellben szerepl6 valtozok szamaval azonban a szabalybazis
mérete exponencialis gyorsasaggal nd. Tegyiik fel ugyanis, hogy a bemenet valdjaban k valtozot tartalmaz:
T1s- -2k a bemeneti alaphalmaz tehat az X = Xy x -+ x X gz0rzathalmaz. Legyen tovabba 1" az a
kiiszobérték, mely az egyes bemeneti valtozok terében a megkiilonboztetett értéktartomanyok, azaz
kiilonb6z6 logikai szimbolumok szamanak fels6 korlatjat jelzi. A szabalyhalmaz elemszamanak fels6 korlatja
ekkor T'*.

Minél finomabb a kozelités, annal nagyobb 1" értéke, és természetesen egy kétszer finomabb felosztas a
szabalybazis méretét nem kétszeresére, hanem 2F_szorosara noveli meg. Ezzel ramutattunk a mesterséges
intelligencia modellek legstilyosabb dilemmajara: minél pontosabb a modell (minél jobb a kozelités), annal
magasabb a szamitasi bonyolultsag; minél révidebb a futasidé, annal rosszabb a kézelités. Ugy tiinik, az
ember intelligencidja alkalmas arra, hogy olyan optimalis kozelitést taldljon, ahol a megoldas ideje (az agy
futasideje”) az adott probléma szempontjabol még elfogadhaté (a kovetkeztetés valos iddben megtorténik),
ugyanakkor a modell pontatlansdga nem okoz olyan mértékii tévedést, ami a probléma megoldasat
meghiusitana. A kozelités pontossaganak és a megoldasi algoritmus matematikai értelemben vett
kezelhetdségének ellentmondasat a kdvetkezd egyszerii példan illusztraljuk.

Képzeljiink el egy MI macskat, melynek az a feladata, hogy elfogjon egy egeret. A macska fejében egy
informaciot figyelembevéve kovetkeztet arra, hogy a kovetkezé mintavételi pillanatban hol lesz az egér. A
macska az egér mozgasterét Uigy latja, mint egy raszterhalo altal felosztott sikidomot. A kdvetkeztetés
eredménye a raszterhalo egy mezeje; ezen beliil a macska a kimerité keresés modszerével hatarozza meg az
egér tényleges helyzetét. Ha a macska fejében finom modell van, azaz nagyszamu szabaly, akkor a
kovetkeztetés eredménye egy kis méretii rasztermez6 lesz, €s ezért a mez6 azonositdsa utan a macska hamar
meg fogja talalni az egeret. A probléma ilyenkor onnan adédik, hogy a macska fejében 1év6 finom modell
nagy szabalyszamot feltételez, és ezért a macska kovetkeztetési ideje megno (ez persze visszahat arra is,
hogy az egér pillanatnyi helyzete mégiscsak kisebb pontosaggal adhaté meg, hiszen hosszabb id6 alatt az
egér nagyobb tavolsagot mozdulhat el). Ha ezzel szemben olyan megoldast valasztunk, ahol a macska
kovetkeztetési ideje rovid, ez kis szabalyszamot, kdvetkeztetésképpen pontatlan modellt jelent, vagyis a
macska hamar kikdvetkezteti az egér 0j helyzetét jelentd rasztermez6t, de ez a rasztermezo nagy kiterjedési

lesz, és ezért a keresés masodik fazisa lesz hosszadalmas.

Vajon van-e optimalis kompromisszum? Bebizonyithat6, hogyha a macska gondolkodasi ideje és a mezon
beliili keresés 1épésszama rogzitett koltségeket jelentenek, akkor a szabalybazis méretének optimuma szamos
konkrét modellfajta esetén egyértelmiien meghatarozhaté [83], [84]. Az optimum egyszeri(ibb esetekben
analitikusan is, bonyolultabb modelltipusoknal azonban csak numerikus technikaval talalhaté meg, illetve

eléfordul, hogy az optimum létezésének bizonyitasa nem konstruktiv.

Analitikus médszerrel meghatarozhatd az optimum tetszéleges bemeneti valtozoszam esetén, ha példaul a
modell egykimenetli és a megfigyelés pontos, azaz crisp halmaz. Most az egyszeriliség kedvéért az
egyvaltozos esetet mutatjuk be. Tegyiik fel, hogy a szabalyok ekvidisztansan helyezkednek el, és a tagsagi
fliggvények egyenld szari haromszogek (azaz legfeljebb 2 szabaly tiizel egyszerre). A T’ kovetkeztetési idét
T\ = cor + 2¢)

adja meg, ahol €0 és €1 alkalmas konstansok, 7" a szabalyok szdma. A 15 keresési idé aranyos a

konzekvens halmazok tartéjanak hosszaval, ami nyilvan forditottan aranyos a szabalyok szamaval:
&)
Ty =2——,
- r—1




ahol €2 egy rasztermezé keresésének koltségtényezbje. Az Gsszesitett keresési id6 tehat
(&)
r—1°

melynek a szabalyszamra vonatkozd optimuma derivalassal konnyen meghatarozhato.

T=T1+T>=cor+2c +2

Amennyiben pontatlan, azaz fuzzy halmaz a megfigyelés, akkor mar egy valtozo esetén is csak numerikus

eljarassal adhaté meg az optimum, tobb valtozé esetén pedig csak egzisztencialis eredményt kapunk.

A fentiekben vazolt MI modelltipus gyengéje az volt, hogy a benne szerepld szimbélumok nem
tartalmaznak semmilyen informaciot az eredeti allapottér strukturajara nézve. A légkondicionald példajanal
maradva osszuk fel a szobahdmérséklet teljes szobajohetd tartomanyat ot intervallumra (15°C alatt, 15-20°C,
20-23°C, 23-26°C, 26°C felett), és jeloljiik ezt az 6t intervallumot 6t kiilonb6z6 szimbélummal
(-‘41 TERRE) AS). Ekkor sem a szimbolumok jelolése, sem egyéb adat nem arulja el, hogy példaul az Ay
intervallum az A1 és az A4 kozott helyezkedik el, vagy, hogy az A3 kozelebb esik az Ai-hez, mint az A2. A
szobahomeérsékletek tere ugyanis rendezett, és értelmezhetd rajta egy a homérsékletek kiilonbségével
kifejezhetd hémérséklet-tavolsag. Osszetettebb feladatoknal, ahol tobb valtozé szerepel, a rendezés nem
tarthatdé meg, de valamely részbenrendezés igen, és megfeleld normalizalas utan a tavolsagfogalom is
értelmezhetd a tobbdimenzids allapottérben. A szimbolikus kétértékii logika alkalmazéasa a rendezés, vagy
részbenrendezés, és a tavolsag (metrika) meglétét nem tudja figyelembe venni. A klasszikus MI rendszerek
alapvetd sikertelenségének magyarazata az, hogy egy elfogadhaté pontossdgi modell esetén a 1" értéknek
mér igen magasnak kell lennie. Ekkor azonban a 7" mennyiség értéke miatt gyakorlati problémak kezelésére
a modell alkalmatlan.

Mikor L. A. ZADEH 1965-ben bevezette a fuzzy halmaz fogalmat [155], olyan eszkozt teremtett, amely
lehet6vé tette T-nek csdkkentését azaltal, hogy a szimbolumokhoz dimenziénként fuzzy tagsagi fliiggvény
formajaban tovabbi szubszimbolikus informaciot rendelt [158], amely a szimbolumok egymashoz
viszonyitott helyzetét és tavolsagat is figyelembe veszi. A fuzzy logika és fuzzy halmazok fogalmainak
bevezetése tehat az MI modellekben mind 7', mind 7" 1ényeges csokkentését eredményezte, amint az e
konyvben részletesen bemutatasra keriil. Ugy véljiik, ez a modellalkotasi médszer a természetes emberi
gondolkodasnak is sajatja, hiszen az eldbbi példaban felsorolt 6t jol definialt szimbolum helyett sokkal
természetesebben hat a kdvetkezd felosztas: nagyon hiivés, hiivds, kellemes, meleg, nagyon meleg. Ezek a
szimbolumok mar nem jol definialtak, jelentésiik részben atfed, de éppen e miatt ki is fejezi egymashoz vald
viszonyukat. Még érdekesebb, hogy az elébbi 1égkondicionald modell kisebb szabalyszammal is
megvalosithatd. Legyen ugyanis az el6z6 modellben By jelentése 25-26°C-os levego, By jelentése 23—
24°C-os levegd, B-'ijelentése: nincs fajas, By jelentése 22-23°C-os levegd, Bs jelentése 20-21°C-os levegd.
A teljes modell szabalybazisa legyen:

R; : {Ha = = A; akkor y = B;} i=1,....5.

Az 11j fuzzy modellnél elegendd a kdvetkezd harom szabalyt hasznalni:

{Ha = = hiivis akkor y = meleg
Ha x = kellemes  akkor y = semmi
Ha = = meleg akkor y = hiivis}

A hiivos, meleg stb. szimbolumok megfeleld szubszimbolikus hattere esetén ugyanis a kdzbenso
szabalyok kozelité modon kiadodnak. A példa mélyebb megértéséhez sziikséges ismereteket a késGbbiekben
fogjuk targyalni.

A fenti példa alapjan kimondhato6 a kovetkezd: a fuzzy halmazok ¢és logika alkalmazasa lehetdvé teszi a
természetes emberi intelligenciat jobb hatasfokkal masolo, ugyanolyan kozelitési pontossag mellett

alacsonyabb szamitasi bonyolultsdg modellek, algoritmusok alkalmazasat.

1.4. Fuzzy vagy hagyomanyos logikat kovet-e a vilag?



Az el6zdekben tobb olyan példat lattunk, ahol a hagyomanyos (eurdpai, kétértéki) logika alkalmatlannak
tinik a jelenség modellezésére, vagy kezelésére. A homokkupac fogalma nem kezelheté6 a BOOLE-féle
logikaval, mert nem hatarozhaté meg €lesen, hogy hol van a hatar a homokkupac és a nem homokkupac
kozott. Az autdvezetés kérdésében tobb vonatkozasban is felmeriil a ,,fuzzysag” igénye, hiszen a ,,lehetd
leggyorsabb”, ,,lehetd legtakarékosabb” feltételek csak kozelitd, koriilbeliili értelemben vehetdk figyelembe,
a tényleges autovezetés soran a gaz- vagy fékpedal lenyomasanak az erdssége csak hozzavetdlegesen adhatd
meg. Folytatni lehetne tovabb a példak sorat, am ezeknek dontd tobbségében jol megfigyelhetd k6zos elem a
pontatlansagnak, vagy bizonytalansagnak ez a fajtaja; a fuzzy tipusu pontatlansdg valami modon az emberi
gondolkodashoz, vagy emberi cselekvéshez kotddik. A ,,homokkupac” nem dnmagaban 1étez6 ideal (platoni
értelemben), hanem olyan fogalom, amelyet valamilyen természetes emberi nyelven alkottak meg. Azt, hogy
az ilyen fuzzy definiciok mennyire kdtddnek valamilyen természetes nyelvhez, vildgosan mutatja az
alapszinek megnevezésének rendszere. Szamos 6si nyelvben nincs jelen az egymashoz eléggé kozelallo kék
és z061d szinek megkiilonboztetése, példaul a japann nyelvben ugyanazt a szot hasznaljak az ég szinének és a
kozlekedési lampa szabad jelzésének megnevezésére (aoki). E sz6 a modern japanban egyre inkabb a kék
szin megnevezésére sziikiil le, mig a zoldet az 0j keletkezésli midori jelenti. Egyaltalan nem kiilonboztetik
meg a kéket és a zoldet egyes amerikai indidn nyelvek sem. Bizonyos elméletek szerint az eurdpai
nyelvekben is csak a keresztes haboruk idején szilardult meg a kék és a z61d megkiilonboztetése. Ekkor
ugyanis a heraldika tudoményanak kifejlédésével sziikségessé valt a zart pancélban felismerhetetlen lovagok
cimerpajzsaik alapjan torténé megkiilonboztetése és egyértelmii azonositasa, amelyeknél elofeltétel volt a
cimer rajz nélkiili, egyértelmi szoveges leirhatésaga. Mindenesetre érdekes, hogy a ma is hasznalatos
ofrancia eredetli heraldikai angolban a kék szin megnevezése azure, azaz égszin (a magyarorszagi kdzépkori
latinban sz szerint ,,coelertini coloris”, azaz égszinii kifejezés szerepel), mig a zold kifejezése a francia-
megegyezésen alapulnak, amelyek kiilonb6z6 nyelvek esetén mashol huzddnak. (Természetesen nem az

egyes szinek fizikai hullamhosszardl van szo6, hanem a szubjektiv szinérzetrol.)

A szinek kapcsan felvetett kérdéseket ZADEH granulacionak nevezte el, ami tulajdonképpen a diszjunkt
elemekre torténd particionalas altalanositasa [162], hiszen az egyes ,,granulusok”, azaz megkiilonboztetett
fogalmak részben atlapolnak. Az egyes nyelvek, s6t az egyes beszélok granulacidja eltérd lehet, példaul egy
divattervezd 0sszehasonlithatatlanul tobb szinarnyalatot képes megkiilonboztetni, sét megnevezni, mint
ugyanazon nyelvnek atlagos beszéldje. Ez a granulacio azonban mar meglehetdsen diszjunkt és mesterséges,
tudomanyos jellegii particio.

Természetesen nem allitjuk azt, hogy mindaz, ami természetes emberi fogalmakkal kapcsolatos, az fuzzy.
Bizonyos teriiletek (egyes tudomanyok, a jogalkotas) megkovetelik a szigortian nem fuzzy definiciot. A
fuzzy és hagyomanyos logikan alapulé fogalmak megkiilonboztetésére a kdvetkezd példat szoktam a
bevezetd eléadason elmondani: El6szor azt kérdezem meg a hallgatoktol, hogy ki mennyire jo és magabiztos
autovezetd. A hatarozottan feltett kérdésre, hogy ki tud nagyon jol autdt vezetni, néhanyan felteszik a
keziiket, masok nem, van aki pedig bizonytalan mozdulatot tesz. Amikor azt kérem, hogy ki-ki olyan
magasra emelje a kezét, amilyen jol tud vezetni, kialakul a hallgatoi csoport alaphalmazan értelmezett ,,igen
jo autovezetok” fuzzy halmaza; az egészen magasra emelt kezliek teljesen beletartoznak a halmazba, azaz
drajuk nézve egy mértékben igaz az az allitas, hogy ,,j6 autovezetd”, egyesek egyaltalan nem emelik fel a
keziiket, a tobbieknél pedig a kézfelemelés magassaga hozzavetdlegesen kifejezi azt a 0 és 1 kozotti
mértéket, amennyire 0k magukat jo autdvezetonek érzik. A jo autovezetok halmaza tehat tipikusan fuzzy

halmaz.

Ezutan azt a kérdést teszem fel, hogy kinek van vezet6i jogositvanya. Erre csak egyértelmi
kézfelemeléssel vagy kéz fel nem tevéssel lehet valaszolni. Itt ugyanis egyaltalan nem fuzzy, hanem

hagyomanyos (crisp) halmazrél van sz6. Ha egy rendor igazoltatja az autdvezetdt, hiaba mondja 6, hogy



,,mar majdnem van jogositvanyom, mert holnap fogom megkapni”. Az illet6 a térvény szerint éppugy
engedély nélkiili vezetonek mindsiil mint az, aki még el sem kezdte a KRESZ-tanfolyamot. Ezzel szemben az
a vezetd, aki egy perccel korabban vette at a friss jogositvanyt éppugy teljes joggal vezetheti az autdt, mint
aki tobb évtizedes tapasztalattal rendelkezik. (Ez utobbi nehezen indokolhato és ezért egyre tobb orszagban

vezetik be a tobbfokozatl jogositvanyt, amely csak tobb éves gyakorlat utan valik teljes értékiivé.)

Ujra fel kell tegyiik a kérdést, fuzzy vagy hagyomanyos logikan alapul az objektiv vilag? Kézenfekve
lenne az a valasz, hogy a fuzzy jellegli bizonytalansagot az emberi intellektus teremtette. Vannak azonban
olyan modern elméletek, amelyek szerint a kvantummechanika szintjén a vilag tulajdonképpen fuzzy jellegi,
¢és a korabban felallitott statisztikus jellegli kvantummechanikai modellek a fuzzy valésagnak csupan

pontatlan kozelitését adtak. E kérdés jelenleg még nem eldontott.

Erdemes néhany mondatot szanni a fuzzy jellegii 0 és 1 kozotti mérték és a valosziniiségi mérték
kapcsolatara, illetve kiilonbozoségére. A fuzzy elmélet megjelenése idején sok matematikus tamadta az uj
elméletet azzal az érvvel, hogy itt tulajdonképpen a valosziniiségelmélet matematikai struktirajanak uj
reprezentaciojarol van szo, mely azonban matematikai értelemben nem tekinthetd Gijnak. Ezt az érvelést nem
cafoljak azok a megfontolasok sem, melyek arra mutatnak ra, hogy a fuzzy bizonytalansag lényegét tekintve
més, mint a valoszinliségi bizonytalansag, hiszen nem 4all mogdtte valamilyen statisztikai hattér, 4m ett6l még
tekinthetd volna szubjektiv valoszinliségnek. A késdbbi pontos matematikai vizsgalatok azonban
megmutattdk, hogy a fuzzy mérték axiomatikus tulajdonséagai is kiilonbdznek a valdsziniségi mértéktdl, s a
legfontosabb, hogy ez utobbi additivitasa helyét a fuzzy mértéket legpontosabban reprezentalo un. lehetdségi

mérték maximum axiomaja veszi at. E kérdésre roviden ki fogunk térni a konyvben.

A valdszinliségi €s lehetdségi mértékek kdzos tulajdonsdgainak felismerése alapjan egyébként 1étrejott egy
sokkal altalanosabb mértékelmélet, melyet ma a fuzzy mértékek elméletének neveznek.

1.5. A fuzzy tudomany révid torténete

A fuzzy logika kozvetlen el6zménye LUKASIEWICZ [96], [97] tobbértékil logikaja volt, amelyet késébb
megszamlalhatatlan végtelen értékre is altalanositottak. A kontinuum végtelen értékkészletii fuzzy logika,
illetve annak halmazelméleti aspektusa L. A. ZADEH berkeley-i professzor otlete volt, aki mar az 1960-as
évek elején felvetette rendszerelméleti munkaiban a fuzzy halmazelmélet sziikségességét. Az 1965-ben
megjelent Fuzzy Sets c. tanulmanya [155] végre egyértelmilien megfogalmazta a téma alapdefinicioit.
ZADEH a rendszerelmélet, illetve az iranyitaselmélet oldalarol kozelitette meg a kérdést, és a kezdetektdl
vilagosan ramutatott, hogy az uj elmélet jelentdsége a nagy bonyolultsagli rendszerek kozelitd

modellezésében rejlik.

A fuzzy halmazelméletet a tudomanyos kozvélemény vegyes reakciokkal fogadta. Sokan a
valészinliségelmélet alternativ megfogalmazasanak tekintették, s mint ilyet feleslegesnek itélték. Ezt a nézetet
csak a fuzzy mértékelmélet pontos kidolgozasa utan sikeriilt matematikai eszkdzokkel cafolni. Egy masik
iranyzat az arisztotelészi logika tulajdonsagait mintegy abszolutnak tekintve, a harmadik kizarasa és az
ellentmondas térvényének nem teljesiilése miatt a fuzzy logikat eleve értelmetlennek mindsitette, s ez a nézet
meglepd modon egészen az 1990-es évek elejéig tartotta magat. Kiilondsen motivaltak ezen allaspont
tamogatasaban a szimbolikus logikan alapulé mesterséges intelligencia iranyzat képviseldi. Végiil sokan
vontak kétségbe azt, hogy a téma gyakorlati feladatok megoldasara valoban alkalmazhato lesz. A kiillonb6z6
iranyokbdl érkez6 negativ reakciok ellenére 1965-t61 kezdve exponencialis modon novekedtek a fuzzy
témaju publikaciok, mind elméleti kutatasok terén, mind pedig alkalmazasorientalt vizsgalatok eredményeirdl
beszamolva. ZADEH 1973-ban jelentette meg azt a dontd fontossagl tanulmanyat [158], amelyben
megmutatta, hogy hogyan lehetséges a ha—akkor tipust szimbolikus szabalybazisok és a fuzzy halmazok
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kompozicios kdvetkeztetési szabalyt (CRI), mely alkalmas a fuzzy szabalybazisok, valamint fuzzy, vagy
nem fuzzy megfigyelések kombinacidjaval fuzzy kovetkeztetés kiszamitasara. A kovetkezé évben E. H.
MAMDANI londoni professzor ezen mddszert atalakitotta alacsonyabb szamitasi bonyolultsagu, a
gyakorlatban jol implementalhat6 technikava (igaz a szobajohetd szabalybazisok korét 1ényegesen
lesziikitve), s e modszert igen eredményesen alkalmazta egy nagy bonyolultsagi gézgépes rendszer
iranyitasara [99]. Az els6 sikeres alkalmazas nyoman hamarosan megsziiletett az elsé ipari alkalmazas is (egy
dan cementmi iranyitasa) [50], melyet tovabbiak kovettek. A MAMDANI-eljaras iranyitastechnikai
alkalmazasai mellett tovabb folyt a kutatds az igen bonyolult problémak megoldasanak kérdéseiben. 1975-
ben a VAMOS TIBOR altal Budapesten szervezett magyar—amerikai Alakfelismerési szeminariumon
megtartott eldadasdban ZADEH a lehetséges képfeldolgozasi alkalmazasokra mutatott ra. Ezen a téren
valoban komoly sikereket értek el féleg az 1980-as évek vége ota. Az emlitett szeminarium prominens
eléadoi koziil egyébként tobben fejtettek ki a késébbiekben komoly fuzzy vonatkozasu kutatast: példaul K.
S. FU (adaptiv rendszerek), A. ROSENFELD (fuzzy geometriai kérdések), R. DE MORI (beszédfelismerés).

Az els6 idészak 1ényeges alkalmazasi sikereit mégis a CRI-, illetve MAMDANI-mddszer jelentette. Az
1984-ben megalakult Nemzetkozi Fuzzy Rendszer Szovetsége (IFSA) Tokidban, 1987-ben rendezett
masodik vilagkongresszusan szamos japan kutatoiskola mutatta be igen eredményes alkalmazasi kisérleteit
(els6sorban iranyitasi teriileteken, illetve szamitogépes latas téméjaban), st a konferencia résztvevoi
megtekinthették a Sendai varosaban akkor mar miik6do fuzzy iranyitasa (vezetd nélkiili) felsdvasutat is.
Ugyanakkor Japanban mar szennyviztisztito-rendszerek, alagutszell6zési rendszerek, stb. miikodtek fuzzy
iranyitassal. 1987 utan hamarosan bekdszontott a japan Fuzzy Aranykor. A Sony, Hitachi, Matsushita
(Panasonic National), stb. haztartasi gépeket €s fogyasztoi elektronikat gyartoé cégek ugyanis sorra dobtak
piacra a fuzzy logikat alkalmaz6 energiatakarékos, kezelobarat, nagyintelligenciaju termékeiket. A
legtipikusabb ilyen gépek — melyek ma is igen elterjedtek —, a mosogép, porszivo, légkondicionalo,
fiirdészobai vizhomérséklet szabalyozo, rizsf6z0, villanyborotva, majd késébb fényképezdgep és
videdkamera. Ezek a mindennapi életben siiriin hasznalt targyak olyan népszertvé tették Japanban a fuzzy
logikat, hogy a televizidadok is rendszeresen szerepeltették programjaikban, és szinte minden altalanos
iskolas japan gyerek megismerte e tudomany alapgondolatait.

1989-t61 a Japan Nemzetkozi Kereskedelmi Minisztérium (MIT, mely Japanban komoly szerepet vallal a
kutatas finanszirozasaban) 50 japan maganvallalattal egyiitt 1étrehozta a Nemzetk6zi Fuzzy Technologiai
Laboratorium Alapitvanyt, mely hat éven at finanszirozta a Yokohamaban miikodd Life kutatolaboratoriumot
¢és a Tokioi Miiszaki Egyetemen 1990-ben felallitott Fuzzy Elméleti Tanszéket. (Melynek évente valtozo
tanszékvezetd professzorait az egyetem kiilf61drdl hivta meg.) A Life projekt és a hozzakapcsolddo egyetemi
kutatasok legérdekesebb eredményei a fuzzy szabalyalapu pénziigyi eldrejelzd rendszerek, a mar emlitett
vezetdnélkiili helikopter, az egylittm{ikodd és kommunikalo robotegyiittesek, statikus és dinamikus
képfelismerési technikak, stb. voltak. A Life laboratérium tudomanyos vezetését egyébként a Tokioi Miiszaki
Egyetem professzora TERANO T. latta el.

A japan sikerek mellett, és részben ezek hatdsara mas tavol-keleti orszagokban is megindult az ipari és
haztartasi elektronikai berendezésekben valo alkalmazas, igy Koredban, Tajvanon, stb. Igen érdekes
alkalmazasi teriiletnek bizonyul a gépjarmiitechnika is. Tobb japan autogyartd vallalat mellett a Life
projektben résztvevé Volkswagen cég is megjelent példaul a fuzzy logikan alapul6 automatikus adaptiv
sebességvaltoval.

Erdekes modon az USA-ban, ahonnan az elmélet elindult hosszii ideig joforman csak az tirkutatas és a
haditechnika mutatott komolyabb érdeklddést a fuzzy logika irant. Kevesek szamara ismert, hogy a Sivatagi
Vihar habortiban a Patriot rakétak éjszakai célpontazonosito rendszere fuzzy eljarason alapult, melyet J.



KELLER professzor vezetésével a Missouri Egyetem fejlesztett ki.

Erdekes az a tény is, hogy mikézben a gyakorlati alkalmazasok stilypontja Europabol és részben Eszak-
Amerikébol Kelet-Azsiaba tevdott at, a legkomolyabb fuzzy matematika eredmények donté tobbsége
Eurdpaban sziiletett, s itt vannak ma is a leghiresebb fuzzy iskolak. Természetesen ez nem jelenti azt, hogy
Eurdpaban nincsenek komoly alkalmazasi eredmények. Példaként emlithetjiik a Németorszagban 1992 6ta
évente megrendezett Dortmundi Fuzzy Napokat, mely dontéen alkalmazasi eredményeket vezetett be. Ehhez
kapcsolodott a Life mintéjara, kisebb tartomanyi méretekben elinditott Eszak-Rajna-Westfaliai Fuzzy
Iniciativa, melynek keretében létrejott — elsésorban muszaki a dontéstamogatasi alkalmazasokra —, a ma mar
komoly nyereséggel miikod6é Dortmundi Fuzzy Demonstracids Centrum is, és igen komoly iskolaja van az

aacheni Eszak-Rajna Westfaliai Egyetemen.

Sikeres alkalmazasoknak egy egészen mas teriilete az orvosbiologia, ahol a gyakorlatban is léteznek mar
fuzzy elven miikodo, példaul az altatas vagy a dializis irdnyitasat végzd, valamint diagnosztikai

dontéstamogato rendszerek.

Fontos teriiletet jelentenek a pénziigyi alkalmazasok: biztositasi kockazatfelmérésben,

portfolidovalasztasban, illetve pénziigyi elorejelzé-rendszerekben alkalmaznak fuzzy technikat.

A sikeres alkalmazasi teriiletek sorat még folytathatnank, ehelyett azonban arra utalunk réviden, hogy a
fuzzy logikat kdzvetve mas szubszimbolikus mesterséges intelligens modszerek is megjelentek, elsdsorban a
mesterséges neuralis halézatok, az evolucids programok, genetikus algoritmusok, kaotikus rendszerek, stb.,
mely teriiletek gyakran kombinaldédnak is és egyiittesen a lagy szamitastudomany (Soft Computing)

megnevezés alatt ismertek.

Ha ma valaki besétal egy japan aruhaz haztartasi gépek osztalyara altalaban legalabb harom, négy
kiilonféle ,,neurofuzzy” felirata hibrid rizsf6z6, mosogép stb. koziil valogathat, azaz mara a fuzzy €s rokon

modellek alkalmazasa mindennapiva valt.

TERANO professzor az 1990-es évek elején négy fazisba osztotta a fuzzy elmélet alkalmazasait. Az elso
harom: az egyszeri fuzzy tudasbazisu rendszerek (példaul iranyitasi rendszerek), a bonyolult fuzzy
tudasbazisu rendszerek (példaul nem miiszaki szakértd rendszerek), a fuzzy kommunikaciot alkalmazoé
rendszerek (példaul intelligens kooperativ robotegyiittesek), melyek mindegyike ma szamos teriileten
megvalosult, alkalmazasra keriilt, vagy az alkalmazas kiiszobén all. A negyedik fazis a komplex integralt

intelligencia, mely ma még ,,a jovO torténete”, vagy ha ugy tetszik inkabb a sci-fi témakdorébe tartozik.

1.6. E kotet tartalma

Az Olvaso az elsé magyar fuzzy tankonyvet tartja a kezében, melynek anyaga tobbé-kevésbé koveti az
1992 6ta KOCZY T. LASZLO altal a Budapesti Miiszaki Egyetemen tartott Fuzzy Rendszerek I. és II.
valaszthato, illetve doktori targyak tematikajat.

Egy kissé bovebb, de kevésbé egységes targyalasmodu angol nyelvii valtozata 1996-ban az Eurdpai Unids
MODIFY TEMPUS projekt keretében késziilt el, amelyet ma mintegy 15 eurdpai egyetemen hasznalnak
valamilyen formaban [67]. Az emlitett eldadonak a Budapesti Miiszaki Egyetemen, valamint a koreai
Pohangi Miiszaki Egyetemen, a Tokioi Miiszaki Egytemen, a Linzi J. Kepler Egyetemen, és az olaszorszagi
Trentoi Tudomanyos Egyetemen kiilonboz6 érdeklddést hallgatoknak tartott eléadasok tapasztalatait
felhasznalva ez a konyv a fuzzy elmélet alapjait targyalja olyan mélységig, hogy elegendd ismeretet nyujtson
azok szadmara, akik a gyakorlati alkalmazasok irant érdeklddnek. Ezt kdvetden a bonyolult rendszerek
modellezésével €s iranyitasaval kapcsolatos algoritmikus kérdések keriilnek részletesebben targyalasra,
amely magéaban foglalja a Budapesti Miiszaki Egyetemen e téren az utobbi tiz évben elért fontosabb



eredményeket is.

A konyv két részbdl all. Az els6 rész a fuzzy logikai alapismereteket €s a sziikséges matematikai hatteret
foglalja Gssze. A jelen bevezetést kovetben a 2. fejezet a fuzzy halmazokkal kapcsolatos alapvet
fogalmakat és definiciokat targyalja, valamint rovid 0sszefoglalast ad a hagyomanyos kétértéki logika
alapfogalmair6l és miiveleteirdl, amire a konyv késobbi fejezeteiben a megfeleld fuzzy miiveletekkel valo
osszehasonlitasok alkalmaval tobbszor is timaszkodunk. A fejezetben a fuzzy halmazok altalanositasi

lehetdségeit is bemutatjuk.

A 3. fejezet a fuzzy halmazokon értelmezett alapmiiveleteket (negacio, metszet, egyesités), és ezek
axiomait és tulajdonsagait targyalja. Rovid attekintés nyujt a fuzzy aggregacios miiveletekrdl, majd
részletesebben foglalkozik a standard miiveletek DE MORGAN-algebrajanak egyik lehetséges

alternativajaval, az algebrai operatorokon alapul6 I-fuzzy struktarakkal.

A 4. fejezet a fuzzy relaciokat ismerteti. E16sz6r roviden attekintést ad a relacio fogalmardl és a binaris
relaciokrol, majd a fuzzy binaris relacidkat és tulajdonsagaikat ismerteti. A 4.4. szakaszban a hagyomanyos
és fuzzy relaciok osztalyozasa, valamint ezen relaciotipusok osszehasonlitasa talalhato (ekvivelencia,

hasonlosagi és rendezési relaciok).

A masodik rész a fuzzy tudomanyag legfontosabb gyakorlati alkalmazasainak, a fuzzy iranyitasi

rendszereknek elméleti hatterét ismerteti, amit az utolsé fejezetben néhany egyszerti példaval szemléltet.

Az 5. fejezetben attekintést adunk a fuzzy iranyitasi rendszerekrél, melyeket a kovetkez6 fejezetekben

részletesen targyalunk.

A 6. fejezet a tudasalapu szakért6i rendszerek témakorét elemzi az iranyitas lehetOségeinek és
megvaldsitasainak szempontjabol.

A 7. fejezet targyalja a fuzzy informacio, tudasbazis és nyelvi valtozok reprezentalasanak modjat, amely
alapjan egy fuzzy iranyitasi rendszer felépiil. Ezutan bemutatasra keriil a leggyakrabban hasznalt fuzzy
iranyitok modellje, alkalmazasi lehetdségiik, modell-leird képességiik és korlatjaik. A konyv kitér a fuzzy
modellek explicit fliggvényeinek, és az univerzalis approximacios tulajdonsaganak targyalasara is.

A 8. fejezet az el6zb6ekben targyalt algoritmusok bonyolultsagat vizsgalja. Mivel ez exponencialisan n6 az
alkalmazott szabalyok szdmaval ezért nagy rendszerek esetén sziikség van a korabbi modszerek
modositasara és olyan alternativ lehetdségek kidolgozasara, melyek csokkentik a bonyolultsagot. A fejezet
gerincét egy ilyen eljaras, a fuzzy szabalyinterpolacio, és a hozzékapcsolddd elméleti hattér targyalasa teszi
ki. A fejezet végén a hierarchikus szabalybazisok alapfogalmai és alkalmazasai talalhatok.

Végiil az utolso fejezetben alkalmazasi példakon keresztiil mutatjuk be az egyszerl szabalyalapu
kovetkeztetd algoritmusok €s a szabalyinterpolacios modszerek mikodését. A fejezet bevezetdjében
osszefoglalast adunk az eddigi jellemzg ipari és kereskedelmi felhasznalasokrol.

2. Alapfogalmak

Tartalom

2.1.A hagyomany, . e
2.2._Fuzzy halmazok alapvetd tipusai

2.3._Fuzzy halmazok jellemz&i

2.1. A hagyomanyos halmazelmélet révid attekintése

A fuzzy halmazok ismertetése el6tt eldszor tekintsiik at a (hagyomanyos) halmazelmélet néhany alapvetd
fogalmat és azok tulajdonsagait. A fuzzy halmazokt6l valé megkiilonboztetés céljabol a hagyomanyos, nem
fuzzy halmazokra az irodalomban elterjedt crisp halmaz (€les, hatarozott kdrvonalu) terminologiat
hasznaljuk.

A tovéabbiakban feltessziik, hogy az Olvaso tajékozott a hagyomanyos halmazelmélet alapfogalmait



illetéen, ezért ezen szakasz célja csupan e fogalmak felidézése, és a kés6bbiekben, a fuzzy halmazok

targyalasa soran is hasznalt kifejezések és jelolések bevezetése.

A halmazok jelolésére az abécé nagybetiiit hasznaljuk. Ha masképp kifejezetten nem allitjuk, akkor az
alaphalmazt — amely az adott kontextusban a lehetséges 6sszes elemet tartalmazza — X -szel jeldljiik. Az

egyetlen elemet sem tartalmazd, Un. iires halmazra a szokasos & jel6lést hasznaljuk.

Egy tetsz6leges crisp halmaz az alabbi harom mdodon adhatdo meg. Ha a halmaz véges, akkor elemei

A={1,2.4.8.16

}), tetszbleges szamossagu halmazt altalaban az elemeire teljesiilé

szabaly segitségével (pl. B={reX|z=2"negs

felsorolasaval (pl.
Z}, vagyis azon I értékek melyre teljesiil a |jelet
kovetd feltétel), vagy a halmaz karakterisztikus fiiggvényfiiggvényével definialhatd. A XA karakterisztikus
fiiggvény kizarolag azon alaphalmazbeli értékekre vesz fel 1 értéket, melyek az A halmaznak elemei, azaz
L, hare A

s

Xa (o) = 0, hax ¢ A

Ha A halmaz minden eleme B3 halmaznak is eleme, akkor A a B részhalmaza, amit A C DB-vel vagy
A C Byel jeldliink, ez utdbbi esetben kihangstlyozva azt, hogy egyenléség is megengedett. Minden

halmaz részhalmaza 6nmaganak és az alaphalmaznak.
Ha A € B¢s B C A akkor a két halmaz azonos: A = B. Ellenkezé esetben A#DB

HaAC Bes A# B, akkor B-nek létezik legalabb egy olyan eleme, amely nem eleme A-nak. Ekkor
A valédi részhalmaza B-nek, jeldlése: AC B,

Egy A halmaz 8sszes részhalmazénak halmazat, P [.A)-t, az A hatvanyhalmazanak hivjuk.

. - _9lA
A véges A halmaz elemeinek szamat (szamossdgat) |-‘4|jeléli. Ha A véges, akkor P (A)] =2
Az A halmaz komplemense, A, az alaphalmaz A-ban nem szerepld elemeit tartalmazza. A komplemens

képzés legfontosabb tulajdonsagait a 2.1. tablazat tartalmazza.

A és B halmazok egyesitése, masszoval unidja, A U B, azon elemeket tartalmazza, melyek legaldbb vagy
az A vagy a I3 halmaznak eleme (természetesen mindkettdnek is lehet eleme egyidejlileg):
AUB={r|x € Avagy x € B}.

Az uni6 mivelete tetszéleges szaml argumentumra altalanosithato:
U A; ={x | x € A; valamely i € I-re},
icl i i

ahol {Ai |iel } egy halmazcsalad, I pedig egy tetsz8leges indexhalmaz.

A és B halmazok metszete, A N B, azon elemeket tartalmazza, melyek mind az A, mind a B3 halmaznak
elemei:
ANB={z |z € Aész € B}.

A metszet mivelete is altalanosithato tetszéleges szamt argumentumra:
() Ai = { |z € A minden i € I-re} ({A;i |ieI}).
icl

Az egyesités és a metszet miiveletekre, valamint ezeknek a komplemenssel valé kapcsolatara vonatkozo
tulajdonsagokat a 2.1. téblazat ismerteti. Ezen miiveletek tulajdonsagai a tablazatban paronként szerepelnek.
Vegyiik észre, hogy e parok tagjai az U, M, &, X jeleket rendre M, U, X, & jelekre torténd cserével
egymasba alakithatok. Ezt a tulajdonsagot a metszet és az uni6 dualitdsanak nevezziik. Mint lathato, a dualis
miiveletparok egyikére vonatkozo allitasbol a fenti cserék végrehajtasaval megkapjuk az allitas dudlisat.

Involicié (kettds negacid torvénye): ?1 = A



Kommutativités: AUuB=BUA

ANB=DBnNA
Asszociativitds: (_4UB)U(’:__4U (BLJ(')
(ANB)NC = AN (BNC)
Disstributivitds AN(BUC) = (ANB)U(ANC)
Au(BnC)=(AuB)Nn(ALC)
Idempotencia: AUuA=A
ANA=A
Elnyelési térvények: AU (_4 neB ) =A
AN(AUB) = A
Elnyelési torvények (X és &) AuX =X
AN =0
Identitds: Aug =A
ANX =4 _
Az ellentmondds torvénye: ANA=g
A Kizdrt harmadik torvénye: AUA=X
DE MORGAN-azonossdgok: AN —AUB
AUB=ANB

2.1. tablazat - Halmazmiiveletek alaptulajdonsagai

Az alaphalmaz hatvanyhalmazéanak (P (X )) elemein a részhalmaz miivelet egy részben rendezést valosit
meg, ezért P(X)n egy halo definialhato, amelyben a legkisebb felsd korldat az unio, a legnagyobb also
korlat pedig a metszet miivelete. A (P(X).u,n} halét, amely disztributiv (lasd 2.1. tablazat) és
komplementumos (hiszen minden A € P (X ) nek 16tezik komplemense P(X )-ben), BOOLE-#hdlonak vagy
BOOLE-algebranak nevezziik.

Ha A és I3 halmazoknak nincs kozos elemiik, azaz A N B = &, akkor diszjunktak. Valamely A halmaz
paronként diszjunkt, nem iires részhalmazainak csaladjat az A egy particidjanak hivjuk, amennyiben ezen
részhalmazok unidja A-val egyenld:
m(A)={Ai |ieLAiCA A #@, &sVi,jeli#j: AinA;j =o}.

Az A és a B halmaz DESCARTES-szorzata, A x I3, olyan rendezett parokat tartalmazé halmaz, ahol az
elsé elem az A, a masodik elem a I3 halmaznak eleme, azaz:

Ax B={la.by|aec A be B}.
Ha A # Bgs egyik halmaz sem iires, akkor AXB#DBxA

A DESCARTES-szorzat tetsz6leges szamt argumentumra altalanosithato:
Al x Aagx---x A, =
X1<i<nAdi = {{a1.a2,....a,) | ai € A; minden i = 1,2,... ,n-re},
ahol {-'4I s A2y 000y Ay, valamely halmazcsalad. A tobbdimenzios alaphalmazt altalaban
X =X x Xy x -+ X}, alakban feltételezziik. A DESCARTES-szorzatok részhalmazai a relaciok,
melyekkel részletesen a 4. fejezetben foglalkozunk.

2.2. Fuzzy halmazok alapveté tipusai

Amint az el6z6 fejezetben felidéztiik, a crisp halmazok karakterisztikus fliggvénye minden alaphalmazbeli
elemhez 0-t vagy 1-et rendel hozza. A karakterisztikus fiiggvény fogalmat Gigy altalanosithatjuk, hogy az
alaphalmaz minden eleméhez valamely rogzitett tartomanybol — ez altaldban a (0. 1] intervallum — rendelhets
érték. Ezen érték nagysaga a halmazbeli tagsag mértékével aranyos, azaz minél kisebb (nagyobb) mértékben
tagja a halmaznak valamely elem, annal kisebb (nagyobb) az elemre vonatkozoé fliggvényérték. Ezt a
fliggvényt tagsagi fiiggvénynek, azt altala definialt halmazt pedig fuzzy halmaznak nevezziik.

Tehat a tagsagi fliggvény valamely crisp alaphalmaz minden eleméhez az értékkészletébdl egy tagsagi
értéket rendel. (A fuzzy halmazok alaphalmazara az irodalomban gyakran az univerzum kifejezést
hasznaljak.) Ha mast kifejezetten nem allitunk, akkor a tovabbiakban a tagsagi fiiggvény értékkészletének a



[()~ l] intervallumot tekintjiik.

Mivel a tagsagi fliggvény egyértelmiien meghatarozza az altala definialt fuzzy halmazt, vagyis valamely
fuzzy halmaz és tagsagi fiiggvénye kozott egy-egy megfeleltetés vonhato, ezért a jeldlésiikre hasznalt
szimbolumok felcserélhetdk. Az irodalomban a
pa: X —[0,1], illetve A: X —0.1] (2.1)

irasmod egyarant hasznalatos. E kdnyvben, az egyszer{ibb, masodik jelolésmodot alkalmazzuk.

A bevezetdben lattuk, hogy a fuzzy halmazok alkalmasak a bizonytalan hatarokkal rendelkez6 természetes
nyelvi fogalmak reprezentalasara. Ez a reprezentacié kontextusfiiggd, hiszen nyilvan lényegesen kiilonbdzo
fuzzy halmazokkal irhat6 le példaul a magas fogalom, ha az emberek vagy épiiletek alaphalmazan
értelmezziik. S6t hasonléan — bar kisebb mértékben — kiilonbozhetnek az e fogalmat leiré fuzzy halmazok a
(koztudomasuan kisndvésill) pigmeusok és az (altalaban magasndvésil) svédek kozott.

Valamely fogalomnak egy rogzitett kontextusban is kiilonb6z6 modellezése lehetséges. A 2.1. abran
lathato fuzzy halmazok mindegyike a , koriilbeliil 2” koncepciot valdsitja meg. Bar a halmazok kozt
Iényeges kiilonbségek vannak, altaldban igaz rajuk és a példak is ezt illusztraljak, hogy

1. Ai tengelyesen szimmetrikus 2-re nézve, azaz Ai (2 —2) = A; (24 7) minden valos szamra. (Ez
egyébként nem sziikségszerlien van igy; értelmezhetd példaul olyan , koriilbeliil 2” halmaz, amelyik a
2-nél nagyobb értékek felé ,,elnyultabb” tagsagi fiiggvénnyel rendelkezik.)

2. Ai (T) monoton csékken al2 — 2| kiilonbség novekedésével.
3. Ai(2) = l, ¢s Aot kiveve Ai (7) <lhaw # 2 (-'42 esetében a szélesebb 1 tagsagi fliggvényl
tartomany modellezheti példaul a méroeszkoz kikiiszobolhetetlen hibajat.)

4. Az [1.3] intervallumon kiviil a tagsagi fiiggvények értéke elhanyagolhato vagy 0. (Természetesen e

hatarok is valaszthatok volndnak mas médon is, példaul nem teljesen szimmetrikus modon.)

Ezek a tulajdonsagok a modellezett fogalom reprezentalasahoz altalaban sziikségesek, ezért ezeket az
olyan halmazoknak teljesitenie kell, mely a , koriilbeliil 2” fogalmat irjak le.

05F
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2.1. abra - A ,kériilbeliil 2” fogalmat reprezentalo kiilonb6z6 alaku fuzzy halmazok

Noha azonos fogalmat modelleznek, a 2.1. dbran lathato fuzzy halmazok jelentdsen kiilonboz6 alakkal



rendelkeznek. Az alkalmazasok a fuzzy halmazok alakjara altalaban nem tul érzékenyek, azonban mindig az
adott modelltdl fiigg, hogy valamely fuzzy halmaz alakja megfelelé-e. Egyszeriiségiik miatt leginkabb
haromszog (-‘41), trapéz (-'42), vagy ehhez nagyon hasonlé szakaszonként linedris alaka (1d. 2.2. abra)
tagsagi fliggvényeket hasznalnak. (A 2.2. abran lathat6 fuzzy halmazokat hasznélta a bevezetében mar
emlitett cikkében MAMDANI [99] a nagy bonyolultsagu gézgépes rendszer egyik valtozojanak iranyitasara).

A 2.1. dbran szerepld négy fuzzy halmaz mindegyike valamely parametrizalt fliggvénycsalad tagja:

m(x—r)+ L hazer—(1/p),r].

A = pL(r—x)+ 1, haz € [r,r+ (1/m)).
0, kiilénben;:
1. ha 2 € [r — pa. 7+ po],
A p3 ((x+p2) — 1)+ 1, ha z € [r — (1/p3) — pa. 7 — po] ,
Ap =
py (r—(xr—p2)) + 1, haz € [r+po.r+ (1/p3) +p2] .
0, kiilonben:
1
Ay = ———m;
L+ pa(x—r)
A - (1 + cos (psm(x —1))) /2, haze[r—1/ps.7r + 1/ps].
) 0. kiilonben;
ahol 7 a halmaz kozéppontjat (példankban 2), Pi (i =1,... -"—’) pedig a halmazok oldaléleit meghatarozo
konstansok.
3 'll 3
NB NM N PS PM PB
Max @ = =Ng=f === —4

0

M pfecccccas

10 0 10 x

2.2. abra - A MAMDANI altal hasznalt szakaszonként linearis fuzzy halmazok reprodukciéja [99]
alapjan
Eddig csak a leggyakrabban hasznalt, (2.1) alaku egyszerii fuzzy halmaz tipusaval foglalkoztunk, melynek
tobbféle altalanositasa 1étezik.

Az altalanositast motivalo egyik ok az, hogy valamely alaphalmazbeli elemhez rendelt tagsagi érték a
valosagban rendelkezésre allé informaciokhoz képest gyakran tal preciznek bizonyul. Ezért az egyes
elemekhez pontos tagsagi érték helyett egy intervallumot is rendelhetiink, amely megadja az adott elem
tagsagi értékének also és fels6 korlatjat:

A X — E([0.1]),

ahol E( [()‘ l] ) a valés szamok [U- 1] intervallumanak zart intervallumait jeldli. Az ilyen tipust tagsagi
fliggvénnyel rendelkez6 halmazokat intervallumértékii fuzzy halmazoknak nevezziik. Ezen halmazok
abrazolasa két gorbe segitségével torténik, melyek az egyes elemek also és felsé korlatjat jelolik (2.3. abra).
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2.3. abra - Intervallumértékii fuzzy halmaz
Az intervallumértéki fuzzy halmazok segitségével az elemekhez rendelt tagsagifiiggvény-értékek
bizonytalansaga is modellezhetd, amitdl egy ilyen tipust halmazokat alkalmazoé rendszer mikddésének
pontossaga csdkken, de megbizhatésaga nd. Az intervallumértékii fuzzy halmazok alkalmazésanak
legnagyobb hatranya az, hogy jelentésen ndveli a szdmitasi igényt. Ennek kovetkeztében — mivel a kisebb
tagsagi fliggvény valtozasra az alkalmazasok dont6 tobbsége nem érzékeny — gyakorlati jelentdségiik igen
korlatozott.

Az intervallumértékli fuzzy halmazok tovabb altalanosithatok, ha az intervallumoknak fuzzy értéket is
megengedett felvenni. Eszerint minden intervallum maga is lehet egyszerii fuzzy halmaz, ezaltal egy fuzzy
halmaz minden eleméhez egy maésik fuzzy halmazt rendeliink tagsagi értékként. Az
A X — F([0,1])

tagsagi fiiggvénnyel rendelkezo fuzzy halmazokat, 2-es tipusu vagy masodfaju fuzzy halmaznak nevezzik,
ahol £ ([U' l] )a [“- l] halmazon definialhat6 fuzzy halmazok halmaza, masnéven [()- l]fuzzy

hatvanyhalmaza.

-

Masodfaju fuzzy halmazra mutat példat a 2.4. dbra, amelyen @ € X-re a hozzatartozo fuzzy jellegii
tagsagi érték is abrazolva van. Minden alaphalmazbeli elem tagsagi értékét négy szam jellemzi, melyek a
megfelelé trapéz alaka halmaz toréspontjai. fgy példaul a elemhez az (1. 2. 03.04) rendezett négyes
tartozik, melyet a 2.4. dbra baloldalan abrazoltunk.

u

a .Y
2.4. abra - Példa 2-es tipusu vagy masodfaju fuzzy halmazra
Gyakorlati szempontbdl a masodfaju fuzzy halmazok alkalmazasanak hatranyat a szintén igen jelentds
szamitasigény jelenti.
Még bonyolultabb fuzzy tipust halmazok nyerhetdk, ha a tagsagi értékiil nem egyszerii, hanem példaul
masodfaju fuzzy halmazokat rendeliink az egyes elemekhez. Igy 3-as tipusii vagy harmadfajii fuzzy
halmazokat kapunk. Hasonlo eljarassal tetszoleges, magasabb tipust fuzzy halmazokhoz juthatunk, melyek

azonban gyakorlati szempontbol mar nem birnak jelentdsséggel.

Tovabbi altalanositott fuzzyhalmaz-tipushoz vezet, ha nem ragaszkodunk ahhoz, hogy az egyes
elemekhez tagsagi értékként a [0‘ l] intervallum valoés szamait rendeljiik. Legyen a tagsagi fliggvény
értékkészlete egy (legalabb részben rendezett) L halmaz:

A: X — L,

ha L-ben létezik valamilyen 4ltalanos metszet és unié miivelet, akkor a rendezés miatt L hdlé (angolul



lattice), amibdl az L-fuzzy halmaz kifejezés ered.

Mivel L-nek csak részben rendezettségét kveteljilk meg, ezaltal nagyon altalanos fogalomhoz jutunk,

melyben bennefoglaltatik az eddig targyalt 6sszes fuzzyhalmaz-tipus.

Masfajta altalanositdshoz vezet, ha olyan alaphalmazon definialjuk a tagsagi figgvényt mely maga is fuzzy
halmaz:
A F(X) —[0.1].

ahol F(X) valamely X halmaz fuzzy hatvanyhalmaza. Ezeket 2-es szinti fuzzy halmazoknak nevezziik.

Ez a megkozelités lehetdvé teszi, hogy bizonytalan, kozelitd, csak fuzzy halmazzal leirhat6é alaphalmaz
elemeihez is tagsagi fiiggvényt rendeljiink. Példaul az alaphalmazban ,,r-hez kozeli . tipusu elemek
vannak, ahol " egy konkrét érték, . pedig egy valtozo. Ahhoz, hogy & értékét meghatarozzuk egy egyszerii
A fuzzy halmazban, r értékét pontosan meg kellene adni, mig 2-es szintli fuzzy halmazt alkalmazva ez
elkeriilhetd. Feltéve, hogy ,,r-hez kozeli 27 tagsagi értékét a I3 fuzzy halmaz reprezentalja, & értéke az A 2-
es szintll fuzzy halmazban A(B) lesz.

2-es szintli fuzzy halmazok tovabb altalanosithatok 3-as és magasabb szintli fuzzy halmazokra, példaul a

3-as szintli fuzzy halmazok alaphalmaza 2-es szintli fuzzy halmazokbdl all.

Tovabbi altalanositas érhetd el példaul a 2-es szintli és masodfaji fuzzy halmazok kombinacidjabol,
melyek tagsagi fliggvénye
A F(X)— F([0.1])

alaka.

A szakaszban szerepld kiilonb6zo tipusu fuzzy halmazokat egyrészt azért ismertettiik, hogy az egyszerii
fuzzy halmaz fogalmat altalanosité definiciokat is megmutassuk, masrészt elképzelhetd, hogy a jovoben
egyes altalanositott tipusok jelentdsége megnd, igy hasznos, ha az Olvas6 ismeri a vonatkoz6
alapfogalmakat. E konyv tovabbi fejezeteiben azonban csak 1-es szinti, els6faju, azaz egyszeri fuzzy
halmazokkal foglalkozunk.

2.3. Fuzzy halmazok jellemzdi

Ebben a szakaszban a fuzzy halmazokkal kapcsolatos alapvetd fogalmakat és kifejezéseket vezetjiik be.
Ezek illusztralasat a 2.5. abran végezziik, ahol harom trapéz alakt fuzzy halmazzal modellezziik az emberek
magassagara vonatkozo ,kisnovésli”, ,.kozéptermetli” és ,,magas” fogalmakat. A harom fuzzy halmaz

tagsagi fiiggvényei a [15()~ 20()] intervallumon az alabbi formulakkal adhatok meg:

1. ha = < 160).
A = (17() — ) ,."'l(). ha 160 < x < 170.
0. ha = > 170.
0. ha x < 160 vagy x > 190,
A — (1 — 160) ,,"'1()4 ha 160 < x < 170.
) L ha 170 < 2 < 180.
(190 — ) /10, ha 180 < o < 190.
0. ha = < 180.
Az = (.l' — 180) I,."l(). ha 180 < x < 190.

1. ha x > 190.
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2.5. abra - Emberek magassagara vonatkozo ,,kisnovési”, ,, kozéptermetii” és magas fogalmakat
reprezentalo fuzzy halmazok.

Az av-vagat (masként v-szint) az egyik legfontosabb fuzzy halmazokkal kapcsolatos fogalom. Valamely

adott A fuzzy halmazhoz az Aa a-vagat minden @ € (0. 1] ertékre az

Ay ={z | A(z) > a} (2.2)

s

A

meg, akkor szigorii (:-vagatot kapunk, melyet az “Yee+ szimbolummal jeldliink.
Minden c-vagat (szigoru (¥-vagat) crisp halmaz, mely az alaphalmaz minden olyan elemét tartalmazza,
melynek az adott halmazbeli tagsagi értéke x-nal nem kisebb (nagyobb). A 2.5. abra halmazainal példaul
.‘41_(] - .»4‘_2‘(] -_ .-4,’{_(] - [lv—)() 200] - .X:
Al o = (150,170 — 10a] .
As o = [160 + 10a, 190 — 10a],
Az o = [180 + 10a, 200] . a e (0.1];
Ay oy = (150,170 — 10a) |
Ao oy = (160 + 10,190 — 10av) ,
Az oy = (180 + 10a, 200] , ae(0,1);
Ay = A2 = A314 = 2.
Az A halmaz 8sszes egymastol kiilonbozd cv-vagatat tartalmazo halmazt A szinthalmazénak nevezziik:

A(A) ={a | A(x) = a valamilyen z € X-re}.

1 D, ()
v ¢ {162,164, ....188}00
r € {162, 188} 02
r € {164, 186} 04
r € {166, 184} 06
r € {168, 182} 08
re {170,172, ..., 180} 10

2.2. tablazat - A 2.5. abran szerepld A3 halmaz kézelitése a diszkrét {150‘ 152,154, . ..., 2()()}
alaphalmazon

Példank esetében A (A1) = A (A2) = A(Az) = [0, l], ha azonban diszkretizaljuk az alaphalmazt —
példaul az A2 halmaz helyett annak diszkrét D2 kézelitését véve a {150, 152,154, . ..., 200} alaphalmazon
(1d. 2.2. tablazat) —, illetve ha folytonos alaphalmaz esetén a tagsagi fiiggvény nem folytonos, akkor a
szinthalmaz a [0.1] intervallumtol kiilonbozik:
A(D2) ={0,0, 0.2, 0.4, 0.6, 0.8, 1,0} .

Szakaszonként linearis fuzzy halmazok esetén (példaul haromszdg vagy trapéz alaktiaknal) azon

a € [0.1] értékeket, melyeknél a tagsagi fliggvénynek toréspontja van, lényeges (v-vagatoknak nevezziik.
Példa ; A*(A)) = A" (Ay) = A* (Az) = {0, 1} s ; "

¢ldank esetében 1 2 3 , azaz mindGssze kételemi halmaz. Ha nem
félrevezetd, a » felsGindexet elhagyjuk. A 1ényeges (x-vagatoknak fontos szerepe van szamos redukcios

eljarasban, igy a szabalyinterpolacios technikdk esetében is, ahol a kimeneti fuzzy halmazokat kozelitd



modon, ezen (:-vagatok segitségével allitjak el6 (lasd 8. fejezet).

o€ [()- 1] értékek rendezettségét, azaz

Az e-vagatok fontos tulajdonsaga, hogy megforditjak az eredeti
minden @1 @2 € [0, l], ] < (3 esetén
An, D Aa,,

valamint
Ao, NAn, = Aa,. Ao, UA,, = Ay, .

Ebbdl kovetkezik, hogy az c-vagatok (és hasonldan a szigoru x-vagatok is) egymdsba dgyazott
halmazcsaladot alkotnak.

Egyes kitiintetett fontossagli (¢-vagatokra a szakirodalom kiilén elnevezéseket hasznal. Valamely A fuzzy
halmaznak ()-nal nagyobb tagsagi értékii pontjainak dsszességét a halmaz tartéjanak nevezziik, jeldlése
supp (A), Formalisan:
supp (A) = {z | A(z) >0} = Agy.,

azaz megegyezik az & = () értékhez tartozé szigorti (x-vagattal. Valamely A fuzzy halmaz magjan az
alaphalmaz 1 tagsagi értékkel rendelkez6 pontjainak dsszességét értjiik. Ez nem mas, mint -41, vagyis az A
halmaz 1-vagata, melyet a “OT¢ (A)
core (A) ={x | A(x) =1} = A,.

Egy fuzzy halmaz magassdagan a tagsagi fliggvényének legnagyobb értékét, azaz szuprémumat értjik:

h(A) = sup A(x).
reX
Az A fuzzy halmaz normdlis, ha

szimbo6lummal jeldliink:

h(A) A)

= 1 Ha ez nem all fenn (" (4) < l), akkor A szubnormdlis.

Fuzzy halmazokon is értelmezhetd a konvexitas fogalma, amely a hagyomanyos halmazokon értelmezett

konvexitas altalanositdsa. Legyen példaul az X alaphalmaz az IR vektortér. Valamely A € R" fuzzy

(0.1]

értéket kizarjuk, hiszen ez mindig azonos az alaphalmazzal.) A 2.5. dbra 6sszes halmaza konvex és

halmaz konvex, ha valamennyi @ € véagata a hagyomanyos értelemben véve konvex. (Itt az & = ()

normalis. A 2.6. abran lathaté 211 halmaz konvex és szubnormalis, az A5 halmaz viszont normalis, de nem

konvex, hiszen ez utobbi esetben az abran kiemelt (x-vagat nem 6sszefiiggd, vagyis nem konvex.

i u

A,

A =R

2

2.6. abra - Példa konvex és szubnormalis (-4 1), tovabba nemkonvex és normalis (-42) fuzzy halmazokra

Egy fuzzy halmaz konvexitasa az alabbi tétel segitségével dontheto el.

2.1. Tétel. Az R alaphalmazon értelmezett A fuzzy halmaz akkor és csak akkor konvex, ha
A(Ary + (1= A)x2) > min[A (x1), A (x2)] (2.3)
teljesiil minden 1: 72 € R gg A € [0.1] ggeten.

Megjegyzendd, hogy egy fuzzy halmaz konvexitasa, nem jelenti azt, hogy a halmaz tagsagi fliggvénye
analitikus értelemben konvex a teljes értelmezési tartomanyon. Ezt jol illusztralja a 2.6. abran lathato A

fuzzy halmaz, amely ugyan konvex, de tagsagi fiiggvénye az ["'l »'2] szakaszon konkav.

A szakasz végén néhany elterjedt jeldlést ismertetiink. Valamely diszkrét alaphalmazon definialt A fuzzy
halmazt az alaphalmaz pozitiv tagsagi értéki elemeinek és a hozzatartozo tagsagi értékek paronkénti

felsorolasaval adhatunk meg az alabbi modon:



A=ai/z1 +azfae + -+ an/an, (2.4)
ahol 1:F2s -+ -+ Ty rendre az alaphalmaz @1+ @2:- - .. @y, > 0 tagsagi értékii elemei. A tort vonal itt az
egyes elemek és tagsagi értékiik sszekapcesolasara szolgal, a pluszjel pedig azt szimbolizalja, hogy az adott
A halmazt a felsorolt parok dsszessége definialja. A 2.2. tablazatban megadott D5 halmaz ezzel a jeloléssel
Doy =0.2/162 + 0.2/188 + 0.4/164 + 0,4/186 + 0,6/166 + 0.6,/184+
+0.8/168 + 0.8/182 + 1,0/170 + - -- + 1, 0/180
modon definidlhatd. Véges vagy megszamlalhatoan végtelen szamossagl alaphalmaz esetén (2.4) helyett

az
n o0

A= Z ai/ri, illetve A= Zu,-j'.r,- (2.5)
i=1 i=1

alak is hasznilhat6. Hasonléan, ha X a valds szamegyenes valamely intervalluma, akkor A az

A= /4 (x) Jx (2.6)
X

alakban is megadhatd. A (2.5) és (2.6) egyenletekben a szumma- és az integraljel jelentése nem a
szokasos, hanem csak az adott (tagsagi érték, elem) parok 9sszességét jeloli.

3. Miiveletek fuzzy halmazokon

Tartalom

3.1. Fuzzy komplemensek

3.2._Fuzzy metszetek (t-normak)

3.3._Fuzzy unidk (t-konormak, s-normak)

3.4._Aggregacios operatorok

3.5. I-fuzzy struktarak

A hagyomanyos (nem fuzzy, crisp) halmazokon értelmezett harom alapmiiveletet, a komplementumképzést
(negaciod), a metszetet (konjukcio) és az egyesitést (unid, diszjunkcio) tobbféle modon, sét
végtelensokféleképpen lehet altalanositani fuzzy halmazokra. A gyakorlati alkalmazasokban legelterjedtebb,
és ezért talan a legjelentdsebb ezek koziil az Gn. ZADEH-féle (standard) fuzzy halmazmiiveletek vagy

alapvetd fuzzy miiveletek (melyeket ZADEH, a mar tobbszor idézett legelsd cikkében [155] is javasolt).

Az X alaphamazon értelmezett Ae F(X) fuzzy halmaz ZADEH-féle komplemense A, melyet az alabbi

egyenlet hataroz meg (Vr € X)

Alz)=1—-A(z). _ (3.1)
A(r) = A(x)

A ZADEH-féle komplemens esetén az egyenstlyi pontok a 0.5 tagsagifiiggvény-értékii pontok. A 3.1. abran

Az alaphalmaz azon értékeit, melyre - fennéll az A halmaz egyensiilyi pontjainak nevezziik.

lathaté 12 halmaz esetén az egyensulyi pontok értéke 29 és 61.

Legyen A.B € F(X) g fuzzy halmaz. Ezeknek ZADEH-féle metszete, illetve ZADEH-féle unidja az
alabbi médon hatarozhaté meg (v € X):
(AN B)(z) =min[A(z), B(z)]. (3.2)
(AU B) () = max [A(z), B(z)]. (3.3)
Mivel a min és max miivelet asszociativ, ezért ezek a definiciok kiterjeszthetdek tetsz6leges véges szamu

fuzzy halmaz esetére is.

Minden fuzzy hatvany halmaz F(X) (az X alaphalmazon értelmezett 6sszes fuzzy halmazok halmaza)
egyben algebrai hdlo, amelyben a fuzzy metszet és fuzzy unid szerepel rendre mint a (hald)metszet (meet) és
a (halé)unio (join). Ezt a strukturat a ZADEH-féle fuzzy komplemenssel kiegészitve olyan halot kapunk,
amely a BOOLE-algebrak csaknem minden tulajdonsagat (2.1. téblazat) teljesiti, kivétel az ellentmondas és a
harmadik kizarasanak térvénye. Az ilyen tipusu halot gyakran DE MORGAN-halonak vagy DE MORGAN-

algebranak nevezzik.
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3.1. dabra - Példak ,.fiatal”, , kozépkoru” és ,,idos” fogalmakat reprezental6 tagsagi fiiggvényekre
Konnyen ellendrizhetjiik, hogy példaul a harmadik kizarasanak torvénye nem teljesiil, ugyanis elég
megmutatni, hogy a
max [A (z) .1 — A(z)] =1

egyenlet legalabb egy € X esetén nem all fenn. Ez nyilvanvalo, hiszen minden Afx)

e (0,1)

-re a fenti
érték 1-nél kisebb lesz és csak A () € {0, 1} esetén teljesiil az egyenldség, azaz a kizart harmadik torvénye

csak crisp halmazokra all fenn.

Ha a ZADEH-féle fuzzy miiveleteket a {0.1} halmazon alkalmazzuk, akkor ugyantigy mitkddnek mint
crisp megfeleldik, vagyis ezeket a crisp halmazmiiveletek altalanositasainak tekinthetjiik. Azonban nem ez az
egyetlen lehet6ség a halmazmiveletek ,,fuzzifikalasara”. Egyik lehetséges alternativat az igynevezett
algebrai miiveletek jelentik, melyeket ZADEH is megemlitett egy labjegyzetben az els6 cikkének [155]. 0 az
interaktiv fuzzy halmazmiiveletek elnevezést hasznalta, ezzel is utalva arra, hogy a halmazok argumentumai
hatassal vannak egymadsra (lasd (3.14) és (3.15)). Az interaktiv miiveletek altal generalt struktiraval, roviden
I-fuzzy struktaraval, a 3.5. szakaszban foglalkozunk részletesebben.

Mindhéarom alapmiivelethez 1éteznek olyan fiiggvényosztalyok melyeknek elemei a hagyomanyos
halmazmiiveletek fuzzy altalanositasai. A kovetkez6 szakaszokban megadjuk ezen fiiggvényosztalyok
axiomait. Itt emlitjiik meg, hogy a fuzzy metszetet és fuzzy uniot a szakirodalomban gyakran #-normanak,
illetve t-konormanak nevezik, mivel ezek axiomatikus tulajdonsagaikat illetéleg megegyeznek a
valoszinliségi mértékek egyik geometriai interpretacioja alapjan nyerheté miiveletekkel, melyeket a
haromszog-egyenldtlenség teljesiilése miatt triangularis (haromszdg-)normaknak, roviden t-normaknak
neveztek el [110], [111].

Az eldbbiek szerint, a fuzzy miiveletek, ellentétben a hagyomanyos megfeleldikkel, tobbfélék lehetnek,
ezért kiillonbozo problémak esetén mas fiiggvények lehetnek a legalkalmasabbak megvalositasukra. Tehat a
tagsagi fiiggvényen kiviil az egyes alapmiiveletek meghatarozasa is fiigghet az adott feladattol. A megfeleld
tagsagi fiiggvények és miiveletek kivalasztasa rendkiviil fontos a problémak hatékony modellezése
érdekében.

Igen lényeges itt latni, hogy a fuzzy halmazokon értelmezhetd 6sszes miiveletek szama (kontinuum)
végtelen, igy semmilyen véges miiveletegyiittes sem alkothat funkcionalisan teljes rendszert. A fuzzy
halmazok korében a funkcionalis teljességnek nincs is értelme, ezért a valasztott alapmiveletek korét mindig
csak analogias alapon hatarozzuk meg, valamilyen, a BOOLE-algebraban funkcionalisan teljes
miiveletrendszerhez hasonl6 operatorokként. fgy értelmes lehet ugyanazon rendszeren beliil példaul tobbféle
t-norma (metszet), stb. egyidejii alkalmazasa is. A kovetkezékben ezen analogias elven fogunk targyalni
néhany alapvetd fontossagu miiveletcsaladot.

3.1. Fuzzy komplemensek

Legyen A az X fuzzy halmaza. Definici6 szerint valamely & € X-nek az A halmazhoz valo tartozasanak

mértéke A (). Ekkor az A halmaz ¢ tipusa komplemensét (cA)yal jelolve, (cA) (%) az az erték, amilyen

mértékben ¥ nem tartozik A-hoz. Tehat a (€) fuzzy komplemenst az alabbi médon definidlhatjuk:



3.1. Definici6. Fuzzy komplemensnek nevezziik a

c:[0,1] —[0.1]
fiiggvényt, amely minden A(x) tagsagifiiggvény-értékhez tetszéleges A fuzzy halmaz esetén a © (Alx))
értéket rendeli hozza olyan mddon, hogy teljesiiljon a fuzzy komplemens axiomatikus vaza, c/ és ¢2
axiomak.

¢l axioma, € (0) =1gge(1) =0 (peremfeltételek).

¢2 axiéma. Minden @0 € [0, 1] esetén, ha @ = b akkor € (a) = c(b) (monotonitas).

Az els6 axioma azt biztositja, hogy a komplemensképzés hagyomanyos halmazokra a BOOLE-algebrai
negacidval azonos eredményt adjon. A mésodik axiéma azt irja eld, hogy a komplemens monoton csékkend
legyen: az A halmaz tagsagifiiggvény-értékének novekedésével, a komplemens ¢ (A) értéke nem néhet.

Mivel cl és c2 axiomakat igen nagy szamu fiiggvény elégiti ki, indokolt lehet még, féleg gyakorlati
szempontokbol, tovabbi megszoritasokat tenni. A szakirodalomban altaldban még az alabbi két feltétel
szerepel a fuzzy komplemensek axiomai kozott.

c3 axioma. ¢ folytonos fliiggvény.

c4 axiéma. € involutiv, azaz minden ¢ € [0, l]-re clela)) =a,

Ez a négy feltétel (c1—c4) nem fliggetlen egymastol, amint azt a kvetkezo tétel mutatja.
3.1. Tétel. Legyen € - [0.1] — [0.1] olyan, ami kielégiti ¢2 és ¢4 axidomakat. Ekkor ¢ kielégiti a c1 és ¢3
axiomakat is, tovabba ¢ bijekciod. _

Bizonyitas. 1. Mivel ¢ értkékészlete a [0.1] intervallum, ezért © (0) = Lgse(1) 20 2 axioma miatt
¢(¢(0)) = ¢(1) valamint ¢4 miatt 0 = ¢ (€(0)) = ¢ (1) tehat ¢ (1) = 0 Epbél és c4-bol kovetkezik, hogy

c(0) =cle(1)) =1 Azazacl axioma feltételei teljesiilnek.

2. A bijekcié megmutatdsihoz elészor vegyiik észre, hogy minden ¢ € [U- l] esetén létezik
b=c(a) €0, l], amire ¢ (0) = c(c(a)) = a (c4 felhasznalasaval). Azaz ¢ raképezés avagy sziirjekcio (az
értelmezési tartomany minden értékét felveszi). Tegyiik fel most, hogy ¢ (a1) = ¢(a2) Ekkor c4 miatt

a1 =c(clar)) = clelaz)) = as,

vagyis € egyben injektiv fiiggvény, igy bijekciod.

3. Mivel ¢ bijektiv és monoton, ezért folytonos is. ll

A 3.1. tételbdl kovetkezik, hogy minden involutiv komplemens egyben folytonos komplemens is, és a
folytonos komplemensek halmaza a fuzzy komplemenseknek részhalmaza. Osszefoglalva tehat a c1—c2, c1—

c3, és cl—c4 axiomaknak eleget tevd komplemensek halmazai sziikiild, egymasba adgyazott struktirat
alkotnak.

ela)

(0 hhao— Iy 1

3.2. abra - Kett6s kiiszob tipusti komplemens
Az n. kettds kiiszob tipusi komplemens, melyet a
1 ha a <t,.
cla)= 1/2 ha ) <a<ty

0 ha a >ty



formula definial (lasd 3.2. dbra) példaul csak az elsé két axiomat elégiti ki.

Folytonos, de nem involutiv a

1
cla) = 3 (1 + cos ma)

fiiggvény, amit konnyen ellenérizhetiink: példaul ¢ (1/3) =0.75 ¢(0.75) = 0.15 # 1/3,

Involutiv fiiggvényekbdl all a SUGENO-komplemensek [124] osztalya, amit a

l1—a .
ey (a) = T a (3.4)

egyenlet hataroz meg, ahol Ae (-1, ‘x"). A A paraméter minden egyes értéke kiilonbdzs involutiv fuzzy

komplemenseket definial. A 3.3. dbra a SUGENO-osztaly néhany elemét illusztralja, melyek jol mutatjak a
fiiggvény grafikonjanak alakja és a A értéke kozotti sszefiiggést. Vegyiik észre, hogy A = () esetben a
SUGENO-komplemens azonos a ZADEH-féle fuzzy komplemenssel (3.1).

1.0
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3.3. abra - SUGENO-tipusi komplemensek

Egy masik nevezetes, és szintén involutiv fuzzy komplemenst definial a

cw (a) = (1— a"")l"':"T (3.5)

dsszefiiggés, ahol W € (0. QC‘). Ennek az osztalynak az elemeit YAGER-komplemensnek [148] nevezik,
melyek koziil néhany a 3.4. dbran lathato. Itt azt is megfigyelhetjiik, hogyan véltozik a #’ paraméter értékét6l
fiiggden a fiiggvény alakja. w = 1 esetén a YAGER-komplemens is megegyezik a ZADEH-féle

komplemenssel.
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3.4. abra - YAGER-tipusu komplemensek
Vilagosan lathatd, hogy mindkét komplemensosztaly egy paraméter beépitésével keletkezett a ZADEH-
féle komplemensbdl.

A fuzzy komplemensek tulajdonsagaival kapcsolatban még két fogalmat targyalunk részletesebben ebben

a szakaszban. El0szor a fejezet bevezetdjében mar emlitett egyensulyi pont jellegzetességeit vizsgaljuk.

A ¢ fuzzy komplemens egyensulyi pontja az az @ érték, amire © (a)=a teljesiil. Mas szoval ez az az
érték, amely az A fuzzy halmazban és annak © (4) komplemensében azonos tagsagifiiggvény-értékkel
szerepel. A ZADEH-f¢le komplemens egyensulyi pontja példaul [)-5, amit az 1 — a = a egyenlet

megoldasaként kapunk meg.

Konnyen belathato, hogy
3.2. Tétel. Minden fuzzy komplemensnek legfeljebb egy egyensulyi pontja van.
Bizonyitas. Legyen ¢ tetsz6leges fuzzy komplemens. ¢ egyensulyi pontja a
cla)—a =0

egyenlet megoldasa, ahol @ € [0.1] Megmutatjuk, hogy minden ¢ (a) —a=b

alaku egyenletnek
maximum egy megolddsa van, amibdl kovetkezik a tétel. Tegylik fel, hogy az egyenletnek létezik két
kiildnboz6, @1 és @2 megoldasa (¢1 < (2). Ekkor
clar) —ar = claz) — as. (3.6)
Mivel ¢ monoton nemndvekvé, € (1) = ¢ (”'2), tovabba @1 < (2 mijatt
clar) —ay > claz) —as
ami ellentmond (3.6)-nak. M
Ebbdl kdvetkezik, hogy ha létezik ¢-nek egyensulyi pontja €e, akkor az egyértelmdi, és ¢ < (@) grkor és
csak akkor, ha @ = €¢, valamint ¢ = (@) akkor és csak akkor, ha @ = €,
Bizonyitas nélkiil megemlitjiik, hogy
3.3. Tétel. Minden ¢ folytonos fuzzy komplemensnek van egyensulyi pontja.
A SUGENO-osztaly €A elemeinek egyensulyi pontjait az
1—e.
egyenlet pozitiv megoldasai adjak:

= € A



Cey =

1/2 ha =0

!

{ ((1 + A2 - 1) /A had#£0

Ha adott a ¢ fuzzy komplemens €s valamely @ tagsagi érték, akkor a
r'(du)—'lu =a—c(a) (3.7)
egyenletnek eleget tevo Ya éricket az a (c-re vonatkozo) dudlisanak nevezzik.

A 3.2. tétel bizonyitasabol kovetkezik, hogy (3.7) legfeljebb egy megoldassal bir, ha @ és ¢ adott. S6t, ha ¢

a e [(). l]

folytonos komplemens, akkor konnyen belathato, hogy minden pontnak 1étezik dualisa.

Vizsgaljuk meg a dualis pont és az egyensulyi pont kapcsolatat!

3.4. Tétel. Ha ¢ fuzzy komplemensnek létezik egyensulyi pontja (€¢), akkor
d

€o = €.
. ‘oz —p . . . —c = . 1, — o
Bizonyitas. Ha @ = €c, akkor a definicié szerint @ = ¢ (a ), ésigy @ ¢ (a) =10, Ezenfeliil, ha “ @ = €¢,
L (d . d fd _d,
akkor © ( u) . ”,és igy( ( u) a=1()
c ('[u) —do=a—cla)

. —d, . . .
teljesiil, ha @= @ = €, Azaz tetsz6leges komplemens egyensulyi pontjanak dualisa énmaga. l

, tehat

A dualis pont fogalmanak és az involutiv fuzzy komplemensek kapcsolatara vilagit ra a kovetkezo

3.5. Tétel. Minden @ € [0.1] esetén, ‘a=c(a ), akkor és csak akkor, ha ¢ involutiv.

Bizonyitas. Legyen a = ¢(a) Exkor (3.7)-ben “a helyére € (@) helyettesitve
cle(a))—cla)=a—c(a).

Ezért € (¢(a)) = @ Ay ellenkezs irAny belatasara legyen © (cla)) = a_ gkkor (3.7)-ben @ helyére
clcla))y helyettesitve a

c ('lu) —dg = clef(a)) —e(a)
I . , p
Osszefiiggést kapjuk, melynek megoldasa fa=cla) g

fgy tehat minden involutiv fuzzy komplemens esetén igaz, hogy barmely tagsagifiiggvény-érték dualisa
azonos ezen érték komplemensével. Abban az esetben, ha a komplemens nem involutiv, akkor vagy nem

1étezik dualis vagy nem esik egybe a komplemens értékével.

Az egyensulyi és dudlis pontok fogalmanak a fuzzysag mértékének vizsgalataban van jelentds szerepe
(YAGER [148], [149]). Szintén a fuzzysag mértékének vizsgalata motivalta a [49] tanulmany szerzdit, amely
alapos attekintést is nyQjt a témarél, csakiagy mint [60].

3.2. Fuzzy metszetek (t-normak)

Altalanosan az A és B fuzzy halmazok metszetét az egységnégyzeten valo binaris operatorként adhatjuk
meg:
t:[0.1] x [0, 1] — [0,1].

ahol ! a t-norma (triangularis norma) elnevezésre utal. Korabban emlitettiik, hogy a triangularis
(hadromszo6g) norma terminologa hasznalatat az indokolja, hogy a valdszinliségi mértékek egy érdekes
geometriai interpretacidja alapjan nyerheté miivelet — amire teljesiil a haromszog-egyenldtlenség —
axiomatikus tulajdonsagait illetdleg megegyezik a fuzzy metszettel.

A kovetkezdkben felsorolt axidmak a fuzzy metszet azon minimalisan elvart tulajdonsagait fogalmazzak
meg, melyek a BOOLE-féle metszetfogalom természetes altalanositasat adjak.

t({a.1l) =a

tl axioma. minden @ € [0.1.re (peremfeltétel).



a.b) <tla.c) a.b.ce(0.1]

t2 axiéma. D = C-bsl kovetkezik, hogy t( minden
t(a.b) =t(b.a) pinden

t(a.t(b.c)) =t (t{a.b).c)

-re (monotonitas).

a.be (0.1 (kommutativitas).

a.b,ce (0. 1]

t3 axioma.

t4 axioma. minden -re (asszociativitas).

Ezeket az axiomakat a fuzzy metszetek (t-normdak) axiomatikus vazanak hivjuk.

Konnyen belathato, hogy az els6 harom axidoma azt biztositja, hogy hagyomanyos (nem fuzzy)
halmazokra a kétvaltozos fuzzy metszet, mint a hagyomanyos metszet dltalanositasa, a szokasos
eredményeket adja. Az elsd axidma alapjan £(0.1) = 0ggt(1.1) = l, a kommutativitas miatt ¢ (1:0) = “,
mig £(0.0) = 04 monotonitasbol kovetkezik. A monotonitas és a kommutativitas azt a természetes
kovetelményt fejezik ki, hogy ha A vagy B-ben a tagsagifiiggvény-érték csokken, az nem eredményezheti a
metszet ndvekedését. Az utols6 axioma segitségével a t-normak definicidja tetszéleges véges szamu

argumentumra is kiterjesztheto.
A szakirodalomban még az alabbi megszoritdsokat szoktak tenni a t-normaékra:

t5 axioma. ! folytonos fiiggvény

t(a.a) a.a)

t6a axidma. < @ (szubidempotencia), vagy t6b ! (a.a) =a (idempotencia).

7 axioma. Ha @1 < @2 ¢s b1 < ba akkor £ (@1 by) <t(as, 1"2)(szig0rl'1 monotonitas).

A folytonossag megkdvetelése biztositja az olyan szituaciok elkeriilését, mikor az egyik argumentum
kicsiny megvaltozasa a metszetben nagy (nem folytonos) valtozast idéz el6. A szubidempotencia a nemfuzzy
metszetre vonatkozo idempotencia gyengébb formaja, mely azt az esetet kezdi, amikor a két argumentum

megegyezik. A t7 axioma a monotonitasnak egy erésebb formaja.

Ha egy t-norma folytonos és szubidempotens, akkor archimédeszi t-normanak, ha ezen feliil szigortian

monoton, akkor szigoru archimédeszi t-normdanak nevezziik.

E fejezet bevezetésében mar emlitettiik, hogy a ZADEH-féle fuzzy miiveletek DE MORGAN-algebrat
alkotnak, azaz idempotensek. Most megmutatjuk, hogy a fuzzy metszetek koziil az idempotencia csak a
ZADEH-féle metszetre all fenn.

3.6. Tétel. A ZADEH-féle fuzzy metszet az egyetlen idempotens t-norma [12].

min (a,a) = a [0,1]

. r ’ . . " . . & r
Bizonyitas. Nyilvanvald, hogy a minimum miivelet idempotens: minden ¢ = esetén.

Tegyiik fel, hogy ¢ idempotens. Ekkor minden be o, 1], a < b.re
a=1(a.a)<t(a.b) <tla.l)=a
t1 és t2 axiomak felhasznalaséval. Azaz ! (

b=1t(b.b)<t(a.b)<it(Lb)=0b
t(a.b) =b=min(a.b)

a.b) =a =min(a.b) Hasonloan @ = b esetén

azaz

. Tehat, ha egy t-norma idempotens, akkor az a ZADEH-féle fuzzy metszet.



min(a,b)
(<) (d)

3.5. abra - Fuzzy metszetek grafikonjai
Alabbiakban a fuzzy metszetként leggyakrabban hasznalt néhany t-normat mutatjuk be, grafikonjaik a 3.5.
abran lathatok:
ZADEH-féle metszet: ¢ (a:b) = min (a.b)

Algebrai szorzat: ! (@ b) =ab,

Korlatos kﬁlénbség: i ((l, I)) = max ((). a+ bh— l)

a. ha b= 1,
tin (a,b) =< b, ha a =1,

Drasztikus metszet: 0, egyébkeént.

A 3.5. abran is megfigyelhetd a fuzzy metszetek kozotti alabbi 6sszefiiggés:

3.7. Tétel. Minden ?+ be0.1] esetén
tmin (a.b) <t (a.b) < min(a.b). (3.8)

Bizonyitas. Felso korlat. t1 és t2 axiomak felhasznalasaval
t(ab) <t(a,l)=a,
tovabba a kommutativitds miatt
t(a.b) =t(b.a) <t(b1) =b. _ _
Azaz t(a.b) Sagit(a.b) <b igy t (a.b) < min(a.b)

Alsé korldt. t1 axiémabol kovetkezik, hogy ¢ (@:0) =@ pab =1 st (a.0) =b paa =1 Mivel



t(a.b) <min(a,b) gt (a.b) € [0.1]
t{a,0) =t(0,b) = 0.

A monotonitas miatt
t(a,b) =t(a.0)=1t(0.b) =0.

Tehat a fuzzy metszetek alsé korlatja az erés metszet. ll

ezért

Végiil néhany ismertebb t-norma fontosabb adatait mutatjuk be a 3.1. tablazatban. Tovabbi fuzzy
metszetek talalhatok DOMBI [27], FRANK [36] és WEBER [146] kézleményeiben.

a formula értéke a formula értéke ha

Hivatkozas formula paraméterérték  ha a paraméter (- aparaméter OC-
hoz konvertal hez konvertal
;Xgéﬁlﬁ\g}gz ! min (a,b)
,miu (”' b)’
SCHWEIZER és ) p » 1/p £0 ; ha P — 00
SKLAR [111] {max (0,a” + b’ — 1)} P ab min (a.b)
ha P — —20
43 ab (0. 50) ab ()
HAMACHER [43] re (0,00 —_— in .0
r+(1—r)la+b—ab) = a+b—ab min
YAGER [149] 1—min|L((1—a)"+(1=0)")"" we (0,00)  tup(a.b) min (a.b)

DUBOIS és L
PRADE [29] max (a.b, o)

3.1. tablazat - Fuzzy metszetek ismertebb osztalyai ([60] alapjan)
3.3. Fuzzy uniék (t-konormak, s-normak)

a € [0,1] min (a.b)

Mivel a fuzzy metszet és uni6 dualis miveletpar, a t-konormak (vagy s-normak) tulajdonsagai hasonloak a

t-normakéhoz, s ezért targyalasuk soran gyakran az el6z6 szakasz analog eredményeire hivatkozunk. A és I3

halmazok fuzzy unidja az egységnégyzeten vald binaris operatorként definialhato:
s:[0.1] x [0, 1] — [0, 1].
A fuzzy unidk alaptulajdonsagait leir6é axiomak a kovetkezdek:

s1 axioma. 3 (2:0) = @ minden @ € [0, 1] e (peremfeltétel).

s2 axiéma. b = €-bsl kovetkezik, hogy © (a.b) < s(a.¢) minden @-b. ¢ € [0. 1.pe (monotonitas).
s3 axioma. S (@ 0) = s (b, @) pminden @b € [0, l]—re (kommutativitas).

s4 axioma, S (a:8 (b, ¢)) = s (s (a,D) .¢) minden @:b: ¢ € [0, 1] ¢ (asszociativitas).

Ezt a négy axiomat a fuzzy uniok (t-konormak) axiomatikus vazanak hivjuk.

Az s1-s4 és t1-t4 axiomakat 6sszehasonlitva lathatjuk, hogy csak a peremfeltételben kiilonboznek. Az
els6 harom axidoma — hasonloképpen mint a t-normaknal — biztositja, hogy a fuzzy unio crisp halmazok

esetén a hagyomanyos halmazmiiveletekkel megegyez6 eredményt adjon.
Tovabbi kiegészito feltételeket fogalmaznak meg az alabbi axiomak:
s5 axioma. s folytonos fliggvény
s6a axioma. § (@.a) > a (szuperidempotencia), s6b ¢ (a.a) =a (idempotencia).
s7 axioma. Ha @1 < a2 és by < ba, akkor $ (a1,b1) < s(az. ba) (szigort monotonités).

A fenti harom axiéma a t5—t7 axidmatol csak abban kiilonbdzik, hogy a szubidempotenciat



szuperidempotencia helyettesiti.

Archimédeszinek, illetve szigoriu archimédeszinek nevezziik a monoton, illetve szigorian monoton,
szuperidempotens és folytonos t-konorméakat.
3.8. Tétel. A ZADEH-féle uni6 az egyetlen idempotens t-konorma [12].

A bizonyitast a 3.6. tételéével analog, igy azt az Olvasora hagyjuk.

Az alabbiak a gyakorlatban is gyakran hasznalt fuzzy uniok, grafikonjaik a 3.6. dbran lathatok:

ZADEH-féle unié: 8 (@.0) = max (a.b)

Algebrai 6sszeg: ¢ (@- b)=a+b—ab

Korldtos dsszeg: S (@.0) = min(1,a+b)

a. ha b = 0.

Smax (. h) = { b, ha a = 0,
1, egyébként.

Drasztikus unio:

TR .;'.;';'0 )
QA

O
e #'-‘:

(©) (d)
3.6. abra - Fuzzy uniok grafikonjai
Hasonl6 osszefiiggés all fenn a ZADEH-féle és a drasztikus unidra, mint a metszeteknél ismertetett
megfeleldikre:

3.9. Tétel. Minden @+ be[0.1es s fuzzy uniéra:
max (a, b) < s (a.b) < Smax (a.b) (3.9)

A bizonyitas menete azonos a 3.7. tételéével.



Végiil a 3.2. tdblazatban néhany fontosabb t-konormat ismertetiink. Tovabbi fuzzy unidkat definialtak
DOMBI [27], FRANK [36] és WEBER [146] is.

a formula értéke a formula értéke ha
Hivatkozas formula paraméterérték ha a paraméter () a paraméter OO-
-hoz konvertal hez konvertil
LUKASIEWICZ /

ZADEH [155] max (a,b)

Sumx ((l‘ b) ?

, . ha P — X
SCHWEIZERés Y e e 0 4+ b — al
skar (111] 1= {max (0, (1 —a)" + (1 =0)" = 1)} p# T max(a,b),

ha P — —X
HAMACHER a+b—(2—r)ab . a+b—2ab
e (0,0) ——m— 8y, N
[43] 1— (1 _ ,.)”]] r< ( >0 ) 1 — ab Smax (” )
YAGER [149] min (1. (a™ + b") Hw w e (0.00)  Spax(@.b)  max(a.b)
DUBOIS és a+b—ab—min(a.b.1 — a) i o
PRADE [29] max (1 —a.1—b.a) ae€ (0,1 max(a,b)

3.2. tablazat - Fuzzy uniok ismertebb osztalyai ([60] alapjan)
Ugyanugy, mint a klasszikus halmazelméletben, fuzzy kontextusban is a DE MORGAN-azonossagok
kapcsoljak 6ssze a metszetet és az uniot.

3.2. Definicié. A ¢ t-norma és az S t-konorma a ¢ fuzzy komplemenssel dsszekapcsolva, akkor és csak akkor
alkot dualist, ha teljesiilnek a DE MORGAN-azonossdgok, azaz ha a
c(t(a.b)) =s(c(a).c(b)) (3.10)
c(s(a.b)) =t(cla).c(h)). (3.11)
\I

egyenletek fennallnak. Ekkor a (L. 8. €) harmast dudlis, vagy DE MORGAN-hdrmasnak nevezzik.

Dualis harmast alkotnak példaul a ZADEH-féle fuzzy komplemenssel kiegészitve a 3.6. dbran ismertetett
miiveletek a megfeleld parjaikkal. S6t, ezek koziil a min, max és Lmin, Smax parosok tetsz6leges fuzzy
komplemenssel teljesitik a DE MORGAN-azonossagkat.

A t-normak és t-konormak tovabbi altalanos vizsgalata talalhaté példaul FODOR [34], [35] munkaiban. A
téma alapos attekintését adja GUPTA és QI [42] is.
3.4. Aggregacios operatorok

Fuzzy halmazokon értelmezett aggregdacios operdtorok tobb fuzzy halmaz megfeleld6 modon torténd
egyesitése altal egyetlen fuzzy halmazt allitanak el6. Példaként nézziik azt az esetet, mikor egy hallgatd
tanulmanyi atlageredményét szeretnénk meghatarozni. Tegyiik fel, hogy ehhez rendelkezésiinkre allnak a

[0,100]

segitségével. Ekkor a tanuld atlagteljesitményét aggregacios miivelet felhasznalasaval egyetlen fuzzy

jeles, jo, kozepes, elégséges és elégtelen fogalmakat a -as skalan definialé fuzzy halmazok

halmazzal adhatjuk meg.

3.3. Definicié. A

h:[0,1]" — [0.1]

fliggvényt n (n=2) fuzzy halmazokon értelmezett aggregacids operatornak nevezziik. Ha a h fiiggvény
argumentumai az X alaphamazon értelmezett Ay () ... Ay (2) fuzzy halmazok, akkor it minden = € X

-re fuzzy halmazt allit elé az argumentumok tagsagi értékeinek segitségével, azaz

Alz)=h(A (z)..... A, (x)).
Egy jol definialt aggregacios miiveletnek az alabbi harom axiomatikus feltételt kell kielégitenie:
h1 axioma. 2 (0:. ... 0) = 0gg A(1,.... 1)=1 (peremfeltételek).

. Vo ! y = as < b
h2 axiéma. Ha adott két tetszéleges 1-es {ars.van) g s I’"!, ahol @i»bi € [0. 1] gg a; < b;



(1. ”]-re, akkor
hiap.....an) < h(b..... bn)

azaz h monoton névekvé minden argumentumaban.

minden * <

h3 axioma. h folytonos fiiggvény.

Az aggregacios operatorokra vonatkozdan e harom feltételen kiviil még a tovabbi megszoritasokat
tehetjiik:

h4 axioma. h szimmetrikus minden argumentumaban, azaz

hay.....an) = h(apay..... Up(n))
ahol P az L+ -7 szamok tetszbleges permutacidja.

hia,.... a)=a

h5 axiéma. i idempotens, azaz , minden @ € [0, 1] esetén.

A h4 axidoma az argumentumok egyenrangusagat fejezi ki. Az 6tddik axioma azt a megkdzelitést irja le,
mely szerint ha azonos halmazokat aggregalunk, akkor az eredmény legyen ugyanaz a halmaz. Vegyiik
észre, hogy h5-bol kovetkezik hl.

Konnyen igazolhato, hogy az el6z6 szakaszokban targyalt t-normak és t-konormak szintén aggregacios
operatorok. Ezek ugyan a h1-h3 esetében csak kétargumentumos miiveletek, de mint mar utaltunk ra, az
asszociativitas segitségével (t4, s4 axiomak) tetszoleges véges argumentumszamra kiterjeszthetéek. E
miiveletek azonban, ahogy azt a 3.6. és 3.8. tételekben belattuk, a ZADEH-féle operatoroktdl eltekintve nem

idempotensek.

Most megmutatjuk, hogy

\ ~ n
3.10. Tétel. A h2 és h5 axiomaknak eleget tevd aggregacios miiveletek minden {ay..... ay) € [0.1]

esetén teljesitik a

min(aj..... an) < h(ay..... ap) <max(aj..... () (3.1
egyenldtlenséget.
— N L J— av
Bizonyitis. Legyen @+ = min(a..... () ss @ = max(ay.....a,) Ha h monoton né és

idempotens, akkor

ay =h(a...... ay) <h(ay.....a,) < h(a"..... a')=a".
Forditva, ha h kielégiti (3.12)-t, akkor
a=min(a.....a) <h(a.....a) <max(a.....a) =a

miatt h5 axiémat is minden ¢ < [0, l]-re. |

gy minden aggregacios operator, amely a ZADEH-féle fuzzy miiveletek kézé esik idempotens, és
megforditva — a 3.6. és 3.8. tételekbdl kovetkezben — csak a (3.12) egyenlbtlenségnek eleget tevd

aggregacios operatorok azok. Ezeket gyakran atlagolo operatoroknak is nevezziik.

Az atlagol6 operatorok egyik osztalya, mely a minimum és maximum kozt 1évo teljes intervallumot befutja
az dltalanos (hatvany)kozép, amit a

Jox

x . ay L
he(ay.....a,) = (u (3.13)

n

n ’
egyenlet definial, ahol @ - 0 ¢s [liziai #0 ha & < (). @ néhany kitiintetett értékére nevezetes
kozepeket kapunk. Példaul, ha & — (), akkor he a geometriai kdzéphez konvergal, abban az esetben pedig,

ha @ = 1 vagy @ = —1, akkor b vendre a szamtani, illetve a harmonikus kézéppel azonos.

Szintén lefedi az el6bb emlitett teljes intervallumot a rendezett sulyozott atlagold operatorok osztalya,
melyet angol nyelvli megfeleldjének roviditéseként OWA (ordered weighted averaging) operatornak is

neveziink [150].



Legyen & = (i, ... wy) stilyvektor, ami minden Wi € 0. 1] eetén
n

Z w; = 1.

i=1
Ekkor a & sulyvektorhoz tartozo OWA operator a

hy (ar.....an) = uby + -+ + wpby

. \
formulaval adhaté meg, ahol bi az i-edik legnagyobb elem @1: - -« » n koziil. Vagyis a (b1, ... bn) vektor
az {815+ -, 8n) vekior csokkend sorrendben rendezett permutacidja: b 2 b.i, hat<J, @.Jj€[ln]
Legyen példaul & = 0.2, 0.6, 0.15. 0.05 ekkor

hy (0.6, 0.8, 0.1, 1.0) = 0.2-14+0,6-0,8+0,15- 0.6 + 0,05-0,1 = 0,775

Egyszertien belathato, hogy by kielégiti a h1-h5 axiomakat, és igy a (3.12) egyenlétlenséget is. Az also és
fels korlatot rendre a W = (U5 -+ 0.1) esw' = (L0,.... 0) sulyvektorok esetén kapjuk meg.

Az aggregacios operatorokat a 3.7. dbra 6sszegzi, melyen csak néhany jelentdsebb t-norma, t-konorma és
atlagolo operator osztaly lett feltiintetve. Minden esetben jeldltiik az odatartozo paraméter értékkészletét.

Schweizer/Sklar Schweizer/Sklar
~00 e P e 0O 00 s P e w00
Yager Yager
0 s W — 00 O e\ e ()

| |

0 4italanos hatvany
| kézép I
OO m—— ] —— OO
| OWA |

Wy—— W —— w*

'mln min max Smax

fuzzy metszetek atlagolo operatorok fuzzy unidk
3.7. abra - Fuzzy aggregacios operatorok
3.5. I-fuzzy struktarak
A fuzzy logika bevezetésének egyik f6 célja az volt, hogy segitségével konnyebben lehessen modellezni
az emberi gondolkodasmaddot és a természetes nyelvi fogalmakat, ugyanis a BOOLE-algebra merev
tulajdonsagai tobbnyire tavol allnak a mindennapi gondolkodasunk, érvelésiink igazi menetétol. A ZADEH-
féle fuzzy miveletek mar kozelebb allnak az emberi gondolkodashoz, de még mindig tal merevnek
bizonyulnak, inkabb a tudomanyos vagy mérnoki megkdzelitést irjak le. Nézziik példaként az idempotencia
fogalmat. Akarhany azonos fuzzy halmaznak vessziik a maximumat, az eredmény mindig ugyanaz lesz. A
bevezetésben is emlitettiik, hogy a tébbek kozt ,,metatudomannyal” is foglalkozé SELYE JANOS [113]
szerint egyes lagy természettudomanyos teriileteken, ahol a tudomanyos eredmények nem feltétleniil
matematikai értelemben pontos tapasztalatok kiértékelése alapjan jonnek létre (példaul biologia), a
kutatoknak mas modellt kell kovetniiik eredményeik feldolgozdsdban. Minél tobb esetben adnak a kisérletek
vagy vizsgalatok egybehangzo, a hipotézist alatdmaszté eredményt, annal inkabb meg lehet gy6zddve a
kutat6 hipotézise igazardl. Ugyanezt a modszert alkalmazzuk mindennapi dontéseink meghozataléban is.
Tegyiik fel, hogy kirandulast terveztiink mara, de némileg felhds az ¢g. Ha tobben is azt mondogatjak, hogy
,,nem rossz az id6, nem fog esni”, akkor egyre inkabb meggy6zziikk magunkat feltételezésiink igazarol. Minél
tobbszor, minél tobb forrasbodl halljuk ugyanazt az allitast, az annal inkabb hihetdbbnek tinik. A szubjektiv

emberi logika tehat kdzel sem idempotens, hanem inkébb szuperidempotens (illetve szubidempotens)!

SELYE érvelését a kovetkezdképpen fogalmazhatjuk meg fuzzy miveletekre: ,,A t-norma és a t-konorma



legyen szigortian monoton, kivéve a szélso értékekre, amikor legalabb egy argumentum 0 vagy 1 (t6a és s6a
axiomak).” Ez a megkotés eleve kizarja a ZADEH-féle fuzzy miiveleteket. A kdvetkezokben egy olyan
minimalis axiomarendszert mutatunk be, mely a fentiekben megfogalmazott feltételeknek eleget tesz. A két
alapmiivelet az algebrai vagy interaktiv fuzzy metszet és unio:
t(a.b) =ab (3.14)
s(a.b) =a+ b—ab. (3.15)

melyet egy bindris kiilonbség miivelet (d) egészit ki az unaris komplemens helyett. A komplemens a
d (1. a) mivelet eredményeképp adhaté meg. Ez az 4ltalanosabb megfogalmazas egyes alkalmazasokban
kiilonosen elény6s lehet (példaul fuzzy flip-flop [76]).

3.4. Definicié. A fuzzy kiilonbség vagy differencia binaris mivelet

d:[0,1] % [0,1] — [0.1].

mely kielégiti az [-fuzzy algebra megfeleld axiomait. .
Az I-fuzzy algebra olyan legalabb két elembdl és a {t.s.d) miiveleti harmasbol allo algebrai struktura,

mely az i11-i13 axiomakban megszabott feltételeket kielégiti. Ezen axiomak koziil az i1, 12, i3 és i4 axioma

rendre azonos az sl, s3, s4 (t-konorma peremfeltétele, asszociativitasa és kommutativitasa) €s tl (t-norma

peremfeltétele) axiomaval.

i5 axioma. S (t(a.b) . t(a,c)) > t(a.s (b ¢)) pinden @-b. ¢ € [0, l]-re akkor és csak akkor, ha
s(t(a,b).t(a.c)) #0gstla,s(b.c)) #1 (t-re vonatkozé disztributiv egyenlStlenség).
[0.1) gg b € (0.1]

i6 axioma. S (@.0) > @ pingen @ €

d(a.a) =10

esetén (S-re vonatkozd szigorii monotonitas).

i7 axidma. minden @ € [0, l]-re (fuzzy halmaz tavolsaga 6nmagatol).

d(b.c) <d(a.c)

a.b.ce

i8 axioma. Ha a < b < ¢, akkor , minden [()‘ 1] esetén (d szigoru

monotonitasa).

d(a.b) =d(b.a)
d(l.d(1l.a))

a.be [0.1]

19 axiéma. , minden -re (d kommutativitasa).

110 axioma. = @ (involucid d-vel kifejezve).

i11 axioma. @ (1. 8(a.b)) = t(d(1.a).d (1.b)) (DE MORGAN-azonossag).
d{a.b)=d(d(1l.a).d(1.b))

112 axiéoma. (szimmetria).

a.x) =b

i13 axioma. Az S ( egyenletnek legfeljebb egy megoldasa van, ha @ € [0, 1), be [0.1] (s

feltételes invertalhatosaga).

A fenti axiomak koziil az s-re kimondott axiémak I-re vonatkozd dualis parjai az axidmarendszer

segitségével bebizonyithatok, ezért az I-fuzzy strukturak axidmarendszere dualis I-re és S-re.

Az aldbbiakban az I-fuzzy struktirak néhany egyszeriibb, de 1ényeges tulajdonsagat ismertetjiik, melyek
harom csoportra oszthatok: az elsé tartalmazza az axidmarendszerben t-konormara kimondott tulajdonsagok
t-normara vonatkozé dualisait (i8, 19, 113 axiomak dualisai); a masodikban a 3.2. és 3.3. szakaszban t1-t7
és s1—s7 axidomak koziil szerepel néhany, melyek i5—i13 kdzott nincsenek és nem mondanak ellent a szigora
monotonitasnak (t3, t4, valamint t1 és sl axidomak parjai); a harmadik csoportban a fuzzy kiilonbségre
vonatkoz6 tulajdonsagok vannak. Mivel a fuzzy kiilonbség a fuzzy komplemens altalanositasa, ezért ez
utobbi csoportban olyan tulajdonsagok is eléfordulnak, melyekre vonatkozo analog allitas a fuzzy

komplemensre nem mondhatd ki. A bizonyitasok a [64] és [80] kdzleményekben megtalalhatdak.

Az I-fuzzy algebrak leglényegesebb kiilonbsége az altalanos fuzzy strukturakkal szemben a t-norma és a t-
konorma szigori monotonitasa. Létezik-e olyan miiveleti harmas, amely eleget tesz a fenti
megszoritasoknak? A valasz igen, a legegyszerlibb példa a szakasz elején emlitett algebrai miiveleti paros

egy megfeleld fuzzy kiilonbséggel kiegészitve.



1(a.b) = |a—

3.11. Tétel. Az algebrai (vagy interaktiv) miiveletek a © b | fuzzy kiilonbséggel [-fuzzy

algebrat alkotnak.

Ezeken kiviil is végtelen sok megfelel6 miiveleti harmas létezik, mint ahogy azt az alabbiakban
megmutatjuk. Ilyen a mar emlitett HAMACHER-féle [43] (fuzzy differencia vagy komplemens nélkiil)
miiveletharmas. A 70-es évek kozepén RODDER a természetes nyelvekben hasznalt logikai miiveletek
kiértékelését, az ,,intuitiv” logikat vizsgalta [108] és megfigyelése igen jol 6sszecseng a SELYE-féle
megallapitasokkal, valamint HAMACHER miiveleteivel [43]. E munkajaban meghatarozta a lehetséges
legaltalanosabb I-fuzzy strukturanak eleget tevé raciondlis fiiggvényeket, melyek érdekes Gsszefliggést
mutatnak a KOCZY 4ltal javasolt — SELYE [113] munkajat felhasznalo — I-fuzzy struktarakkal [64].
Egyszeri behelyettesitéssel ellenérizhetd, hogy ezek a HAMACHER-féle miiveletek, melyek a 3.1. és 3.2.
tablazatokban megtalalhatok, a szokasos fuzzy kiilonbséggel kiegészitve I-fuzzy algebrat alkotnak.

4. Fuzzy relaciok

Tartalom

4.1, Proiekcié & g iteri i

4.2, Binaris fuzzy relaciok

4.3 Iranyitott grafok

4.4, Hasonlésag, kompatibilitas, fuzzy rendezések

A hagyomanyos relaciok két vagy tobb halmaz elemei kozotti dsszefiiggést, kapcsolatot vagy éppen annak
hianyat fejezik ki. Ennek alapjan két (vagy tobb) halmazbeli elem vagy relacidoban van egymassal, vagy
nem. Ezt a fogalmat altalanositja és arnyalja a fuzzy relacié fogalma, amellyel két halmaz elemei kdzotti
kapcsolat () és 1 kdzotti mértékét is modellezhetjiik. Egy fuzzy relacidhoz valé tartozast ugyanugy tagsdagi
ertékkel lehet kifejezni, mint egy elemnek valamely fuzzy halmazhoz val6 tartozasat. A klasszikus relaciok
tehat a fuzzy relaciok specidlis esetének tekinthetdk, ahol a tagsagi fiiggvény értéke csak () vagy 1 lehet.

Az X1 Xowo s X' halmazok kozétti R relaciot ugy definialjuk, mint a relacié alaphalmazai
DESCARTES-szorzatanak részhalmazat:
R(Xy...... Xn) CXy x-x X,

n é
azaz ekkora i =1 X 1 szorzathalmaz az univerzum, ennek az elemeire vonatkozik a reldcié. A reldciét hagyomdanyos esetben példaul

karakterisztikus fiiggvényével lehet reprezentalni, amelyet szintén Rrel jeloliink:
L, akkor és csak akkor, ha (z)....,: ) € R,
0. egyébként.

Fuzzy esetben a karakterisztikus fliggvény azonos a relacié tagsagi fiiggvényével:

R(xy.....: tn) = pPR(T1, ... Tn), (4.1)
tehat a relacioban barmely (Trsee sl ‘n ! n-es tetszéleges () és 1 kozotti értékkel szerepelhet; ez a relacio

tagsagi fliggvényének értéke az adott argumentumra.

A reléaciok egyik lehetséges osztalyozasa a relacioban szereplé halmazok szdman alapul. Eszerint két
alaphalmaz esetén bindaris, harom esetén terndris, altalanosan 7 alaphalmaz esetén 1-aris relaciorol
beszéliink. Ennek megfeleléen — egy masik gyakori reprezentaciés modszerként, mely foként a szamitogépes
modellezésben jelentds — a véges elemszamu halmazok relacioit rendezett n2-esekként is felirhatjuk. Legyen
£ - ["fl 3A2yeeein ] egy 1-dimenzids tomb (masnéven matrix). Ekkor i1 dimenzié minden eleme az X1 halmaz
pontosan egy elemchez tartozik, hasonloan I2 dimenzié minden eleme X‘.z—héiz, és igy tovabb. Azaz a
‘ Un) n-est i in matrixelemmel is reprezentalhatjuk.

kX ={CH.D.B.F} Y = {frank, marka}

t. francia, olasz, ﬁzuuzul(l}’ és az IR relacio kapcsolja Gssze egy orszag autos felségjelzését,

Tekintsiik az alabbi példat: legyenek az alaphalmazo
Z = {néme

valutanemét és hivatalos nyelvét vagy nyelveit. Ekkor



R(X.Y.Z) = { (CH, frank, német}, (CH, frank, francia), (CH. frank. olasz),
(B, frank, flamand}, (B, frank, francia}, (F, frank, francia},

(D, mérka, német) }
harmasok tartoznak a reldcidba, amit az alabbi két haromdimenzids matrixszal is szemléltethetiink:

F CH
német 1 0 0 0 német 0 1 0 0
francia 1 0 1 1 francia 0 0 0 0
olasz 1 0 0 0 olasz 0o 0 0 0
flamand 0 0 1 0 flamand 0 0 0 0
frank marka

Hasonlé médon abrazolhatunk fuzzy relacidkat is. Legyen I binaris relacio, mely a ,,nagyon tavoli”
fogalmat modellezi az X = {Bp.. Sydney. London} & ,, ¥ = {Hong Kong.Bp.} paimazok kézoit. A
relacio elemeit felsorolhatjuk
R(X.Y) =09/ (Bp., HK) + 0.5/ (Sydney, HK) + 1/ (London, HK) + 1/ (Sydney, Bp.) + 0.3/ (1

vagy métrixszertien is dbrdzolhatjuk:
1
Bp. Sydney London

HK 09 0.5 1
Bp. 0 1 0.3

Felsorolas esetében a nulla tagsagi értéki parokat dltaldban elhagyjuk.

4.1. Projekcio és hengeres kiterjesztés

A projekcio és a hengeres kiterjesztés fuzzy relacidkon értelmezett miiveletek, melyek rendkiviil fontos
szerepet jatszanak a fuzzy szabalyalapu iranyitasi rendszereknél (lasd 7.3. szakasz). Ezeket a fogalmakat
szintén ZADEH definialta els6ként [159], [160].

Tekintsiik az X = {Xi|ie Ny} halmazok DESCARTES-szorzatat, és legyen £ = (xi | i€ Ny, az

. _ e .
i, Xi halmaz egy eleme, valamint ¥ = (Wi 1J € J) az%icaX; halmaz eleme. fgy ha/ C Nygs

—r < , ’ L= T . - ey y , . .
|[J|=r<r ! tovabba ha ¥i = i minden J € J -re, akkor Y-t az I n-es részsorozatanak nevezziik, amit az

Y =L szimbolummal jelsliink. Ekkor a ./ halmazt szokés az Ny halmaz alterének is nevezni.

4.1. Definicié. Legyen R(Xy...... Xy) egy fuzzy relacio, ekkor (R Y] jeloli R-nek az Y halmazcsalddra

vetitett projekcidjat, mely [2-nek csak az Y= {"\.i | jeJcC N”} halmazokon vett értékét veszi
figyelembe. Ekkor a projekcio tagsagi fliggvényét, mely az Y halmazon értelmezett, az alabbi médon
adhatjuk meg:

(71 V] (y) = max R (z). (4.2)

Bizonyos feltételek mellett (4.2) altalanosithato ugy, hogy a max miiveletet tetszéleges t-konormaval

helyettesitjiik.
A projekcio inverzének tekinthetd bizonyos értelemben a hengeres kiterjesztés.

4.2. Definicié. Legyenek X és Y a 4.1. definicidban meghatarozott halmazcsaladok. Tovabba legyen 1 az

Y halmazainak DESCARTES-szorzatén értelmezett relacié. Ekkor a [RTX =) szimbolummal jeloljik az
R relacio (A — Y halmazok DESCARTES-szorzatara vald) hengeres kiterjesztését, melynek értékét az

[R1X~Y)(2) =R (y) (4.3)
egyenlet hatarozza meg, minden Z-re, ahol ¥ <Z

Vegyiik észre, hogy a hengeres kiterjesztés a legnagyobb fuzzy relaciot allitja elé egy adott projekcidhoz
abban az értelemben, hogy a kiterjesztett halmazokon vett tagsagifiiggvény-értékek a lehetd legnagyobbak.
Ez egyszersmind a legkevésbé meghatarozott relacid, mely kompatibilis az adott projekcioval. A hengeres

kiterjesztésnek ezen tulajdonsagat tigy is megfogalmazhatjuk, hogy a miivelet maximalizalja egy -



dimenzios relacid meghatarozottlansagat (nonspecificity) a relacié 7-dimenzios projekcioi egyikének a
felhasznalasaval. Tehat a bovebb relacio elkészitéséhez nem hasznalunk fel olyan informaciot, mely az adott

projekcidban nincs meg.

E két miivelet illusztralasara nézziik az alabbi példat. Az Xy x Xy ¥ X3 halmazon értelmezett R relacio
értékeit a 4.1. tablazatban adtuk meg, ahol X1 = {A: B} Xo = {A. B} ¢, X5 ={A. B.C} 5
[Rij | { X, “'\.i} ] ¢s Bl {"\i}]jeléli rendre a két, illetve egy halmazra vett projekciokat, ahol
i.j €{1.2,3}

(a 1, T2, I3 R(xy w9, 03) Ryo Ry3 R Ry Ry R3
A A A 0,1 0,3 04 0,7 06 09 10
A A B 02 03 05 038 06 09 038
A A C 0,3 03 06 09 06 09 09
A B A 04 0,6 04 10 0,6 10 10
A B B 0,5 0,6 0,5 05 06 10 0,8
A B C 06 06 06 06 06 10 09
B A A 0,7 09 10 0,7 10 09 10
B A B 038 09 038 038 10 09 038
B A C 09 09 09 09 10 09 09
B B A 10 10 10 10 10 10 10
B B B 0,0 10 0,8 05 10 10 0,8
B B C 05 10 09 06 10 10 09

4.1. tablazat - Példa ternaris relaciéra (I?) és projekcidira
A 4.1. tablazatbol konnyen meghatarozhatjuk az egyes projekciok hengeres kiterjesztései. Példaul
[Rl;; 1 {‘-\'2}] (A AC) = [Rl:; 1 {4-\'2}] (A.B.C) = Ra3(A.C) = 0.6

vagy

[R2 1 {X1.X3}] (A A A) =[R2 1 {X1. X3}] (A, A, B) =

[Ra 1 {X1. X3}] (A, A.C) = [R2 T {X1. X3}] (B. A, A) =

[Ry 1 {X1. X3}] (B. A. B) = [Ro 1 {X1. X3}] (B. A.C) = Ry (A) = 0.9.

Megfigyelhetjiik, hogy a felsoroltak kozott nincs olyan projekcid, amelynek a <* 1 K Ag X X 3 halmazra val6 kiterjesztése azonos az eredeti

reldciéval. Ez azt jelenti, hogy ebben a példdban minden projektdlds sordn elveszitettiink valamennyi informaciét, amit a hengeres
kiterjesztéssel mar nem lehetett rekonstrudlni, s6t ehhez az sszes projekcio sem elég!

Bar 1étezik olyan relacid, mely rekonstrualhatd 6sszes ortogonalis projekcidjanak hengeres
kiterjesztésébdl, am ez igen ritkan fordul eld. Az altalanosabb az, hogy néhany projekcidjanak segitségével
egy relaciot pontosan vissza lehet kapni. Az ily modon eléallitott relaciot hengeres lezartmak hivjuk. Mikor a
ZADEH-féle uniot (max) hasznaljuk projektalasra, akkor a hengeres lezartat a ZADEH-féle metszet
segitségével hatarozzuk meg.

4.3. Definicié. Legyen adott az X’ halmazon definialt az R relacié projekcidinak egy halmaza {P;|iel}
Ekkor a relacio ezen projekcio altal generalt hengeres lezértja

eyl {Pi} (z) = min [P T X = Yi] (z), (4.4)
ahol Vi jeloli azt a_halmazcsalédot, amin a £ projekcid definialva van.

Tekintsiik a 4.1. tablazatban megadott relaciot. A 4.2. tablazatban harom projekciocsalad segitségével
eldallitott hengeres lezartat mutatunk be. Figyeljiikk meg, hogy egyik sem azonos az eredeti relacioval, vagyis
a projekcioibél I nem rekonstrualhaté teljesen. 4.2. tablazat.

'\"l’ L2, .l';;} (\l {RIQ.RI;;.RQ;;}(‘_\'I {RlR_) R;;} ('_\'1{]?1‘_).1?3}
A A A 03 0,6 03
A A B 03 0,6 03
A A C 03 0,6 03
A B A 04 0,6 0,6
A B B 05 0,6 0,6
A B C 0,6 0,6 0,6
B A A 0,7 09 09
B A B 0.8 0.8 038
B A C 09 09 09



B B A 10 10 10

B B B 05 0.8 08

B B C 06 0.9 09
4.2. tablazat - R relacié harom projekciocsalad altal generilt hengeres lezartja

A jelenség magyarazatahoz vizsgaljuk meg a 4.1. dbran lathaté relaciét. Nyilvanvald, hogy a relacio egyik
projekcidja sem fogja tartalmazni az eredeti reldcioban meglévd kraterszerti bemélyedést, ezért példaul az
ehhez hasonld alaku relaciok nem teljesen rekonstrualhatok.

RIX X
4.1. abra - Példa nem teljesen rekonstrualhaté fuzzy relaciéra
4.2. Binaris fuzzy relaciok
A binaris relaciok megkiilonboztetett jelentéséggel birnak az 11-dimenziods relaciok kozott, hiszen bizonyos
tekintetben a matematikai fiiggvények altalanositdsai. Ugyanis mig egy X-b6l Y-ba képezé fiiggvény csak
egy értéket rendelhet valamely i € X-hez, addig egy relacié barmely X-beli elemhez tetszéleges szamu Y-
belit. E16sz6r néhany, a fiiggvényeknél is kozismert fogalom binaris fuzzy relaciokra vonatkozé megfeleldjét

ismertetjik.

Legyen R(X.Y) pingris (masképpen binér) fuzzy relicié. Ekkor értelmezési tartomdanyat, X -et, dom R-
rel, értékkészletét, Y -t, ran R-rel jeloljiik, melyeket az alabbi 6sszefiiggések hataroznak meg:

dom R (x) = max R(x.y) VYee X. (4.5)
ye
ran R (y) = max R(x.y) YyeY. (4.6)

Azaz valamilyen ' € X a reldciéban el6fordulé maximalis értékével tartozik a reldcié értelmezési tartomdanyaba. Hasonl6an valamely yc< ¥
areldcioban el6fordulé maximalis értékével tartozik a reldcio értékkészletéhez. Definidlhaté tovabbd egy reldcié magassdga is:

h(R) = Imax max R(x.y). (4.7)
rcX yc
v o)
Vagyis h(R) megegyezik a legnagyobb tagsagifiiggvény-érték (. y) par értékével.

A binaris relaciokat tagsdgi madtrixszal (4.8) vagy pdros grdffal szoktak dbrazolni; ez utobbit a
szakirodalomban altalaban ,, ijszerti ” diagramnak nevezik. A masodik esetben a két alaphalmazhoz tartozo
elemeket csucsokkal (vagy csomopontokkal) jeldljiik tigy, hogy a kiillonb6dz6 alaphalmazba tartozo elemek
jol elkiiloniiljenek egymastol. A pozitiv tagsagifiiggvény-értékii parokat vonallal kotjiik 6ssze, amin a koztiik
levé relacio értéke szerepel (lasd 4.2. abra).

0.7 0 0
1 0.6 08
R= 0 0 0 (4.8)
0.4 06 0
0.5 0 04




4.2. abra - Reldcié abrazolasa paros graffal (,,ijszeri” diagrammal)

r Y . . l > r .
Az R(X.Y) fuzzy relacio inverze az Y x X szorzathalmazon értelmezett R(Y. X) relacio, melynek

értékeit az

R (y.x) = R(x.y) 1

egyenlet hatdrozza meg, minden ' € Xl € ¥ esetén. Az inverz relacié matrixa,=  az eredeti reldcié matrixdnak traszpondltja lesz,
azaz=—  sorai = oszlopaival egyeznek meg és forditva. Nyilvdnvald, hogy a fuzzy reldciékon végzett inverzi6 involutiv:

1 1
(') =R (4.9)

Legyen adott két fuzzy relacio P(X.Y)¢s QY. Z) Ezen relaciok max-min kompozicidja, melyet
P(X.Y)oQ(Y.Z) jeldliink az X X Z szorzathalmazon értelmezett

R(z,z)=[PoQ](x,2) = max min [P (z,y).Q (y. 2)) (4.
y
relacio, minden * € X és z € Z-re. Lathat6, hogy a kompozicié képzéséhez ZADEH-féle uniot és

metszetet hasznaltuk, innen ered a miiveletet neve. A (4.10) dsszefiiggés segitségével rogton belathato, hogy
P(X.V)eQ(Y.2)] ' =Q " (Z.Y)o P (V. X).
[PW.X)eQ(X.Y)|oeR(Y.Z)=P (W, X)o [Q(X.Y)o R(Y.Z)],

azaz a max-min kompozici6 asszociativ, és az inverze azonos az inverz reldciok forditott kompozicidjaval. Ugyanakkor a kommutativitds mar

nem teljesiil, hiszen dltaldban, hiszen X ?é Z esetén a miivelet nem is értelmezhetd, de tobbnyire még X = Z esetén sem lesz igaz. A max-
min kompozici6 illusztralasara nézziik az alabbi példat.

Legyen a két fuzzy relacid tagsagi matrixukkal megadva: g - [p"j] ! 2 - [qj "']. Ekkor a kompozicidjuk

az
rie = |max min(p;;.q;i) (4.13)
J o

Osszefliggés alapjan szamolando. Eszerint
0.6 0.3

02 04 05 0.3 04 0.4

0.5 0.1
R=101 07 08 07 |o 0 o4 |= 0.7 0.7
1 0 0.2 09 _ ' 08 0.9

0.8 1

ahol példdul az T'1 1 és '32 elemek értékét (4.13) alapjan az aldbbi médon kapjuk:
ri1 = 0.4 = max [min (0.2, 0,6) . min (0,4, 0,5) ., min (0,5, 0,0) ., min (0,3, 0.8)]

= max [min(pi1. qi1) . min(pi2,g21) . min(p13.¢gz1) ,min (pr4.qa1)]
r3o = 0,9 = max [min (1,0, 0.3), min (0,0, 0.1), min (0.2, 0,4), min (0,9, 1, 0)]
(

= max [min(pz1. q12) . min(pge, ga2) . Min(p3z. gzz ) ,min (p3y. guo)] -

Az elébb ismertetett max-min kompoziciotol 1ényegében csak az értelmezési tartomanyaban tér el a

reldcids dsszekapcsolds, amely — megtartva a fenti jeloléseket —az X X Y X Z halmazon van definidlva.



Tehat a P(X.Y) és Q(Y.Z) fuzzy relaciok P Q_yal jelolt (relacios) dsszekapcsolasa egy ternaris relaciot
hataroz meg az alabbi szerint:
R(z,y,z) = [P*Q](r,y.z) =min [P (z,y),Q (y,z)] (4.

minden T € X.¥ €Y 45 2 € Z esetén.

A fenti miveletek kozotti legfontosabb kiilonbség, hogy az egyik binaris, mig a masik ternaris fuzzy
relaciot eredményez. Valdjaban a max-min kompoziciot megkaphatjuk ugy is, hogy az 6sszekapcsolés
megfelel$ elemeit a ZADEH-féle fuzzy unidval aggregaljuk:

[PoQ)](z,2) = Inax [P*Q|(z,y.2) VreX,yeY.zeZ

A max-min kompozicion és a hozzatartozé dsszekapcsolason kiviil mas hasonlé célu miiveletek is
képezhetdek, ha a ZADEH-féle miiveletek helyett tetszéleges t-normat és t-konormat hasznalunk, példaul a
max-algebrai kompozicio a

R(x, z) = [Pomax-alg@] (2.2) = 15‘1%5& (P(x.y)-Q(y.z))

egyenlettel definidlhat6.

4.3. Iranyitott grafok

A binaris relaciok egyik jellegezetes csoportjat képviselik azok a relaciok, melyek értékkészlete és
¢rtelmezési tartomanya megegyezik. Az ilyen relaciokat iranyitott grafoknak is nevezziik, ¢és altalaban
R(X. X )-szel, vagy R (XZ)-tel jeloljiik. Az elnevezés arra utal, hogy az ilyen tipusu relaciok grafikusan
irdnyitott grafként reprezentalhatok. Egy ilyen relacié ugyanis az el6zd szakaszban bemutatott dbrazolasi
modszeren kiviil mellett ugy jelenithetd meg, hogy X elemeinek grafcsticsokat feleltetiink meg, és a
relacioban 1évo elemeket reprezentald csticsparokat iranyitott €lekkel kotjiik 6ssze. Ezt az abrazolasi modot

szemlélteti a 4.3. abra.

4.3. abra - Rel4ci6 reprezentalasa iranyitott graffal X =Y esetén
Az B(X. X) alaka (fuzzy) relaciokat a kovetkez6 harom f6 jellemz6 alapjan osztalyozhatjuk: reflexivitas,
szimmetria, tranzitivitas. E16szor tekintsiik at roviden ezeket a tulajdonsagokat binér crisp relaciokra.

A, R(X.X)

Ilyen példaul a = (kisebb vagy egyenld) és a = (kongruencia: rogzitett 1m € N moduléval valé maradékos

T o . r {r . &
crisp relaci6 reflexiv, ha minden € X elem relacioban van 6nmagéval, azaz ' ":’ = R.

osztas). Ha ez a tulajdonsag nem teljesiil valamely @ € X-re, akkor a relaci6 irreflexiv. Ha minden € X
fop
elem esetén Wl yER , akkor a relacio antireflexiv, mint példaul a # (nem egyenld).

A, R(X.X)

par is a relacioban van. Erre példa a ,,hazastars” vagy az egyenldség relacio. Ha van olyan par, amire ez a

. . . . . RTTRRTR (T I (. 1h
crisp relacié akkor és csak akkor szimmetrikus, ha minden relaciobeli ‘s ¥/ parra az \Y» '/

: ; ; faid : (r,y) € R ¢ (y. ) € Ry . :
tulajdonsag nem all fenn, akkor a relacid aszimmetrikus. Ha '+ ¢ és \Y: -bél az kovetkezik,
hogy = ¥, akkor a relacié antiszimmetrikus, mint példaul a = relacio. Tovabb4, ha # U esetén pontosan
az egyik par van a relacioban, akkor a relacié szigorian antiszimmetrikus.

Az BR(X.X)

(pr ~\ & .. e o . ,
akkor az W' =/ © R isigaz. A =, =, = relaciok tranzitivak, de a - vagy a ,.hazastars” relacio nem az. Ha ez

- . L, . (o =
crisp relacio akkor és csak akkor tranzitiv, amennyiben valamely ¥-ra \-'s ¥ b y.z) €R ,

az dsszefiiggés nem teljesiil valamely > ¥+ = € X harmasra, akkor a relacidt nontranzitivnak, tovabba ha



(1 { Z (1.2 .1 . . o
minden I 3/>' Y. "> eR esetén \I "> ¢ R, akkor a relaciot antitranzitivnak nevezzik.

E harom alapvet6 jellemzdt abrazolja grafikusan a 4.4. abra.

@Q@\T/@

reflexivitas szimmetria tranzitivitas
4.4. abra - Reflexivitas, szimmetria és tranzitivitas reprezentalasa iranyitott graffal
Ezen harom tulajdonsag kiterjeszthetd fuzzy reldcidkra is. Ennek alapjan R(X.X)
ha
R(r,x) =1 minden x € X-re. (4.16)

Ha (4.16) nem 4ll fenn valamely elemre, akkor R irreflexiv, ha egy elemre sem all fenn, akkor antireflexiv.

fuzzy relacié reflexiv,

A reflexivitas gyongitett formaja az Uin. £-reflexivitas, amikor az

R(r,x) = ¢

egyenl6tlenség teljesiilését koveteljiik meg valame]y() < £ < 1 értékre.

A, R(X.X)

fuzzy relacio szimmetrikus, ha
R(x,y) = R(y.x) minden z,y € X-re.
Ha ez valamely elempérra nem teljesiil, akkor aszimmetrikus fuzzy relaciérdl beszéliink. Tovabbd, ha minden Yy € X pérra
R(r,y) > 0 R(y.2) > 04 rovetkezik. hogy ¥ = ¥, akkor a reldci6 antiszimmetrikus.

. . . . (r,2) € X2 _,
Egy fuzzy relacid tranzitiv (pontosabban max-min tranzitiv), ha minden '+ =/ = “* = parra

R(z.z) > ug\i\;miu R (z,y).R(y.2) (4.17)
v

teljesiil. Ha bizonyos elemekre a relacié nem elégiti ki a (4.17) 6sszefiiggést, akkor nontranzitiv, valamint
ha

R(r.z) < mﬁz\ijcmin R (z,y).R(y.2))

TS

Lo oA~ v2
minden \F'» "> € X pérra, akkor antitranzitiv fuzzy reléciérdl beszéliink. Nyilvanvald, hogy a (4.17) max-min tranzitivitds definicidja a
(4.10) max-min kompozicién alapszik. Mds t-normék, illetve t-konormdk segitségével alternativ fuzzy tranzitivitisfogalmakat lehet alkotni,
melyek egyes alkalmazdsokban hasznosnak bizonyulhatnak.

Az eddig targyalt harom alapfogalom segitségével, mely haromféle reflexivitast, valamint négyféle
szimmetriat, illetve tranzitivitast foglal magaba, 6sszesen 36 kiilonboz0 iranyitott graf tipusu fuzzy relaciot
kiilonboztethetiink meg. Ezek koziil a leglényegesebbeket tartalmazza a 4.5. dbra, melyekbdl az
ekvivalencia, a kompatibilitasi és a fuzzy rendezési relaciokat a kovetkez6 4.4. szakasz targyalja

részletesebben.



reflexivitas
szimmetria
antireflexivités
antiszimmetria

tranzitivitas

ekvivalencia

kompatibilitas
vagy tolerancla

részben rendezés
vagy parciélis rendezés

kvézi ekvivalencia

szigoru rendezés

4.5. abra - Az R(X.X) alaku relaciok fontosabb tipusai
Egy crisp relacio tranzitiv lezdrtjanak azt a relaciot nevezziik, mely tranzitiv, tartalmazza R(X. X )-et, és a

lehet6 legkevesebb elemet tartalmazza. Fuzzy relaciok esetén az utolso feltétel altalanosabban azt koveteli
meg, hogy a lehetd legkisebb tagsagifiiggvény-értékek mellett teljesiiljon az els6 két feltétel.

Reléciok tranzitiv lezartja Ry (X.X) egy egyszeri, harom 1épésbdl allo algoritmussal hatarozhaté meg,
mely crisp és fuzzy relaciok esetén egyarant alkalmazhato:

1. £=RU(BoE)

! 54
2. Ha i # ﬁ, akkor legyen ﬁ - i, és folytassuk az elsd 1épéssel.

. o I =
3. Al ha 2= B g or 2= £y

Tehat példaul max-min tranzitivitas esetén max-min kompozicid sziikséges, mint a kdvetkez6 példaban, ahol

a max-min kompozicid és tranzitivitds szerepelnek. Ebben az esetben =1-t tranzitiv max-min lezdrtnak

nevezziik. A kovetkezo példaban is ezzek a miiveletek szerepelnek.

Legyen az R relaci6 az alabbi matrixszal adott
0.7 05 0 0

0 0 0 1

0 04 0 0

0 0 08 0

Alkalmazva az algoritmus els§ 1épését,

[~
[

0.7 05 0 05 0.7 05 0 05
0 0 08 0 0 0 08 1
RoR = . RU(BRoR) = =Rt
= = 0 0 0 04 - = = 0 04 0 04 —
0 04 0 0 | | 0 04 08 0 |
! -
kapjuk. Mivel a befejezési feltétel (i = ﬁ) nem teljesiil, ezért ismét az els lépéssel folytatjuk az algoritmust, }_=? T i helyettesitéssel:
0.7 0.5 05 05 0.7 0.5 05 0.5
0 04 0.8 04 0 04 08 1
RoR = . RU(BoR)= ~-R
= = 0 04 04 04 = = = 0 04 04 04 -
0 04 04 04 | . 0 04 08 04 |
Ugyanezt a miiveletsort még egyszer elvégezve, az eredményként kapott matrix mar nem valtozik, tehat az R (‘\ . X ) reldcié max-min tranzitiv

lezartja:



0.7 05 05 0.5
0 04 08 1
i
= 0 04 04 0.4
0 04 08 0.4

4.4. Hasonlésag, kompatibilitas, fuzzy rendezések

A reflexiv, szimmetrikus és tranzitiv crisp relaciokat — mint a 4.5. abran is lattuk —
ekvivalenciarelacioknak nevezziik. Az ekvivalenciarelaciok az alaphalmazt un. ekvivalenciaosztalyokra
particionaljak, ugyanis minden X -beli ¢ elemhez hozzarendelhetd egy Ay halmaz, amelybe az I-szel
relacioban 1év6 elemek tartoznak:

Ay ={y | (x,y) e R(X,X)}.

A reflexivitds miatt .I" maga is eleme az 4' halmaznak, tovabbd a szimmetria és a tranzitivitds kovetkezményeként

A

 minden eleme reldciéban

van a halmaz tobbi elemével is. Az is megallapithatd, hogy "4.1‘—en kiviili elemmel egy AJ‘—beli elem sincs reldcidban. Az .-4_,. halmaz az 1R
reldci6 egy ekvivalenciaosztdlya, melynek reprezentdns eleme -I'. Mivel minden X beli elem pontosan egy ekvivalenciaosztalyba tartozik, ezért

ezek az osztilyok a relaci6 alaphalmazéanak egy particiondlasat adjak (melyet X R -rel jeloliink).

A reflexiv, szimmetrikus és tranzitiv relaciokat a fuzzy kontextusban fuzzy ekvivalenciarelacionak vagy
hasonlosagi relacionak hivjuk. A crisp relacioktol valé megkiilonbdztetés végett a konyvben tobbnyire az
utdbbi elnevezést hasznaljuk.

A hasonlosagi relaciokat kétfajta megkdzelités szerint lehet interpretalni. Az elsé alapjan az elemeket crisp
halmazokba csoportosithatjuk tgy, hogy a halmazon beliili elemek kozti relacié értéke egy adott
kiiszobértéket haladjon meg. Természetesen ha ez az érték 1, akkor crisp ekvivalenciarelaciot kapunk.

Masodik lehetdség, hogy az X elemein egy kitiintetett 2 € X elemhez val6 hasonlésagot definialunk.
Ekkor minden € X elemhez rendelhetd egy fuzzy halmazként definialhaté hasonlésdgi osztdly, ahol az
elemhez valé hasonlosag mértékét a tagsagifiiggvény-érték adja meg. Ez a definicio is az ekvivalenciareldcio
altalanositasanak tekinthet6, hiszen ha egy osztalyban minden elem 1 mértékben hasonlé -hez, mig mas
elemhez () mértékben, akkor egyben egy crisp ekvivaleciaosztalyt kapunk.

A felbontasi elv szerint (1asd 8.4.1. pont), minden fuzzy relaci6é (v-vagatok unidjara dekomponalhato:

R= U a-Ra.

ac(0,1]
Az olvaséra hagyjuk annak az egyszer( llitasnak a belatasat, hogy ha R egy hasonldsagi reldcid, akkor R minden egyes (¥-vigata
@€ (0.1]
n (R o /-val az R x ekvivalenciarelaciohoz tartozé particionaldst. Két elem nyilvan akkor és csak akkor tartozik azonos particiéba, ha
o ~ .
R (" Y ) = @ Minden hasonl6sdgi reldciéhoz hozzarendelhetd az dltala indukalt Ck-particiondldsok halmaza:

I(R) = {n (Ra) | a € (0.1]}.

melyek egymdsba dgyazottak abban az értelemben, hogy T (

) egy crisp ekvivalenciareldciét ad (R ). Minden (¥ értékhez tartoz6 ekvivalenciareldci6 particionaldst definial Xeen. Jeloljiik

R,),m(R3)

~
Ja particiondlds finomitésa, ha Q= 3

A hasonlosagi osztalyokat a fentebb leirt modon kaphatjuk meg a hasonlosagi relaciokbol. Egy R(X.X)
relacio minden  eleméhez rendelhetd egy az alaphalmazon értelmezett fuzzy halmaz, és minden ¥ € X -re,
a tagsagi fiiggvény értéke R(r.Y) Leszamitva a crisp ekvivalenciaosztaly szélséséges esetét, a hasonlosagi
osztalyok fuzzyk, és igy nem diszjunktak.

A hasonlosagi osztalyokat rendszerint tagsagi matrixokkal abrazoljuk. Ha adott egy hasonldsagi relécio,

akkor egy tetsz6leges elem hasonlosagi matrixa az eredeti matrixnak az a sora, mely az adott elemhez
tartozik.

Azokat a relaciokat, melyek csupan reflexivek és szimmetrikusak (de nem tranzitivak), kompatibilitasi

vagy toleranciarelacionak, néha szomszédsagi reldacionak nevezzik.



Fontos fogalom a kompatibilitasi relaciokkal kapcsolatban a kompatibilitasi osztaly. Legyen adott egy
R(X.X) tolerancia relacio. Ekkor az A C X halmazt, melynek minden ¥ ¥ elemére (r.y > €ER (tehat
amelyen beliil érvényes a tranzitivitas), kompatibilitasi osztalynak nevezziik. Az un. legnagyobb
kompatibilitasi osztaly olyan tulajdonsaggal is rendelkezik, hogy nem részhalmaza egyetlen mas
kompatibilitasi osztalynak sem. Az I? relacid legnagyobb kompatibilitasi osztalyainak csaladja az X (J? altal
indukalt) teljes lefedése.

03

4.6. abra - Kompatibilitasi relacié abrazolasa reflexiv irdanyitatlan graffal (a hurokélek elhagyasaval)
Ha IR fuzzy relacié, akkor a kompatibilitasi osztalyokat altalanosabban, tetsz6leges (v tagsagi értékre

definialhatjuk. igy az a-kompatibilis osztdly, egy olyan részhalmaza a relacionak, amelyre

Ala) ={r.ye A| R(z,y) > a}

fennall. Hasonl6képpen az el6z6 b'ekczdésben ismertetett crisp megfelel6k értelemszeri dltaldnositdsaiként adhatjuk meg a legnagyobb (t-
kompatibilitdsi osztdly és a teljes (k-lefedés fogalmait.

A kompatibilitasi relaciokat altalaban reflexiv iranyitatlan grafokkal abrazoljuk. A reflexivitds miatt minden
csucshoz tartozik egy hurokél (olyan €1, mely a csticsot onmagaval koti 6ssze), amit a graf megjelenitésénél
az egyszeriség ¢és atlathatosag kedvéért elhagyunk ugyan, de Gigy tekintjiik, mintha ott lenne. Mivel a
szimmetrikus relacio a kapcsolat meglétét mindkét irdnyban garantalja, a csticsok kozti élek iranyitatlanok.
Az élek mellett feltiintetjilk a megfeleld tagsagi értékeket (lasd 4.6. abra).

Példaként tekintsiik az alabbi relaciot:

I 06 04 0 0 0 0 0
06 1 06 0 0 0 08 0.3
04 06 1 0 0 0 04 0
0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 o o0 1 03 0 0
0 0 0 0 03 1 0 0
0 08 04 0 0 0 I 04
0 03 0 0 0 0 04 1

melyet a 4.6. abran is megfigyelhetiink. Ez kompatibilitdsi reldci6, mivel a métrix szimmetrikus és minden f&atléjdban szerepld érték 1. A teljes

Ap =1{0.0.3. 0.4, 0.6. 0.8, 1}

I~
I

(¥-lefedés a lényeges (¢ = (-szintekre ,amint azt a 4.7. abra mutatja meg.
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4.7. abra - Kompatibilitasi relacié teljes (:-lefedése
Altalaban valamely kompatibilitasi relacié a-lefedése nem képezi az alaphalmaz particionalasat, noha ez
természetesen el6fordulhat. Tlyen példaul a 4.7. dbra relacioja a 0.8 g5 1 értékekre. Mivel éppen a

tranzitivitas hianya az, ami a kompatibilitasi és hasonldsagi relaciokat megkiilonbozteti egymastol, barmely

kompatibilitasi relacio tranzitiv lezartja hasonlosagi relacio lesz.
A harmadik jelentds binaris relaciotipus, mellyel kiemelten foglalkozunk, a rendezések csoportja.

A reflexiv, antiszimmetrikus és tranzitiv crisp relaciokat részben rendezésnek (vagy parcidlis rendezésnek)
hivjuk. Jelsljiik a részben rendezést < jellel, azaz = ¥ azt jelenti, hogy & megeldzi Y-t és (r.y) € R A,
R (X.X) inverz részben rendezési reldciot a > szimbolummal jeldljiik, eszerint ¥ ~~ < azt jelenti, hogy ¥
az T rdakévetkezdje. Ha nincs olyan z elem, hogy & < z és = = ¥, de ¥ = ¥ teljesiil, akkor  az ¥ kozvetlen
megeldzdije, analog médon, ha nincs olyan z, hogy ¥ » # és z = x, de ¥ » ', akkor ¥ az T kozvetlen

rakovetkezdje.

Vegyiik észre, hogy a részben rendezés tulajdonsigai nem garantaljak, hogy barmely két elemre az = ¥
és Y = T relacio koziil valamelyik is fenndll. Vannak olyan parok, melyben az i sem nem megel6zéje, sem

nem rakovetkez6je az Y-nak; az ilyeneket nem dsszehasonlithaté paroknak nevezziik.
A parcialis rendezéssel dsszefiiggésben a kovetkezd alapvetd fogalmakat vezetjiikk még be.

« Har € Xés® < Yminden ¥ € X -re, akkor I-et a < szimbolummal jeldlt relacio elsd elemének

nevezzik.

« Har€ Xés¥Y = Tminden ¥ € X -re, akkor Z-et a < szimbolummal jeldlt relacio utolsé elemének

nevezziik.

« Hax € X és Y = T-bsl kovetkezik, hogy ¥ = ¥, akkor 2-et a < szimbélummal jel6lt relacio

minimalis elemének nevezzik.

+ Hax € X & = Y-bol kovetkezik, hogy = ¥, akkor -et a < szimbolummal jelslt relacid

maximalis elemének nevezziik.

Figyeljik meg, hogy valamely részben rendezésnek legfeljebb egy elsd, illetve utolso eleme lehet, de
minimalis vagy maximalis eleme tobb is. Ha 1étezik els6/utolso elem, akkor csak egy minimalis/maximalis
elem van, €s az megegyezik az els6/utolsé elemmel. Valamely parcialis rendezés elsd, illetve utols6 eleme az

inverz relacionak rendre az utolso, illetve elsé eleme.

Legyen adott az X halmaz és ezen egy 2 részben rendezés, A pedig legyen X részhalmaza: A C X. Ha
€ X ésT < Ymindeny € A esetén, akkor ' az A halmaz X -en val6 parcialis rendezés szerinti alsé
korlatia. Hax € X és ¥ = T minden ¥ € A esetén, akkor I az A halmaz X -en valé parcialis rendezés
szerinti felso korlatja. Ha egy als6 korlat minden also6 korlatnak a rakdvetkezoje, akkor legnagyobb also
korlamak nevezziik, hasonldan, ha egy felso korlat az 6sszes tobbi felsé korlatnak megelézdje, akkor
legkisebb felsé korlatmak hivjuk.



Az olyan rendezést, mely X minden kételemii részhalmazahoz tartalmaz legnagyobb alsé korlatot és

legkisebb felso korlatot, hdlonak nevezziik.

A (crisp) rendezésekkel kapcsolatos fogalmak ismertetése utan térjiink ra ezek fuzzy megfeleldire. A
reflexiv, antiszimmetrikus €s (valamilyen értelemben) tranzitiv fuzzy relacidkat fuzzy részben rendezésnek
nevezziik. Tetsz6leges max-min tranzitivitassal rendelkezo fuzzy részben rendezés felbonthaté crisp
rendezésekre ugyanolyan modon, ahogy azt a hasonldsagi relacioknal lattuk: a relacié minden jelentds (x-

vagataként képzett crisp rendezés 1étrehozasaval, melyek a fuzzy rendezés fokozatos finomitasat adjak.

Barmely fuzzy rendezés esetén az alaphalmaz minden ' eleméhez két fuzzy halmazt rendelhetiink. Az

R

els6t ' domindlé osztalydnak nevezziik, melyet * V=[] szimbolummal jeldliink, s melynek értéke

R = R(x.y). ye X.
Ebben a halmazban tehdt a rendezés szerint megadott mértékben szerepelnek az -I'-et domindlé elemek.

RC"

A masodik fuzzy halmaz az & domindlt osztdlya, melyet a *V<[x] szimbolum jeld]
Repy = R(y.x) . ye X.
Ebben a halmazban a reldciéban megadott tagsagifiiggvény-értékkel szerepelnek az .I" 4ltal domindlt elemek.

Rx.y)=0

Az x € X elem nemdomindlt, illetve nemdomindlé akkor és csak akkor, ha rendre , illetve

R(y.z) =0 pninden ¥ € X re.

Legyen X az I relacié alaphalmaza, s A ennek részhalmaza. Ekkor az A halmaz fuzzy fels6 korlatjat az
U(R.A) = [ Rz

osszefiiggéssel definidlhatjuk, ahol [ egy megfelels fuzzy metszetet (t-normat) jeldl. Ha létezik az A halmaznak legkisebb fels6 korlatja, akkor

azaz U (R ? “4) halmaz azon (egyetlen) eleme melyre,

U(RA)(x) >0 é R(xy) =0
U(R,A)

teljesiil az tartdjanak minden Y elemére.

X ={a.b,c.d.

Legyen az I fuzzy részben rendezés az e.f} alaphalmazon az alabbi tagsagi matrixszal

megadva:

1 0 0 0 0 0
0.7 1 0 0 0 0
1 09 1 02 07 0
0.8 0.8 0 I 05 0
0.9 08 0 0 1 0
1 I 01 02 09 1

Az egyes_ elemek domindl6 osztilydt a métrixnak az adott elemhez tartoz6 sora adja. A métrix oszlopai az elemek domindlt osztdlyat hatdrozzdk
meg. A példdban szereplé matrixban (I nemdomindlt, f pedig nemdomindlé elem. Az A= {(" b }
domindl6 halmazainak metszeteként allithato el6:

U(R.{c.b}) = 0.7/a +0.9/b

Jelen esetben a ZADEH-féle metszetet alkalmaztuk. Az A h almaz legkisebb felsd korlatja az (2 elem. A 4.8. dbran az egyes (¥-végatok dltal
képzett crisp rendezéseket mutatjuk be. Megfigyelhetd, hogy (¥ novelésével a rendezés egyre gyengébb lesz.

[~
I

részhalmaz fels6 korltja a C és b elemek
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4.8. abra - Fuzzy részbenrendezés (x-vagatai

A fuzzy relaciok, valamint az e szakaszban targyalt hasonldsagi, kompatibilitasi és fuzzy rendezési

relaciok fogalmat elséként ZADEH vezette be [156]. A bindris relaciokat a fuzzy elméletrdl megjelent legelsd

monografiaban KAUFMANN tanulmanyozta részletesen [57].
Fuzzy iranyitasi rendszerek és alkalmazasaik
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5. A fuzzy iranyitasi rendszerek attekintoé bevezetése

A fuzzy logika és fuzzy halmazok elméletének megalkotésa soran ZADEH-t az az elgondolés vezette, hogy
az igen bonyolult és analitikus moédon nem modellezhetd rendszerek algoritmikus értelemben kezelhetd
leirasara talaljon olyan eszkozt, amelynek modelljéiil az emberi gondolkodas, illetve a bioldgiai rendszerek
szolgaltak. Nem véletlen az, hogy a fuzzy halmaz fogalmat ZADEH mar 1965-6s hires cikke [155] el6tt is
felvetette, mégpedig rendszerelméleti, irdnyitaselméleti munkaiban. A kdvetkezd években, sét évtizedben a
fuzzy elmélet lassan fejlodott, és bizonytalan volt, hogy milyen teriileten sikeriil el6szor tényleges miiszaki
alkalmazasokat 1étrehozni.

1973-ban publikalta ZADEH azt a kulcsfontossagu tanulmanyat [158], amelyben javasolta a nagy
bonyolultsagu rendszerek leird modelljeiben a lingvisztikai, tehat természetes nyelvi valtozok fogalmanak
bevezetését, ahol a konkrét, preciz, szamszerti érték helyett pontatlan, valamilyen tipikus magszerti érték
kornyezetében fuzzy tagsagi fliggvénnyel leirt, a tipikus értéktdl tavolodva egyre csokkend tagsagi értékil
fuzzy szamokkal, illetve altalanositott fuzzy intervallumokkal — tehat konvex és normalis fuzzy halmazokkal
— modellezte az egyes értékeket. Ennek a megkozelitésnek nagy elénye a korabban a mesterséges
intelligenciaban mar hasznalatos un. szimbolikus logikai leirasokkal szemben, hogy mig ez utdbbiak
talsagosan nagy allapottérbeli hiperintervallumot jelentenek, akkor a modell pontossaga jelentosen csokken
—, a fuzzy modell esetében lehetdség van arra, hogy néhany tipikus értéket a fuzzy értékek magjaként
feltiintetve, a kdzbenso teriileteken a magtdl tavolodva monoton csdkkeno tagsagi fliiggvények (melyek
egymasra részlegesen atlapolnak) valamilyen, konvex kombinacidjaként kozelitsék az adott pontra jellemzd

tipikus értéket.

A ZADEH altal javasolt megoldas a fuzzy halmazok és a mar hasznalatos ha—akkor tipusu szabalyok
kombinacioja volt. A korabbi szimbolikus megkozelitéshez képest a ZADEH-féle modszer
komplexitascsokkenést eredményezett, habar az is vilagos, hogy a leirashoz sziikséges szimbolumok
szamanak redukcio6ja csak valamilyen konstans faktorral torténhetett; tehat amennyibfn egy k dimenzios
O (T

allapottérben modellezhetd rendszer leirasahoz a szimbolikus megkdzelitésben nagysagrend

A4
( ( T/e ) i
szimbolumra van sziikség, a fuzzy megoldasban (T/e) , azaz a redukcio tényezdje * Az igy
megmaradé modellméret még mindig exponencialis az allapotvaltozok szamanak fiiggvényében.

A ZADEH-féle modell hatranya az volt, hogy a k-dimenziés allapottérben kozvetleniil a tényleges k-
dimenzids tér lehetéségeit kihasznalo altalanos fuzzy reldcidkra vezette vissza a modellt. Nem sokkal
ZADEH tanulmanya utan, 1975-ben MAMDANINAK [99] sikeriilt olyan egyszerisitett modellt alkotnia,
ahol a modellek kezelése az egyes dimenziokban fiiggetleniil torténhetett, ilyen médon drasztikusan
csokkentve a szamitasigényt. Ez a megoldas a ZADEH-féle megkozelitésnél kisebb rugalmassagot biztositott,
mivel ebben a modellben a k-dimenzids fuzzy relaciok helyett & szamu egydimenzios relaciovetiilet



hengeres kiterjesztésének metszete altal 1étrehozott specialis tipusu relaciok voltak csak megengedhetok.

MAMDANI ezt a projekciokon alapul6 algoritmust sikeresen alkalmazta egy valos iranyitasi feladat
megoldasara. Vizsgalatait egy erésen nemlinearis gézgépes—gdzkazanos rendszeren végezte. Kisérletében az
irodalom alapjan rendelkezésre 4116 kiilonb6z6 nem hagyomanyos iranyitastechnikai megoldasokat
hasonlitotta 6ssze, tobbek kozott a szimbolikus logikan és a fuzzy elméleten alapuld szabalybazisos szakérto

jellegli iranyitast. Az 6sszehasonlito vizsgalat eredményeképpen a fuzzy modell adta a legjobb iranyitast.

Ett6] a pillanattol kezd6dott a fuzzy iranyitasi rendszerek karrierje. MAMDANI eljarasat a kés6bbiekben
tobben modositottak. gy az egyik igen természetesen modositas a LARSEN-féle algoritmus [95], mely
megvaltoztatta a kovetkeztetés végso 1épését, a tényleges beavatkozas kiszamitasanak modjat, késobb
azonban SUGENO és TAKAGTI egy olyan latszdlag 1ényegesen kiilonb6z6é modelltipust javasolt [132],
melyrdl azonban késébb KOCZY kimutatta, hogy a MAMDANI-modellel aszimptotikusan ekvivalens [66]. E
modellek részletes ismertetését lasd a 7.3. és 7.5. szakaszokban.

Az itt megismert modellek a fuzzy elmélet miiveldi kdrében alapvetden kétféle elméleti interpretaciot tettek
lehetévé. Az egyik az Gn. logikai interpretacid, amely egy ha—akkor tipusu szabalyt logikai implikacioként
értelmez. Ezzel a mddszerrel a szabalyok egyiittese tulajdonképpen az azonosan igaz logikai térben a
szabalyok altal olyan korlatos teriileteket definial, amelyeken beliil az egyes implikaciok hamis teriileteinek
figyelembevételével, az azonosan igaznal kisebb, helyenként 0 igazsagértékii, azaz hamis teriiletek
keletkeznek (lasd 5.1. abra).

5.1. abra - Az A — B fuzzy szabaly logikai implikaciéként valé interpretacidja
Ez az implementacio igen érdekes elméleti fejtegetésekre és tételbizonyitasokra adott lehetdséget, ezek az
elméleti megkozelitések azonban nem magyaraztak a konkrét MAMDANI-féle alkalmazast és az ezt kdveto,
egyre nagyobb szamban megjelend valddi ipari alkalmazasokat. Lényeges nehézséget jelentett itt a
MAMDANI-féle algoritmusban a min konjunkci6 alkalmazasa — melyet egyes szerzok kezdetben
MAMDANI-implikacionak neveztek —, nyilvanvalo azonban, hogy a konjunkcié nem rendelkezik az
implikacié tulajdonsdgaival, igy ez a miivelet egyaltalan nem is értelmezhetd implikacioként.

A masik megoldas, mely ZADEH fejtegetéseit is felhasznalja, a ha—akkor szabalyokat ugy értelmezi, mint
a bemeneti valtozok terér6l a kimeneti allapotvaltozok terére torténd fiiggvényszerli leképezés egy-egy
pontjanak példaszeri megadasat. Ezek a pontok azonban nem a hagyomanyos értelemben vett térbeli crisp
pontok, hanem ,,fuzzy pontok”, vagy akar fuzzy hiperintervallumok, és kiterjedésiik a pozitiv tagsagi értékek
figyelembevételével olyan, hogy ezek a szabalybazis szerint szomszédos pontok minden esetben részlegesen
atlapolnak. Ezt a megkozelitést ZADEH ,,fuzzy fiiggvénygorbe” (v6. az 1.1. abrat és a 7.2. abrat)
interpretacionak nevezte (fuzzy graph).

Ha a szabalyokat eszerint értelmezziik, a szabalybazis grafikus képe egy nulldban elhelyezett sikbol



kiemelked6 ,hipergulakat” tartalmaz, természetesen az egy pontnal nagyobb kiterjedésii magu antecedensek
(ha-részek, elozmények) esetében a gilak helyett csonkagula alakt relaciok keletkeznek. Ilyen modon a
szabalyok egymasba lancol6do (csonka)gulakbdl kialakitott kozelitéleg megadott fuzzy fliggvénygorbét
rajzolnak le. A magokat 6sszekotve megkapjuk azt a tényleges teriiletet, amin beliil a fiiggvénygdorbe tipikus
értéke talalhatd. Az egynél kisebb, de pozitiv tagsagi értékek kevésbé tipikus, egyre kevésbé igaz teriileteken
haladnak.

Ez az értelmezés nagyban segiti a ZADEH-, illetve MAMDANI-féle iranyitasi rendszerek miiszaki
alkalmazo6it, mivel a szemlélettel nagyon jol 6sszhangban all. Ez a magyarazata, hogy kiilondsebb
iranyitaselméleti ismeretek nélkiil is lehetdség van fuzzy iranyitasi modellek megalkotasara, mégpedig a
szemlélet alapjan olyan modon, hogy a tervezd Gsszerendelt, kozelitéleg ismert bemenet—kimenet parok
sokasagat valodsitja meg, minden egyes kozelité bemenet—kimenet értékpart egy fuzzy szaballyal
reprezentdlva. Amennyiben a reprezentans pontokra vonatkozo6 informacidk pontatlannak bizonyulnak, igen
konnyd a ,,fuzzy fliggvénygorbét” lokalisan modositani, egy, vagy néhany, egy adott kdrnyezetben
elhelyezkedd szabaly egyszeriien modosithato a szabalyok antecendenseinek €s konzekvenseinek (akkor-
rész vagy kovetkezmény rész) valamilyen mértékii alakvaltoztatasaval, illetve a mag helyzetének
modositasaval. Ilyen értelemben egy fuzzy szabalybazis egy statikus transzferfiiggvény kozelité megadasat
is jelenti.

Megjegyzendd, hogy ugyanazzal a logikaval, amellyel ZADEH a szimbolikus szabalybazison alapuld
szakértd iranyitasi rendszerek helyett redukalt bonyolultsagu fuzzy iranyitasi rendszereket javasolt, tovabb
csokkenthetd a bonyolultsag, extrém esetben akar — az adott modelltipuson beliil maradva — a lehetséges
minimumig, amely 2* s zdmu szabaly (itt k tovabbra is az allapotvéltozok szamat jelenti). A redukcid
megvalodsitasa a siirii szabalybazisokrol a ritka szabalybazisokra torténd attéréssel lehetséges. Ritka
szabalybazisok esetén sem a MAMDANI-, sem a rokon LARSEN-, TAKAGI-SUGENO-féle, stb.
szabalyrendszerek és a hozzajuk kapcsolodo kdvetkeztetési eljarasok, illetve az iranyitd rendszerben
alkalmazott kovetkezteté gépek nem alkalmazhatok. Ilyenkor sajatos, interpolativ kovetkeztetd gépeket kell
alkalmazni; az els6 ilyen kovetkeztetési modszereket KOCZY és HIROTA javasolték ([68], [69]; lasd 8.4.
szakasz), a kés6bbickben ennek a modszernek szamos altalanositasa, illetve modositott valtozata késziilt el
([41, [75], [90], [133], [141]; részletesebben lasd a 8.5. szakaszt).

Mindazonaltal, ezen eljarasoknak a kozos korlatjat az jelenti, hogy egy & a llapotvaltozés modell
mindenképpen exponencialis, mégpedig k-adik hatvannyal aranyos bonyolultsagii. A bonyolultsag tovabb
csokkenthetd, amennyiben lehetdség van a bemeneti allapottér valamilyen particionalasara. Az itt
alkalmazott megoldas a szamitasi algoritmusok korében ismert ,, 0szd meg és uralkodj” (divide and conquer)
eljaras alapotletén nyugszik olyan modon, hogy a modell allapotterét legalabb két altérre particionaljuk,
melyek direktszorzata adja a tényleges allapotteret. Az egyik altérben az allapotvaltozoknak egy olyan
csoportja szerepel, amelyek alkalmasak arra, hogy segitségiikkel a modell tovabbi allapotvaltozoit lokalisan
redukaljuk; tehat a teljes allapotteret ebben az altérben particionaljuk, majd a particié minden egyes
elemében egymastol fiiggetlen, és lehetdség szerint a teljes allapotvaltozo-készlethez képest csokkentett
allapotvaltozo-szamu alszabalybazisok, azaz részmodellek alkothatok. Ezzel az eljarassal a bonyolultsag igen
drasztikusan csokkenthetd, hiszen az eredeti allapotvaltozo-szamhoz képest 1ényegesen kisebb
hatvanykitevdjli exponencialis bonyolultsag is elérhetd. Ezen az elven alapszik SUGENO vezet6nélkiili
helikopter kisérlete [126], [128], majd ezt kdvetéen tobb mas sikeres iranyitasi és kovetkeztetési,
dontéstamogatasi alkalmazas.

A fuzzy iranyitasi rendszerek nagy elénye, hogy a modell kdzvetleniil bemenet—kimenet parok
megfigyelése segitségével allithato fel, és a kvazioptimalis iranyitasi algoritmus hangolas segitségével
allithato be. Természetesen az elényok hatranyokkal jarnak egyiitt: az ilyen modell mindig csak kozelitd



lehet, tehat olyan rendszerek esetében, ahol lehetdség van a pontos analitikus modell felallitasara — €s ennek,
valamint ismert iranyitaselméleti tételek alapjan az optimalis iranyitasnak a meghatarozasara —, nem érdemes
fuzzy megkdozelitéssel dolgozni, hiszen a fuzzy megoldas mindig szuboptimalis lesz; adott esetben

aszimptotikusan konvergéalhat az egyébként analitikusan ismert optimumhoz.

Tehat a fuzzy iranyitasi rendszerek alkalmazasanak teriilete elsésorban a vagy analitikusan nem ismert
rendszerek modellezése és iranyitasa, vagy az olyan nagy bonyolultsagu rendszereké, melyeknél az
analitikus modell ugyan ismert, de a modell még numerikus modszerek alkalmazasaval sem kezelhetd valos

1d6n beliil.

Ezzel érintettiink egy altalanos filozofiai jellegii problémat, amely a pontossag €s a kezelhetdség
egymashoz valé viszonyara vonatkozik. Altaldban jellemz6 az, hogy minél pontosabb egy kozelité modell,
annal nagyobb a szamitasi bonyolultsaga, azaz annal kevésbé kezelhetd. Minél alacsonyabb a szamitasi
bonyolultsag, tehat minél kezelhetébb egy modell, annal pontatlanabb, hiszen annal durvabb a benne
alkalmazott kozelités, legyen ez hagyomanyos, nem fuzzy jellegl intervallumos, vagy pedig a magéaban

interpolacids lehetdséget hordozo fuzzy halmazokkal torténd kozelités.

Valamely probléma fuzzy iranyitassal valé6 megoldhatosagat mindig az donti el, hogy milyen a probléma
eredendd bonyolultsaga és milyen mérvii kozelités, az eredeti pontos rendszertdl milyen mértéki eltérés

engedhetd meg az adott probléma még elfogadhaté megoldésa soran.

A fuzzy modell 6tlete az emberi gondolkodas masolasan alapult, hiszen szamos olyan feladat van, amelyet
mind a mai napig nem sikeriilt megnyugtaté moédon szamitégépesen vagy automatizaltan megoldani.
Ugyanakkor egy esetleg nem is kiilonlegesen képzett kezeld képes az adott probléma megoldasara. Jol
mutatja ezt a bevezetésben is emlitett autovezetési példa (lasd 1.4. szakasz). Természetesen még a fuzzy
iranyito rendszerek sem érték el azt a szintet, hogy egy ilyen bonyolultsagu feladatot képesek lennének
megoldani. A vezetdnélkiili helikopter iranyitas sikeressége jol alatimasztja azonban, hogy ehhez hasonld
feladatoknal a fuzzy iranyitds alkalmazasa sikerrel kecsegtethet, hiszen SUGENO kisérlete elétt semmilyen
mas megoldassal nem sikeriilt ezt a nagyon komplex feladatot megoldani; a helikopter ugyanis a
repiildgéphez képest sokkal tobb szabadsagi fokkal rendelkezik, és emiatt sokkal bonyolultabb modellt
kivan. Megjegyezziik azonban, hogy jelenleg még a SUGENO-féle helikopter irdnyitds sem keriilt tényleges

ipari alkalmazasra.

A hagyomanyos irdnyitaselmélet szemszdgébdl természetesen felmeriil egy sereg kérdés a fuzzy irdnyitasi
rendszerekkel kapcsolatban. E kérdések elsésorban arra vonatkoznak, hogy egy szabalybazissal adott modell
és az ezen alapulo kovetkeztetd eljaras eredményeképpen 1étrejott iranyitasi algoritmus a hagyomanyos
iranyitaselmélet eszkdzeivel hogyan értékelhetd példaul a rendszer stabilitdsa szempontjabol.

Ezen a téren ma mar szdmos eredmény ismeretes, de korantsem all rendelkezésiinkre a valasz minden
kérdésre. Tény, hogy a sikeres fuzzy irdnyitasi alkalmazasok egy jelentds része kisérleti hangolason és
elméleti megalapozottsag nélkiil, egyszeriien a stabil viselkedés megfigyelésén alapul. Szerencsére azonban a
bevezetdben emlitett fuzzy fiiggvénygdrbés interpretacio olyan tovabbi gondolatokat vet fel, amelyek
kozelebb visznek a stabilitasvizsgalat teljes és elméletileg megalapozott elvégzésének lehetdségéhez.
Amennyiben ugyanis a fuzzy szabalybazisokon alapulé modelleket Gigy tekintjiik, mint egy kozelitéleg
megadott bemenet—kimenet leképezési fliggvény valamilyen a tervezOmérnok szamara intuitive jol
megkdzelithetd és megfoghaté megvaldsulasat, ohatatlanul felmeriil az a kérdés, hogy milyen analitikus
matematikai modell irné le ezen, a kezel6 szempontjabol nagyon kellemes feliilettel rendelkez6 rendszer
viselkedését. Minden olyan fuzzy iranyitoban, amely nem fuzzy megfigyelésen és nem fuzzy beavatkozason
alapul, tehat ahol a kdvetkeztetd gép fuzzy kimenetének meghatarozasat végsé soron defuzzifikacio koveti,

lehetdség van az adott fuzzy iranyitd rendszer fekete dobozként, nem fuzzy, kozelito fiiggvénygeneratorként



valo elemzésére.

Egyes, a gyakorlatban hasznalatos egyszerli szabalybazistipusok (haromszog, trapéz, stb. alaku szabalyok)
esetében az atviteli fiiggvények explicit képletének meghatarozasa megtortént [33], [81], [82]. Az igy
meghatarozott fliggvényosztalyok meglepé modon szamos kiilonb6z6 fuzzy iranyitdsi algoritmus esetében is
hasonlénak bizonyultak. Amennyiben a tagsagi fiiggvények szakaszonként linearisak, akkor mind a
MAMDANI-, mind a LARSEN-, mind a TAKAGI-SUGENO-, mind pedig az interpolacios KH-féle
eljarascsalad esetében viszonylag egyszerti, racionalis tort fliggvényosztalyt sikeriil ilyen modon eléallitani.

Ez a fliggvényosztaly nem tul jelentGs szamitasigényii és korlatozott kozelitési tulajdonsagokkal bir.

Amennyiben a szabalyszam nem korlatos, természeteses ez a fliggvényosztaly is univerzalis kozelito
tulajdonsagu. Ezen a tényen alapulnak a fuzzy rendszereket univerzalis eszkdzként, univerzalis kozelitoként
targyalo matematikai eredmények. Abban az esetben azonban, ha a gyakorlati alkalmazasoknal ténylegesen
felmeriil6 szabalyszam korlatozasokat is figyelembe vessziik, az univerzalis kozelitési tulajdonsag elvész,
ugyanis az ilyen racionalis tortfliggvények osztalya matematikai értelemben véve sehol sem stirli a kozelitett
(folytonos) fliggvények terében, tehat ezek a fiiggvények pontos kozelitésre nem alkalmasak. Szerencsére a
gyakorlati feladatok nagy részénél nem is cél a minden hataron tili pontossagl kdzelités, hanem csupan egy
olyan viszonylag jo reprezentacio, amely az adott feladatot redlis méretben, szuboptimalis modon oldja meg.

Megjegyzendd, hogy sok gyakorlati feladatnal elvileg sem létezik az a fliggvény, melyet az adott
szabalybazissal igyeksziink kozeliteni, hanem 1étezik a valdosagban a fliggvényeknek egy végtelen elembdl
allo csaladja, melyekbdl egy jo szabalybazis egy jo reprezentaciot kivalaszthat, amely rendelkezhet az adott
fliggvénynyalab minden lényeges tulajdonsagaval. Az explicit fliggvények kozelitési tulajdonsagaival, illetve
altalaban a fuzzy rendszerek altal generalt fiiggvényosztalyok matematikai tulajdonsagaival a 7.6. és 7.7.
szakaszokban fogunk foglalkozni.

Erdekes tény, hogy ez a korlatos szabalyszam esetén viszonylag kedvez6 kozelitési tulajdonsagokkal
rendelkezo fiiggvényosztaly adott esetben igen eldnyds matematikai tulajdonsagokkal bir. Itt elsdsorban az
adott interpolaciéo matematikai stabilitdsara, vagy — mas oldalrol kozelitve — érzékenységére utalunk [55],
[133]. E fliggvényosztalyok, lasd példaul a KH-interpolaciot, ugyanis olyan értelemben matematikailag
stabilak, hogy a bemeneti értéke kismértékii, azaz korlatos megvaltozasa a kimeneten is csak kismértékii,
azaz korlatos valtozast idéz eld. Valamely konkrét modell esetén kompakt intervallumon ezek a korlatok a
teljes univerzumra érvényesen megadhatok. E kérdéskorrel szintén foglalkozunk roviden (lasd 4.2. pont).

6. Tudasbazis-alapu szakértoé rendszerek

Tartalom
6.1._Hagyomanyos iranyitasi és szakért6 rendszerek
6.2._Fuzzy szakértd rendszerek

6.1. Hagyomanyos iranyitasi és szakérté rendszerek

Miel6tt a fuzzy szabalyalapt kdvetkeztetési rendszereket részletesen targyalnank, vilagos képet kell
alkotnunk arrél, hogy mindennapos, de nehezen algoritmizalhato és gépiesithetd, szamitasi értelemben igen
bonyolult feladatokat — mint példaul az autovezetés, torékeny targy mozgatasa, vagy akar ismerdsiink
arcanak felismerése — hogyan old meg az ember, és milyen hagyomanyos automatizalt eljardsok ismertek e
témakorben [106]. Bar a felsorolt feladatok egyszeriinek tiinnek, mégis allando kihivast jelentenek a
mesterségesintelligencia-rendszerek tervezdinek, hiszen az ilyen berendezések teljesitménye és képessége
messze elmarad egy atlagos emberétdl.

Egy bizonyos feladat megoldasa soran, mint példaul egy mozgé akadaly kikeriilése, az adott szituaciod
megoldasahoz sziikséges Osszes rendelkezésre allo informaciot 6sszegytjtjik, igy példaul: a terep

adatok és a hasonl6 szituaciokkal kapcsolatban meglévo tapasztalatok felhasznalasaval kovetkeztetési



1épések sorozatat hajtjuk végre, amellyel megfeleld algoritmus esetén elérjiik a kittizott célt. Ezt a modszert
az alabbiak szerint lehet modellezni. Minden egyes kovetkeztetési 1épésnek (érvelésnek) egymastol
gyakorlatilag fiiggetlen mivelet felel meg. Ha van visszacsatolas az iranyitott rendszer és az iranyit6 személy
kozott, valamint ha a rendszer miikddésérdl rendelkezésre all elegendd informacio, akkor a végsé célt

iranyitasi 1épések véges sorozataval elérhetjiik (lasd 6.1. dbra).

Folyamat
-> (rendszer)

v

teljesitmény-
index

.

Szabélyozd

(dontéshozo) | =

6.1. abra - Zarthurku iranyitasi rendszer vazlata
A vazolt iranyitasi modell automatizalasat Gigy valdsithatjuk meg, ha helyettesitésére olyan egységet

hozunk létre, mely képes az 6sszes szamottevd iranyitoi kovetkeztetés meghozatalara.

Szakért6 rendszernek nevezziik az olyan szamitastechnikai rendszereket, melyek az emberi szakértd
kovetkeztetési folyamatat emulaljak valamely jol behatarolt szakmai teriileten. A szakérté rendszerek
megalkotasanak elsddleges célja az volt, hogy egyes szakteriiletek szakértdinek tapasztalatat, hozzaértését és
problémamegoldo-képességét elérhetévé és érthetdvé tegyék az adott teriileten tapasztalattal nem
rendelkez6k szdmara is. E rendszerek a szakértelem megismerésén kiviil tobbek kozt konzultacios,
diagnosztizalo, dontéstamogato, tanulasi, tervezési, vagy kutatasi tevékenységek tamogatasara is

alkalmazhatok.

A szakért6 rendszerek gondolata egyébként a fuzzy szakértd rendszerekénél sokkal régebbi, és a
klasszikus mesterséges intelligencia kutatashoz kotddik. A szakértd rendszerek altalaban ha—akkor tipusu
szabalyokbdl felépitett tudasbazist alkalmaznak, ahol a szabalyokban szerepld logikai szimbolumok
lényegében a BOOLE-algebrai strukturat koveto logika alapjan allnak. Ennek megfeleléen egy ha—akkor
tipust szabalyt implikacioként lehet értelmezni. Tehat ,ha & az A, akkor ¥ a 3> értelmezése A implikéalja B-
t (A — D). Az ilyen szakért6 rendszerekben a BOOLE-algebra ismert azonossagai, illetve a mar évszdzadok
ota ismert formalis logikai tautologiak segitségével lehet kovetkeztéseket levonni. Legismertebbek ezek
koziil a bevezetében mar emlitett modus ponens, a modus tollens és a hipotetikus szillogizmus, illetve ezek

tetszéleges kombinacioja

Az ilyen szakérto rendszerek hatranya az, hogy az alkalmazott szimbolumok a modellezett jelenséghez
nem illeszkednek jol. Mivel az iranyitasi feladatok jelentds részében olyan valtozokkal kell dolgozni,
amelyek folytonos értékkészletliek és analog jellegiiek, ezeknek az értékeknek formalis leirasara végtelen
sok szimbolumra volna sziikség. Ez természetesen lehetetlen, ezért a folytonos értékkészletet diszkrét
intervallumokra osztjak fel, é¢s minden ilyen intervallum egy-egy szimbolikus nevet kap. Az intervallumok

valamilyen értelemben vett legtipikusabb reprezentans értéke szerepel a szabalyokban.

Természetesen ugyanilyen probléma meriil fel az eredendden nem iranyitasi, hanem valamilyen emberi
szakértdi dontést igénylo teriileteken is. Ilyen példaul az orvostudomany, ahol a diagnosztizalas alapja
szamos olyan megfigyelés, amelyek egy jelentds része szintén folytonos értékkészletii valtozok mérésén
vagy becslésén alapul; ilyen példaul a vérnyomads, testhdmérséklet, stb.

Ugyanilyen problémak adddnak a gazdasagi dontéseknél is, ahol tulajdonképpen nagyobb mérvi képletes



formalizalasra nyilna lehetdség, de a vizsgalt rendszerek altalaban igen bonyolultak és igen sok valtozotol

fliggnek, ezért az emberi intuicid szerepe kiemelten fontos ezen a teriileten is.

A fuzzy szakért6 rendszerek nagy elonye a klasszikus szakérté rendszerekkel szemben, hogy itt nincs
sziikség olyan nagy szamu szimbolum hasznalatara, hanem az egyes szimbdlumokhoz tagsagi fliggvények
rendelédnek, amelyek a szimbolumhoz rendelt tipikus értéktdl valo tavolodasnak megfeleléen egyre kisebb
igazsagértéket hordoznak. Ezek minden esetben konvex és normalis fuzzy halmazok, altalaban fuzzy
szamok vagy fuzzy intervallumok. Az ilyen szakérto rendszerek a megfigyelt jellegzetes pontokon a
tudasbazis alapvet6 elemeit alkotd szabalyokbdl allnak, ezek kdzott pedig a részlegesen atlapolo tagsagi

fliggvények figyelembevételével interpolacios jellegii kozelités torténik.

Feltehetd, hogy ez a fajta interpolativ kozelités jellemz6 az emberi gondolkodasra is. Nehezen
feltételezhetd ugyanis, hogy példaul egy diagnosztizal6 orvos agya olyan mennyiségii adatot raktarozna,
amely minden, vagy csaknem minden, praxisaban eléforduld esetet kiilon szabaly forméjaban tartalmazna. A
diagndzis altalaban analdgias interpolativ modon torténik: jellegzetes, hasonld, vagy valamilyen értelemben
kozrefogd példak segitségével sikeriil meghatarozni, hogy az adott tiinetegyiittes milyen betegséget takar,
illetve milyen kezelést igényel.

Az automatikus, kovetkeztetés-alapu iranyitasi rendszer és a klasszikus zarthurki iranyitas
Osszehasonlitasahoz tekintsiik at el6szor ez utobbi rendszerek tervezési nehézségeit. Az 9sszes hagyomanyos

iranyitd rendszer tervezési stratégia az alabbi két 1ényeges feltételezésen alapszik:

* Az iranyitott rendszer ismert. A rendszert valamely modellje segitségével reprezentaljuk
(identifikaljuk), amelynek l1étrehozasahoz sziikség van a rendszerr6l rendelkezésre allo Gsszes 1ényeges
informaciora. Ekkor a rendszer kimeneti valasza a modell alapjan tetszdleges bemenet esetén
kiszamolhato.

Az identifikacios fazis a rendszer késobbi helyes miikodése szempontjabol alapvetoé fontossagu.

* Az iranyitas fliggvénye tomor matematikai formulak forméjaban adott, melyek tartalmazzak a rendszer

valtozo paramétereit. (Ezt az informaciot nevezziik a rendszer teljesitményindexének.)

Ha a fenti feltételek teljesiilnek, akkor az adott rendszer modellje a klasszikus iranyitaselmélet
modszereivel megalkothatd, és meghatarozhaté a mikddését iranyitdé optimalis rendszer, illetve
kiszamithatok ez utobbi paraméterei. A rendszer modellje segitségével végezziik az iranyitas optimalizalasat,

vagyis a rendszer kimenete €s a célfiiggvény altal generalt elméleti optimum kozotti eltérés minimalizalasat.

Abban az esetben azonban, ha a modellezett rendszer tul bonyolult (példaul er6sen nemlinearis), vagy
modellje eleve ismeretlen, az iranyitaselmélet hatékony és elegans modszerei €s matematikai hattere nem
hasznalhat6, az iranyitas alkalmazasanak feltételei megvalosithatatlanna valnak. Ha a rendszer nemlinedris,
jellege nem stacionarius, vagy ha a rendszer miikodését leird adatok hianyoznak, akkor modellje altalaban
nem alkothaté meg pontosan. Ekkor a rendszeridentifikacio rendelkezésre 4116 algoritmusai, melyek tobbek
kozt statisztikai modszereken, tapasztalati megfigyeléseken €s tobbvaltozos fliggvényoptimalizacion

alapulnak, nem, vagy csak megszoritasokkal alkalmazhatok.

A bonyolult rendszerek masik gyakori problémaja az, hogy a 1étrehozott modell tulsagosan is pontos,
talzottan specifikus, s igy a modellt leiré egyenletek bonyolultsaga és a benniik szereplé paraméterek szama
kezelhetetlenill magas. Ezt a jelenséget nevezi SCHWEPPE a ,tilmodellezés hibajanak” [112]. Tovabba,
ahogy ZADEH is ramutatott [157], az iranyitaselméletben megfigyelhetd az iranyitasi modellek
,matematizalddasi” trendje. Bonyolult rendszereknél nem sikeriil meghatarozni, hogy milyen optimalizalasi

stratégia szerint miikodjék az iranyitas.

Szintén nehezen megoldhato az a szakértd rendszereknél el6forduld hasonld szituacid, mikor a szakérté a

feladatot kozel optimalisan végre tudja hajtani, am a végrehajtas folyamatat és az alkalmazott (kvazi-)



optimalizalasi eljarast nem tudja megindokolni, €s igy a folyamat jellegzetességeit nem képes megismertetni,

az automatizalast nem tudja eldsegiteni.

Fontos megjegyezni, hogy ha képesek volnank a szakértd kezel iranyitasi protokolljat automatizalni,
akkor ezaltal két alapvetd az iranyitastechnikaban jelentkezd problémat is ki tudnank kiiszobdlni: a
rendszeridentifikalas és modellalkotas iddigényes 1épését, valamint a teljesitményindex explicit matematikai

formulakban valé megadasat.

Ha feltessziik, hogy a folyamat ismerete és a teljesitményindex magaban az iranyitasi protokollban van
elrejtve, akkor a probléma implicit médon megoldhat6. A gyakorlatban ugyanis a szakérto kezelok akkor is
képesek ésszert iranyitasi dontéseket hozni, ha a rendszer karakterisztikaja idében valtozo, nemlinearis,
vagy zaj 1ép fel. Ezt felfoghatjuk ugy is, hogy a rendszer ismerete és a teljesitményindex az iranyitasi
protokollban implicit médon, ,.kodoltan” jelenik meg. Ez a modszer jelentds elonydkkel jar, kiillondsen az
iranyitas céljanak meghatarozasanal, ugyanis a helyes teljesitményindex specifikalasa olykor bonyolultabb
feladat még a rendszeridentifikacios eljarasnal is. Ezen modszeren alapuld gyakorlati megoldasokban a
teljesitményindex kompromisszumot képez az iranyitaselmélet valodi kdvetelményei €s az egyszeriien
megvaldsithato iranyitasi stratégia kozott. (Példaul linearis modellek esetén kvadratikus alaka
teljesitményindex is elfogadhatd, amelybdl analitikus modszerekkel a megfeleld formulak
meghatarozhatoak.)
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6.2. abra - Kozvetlen tudasalapu szakért6 rendszer vazlata
A felsorolt okok teszik a tudasbazis- (vagy automatikus kovetkeztetés-) alapu szakértd rendszereket
hatékonnya sok alkalmazéasban. Bizonyos esetekben a szakértd rendszerek képesek az emberéhez hasonlo
dontések meghozatalara, és az emberi iranyitasi protokoll megkozelitésére. A szakértd rendszer tudasbazisa a
rendszer miikodését ismerd, azt sikeresen iranyitani képes operator gyakorlati tapasztalatainak segitségével

megalkotott iranyitasi stratégiak formalizaldsaval valosithaté meg.

Ha a tudasbazis alapt szakértd rendszer kozvetleniil helyettesiti az iranyitasi korben az iranyitdo modult

(vagy emberi segitséget), akkor kozvetlen szakérts rendszerr6l [46] beszéliink (6.2. dbra).

A szakértd rendszerek iranyitasi algoritmusanak implementalasa mindazonaltal tovabbi problémakat vet
fel. El6szor is olyan iranyitasi protokollt kell 1étrehozni, mely megvaldsitja az iranyitasi stratégia fébb
tulajdonsagait. Masodszor, a hatékonysag ndvelése érdekében olyan eszkozre van sziikség, mely egyrészt
elég rugalmas ahhoz, hogy képes legyen az iranyitasi protokoll nyelvi fogalmaival operalni, masrészt elég
pontos ahhoz, hogy szamitogépen implementalhato legyen. A kdvetkezo fejezetben bemutatasra keriild
fuzzy iranyitasi rendszer eszkdzt nyujt erre a célra, mely reprezentalni képes a pontos hatarok (definicio)
nélkili nyelvi fogalmakkal kifejezett kovetkeztetéseket, és igy megfeleld formalis keretet biztosit az imént

megfogalmazott kdvetelmények 6tvozésére.
6.2. Fuzzy szakértoé rendszerek

A fuzzy szakértd rendszerek szerkezetét és fébb Gsszetevoit illusztralja a 6.3. abra.
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6.3. abra - Fuzzy szakérté rendszerek szerkezeti vazlata
A szakértd rendszer 1ényegét a tuddasbdzis (hosszl tava memoria), az adatbdzis (rovid tiva memoria) és a

kovetkeztetd gép alkotja.

A tudasbazis tartalmazza a problémakdrrel vagy szakteriilettel kapcsolatos altalanos informaciokat. Fuzzy
szakértd rendszerek esetén ezt az informaciot fuzzy produkcios szabalyokkal adjuk meg, melyek tobbnyire
ha—akkor alakban teremtenek kapcsolatot a feltételek (antecedensek) és kovetkezmények (konzekvensek),
kdzott. A szabalyok altalanos alakja ,,Ha A akkor 37, ahol A és I3 a bemeneti és kimeneti univerzumok

fuzzy halmazai.

Az adatbazis célja a szakértd rendszer bizonyos feladataival kapcsolatos adatok tarolasa, melyet példaul a
rendszer a felhasznéaloval valé kommunikacio sordn szerez meg. Ezek jellemzden az adott feladat

végrehajtasahoz sziikséges paraméterértékek.

A kovetkeztetd gép (egység) a rendelkezésre allo tények (adatok) €s a fuzzy produkcids szabalyok
felhasznalasaval fuzzy kovetkeztetéseket hoz. A produkcids szabalyok kiértékelése két tipusu lehet: vagy
adat-vezérelt, amikor a megadott adatok és a produkcios szabalyok feltételrészeinek illesztésével a rendszer
az Osszes lehetséges kovetkeztetést eldallitja; vagy célvezérelt, amikor a cél és a produkcios szabalyok
kovetkezményrészeinek illesztésével keres a rendszer olyan tényeket (megfigyeléseket), melyek az adott
allapotban fennallnak. Az adatvezérelt modszer elérehalado, a célvezérelt pedig hatrafelé halado
kovetkeztetéseket végez. Iddigény szempontjabdl az utobbi mddszer eldnydsebb, mivel csak a célhoz vezetd

szabalyokat értékeli ki.

A kovetkeztetd egység a szabalyok alkalmazasi sorrendjére vagy a szabalyok kivalasztasara
metaszabdlyokat is felhasznalhat, melyek leallasi feltételeket, szabalyok kozotti (esetleg allapottol fiiggd)
precedenciakat, vagy a felhasznaloval torténé kommunikaciot hatarozzak meg. A metaszabdalybdazis alapvetd
célja, hogy a felesleges szabalyok alkalmazasat elkeriilve egyszertsitse a rendszer mitkodését. A
bonyolultabb rendszerek modellezéséhez hierarchikus szabalybazis és kovetkeztetd gép alkalmazasa
sziikséges. Ilyen rendszerekben kiemelt jelentdségii a metaszabalybazisok szintje, mely a szamitasi

bonyolultsag csokkentésében alapveto szerepet jatszik.

A kommunikacios/magyarazo feliilet a felhasznal6 és a rendszer kapcsolatat szolgalja, példaul a
konkluziohoz vezetd kovetkeztetési szabalyok sorozatanak megadasaval segitheti a felhasznalot a szakértd

rendszer miikodésének megértésében.

A fuzzy szakért6/iranyito rendszereknek jelentés irodalma van. Ezek koziil kiemeljiik a legfontosabb

konyveket, melyekben tovabbi nagyszamu hivatkozas talalhato folydiratokban és konferencia-



kiadvanyokban megjelent cikkekre: [41], [56], [93], [103], [142].

A kovetkez6 fejezetben részletesen targyaljuk a fuzzy iranyitasi rendszereket, melyek a fuzzy szakértd

rendszerek legelterjedtebb ¢s legsikeresebb alkalmazasat jelentik.

7. Fuzzy iranyitasi rendszerek
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7.1. A fuzzy iranyitasi rendszerek felépitése

A fuzzy iranyitdsi rendszerek (vagy roviden fuzzy iranyitok) 1ényegi eleme a szabalybdzis alapti modell. Ez
amodell ,,ha a bemenet A, akkor a kimenet I3” (A és B fuzzy halmazok) tipust szabdlyokbol 4ll. Az
egyszerli modellek, mint a ZADEH- vagy MAMDANI-féle, altalaban homogén szabalytipusbol épiilnek fel,
és bar 1étezik a szabalyoknak adott esetben tomoritett valtozata, amely esetleg egyes bemeneti
allapotvaltozokat egy-egy szabalyban kikiiszobol, ezek a szabalyok azonban tulajdonképpen tobb elemi
szabaly egyesitésébodl keletkezett kumulativ szabalyoknak tekintheték. A bonyolultabb hierarchikusan
strukturalt szabalybazisokban, ahol az allapottér particidja is megvalosul a szabalybazisokat felépitd
alszabalybazisok strukturalisan is kiilonbozhetnek. Ez azonban természetes, mivel az egyes
alszabalybazisokban a leirashoz sziikséges allapotvaltozok szama és jellege eltérhet egymastol. Szintén
kiilonbozik a particiot leird un. metaszabalybazis. Elvileg lehetséges a ketténél tobb fokozat vagy

tobblépcsds szabalybazis megalkotasa is, ilyenre azonban eddig a gyakorlatban még nem keriilt sor.

A szabalybazis szerkezetileg hasonlit a szimbolikus, mesterséges intelligenciaban hasznalatos szakérto
szabalybazisokra, 1ényeges kiilonbség azonban, hogy a szimbolumok mellett szubszimbolikus informacidkat
is tartalmaz, mégpedig az egyes szimbolumokhoz rendelt fuzzy tagsagi fiiggvények formajaban. Hasonlo
mondhato el a neuralis halézatokon alapulé modellek esetérdl is, ahol az egyes neuronok gerjesztési

fiiggvényei hordoznak hasonlé szubszimbolikus informaciot.

A fuzzy iranyitasi rendszerek tovabbi Osszetevoje az illeszkedési mértéket meghatarozo egység, amely
lényegében hasonldé médon miikédik mind fuzzy, mind pedig nem fuzzy, azaz crisp bemenetek esetében. Ez
az egység a szabalybazis antecedens elemeit hasonlitja 6ssze az aktualis megfigyelés tagsagi fliggvényével
vagy konkrét értékével, és a tiizeld szabalyoknal — tehat azon szabalyoknal, ahol az antecedens rész metszete
a megfigyeléssel nem iires — meghataroz egy 0 és 1 kozotti fuzzy illeszkedési mértéket. Altalanos esetben ez
nagy szamu tiizeld szabalyhoz tartoz¢ illeszkedési mértéket fog megadni, melyek ismeretében a kdvetkeztetd
gép a szabalybazis tiizeld szabalyainak konzekvens részeit értékeli ki az illeszkedési mérték valamilyen
moddon térténd figyelembevételével, melyek a konzekvens részeknél stlytényezdként szerepelnek, és a
tiizeld szabalyok sulyozott, illetve mdodositott konzekvensei, azaz akkor-részei keriilnek be a kdvetkeztetd
gépbe.

A fuzzy iranyitasi rendszereket alkotd harmadik egység a kovetkezteté gép. A kovetkeztetd gép lényege,



hogy az illeszkedési mérték meghatarozasa utan a kapott sulyokat a fuzzy szabalybazisban talalhato tiizeld
szabalyok konzekvenseivel (altalaban egy konjunkcio segitségével) kombinalja. A MAMDANI-modszer a
minimum, a LARSEN-médszer pedig az algebrai szorzat konjunkci6jat alkalmazza. Ertelemszertien a
TAKAGI-SUGENO-szabalyoknal ez a miivelet mas modon torténik, hiszen ott a konzekvens oldalon nem
fuzzy tagsagi fliggvények, hanem kimenet—bemenet kozdotti tényleges crisp fiiggvények szerepelnek. A
kovetkeztetd gép kimenete MAMDANI-, LARSEN- és hasonlo eljarasoknal, beleértve az interpolacion
alapul6é modszereket is, valamilyen altalaban nem konvex és normalis fuzzy tagsagi fliggvény formajaban
jelenik meg. Kivétel ezalol a TAKAGI-SUGENO-, és az ennek specialis esetét alkotdé SUGENO-iranyito,
ahol a konzekvensek eleve defuzzifikalt formaban vannak megadva.

A fuzzy iranyitoknal sziikség van arra, hogy valamilyen konkrét crisp beavatkozo érték jelenjék meg,
amely a kovetkeztetd gép kimenetén el6allo fuzzy tagsagi fiiggvény defuzzifikalasaval torténik. Ezért a
fuzzy irdnyit6 rendszerek negyedik alkotoeleme a defuzzifikalo egység, amely szamos kiilonbdzd technika
kozil véalasztva valamilyen modon a kapott fuzzy tagsagi fiiggvény legjellemzébb, legtipikusabb elemét,
vagy kozépértékét valasztja ki. A defuzzifikalasnal alkalmazott modszerek altalaban a mag kdzépsé vagy
sz¢1s6 tipikus értékét valasztjak ki, vagy pedig, a tagsagi fiiggvény alatti teriiletnek a kdzéppontjat, esetleg a
fliggvény alatti teriiletet egy mechanikai lemeznek felfogva, annak stulypontjat valasztjak. A defuzzifikacios
technikakat a késébbiekben részletesen elemezziik (lasd 7.4. szakasz). A fuzzy iranyitok négy alkotéelemét
abrazolja a 7.1. dbra.
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7.1. abra - Altalanos fuzzy iranyitasi rendszer vazlata

Megjegyzendd, hogy a nem iranyitasi célra alkalmazott olyan kovetkezteto vagy dontéstamogato
rendszerekben, amelyek az elobb leirtakkal 1ényegében azonos strukturajuak, am a kimenet emberi kezeld
szamara késziil, nem sziikséges a defuzzifikacid, hiszen sokszor a kapott fuzzy tagsagi fliggvény
informativabb egyetlen konkrét crisp kdzépértéknél. Ebben az esetben is el6fordulhat azonban, hogy a
kapott szabalytalan alaku nem konvex és nem normalis fiiggvényt egy hozza lehetdség szerint minél
kozelebb allo — valamilyen szabvanyos készletbdl valasztott, vagy pedig legalabb eldirt tulajdonsaggal
rendelkezd, tehat mindenképpen konvex és normalis, esetleg trapéz vagy haromszog alaku, stb. — legjobban
kozelito tagsagi fliggvényre cseréljiik. Ilyen esetben a defuzzifikalo egység helyett lingvisztikus kozelité
egység vagy CNF fiiggvénygenerdtor szerepel.

Megjegyzendd tovabba, hogy egyes szakirodalmi munkék az illeszkedésimérték-generalot fuzzifikalo
egységnek hivjak. Ez az elnevezés nagyon félrevezetd, mivel azt sugallja, hogy a fuzzifikalas és a
defuzzifikalas egymasnak inverz miiveletei. Ez a valésagban nem all fenn, a két miivelet egymassal
semmiképpen sem rokonithatd. Ez példaul abbdl is konnyen lathatd, hogy mig az illeszkedési mértéket
meghataroz6 egység bemenete minden esetben lehet egyszerre fuzzy vagy nem fuzzy érték, addig a
defuzzifikalo egység mindig crisp kimeneti értéket general. Az illeszkedésimérték-meghatarozé a
szabalybazis elemein mint univerzumon general egy fuzzy halmazt, a defuzzifikalé viszont az eredeti

univerzum fuzzy halmazat alakitja at.



Egyébként a bemenet és a kimenet szimmetrikus vagy inverz viselkedésének feltételezésén alapul a
KWONG-féle tagsagi fiiggvény nélkiili fuzzy iranyitd [94], mely ugyan matematikailag korrekt
osszefiiggéseket hasznal, de alkalmazasa soran éppen a fuzzy iranyitok legelonydsebb tulajdonsaga, a

konnyli ember—gép kommunikacio, illetve a kellemes ember—gép interfész vész el.

7.2. A fuzzy iranyitasi rendszerek alkotéegységei
7.2.1. A szabalybazis szerkezete

A fuzzy kovetkeztetd rendszerek a szakértd iranyitasi rendszerek egy tipusat alkotjak, és igy alkalmasak
arra, hogy szakért6kt6l szarmazoé informaciot épitsenek be a tudasbazisuk altal reprezentalt modellbe. Ennek
hatalmas jelentGsége van olyan iranyitasi problémaknal, melyek matematikai modellje bonyolult vagy
egyaltalan nem ismert, vagy ahol a sziikséges hagyomanyos iranyitasi rendszer hasznalata nehézkes, illetve
draga. Ezek a nehézségek altalaban a folyamat nemlinearitasara, idében valé valtozasara, a kornyezeti
tényez6kben fellépd jelentds zavarokra — melyek akadalyozzak a pontos és hiteles mérések elkészitését —
vagy mas tényezOk altal kivaltott okokra vezethetdk vissza. Az a tapaszatalat azonban, hogy szakértd

operatorok még ilyen koriilmények kozott is képesek a rendszer hatékony iranyitasara.

A gyakorlott operatortdl kapott informaciok dsszessége a folyamat irdnyitaselméleti modelljének
alternativdjaként hasznalhatd. Annak ellenére, hogy ennek az ismeretanyagnak a pontos matematikai
fogalmakkal valo kifejezése szintén gondot okoz, mégis konnyebben leirhatok az iranyitas 1épései nyelvi

fogalmak segitségével.

A tudasbazis analizisének nevezziik a szakértének iranyitott folyamatra vonatkozo6 ismereteinek

rendszerezését és kiértékelését [38], melyre tobb, széles korben elterjedt modszer ismert.

* Azun. kozvetlen eljaras, ha a rendszert ,,manualisan” iranyitani képes szakértd nyelvi szabalyok

form4jéban irja le a rendszer miikodésérdl kialakult tudasat.

+  Kozvetett modszernek nevezziik, amikor bizonyos ideig megfigyeljiik az operator munkajat iranyitas
kozben, és ezalatt a sziikséges informaciokat (bemenetek, iranyitas értéke, rendszerparaméterek)
feljegyezziik. Ezutan az adatok kozvetlen feldolgozasaval vagy klaszterezési eljarassal (lasd példaul
hasonlé modszer, amikor a rendszer miikodésérdl mintaadatok allnak rendelkezésre, amelyek alapjan
megalkothatjuk a nyelvi szabalyokat. Ezt a modszert részletesebben a neurofuzzy iranyitasi
rendszereknél fogjuk targyalni a 7.8. szakaszban.

* A szabalyokat kdzvetleniil is megkaphatjuk, ha a folyamat (rendszer) miikddése fuzzy modell
segitségével van leirva.

*  Végiil az iranyitasi rendszer maga is alkothat szabalyokat, illetve tanulhat sajat miikodésébdl, ha
rendelkezésre all egy metaszabalybazis, melynek felhasznalasaval az iranyitasi rendszer képes
kiértékelni sajat viselkedését és eldonteni, hogy az adott irdnyitasi miivelet hatasara a rendszer jobb
vagy rosszabb allapotba keriil [107].

A fuzzy szabalybazis alkoto6i természetes nyelvi szabalyok
R:Hax = A akkor y= DB (7.1)
formajuak, ahol & € X a bemeneti vdltozé, Y < Y a kimeneti valtozé vagy kévetkeztetés, X, illetve Y
rendre a bemeneti, illetve kimeneti véaltozok alaphalmaza, tovabba A és B nyelvi valtozok. A az R szabaly
antecedense (elézménye), BB pedig az R szabdly konzekvense (kdvetkezménye). Ha a szabalyban szerepl
nyelvi valtozok, azaz az antecedens €s konzekvens fuzzy halmazok, akkor fuzzy szabdlyrél beszéliink.

Tegyiik fel, hogy egy kozlekedési lampa miikddését iranyité fuzzy rendszer szabalybazisaban tartalmazza a



,»,Ha a forgalom erds északi iranyban, akkor a lampa legyen hosszabb ideig z61d” szabalyt. Ebben az esetben
az I bemeneti valtozo az ,,északi irdnya forgalom”, a kovetkeztetés ¥, azaz hogy mi a teend6 a z6ld
lampaval. Az A szabalyantecedensnek az ,,erds forgalom” nyelvi fogalmat, a I3 konzekvensnek a ,,hosszabb

ideig legyen z6ld” nyelvi fogalmat leiré fuzzy halmaz felel meg.

A rendszer miikodését leird nyelvi szabalyok 0sszességét nevezziik fuzzy szabdlybdzisnak (vo. 7.1. abra).
A szabalyok antecedense fuzzy halmazokkal irja le a bemeneti valtozok valamely ,koriilbeliili” allapotat. A

konzekvensek az adott antecedenshez tartozo kimeneti fuzzy értéket hatarozzak meg.

A modellezett rendszer bonyolultsagatol fiiggden a szabalybazis altalaban tobbdimenzids szabalyokat

tartalmaz. Ha a rendszernek 7 bemenete és 1 kimenete van, akkor az i-edik szabaly altaldnosan

R;:Ha z = A, akkor y = B; (7.2)
e e L e X. v - -
alak, ahol a <L = (T1+---+Tn/ 3 bemeneti értékek vektora, *i < "\./, X=X; XXX},

A= (A .. AL A e X y= W YUm) ot -
alaphalmaz, £2i AL - ni/ az antecedens halmazok vektora, <4 = A J : Jimi g k1men§t1
valtozok vektora, Yi € }.j, Y =Y x -+ X Y}, 4 kimeneti valtozok alaphalmaza, B; = (Bii..... B} a
konzekvens halmazok vektora, B e} ,és L € (L. "], ahol 1 a szabalyok szama. A (7.2) szabaly felirhat6
Ri:Hax; =A;és ... &, = Ay akkor y = B; (7.

formaban is, amely jobban kifejezi hogy a szabaly alkalmazasanak feltétele, hogy az dsszes bemeneti
valtozoé értéke pozitiv mértékben essen a megfeleld antecedens halmazba. Vegyiik észre, hogy a kimend
valtozok értékei fiiggetlenek egymastol, azaz az m kimenetl szabalyok 7 darab, egymastol fiiggetlen, egy

kimenetl szabaly halmazara dekomponalhatok. Formalisan:

Ri —{Ri..... Ry.i}
ahol
Ri;: Haxi=A ;65 ... ésx, = A, ; akkor y, = By ;.

R,;: Hawx=A ;6 ... ésx, =A,,; akkor y,, = B,, ;.

A szabdlyok kimeneti oldaldnak dekompondldsaval egyszeriibb szabalyokat kapunk. A rendszer valés idejli mtikodése szempontjabdl alapvetd
jelentSségli az, hogy az id6igény ilyen mddon csokken, hiszen a kiilonb6zg kimeneti valtozok értékei parhuzamosan szamolhatdk linedris idGben.
Ezért a tovabbiakban csak egykimenet( rendszerekkel foglalkozunk.

7.2.2. A szabalyok abrazolasa fuzzy relaciokkal

A fuzzy szabalyok interpretalasanak tobbféle megkozelitése 1étezik [32] (vO. Bevezetés, 1.3. szakasz). Az
egyik, széles kdrben elterjedt felfogas szerint a (7.1) alaku szabaly egy A x B, fuzzy pont”. A szabalyok
Osszessége (azaz a szabalybazis) pedig egy " pontbdl allo , fuzzy fiiggvénygdrbe” (' a szabalyok szama). A
fuzzy fliggvénygorbe a bemend és kimend valtozok (i és ¥) kozotti relacio hozzavetdleges leirasanak
tekinthet6 [163] (lasd a 7.2. dbrat). A fuzzy szabalyokat valamely konjunkcid (t-norma) segitségével adjuk
meg (az A X B DESCARTES-szorzattal). Az irodalomban elterjedt az az interpretécié is, ahol a ha—akkor
tipust szabalyokat implikacioként értelmezik (lasd még az 5.1. dbrat). A gyakorlati alkalmazasok azonban a
konjunkcids megoldason alapulnak, ezért az implikacios valtozatot itt nem targyaljuk. A konjunkcio alapu
modell az egyes szabalyokat adatparokként kezeli, tehat példaul a (7.1) szabalyt az (A.B) adatparnak
tekinti, mely az A szabalyantecedens és I3 szabalykonzekvens kozott meglévé relaciot irja le. A szabalyok
egyszerisitett jelolésére a félreérthetdség kizarasaval az implikacio jelét hasznaljuk, azaz a (7.1)-et az

Ri: A; — B;

forméban adjuk meg téméren.



7.2. abra - Fuzzy szabalyok abrazolasa fuzzy fiiggvénygorbével
Az Bi fuzzy szabaly-relacio, az X x Y DESCARTES-szorzat-téren értelmezett fuzzy halmaz, amely a
Ri(x.y) : pig, oy (v.y) =t (Ai(x) . Bi(y)). (r.y)eX xY

képlettel adhaté meg, ahol t egy tetszGleges t-norma, a gyakorlatban tobbnyire a mMin mivelet (I4sd 7.3 abra), azaz ha a ZADEH-féle t-normét

hasznéljuk, az 4 Vi relacié

KR, (x,3) (’ y) = lllill(A,‘ (I) . Bi (U)) s (71)

alakq lesz.

7.3. abra - Fuzzy szabaly-relacio. A szabalybazis az Al = Byésaz Ax — By szabalyokat tartalmazza
A szabalybazisban szereplé 6sszes szabalyok unidjaként adhatjuk meg az I? fuzzy szabdlybdzis-reldciot,

amely a szabalyokban megtalalhat6 6sszes informaciot tartalmazza:

R=UH,-

i=1
Ha a ZADEH-féle uniét hasznéljuk t-konormaként, akkor a teljes R relaciot

T T .
MRty (2.Y) = maX (ip, (o) (2.y)) = max (min (4; (z), B: (y)))
alakban irhatjuk fel. A (7.4) és (7.5) kifejezések tobbdimenzids bemenet esetén értelemszeriien valtoznak:

PR (2 zny) (T1ee 2 y) = min( Ay (1) ... Ani(xn) . Bily))
.

HR(z,y,..., Tyy) (;1'1 see il l/) = 1?:11‘\ (lllf.,(J'l......l',,.]/:] ('rl seeeailp, U)) ?

ahol (T1sev st Tn.y) € Xy X x X, XY

7.2.3. Nyelvi valtozok és fuzzy halmazok szemantikaja

A fuzzy szabalyokkal megfogalmazott irdnyitasi stratégiak jelentds elonye a hagyomanyos modszerekkel
szemben, hogy a szabalyok kdzvetlen természetes nyelvi voltuk miatt konnyen érthetdek, ugyanakkor
numerikus szdmoldsoknal is alkalmazhat6éak. A numerikus felhasznalhatdsagot a nyelvi véltozok



(szabalyantecedensek ¢s -konzekvensek) fuzzy halmazként valo reprezentalasa teszi lehetové.

A nyelvi (lingvisztikai) valtozo elnevezést ZADEH vezette be [159], a nyelvi valtozo értékei természetes
(vagy mesterséges) nyelvi szavak vagy kifejezések lehetnek. Példaul a ,,sebesség” nyelvi valtozd, ha értékei
nem numerikusan, hanem szavakkal definidltak, azaz 5, 20, 50 vagy 200 km/h helyett nagyon lassu, lassu,

atlagos sebességii, illetve nagyon gyors értékeket vehet fel.

A lingvisztikai valtozokat tehat fuzzy halmazokkal adhatjuk meg. A fuzzy halmazoknak tobbféle
szemantika (értelmezés) feleltethetd meg [31]. Torténetileg az els6 felfogas a konvex és normalis fuzzy
halmazokat a hasonldosag, kozelség, megkiilonboztethetetlenség leirasaként értelmezték. Eszerint azok az
elemek, melyeknek tagsagi értéke 1, azaz a magban talalhatok, az adott fuzzy halmaz prototipusa, mig a
tobbi elem 1-nél kisebb tagsagi értéke a prototipuselem(ek)hez valo kozelséget hatarozza meg. Ez a
megkozelités példaul az osztalyozasi és alakfelismerési feladatoknal hasznalatos, ahol egy vizsgalt objektum
akkor keriil egy adott (fuzzy) osztalyba, ha valamilyen elbiralas szerint elégséges mértékben hasonl6 a

prototipushoz, azaz elég nagy a tagsagi értéke az adott halmazban [13].

Egy mas értelmezés szerint a fuzzy halmazok 1ényegében bizonytalan allapotokat irnak le szubjektiv
valoszintliségi eloszlasok esetén. Eszerint a fuzzy halmazok pontatlan vagy bizonytalan informaciok

modellezésére alkalmasak [161].

A harmadik szemantikai magyarazat szerint a fuzzy halmazok rugalmas kényszerfeltételek, specifikaciok
vagy célok esetén a feltételektdl fiiggo, kiilonbozo, tobbé-kevésbé elfogadhatdé megoldasok kozotti dontési
preferenciakat testesitik meg [14]. A fuzzy halmazok elmélete a fokozatossag bevezetésével lehet§vé tette a
kétpolusu igen-nem tipusu dontések finomitasat, s ily modon a dontési skala kiterjesztését a két széls6érték, a
teljesen elfogadhaté és a teljesen elfogadhatatlan kozott. Ennek az értelmezésnek igen komoly szerepe van
dontéstamogatasi problémak esetén. Fuzzy halmazok felhasznalasaval a hagyomanyos kényszerfeltétel-
megoldo algoritmusok és optimalizacios technikak is kiegészithetok oly modon, hogy képesek legyenek
egyszerre kezelni rugalmas feltételeket és bizonytalan adatokat.

A felsorolt harom értelmezés szerint egy fuzzy halmaz tagsagi értékei a kontextustol fiiggden (legalabb)
harom kiilonb6z6 modon értelmezhetdek. Legyen a példa a ,,magas” nyelvi cimkével ellatott halmaz. Az
els6é szemantika szerint a ,,magas” fogalom a magassagoknak egy fuzzy osztalyat hatarozza meg, mely
kozeliti a magas prototipusanak értékeit. Masodszor jelenthet egy bizonytalan allapotot, amennyiben csak azt
tudjuk, hogy példaul ,,Janos magas”, de tovabbi informacidéval nem rendelkeziink a magassagarol. Ekkor
szubjektiv valdszinliségi eloszlast adhatunk meg Janos magassaganak konkrét értékeit illetdleg. Végiil a
halmaz kifejezhet egy rugalmas feltételt, azaz ha valamilyen célbdl olyasvalakit keresiink aki ,,magas”, azaz
aki valamilyen értelemben megfelel egy feltételnek.

Fuzzy irdnyitasi rendszerek esetén a fuzzy halmazoknak mindhdrom szemantikus értelmezését hasznaljuk.
Az els6t, mikor nyelvi cimkéket és valtozokat hozunk 1étre, a masodikat a fuzzy szabalyok megalkotasanal, a
harmadikat pedig a bemeneti halmazok (megfigyelés) fuzzy halmazza alakitasanal.

7.2.4. Fuzzy particiok és tulajdonsagaik

A szabalybazis szabdlyai a bazis altal reprezentalt informacio egységei. Az informacidegységeknek
minden dimenzidban nyelvi valtozok értékei felelnek meg, melyeket fuzzy halmazokkal modelleziink. Az
egyes nyelvi valtozok lehetséges értékei altalanos értelemben felosztjak, illetve részlegesen lefedik a
valtozohoz tartozo6 alaphalmazt.

Valamely bemeneti nyelvi valtozohoz tartozé fuzzy halmazokra az alabbi feltételnek kell teljesiilnie:
Egyiittesen fedjék le az alaphalmazt olyan értelemben, hogy minden lehetséges bemeneti értékre 1étezzék
valamilyen pozitiv tagsagi értékl informécio. Formalisan megfogalmazva, ha az X alaphalmazon értelmezett

LA,

valtozéhoz az 141+ -+ } fuzzy halmazok tartoznak, akkor



Vee X, Jiell,n]: Ai(z) =&,
ahol £ = Daz X ]efedettsegenek merteke (Z.4. abra). Erre azért van sziikség, hogy minden megﬁ gyeleshez 1étezzEk a szabélybazisban olyan

szabdly, amelynek alapjdn az irdnyitdsi rendszer képes valamilyen kovetkeztetés meghozataldra. Az ~ R G EEREE 4 fuzzy
halmazcsalddot az X alaphalmaz fuzzy particidjanak nevezik.

7.4. abra - Az alaphalmaz £-lefedése fuzzy halmazokkal
Ha az i halmazok tagsagi értékének dsszege minden & alaphalmazbeli elemre vonatkozoan 1, akkor az
A halmazcsalad Gn. RUSPINI-particiét alkot [109]:

Z Ai(z)=1, Yre X. (7.6)

i=1
Az igen elterjedt haromszog vagy trapéz alaku antecedens halmazok esetén a (7.6) feltétel konnyen
teljesithetd, ha a
sup(supp (A; (z)) = inf (core (A; 41 (2)))
sup(core (A; (x)) = inf (supp (Aiy1 (x)))

osszefiiggések fenndllnak, vagyis ha minden fuzzy halmaz magjénak széls6értékei megegyeznek a megel6z6 és a rakovetkez6 fuzzy halmaz
tartjdnak maximumadval, illetve minimuméval (1dsd 7.5. abra).

7.5. abra - Fuzzy halmazok RUSPINI-particidja

n
1
N P A’ particid
-5 0 5 X
NL @6{}@@ PL A partici6
2,5 -1,25 0 1,25

7.6. abra - Az A fuzzy particié hét, mig az A’ harom nyelvi kifejezést tartalmaz
Nagyon lényeges a megfeleld alaphalmaz kivalasztasa. Ha a megfigyelés numerikus jellegii, akkor
célszerli az alaphalmaz als6 és felsd korlatjat oly moédon meghatarozni, hogy tartalmazzon minden lehetséges
megfigyelést. Az alaphalmaz skélazasat ugy kell megoldani, hogy az lehetdleg viszonylag kis szamu fuzzy
halmazzal lefedhet6 legyen, ugyanis a végrehajtasi id6 és a szabalybazis tarolasahoz sziikséges tarigény
exponencialisan aranyos a szabalyok (azaz az antecedens) halmazok szamaval (lasd még 8.1. szakasz).

Az A fuzzy particié specifikusabb, mint az A’ ha minden eleme specifikusabb valamilyen mérték szerint.
Ekkor az A elemeinek szdma nagyobb A’ elemszamanal, azaz tobb fuzzy halmazt tartalmaz. Példaul a

A ={N, Z, P} particional az A={NL,NM, NS, Z. PS. PM. PB} specifikusabb (lasd 7.6.

abra). Itt jegyezziik meg, hogy a konyvben az ilyen jellegii nyelvi kifejezések értékére az irodalomban



elterjedt angol roviditéseket alkalmazzuk: N negativ, Z koriilbeliil nulla, P pozitiv, L nagy, M kozepes, S

kicsi; eszerint példaul a PN kdzepes pozitiv értéket jelent.

Ugyanakkor megfigyelhetd, hogy minél tobb nyelvi kifejezést tartalmaz egy fuzzy particio, a nyelvi
cimkék kifejezoereje annal kisebb lesz, hiszen a fuzzy particiok e két tulajdonsaga kdlcsondsen gyengiti
egymast. SzElsdséges esetben, ha a fuzzy halmazok egyelemii numerikus értékekhez kozelitenek, a particid
specifikussaga nagy lesz, de a nyelvi kifejezoképesség teljesen eltlinik. Tehat a nyelvi cimkék, azaz a
felhasznalt fuzzy halmazok szamanak meghatarozasanal ésszeri kompromisszumra kell térekedni a

pontossag és a nyelvi kifejezéerd (és mint késobb latni fogjuk, a szamitasi bonyolultsag) kozott.
7.3. Mamdani-féle fuzzy iranyitasi rendszerek

A fuzzy iranyitasi rendszerek alapelvét el6sz6r ZADEH javasolta 1973-ban [158] a nagy bonyolultsaga
IV ) 4 3\
rendszerek modellezését tekintve elsédleges célnak. E modszer 1ényege, hogy (X x Y. pup) formaban,
fuzzy relacioként interpretalja a szabalybazist, ahol
pr: X xY —[0.1].
A megfigyelés ekvivalenciarelacioként fogalmazhaté meg:
A" X x X = [0,1],

ilyen médon lehet6vé téve a kivetkeztetés (példdul a INAX és 1MI1 normédkon alapul6) fuzzy kompozicioként valé el6allitasat (Idsd 7.7. abra):

B*=A"oR.

7.7. abra - A kompozicios kovetkeztetési szabaly

A nagy szamitasigény miatt azonban a gyakorlati alkalmazasokban az algoritmusnak a MAMDANTI altal
egy évvel késdbb modositott véltozata terjedt el [99], mely tobbdimenzios X bemenet esetén nem magan az
R relécion, hanem annak ortogonalis projekcioin miitkodé algoritmust hasznal. Ezzel az eljaras ersen
megszoritja ugyan a szoba johetd modellek korét, ugyanakkor a szdmitasi bonyolultsag szempontjabol
Iényegesen kedvezdbb helyzetet teremt. Az alabbiakban ismertetjiik a MAMDANI-iranyitok miikodési elvét.

A fuzzy iranyitasi rendszerek altalanos felépitését a fejezet elején targyaltuk (lasd 7.1. abra). Ezeknek
leglényegesebb alapegysége a kdvetkeztetd gép altal hasznalt kdvetkeztetési algoritmus, mely eléallitja a
megfigyelésbdl a kovetkeztetést.

A kovetkeztetési algoritmus elso 1épése az aktualis megfigyelés (bemeneti értékek) és a szabalyok
antecedenseinek illesztése. Minden egyes szabalyantecedenshez meg kell hatarozni a megfigyeléssel vald
illeszkedés (tiizelés vagy hasonlosag) mértékét, melynek alapjan meghatarozhat6, hogy az egyes szabalyok
milyen mértékben jatszanak szerepet a konkluzio megalkotasaban.

Legyen az A" € Xy x - X Xy, az n-dimenzios megfigyelésvektor, az 7" darab szabaly pedig (7.3)
alaki. Az illeszkedés mértéke a J-edik dimenzioban (J € [1:72]) 5

wj.i = max {min {A} (x;). Aji(z;)}}

=~
-/



Aji

). . A*
sulyfaktor kiszamitasaval hatarozhaté meg (lasd 7.8. abra). A Wi.i stlyfaktor az ‘4‘! megfigyelés és az ~

szabalyantecedens kapcsolatat jellemzi.

7.8. abra - Az illeszkedés mértékének meghatirozasa egy dimenzioban
Az Bi szabaly alkalmazhatdsagat (illeszkedésének mértékét) a szabaly feltételoldalan 1évo dsszes
antecedenshez tartoz6 sulyfaktorok minimumaként hatarozhatjuk meg (7.9. dbra):

n
w; = 1;11}1 W ;. (7.8)
J=

7.9. abra - Az illeszkedés mértékének meghatarozasa tobb dimenziéban
A Wi sfilyfaktor adja meg, hogy az R; szabaly konzekvense milyen mértékben szerepel a végsd
kovetkezmény eldallitasaban. A Bi konzekvenst Wi ,,magassagban” csonkoljuk, s igy kapjuk meg az adott
megfigyeléshez és szabalyhoz tartozo B kovetkeztetést (£.10. abra). Formalisan

B} (y) = min (wi, Bi (y)) (7.9)
u B4 u .
1 A, A 1 2 R, 1 !
Xl X: Y

7.10. 4bra - Az Ri szabalyhoz tartozé kovetkeztetés meghatarozasa
Vegyiik észre, hogy ha a megfigyelés az antecedenssel minden dimenzidban egyezik, vagy elfedi azt,
akkor a sulyfaktor értéke 1 lesz, és a ©2i kovetkeztetés megegyezik a szabaly konzekvensével. Ugyanakkor,
ha barmelyik dimenzidoban a megfigyelés és az antecedens metszete iires, azaz 1étezik Jj €L ’], hogy

Wji = “, tehat Wi = U akkor a szabalyhoz tartozo kovetkeztetés iires fuzzy halmaz lesz.

+
Az egész szabalybazishoz tartozo dsszesitett kovetkeztetés az egyes szabalyokhoz tartozd B! yonkluziok

unidjaként all eld:

-
B* = | J B} azaz B (y) = u_élfc B! (y). (7.10)
l:l 1=
A végso konkluzié meghatarozasa a MAMDANI-mddszer esetén interpolativ jellegli abban az értelemben,
hogy azt tobb szabaly kovetkeztetésének egyfajta sulyozott atlagolasaval kapjuk, ahol az egyes
kovetkeztetéseket a bemenet és a megfigyelés illeszkedésének mértékével stilyozzuk.

A MAMDANI-féle modszer egészének mitkodésérol a 7.11. dbra ad attekintést.



7.11. abra - MAMDANI-irdnyit6 algoritmusa

Figyeljiilk meg a modszerben a fuzzy relaciok megjelenését. A szabalybazis relacio

R(xy.....¢.y) = max {111111{41 P T P A (). B( z/)}}
R(z.y) = l}ii;( {“}_i}} {Ai (z).B (;f/)}}

alakban frhat6 fel. Osszegezve a (7.7)—(7.10) képleteket, az aldbbi egyenleteket kapjuk:
(o / .
wj; = max ¢ min {45 (x;)  Aji (2 )}}

w; = nun {mmc {unn { A% (x5), Aji (5 )} }}
mm {mm {43 (: ()} }}

= max {111111{4‘ x). A ( _)}}
B! (y) _mm{B1 max{nnn{»&’ (x) . A; ( I)}}}

= max
Ty,

= max mm{ 111111{4 (). Ai (z )}}}

= IIldX

{mm{B (y), A* (z) . A; ( z)}}
u)—max{ma.\c{mm{B (y) . A" (z)., A; (L)}}}

= max ma.\ {mm{»l‘ (z), 111111{4 (z).B;i(y }}}}

€.y

T Y

= max {mm { (z), m.vc nnn {Ai ( 1/)}} }

A (7.15) egyenletben a szablybazis relacidjanak (7.1 1 ) képletét behelyettesitve a

B* (y) = max {"}i,}l {A* (z). R (z. .u)}} (7.16)

Osszefiiggéshez jutunk. Konnyen észrevehetjiik, hogy a (7.16) kifejezés a max-min kompozicio alaku
fuzzy relacié (vo6. (4.10)), a MAMDANI-modszer kovetkeztetési algoritmusa altal eléallitott konklazio, a

megfigyelés, és a szabalybazis relacié max-min kompozicidja:



B*=A"oR.
Ezért ezt a kovetkeztetési eljardst kompozicios kovetkeztetési szabdlynak is nevezik a szakirodalomban.

MAMDANI a fent ismertetett eljarasat sikeresen alkalmazta egy féliizemi gézgépes rendszer kvazioptimalis
iranyitasara. Ezt az er6sen nemlinedris rendszert mas ismert technikakkal csak ennél rosszabb eredménnyel
lehetett iranyitani [99].

A MAMDANI-féle eljarasban alkalmazottol eltérd t-normak és t-konormak hasznalataval hasonlo
modszereket kaphatunk. A legismertebb a LARSEN altal javasolt algoritmus [95], melyben a ZADEH-féle
metszetet az algebrai szorzattal helyettesitve kedvezd tulajdonsagt kovetkeztetd eljarast kapunk (lasd 7.12.
abra). Ennek alapjan a (7.10) kifejezés a
B (y) = max{w; - B; (y)}

1=

egyenletre modosul.

B*

7.12. abra - LARSEN-tipusu kovetkezteté eljaras altal szamolt konkluzio

7.4. Defuzzifikacios modszerek

A MAMDANI-tipusu kdvetkeztetési algoritmusok fuzzy halmazt adnak eredményiil. Ez az elsédleges
konkluzio, mely altalaban lingvisztikai kifejezésekkel kozelithetd, vagy dsszetett rendszerek esetén mas
fuzzy iranyitasi rendszer bemeneti adataként hasznosithatd. A gyakorlati alkalmazasok zémében azonban a
fuzzy iranyitasi rendszer kimeneteként egyszerii crisp numerikus értékre van sziikség. A fuzzy konklaziobol
tehat ki kell véalasztani egy konkrét értéket, mely az adott fuzzy halmazt az alkalmazastol, illetve modellezett
rendszertdl fiiggden a legjobban jellemzi. Ezt az eljarast defuzzifikdacionak nevezziik. Az alkalmazas tipusatol
fliggéen a fuzzy halmaz értelme eltérd lehet, ezért a megfeleld eredmény eléréséhez kiilonb6zo

defuzzifikacios modszereket célszerii hasznalni.

A fuzzy szakirodalomban szamos defuzzifikdcidos modszer ismert, melyek koziil a legismertebbeket €s
leggyakrabban alkalmazottakat mutatjuk be. A defuzzifikacios eljarasokrol atfogd ismertetés talalhatd a [47]
kozleményben.

7.4.1. Sulypont médszer (COG)

A modszer alkalmazasanak eléfeltétele, hogy a I3* tart6ja intervallum legyen, valamint hogy a
MAX (B*) = {y € supp (B*) | ¥y € supp (B*) : B* (/) < B* (y)}

halmaz nemiires és (BOREL-)mérhetd legyen [38]. A B* halmaz legjellemzdbb pontjaul a stlypontot
(Center Of Gravity) adjuk meg, melyet az egyes B teszkonkluziok sulypontjanak 4tlagaként kapunk meg:



/ B} (y) ydy

yCMlPP(U:)

/ B! (y)dy
yChllPl’(B:)

wf = / B (y) dy

y»::.\'upp(b’,' )

r * *
. Yrow;! ) vy 4 ¢
Yooc = —Zlir( ‘u,. ‘ (7.18)

yt B . ot . .
ahol ¥i a i részkonklizié stilypontja, "' pedig a sdlyozdsi faktor (ldsd 7.13. abra).

! B: | B

! '
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7.13. abra - Defuzzifikalas sulypont modszerrel
Ez az egyik leggyakrabban hasznalt defuzzifikaciés mddszer. Elonyei kozé tartozik, hogy haromszog és
trapéz alakd szabalyoknal viszonylag egyszerlien szamolhatd, valamint hogy kdzvetlen iranyitas esetén
majdnem mindig folytonos viselkedést eredményez: ha a megfigyelés s ezzel egyiitt a szabalyok
alkalmazhatosaganak mértéke kis mértékben valtozik, az nem okoz nagy eltérést a crisp kovetkezmény
értékében sem. Ez annak a kovetkezménye, hogy a mdodszer minden tiizel6 szabalyt az illeszkedési
mértékiiknek megfelelden vesz tekintetbe, igy minden tiizel szabalynak van befolyasa a defuzzifikalt érték

meghatarozasaban.

A modszer hatranya, hogy az eredmény szemantikusan nehezen értelmezhetd, ez a valoszinliségszamitasi
(varhato érték) analdgiajanak kovetkezménye. Ezenkiviil el6fordulhat az is (1asd 7.14. dbra), hogy a
modszer olyan értéket hatdroz meg, amelyre a konkluzi6 tagsagi értéke nulla. Tekintsiik azt a példat, mikor
az iranyitas célja egy jarmii akadalyok kozotti automatikus iranyitasa. Abban az esetben, ha a jarmiivel
éppen szemben van egy akadaly, akkor vagy jobb, vagy bal oldalra kell keriilni. Ekkor a fuzzy
kovetkeztetésnek a ,.keriild el az akadalyt jobbra vagy balra kormanyzassal” utasitas lehet a nyelvi
interpretalasa. Ugyanakkor a silypont modszer a két alternativat 4tlagolva pontosan az akadalynak irdnyitana

a jarmuvet.
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7.14. abra - Rossz defuzzifikalashoz vezeto szituacié
Az ilyen helytelen defuzzifikalds természetesen konvex kovetkeztetés halmazok esetén nem fordulhat eld.
A 7.14. dbran lathato szabalytipusban operator altal megadott nemdeterminisztikus iranyitasi stratégia jelenik
meg. llyen esetekben a defuzzifikacio kétcélu: egyrészt a megfeleld crisp érték eldallitasa, masrészt a

lehetséges iranyitasi muveletek koziil valo valasztas. Ha a fuzzy konkluzid egyetlen crisp értéket reprezental,



akkor a masodik feladat folosleges. A problémat legegyszeriibben igy oldhatjuk meg, ha a szabalyokba
determinisztikus dontési stratégiat kodolunk, ami altalaban nem jelent lényeges megszoritast, és javitja az
iranyitas megbizhatosagat is. Az egymasnak ellentmondoé szabalyokat tartalmazo szabalybazisok esetén

alkalmazhat6 technikakat targyaljak példaul [63], [154] tanulmanyok.

7.4.2. Geometriai kozéppont médszer (COA)

Nagyon hasonl6 a stilyponti modszerhez, s ezért itt emlitjiik a geometriai k6zéppont mddszert (Center Of
Area). A két modszer kozotti kiillonbség, hogy a sulypont modszer a tobb részkonkluzio altal fedett
teriileteket tobbszordsen szamolja, mig a geometriai kdzéppont modszer csak a I3* kovetkeztetés alakjat
veszi figyelembe, igy az atlapolt teriileteket természetesen csak egyszeres sullyal veszi figyelembe. Komoly
hatranya a silypont modszerhez képest, hogy bonyolult alaku részkonkluziok esetén igen nehezen
szamolhato. A defuzzifikalt érték COA eljarassal az

B* (y) ydy
yeB*

/ B* (y)dy
yeB-

kifejezés alapjan szamolhat6. Diszkrét kimenet esetén, ha a B* konkluzié a {U Lo Ym } halmazon van
definialva, a (7.19) képlet a

I
*

> B (yi)yi
i=1
YCOAN = —

> B (yi)

i=1 3
kifejezésre médosul. Ebben az esetben, ha YCOA nem azonos az univerzum egyik elemével sem, azaz nem létezik olyan %, amire
YCOA = Yi, akkor a legkozelebbi értéket valasztjuk.

YCOA = (7.19)

7.4.3. Maximumok kézepe moédszer (MOM)

A modszer alkalmazasanak el6feltételei megegyeznek a sulypont modszeréével (7.17). A defuzzifikalt
érték a (7.17) halmaz kozépértéke (Mean Of Maxima) (7.15. abra):

/ ydy
yeEMAX(B*)

UnOoM = .
/ dy
yEMAX(B*)

Ha o MAX

(7.20)

(B*) halmaz véges vagy megszamlalhat6 szamossagu, akkor a

Zychl;\.\( BY

1 = —_—
YMOM |I\I:‘\X (B‘)l
kifejezést kapjuk.

7.15. abra - Defuzzifikalashoz a maximumok kézepe modszerrel
A modszert leginkabb véges elemszamu univerzum esetén alkalmazzak. Elénye, hogy egyszeriien

szamolhato.

Hatranyai koziil a legjelentdsebb, hogy nemfolytonos iranyitasi fliggvényt eredményez. A legnagyobb



MAX (

crisp érték kikeriil. Abban az esetben, ha a megfigyelés ugy valtozik, hogy egy masik szabalynak lesz a
MAX (B*)

hogy a megfigyelés kismértékli megvaltozasa az eredményben nagy eltérést okoz. Tehat a dominans szabaly

illeszkedési mértékii szabaly csticspontja koriil helyezkedik el a B*) halmaz, amibdl a valasztott

legmagasabb a tiizelési értéke, akkor a halmaz ez utdbbi csticsa koriil lesz, igy elé6fordulhat,

megvaltozasa esetén az eredmény ,,ugralni” fog.
Az eljaras atlagolo jellegébol kovetkezik, hogy a sulypont modszernél bemutatott ,,litkozesi” jelenség
7.14. &bra) szintén el6fordulhat.
7.4.4. K6zépsd maximum maodszer (COM)

Az eljaras a kovetkeztetés legnagyobb tagsagifiiggvény-értéki elemeibdl valasztja ki a kozépsot (Center
Of Maxima). Legyen h(B*)
inf M + sup M

a kovetkeztetés magassaga, ekkor

Yoom = 5 , (7.21)

ahol M = {y | B* (y)=nh (B‘)}. Diszkrét esetben

min {y. | yp € M} + max {y; | yp € M}
5 )

Yocom =

Az eljaras egyszeriien szamolhat6, de az el6z0 eljarassal azonos hatranyokkal bir.

7.5. Nem fuzzy halmaz kimenetii fuzzy iranyitasi rendszerek

A 80-as évek kozepétdl SUGENO és iskoldja olyan alternativ fuzzy irdnyitdsi modellt javasolt, melyben a
szabalyok konzekvens oldalan nem fuzzy halmazok szerepelnek, hanem konstans, linearis, esetleg mas,
bonyolultabb (nem fuzzy) fiiggvények [125], [127], [132]. Ennek egyik el6nye, hogy kikiiszoboli a
defuzzifikalas olykor id6igényes és bizonyos esetekben lingvisztikailag nehezen megindokolhatd 1épését,
amivel a szamitasi id6 és a modell bonyolultsaga csokken. (Ez utobbi természetesen csak akkor, ha a
szabalykonzekvensekben szerepld fiiggvények nem tal bonyolultak). A masik elénye, hogy struktiraja és
miikodése egyszeriibb, mint a 7.3. szakaszban ismertetett MAMDANI-iranyitoké.
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7.16. abra - TAKAGI-SUGENO-tipusu iranyiték miikodése

A szabalyok altalanos alakja
Ha r = .41_.‘. B .-4,,_,' akkor Yi = f,' (.I'l ...... I',,) . (7

ahol Ti, 1 € [1.7] 2 bemens valtozok, Ji pedig tetszdleges 1-dimenzids fiiggvény. A szakirodalomban az
[i fliggvény bonyolultsagatdl fliggden az alabbi iranyitotipusokat kiilonboztetik meg. Ha [i konstans, akkor
(nulladrendtt) SUGENO-iranyitorol, ha a bemenetek linearis fiiggvénye akkor elsérendii SUGENO- vagy
TAKAGI-SUGENO-iranyitérol, ha magasabbrendi fiiggvény, akkor altalanos SUGENO- vagy TAKAGI-
SUGENO-KANG-iranyitorol beszéliink.

Ilyen tipusu irdnyitokkal a bemeneti allapottér minden egyes, a szabalyok é&ltal megkiilonboztetett
régiodjahoz egy fi irdnyitasi fliggvényt rendelhetiink hozza. Ugyanezt hagyomanyos iranyitasi rendszerek
segitségével is megtehetjiik, am a fuzzy halmazok bevezetésével a kimeneti fiiggvények kdzott sima
atmenetet biztosithatunk.

Takagi-Sugeno  Sugeno Fuzzy irinyftok
|

Mamdani

7.17. abra - SUGENQO- és MAMDANI-iranyitok kapcsolata
A SUGENO-tipusu irdnyitok miikddési elve megegyezik a MAMDANI-féle iranyitokéval. A bemenetek



fuzzifikalasa utan a megfigyelés és a szabalyok kiértékelésével meghatarozhato az egyes szabalyok Wi
illeszkedési mértéke (7.7)(7.8), illetve (7.12)(7.13) segitségével. Ennek alapjan meghatarozhaté a
kovetkeztetés (lasd 7.16. abra):

- ZZ":I wi - Y; . Z;.:l wy - f,' (.1'1 PRI .I',,) 7.93
Y= T - T . (7 )
Zi:l u Zi:l wi

Nullandrendit SUGENO-iranyitok esetén a (7.23) kifejezés az

-
Wi G _y
Y= Zl_rl . (I ')1)
D Wi
osszefliggésre egyszeriisddik, ahol i konstans. Ez az egyenlet még tovabb redukalhatd egydimenzids
bemenet esetén, ha a szabalybazis RUSPINI-particiét alkot. Ekkor ugyanis (vo. (7.6)) az illeszkedési

mértékek Osszege 1 lesz, igy

r

Y= E wj - ;.

i=1

Az altalanos SUGENO-iranyitok és a MAMDANI-iranyitok halmazanak metszetét a (nulladrendit)
SUGENO-iranyitok jelentik, hiszen a konstans szabalykonzekvens egyelemd, un. szingleton fuzzy
halmazként is felfoghat6. A SUGENO-, és MAMDANI-iranyitok kapcsolatat a 7.17. abran mutatjuk be.

7.6. Fuzzy iranyitasi rendszerek explicit fiiggvényei

A fuzzy iranyitasi rendszerek funkcionalis szempontbol fiiggvénygeneratornak tekintheték. Az iranyitd
ugyanis felfoghato egy ,.fekete doboznak”, mely a tobbnyire valds (azaz nem fuzzy) bemenetbdl, vagy
bemenetvektorbol az el6z6 szakaszokban ismertetett modon el6allit egy valds kimenetet, vagy kimenetek
vektorat. Felmertil tehat a kérdés, hogy milyen fiiggvényekkel lehet a fuzzy iranyitokat helyettesiteni, azaz
melyek a fuzzy irdnyitok explicit fliggvényei, illetve melyik az a legtagabb fiiggvényosztaly, mely az egyes

fuzzy iranyitotipusokkal megvalosithato.

A fenti kérdések megvalaszolasa tovabbi problémakat vet fel. Miért részesitsiik elonyben a fuzzy
iranyitokat mas fliggvénygeneratorokkal szemben? Helyettesithetdk-e a fuzzy iranyitasi rendszerek mas,
tagsagi fiiggvényeket nem hasznal6 irnyitasi algoritmusokkal, mint azt bizonyos szerzék javasoltak [94]?
Milyen kovetkeztetés sziirhetd le az explicit fiiggvényekbol a megvaldsithato fiiggvényosztallyal
kapcsolatban? Valamilyen értelemben jobb iranyitast nyujt-e a fuzzy, mint a hagyomanyos iranyitas? Ebben

a szakaszban megkisérliink valaszolni ezekre a kérdésekre.

7.6.1. Explicit fiiggvények egyenlé szari haromszog alaki szabalyok esetén

Ha a rendszerfeljesztés és hangolas aspektusait nem vessziik szamitasba, akkor a valos be- és kimenetli
fuzzy iranyitok valoban helyettesihetok valos fliggvényekkel. Az elsé eredményeket ebben az iranyban EL
HAIJJAJI és RACHID ismertették [33]. Munkajukban egy igen specialis modellt vizsgaltak, melyben mind az
antecedens, mind a konzekvens fuzzy halmazok olyan egyenld szaru haromszogek, melyek ugy
helyezkednek el, hogy egy haromszog tartdjanak két végpontja a két szomszédos halmaz csticspontjaval esik
egybe (ugyanilyen elrendezés lathatd példaul a 9.2. dbran). Az elrendezés miatt teljesiil a RUSPINI-particio
(7.6), amelynek kovetkezménye, hogy minden lehetséges megfigyelés legfeljebb két szabalyt aktival, azaz
wy = A; (%), we=Aip (2%) &8 w +we =1, (7.2

ahol W1, illetve W2 jeldli a megfigyelés és a két egymast kovetd antecedens illeszkedésének mértékét.

Els6ként MAMDANI-féle kovetkeztetési algoritmus, valamint geometriai kozéppont defuzzifikacio esetén
hataroztak meg a konklaziot:



o1 (ury — l)2 — (wo — 1)2 b o
i = (i+=)b+ ) N2 /L2 7.26
Jcoa ( 2) ’ 2un — u'f + o 2 ( )

ahol b a konzekvens fuzzy halmazok tartoja. A képlet helyességét az Olvasé maga is konnyen
ellendrizheti a megfeleld részkonkluziok, a végsd kovetkeztetés, valamint ez utdbbi geometriai
kozéppontjanak kiszamitasaval.
(7.25) miatt a (7.26) kifejezés
S| 1 —uy b .
{"‘: 1+— l)+—-— ".'.2—!)
Jcoa ( ‘)) 1+w +we 2 (727
egyenletre egyszeriisithetd. Ha ebbe behelyettesitjiik az " megfigyelés értékét, akkor a
o+t
3 + ear* + es(xt)?
kifejezést kapjuk, mely a bemenet és a kimenet kapcsolatat jellemzi. A (7.28) dsszefiiggésben szerepl Ci

. / ™ HQ
Yooa = C1i+ ¢ (7.28)

konstansok a szabalyokbdl levezethetok.

Erdemes megjegyezni, hogy a €4 és €5 konstans sosem lehet zérus. Az eredményiil kapott racionalis
tortfiiggvény viselkedése nehezen attekinthetd. A fiiggvény korlatossagat a szabalyokban szerepld fuzzy
halmazok geometriai tulajdonsagai biztositjak, belathato tovabba, hogy két fuzzy halmaz csticspontja kdzott
a fliggvény ,,majdnem monoton” [33]. Vagyis az egyenld szar(i haromszogekkel megvalositott fuzzy

iranyitasi rendszer viselkedése egy intervallumokon alapuld crisp szakértd rendszerével azonos.

Vizsgaljuk meg, mennyiben modosul a (7.28) kifejezés, ha az elterjedtebb stlypont defuzzifikacios eljarast

alkalmazzuk! Ekkor a megfigyelés és a kovetkeztetés kozott az
1 wy (1 —wy) (1 — 2w b
Yooa = (i + E) b+ (1+ U'll (— u"f) l()l(—k 2un —l)Qll'f) X
Osszefliggés all fenn, ahol ismét felhasznaltuk a (7.25) egyenletet (részletesen lasd példaul [81], [82]). A
(7.29) kifejezésnek szerkezete (7.27)-éhez hasonld:
Coy + czx® + ey (x* )2
cs + cgr* + ep(2*)? + ()™

azzal a kiilonbséggel, hogy a racionalis tortfliggvény-rész szamlalojanak és nevezdjének foka eggyel

(7.30)

* -— A g
Yoog = a1t + ¢

magasabb. Az eredményiil kapott fiiggvény viselkedése (7.28) kifejezésével azonos. Korlatossaga a
geometriai interpretaciobol kdvetkezik, a csicspontok kozti monotonitast pedig a sulypont mddszer atlagolo

jellege biztositja.

A két kifejezés ((7.27) és (7.29)) szerkezetének hasonldsaga felveti a kérdést, hogy mekkora az eltérés a
két defuzzifikaciés modszer altal el6allitott kdvetkeztetés kozott. Egyszerli szamitasokkal megmutathato,
hogy egyenld szaru haromszog alaki halmazok esetén ez a kiilonbség nem tobb, mint a konzekvens
halmazok tartéjanak (b) 2%-a (lasd példaul [81], [82]), amely igen csekélynek mondhato figyelembe véve a
fuzzy érvelési rendszerekben eredendden meglévd bizonytalansagot. Az eredmény tiikrében érthetd, hogy a
kisebb szamitasigénnyel rendelkezd sulypont modszert a gyakorlati alkalmazasok tobbségében elényben
részesitik, hiszen a két defuzzifikacios eljaras kozel azonos eredményt ad.

Szintén érdemes megvizsgalni, hogy a kdvetkeztetési algoritmusban alkalmazott t-norma milyen médon
befolyasolja a kdvetkezetés fliggvényének szerkezetét. Ha az eljarasban az algebrai t-normat hasznaljuk
(LARSEN:-tipust kovetkeztetés [95]), akkor az explicit fiiggvények az alabbiak szerint modosulnak. Ha a

geometriai kdzéppont defuzzifikacios modszert alkalmazzuk, akkor az

1 Tun w2 — Twow? + 6ws — Gur )
* 3 2 =] 2 1 -
YCOA = (1 +5 b+ 7 b (7.

) (2 —wyws)



kifejezést kapjuk, a silypont modszer pedig az

1 , l .
Yooa = (l + 5) b+ (1 —2uy) —,' (7.32)

Osszefliiggést adja. A (7.31) kifejezés hasonld szerkezetii, mint a MAMDANI-eljaras alkalmazasaval kapott
egyenletek, viszont a (7.32) 6sszefiiggés szerkezete 1ényegesen egyszerlibb: a kimenet a megfigyelés linearis
fliggvénye. A két modszer altal kapott eredmény kozti eltérés valamelyest nagyobb, a konzekvens halmazok

tartdjanak 6%-a, de még igy sem jelentos.

Osszességében megallapithato, hogy a kovetkeztetési algoritmusban alkalmazott triangularis normatél és a
defuzzifikald eljarastol fiiggetleniil az iranyitas explicit fiiggvénye a csticspontok kozott kozelitéen linearis, a
kozelités hibaja pedig egy monoton, linearistol nem 1ényegesen eltérd racionalis tortfliggvénnyel adhatd
meg. Ettdl csak a LARSEN-modszer és a stulypont eljaras kombinacidja tér el, ahol az eljaras pontosan

szakaszonként linearis explicit fliggvénnyel jellemezhet6 [81], [82].

7.6.2. Explicit fliggvények trapéz alaku szabalyok esetén

Bar a gyakorlati alkalmazasokban is eldszeretettel hasznalnak egyenld szarti haromszog alaku tagsagi
figgvényeket (lasd 9. fejezet), a fuzzy halmazok alakjanak ilyen szabalyossaga altalaban nem teljesiil. Még
abban az esetben is, ha a kiindulasi rendszer szabalyos halmazokat tartalmaz, a szabalyok hangolasaval az
antecedens és konzekvens halmazok alakja modosulhat [19]. A tagsagi fliggvények formaja még
szabalytalanabb lehet abban az esetben, ha a szabalyokat kvalitativ modellezés alapjan generaljuk [129].
Eppen ezért indokolt megvizsgalni, hogy hogyan médosulnak a fuzzy iranyitasi rendszerek altal
megvalositott explicit fliggvények, ha a szabalyokban szereplé fuzzy halmazok alakja altalanosabb.
Figyelembe véve ugyanakkor azt, hogy a szamitasi igény jelentésen novekszik, amennyiben a szabalyok
alakja tetsz6leges, a tovabbiakban szakaszonként linearis, azon belill is az altalanos trapéz alaku tagsagi

fliggvényeket tartalmazé rendszereket tanulmanyozzuk.

Ezenkiviil tovabbra is tegylik f6l azt, hogy minden megfigyelés legfeljebb két szabalyt aktival. Ha
pontosan két szabaly tiizel, akkor az " megfigyelés és a tiizeld szabalyok antecedenseinek illeszkedési
mértékét a

a—x* ) ot —e
w) = —— + 1 s up =
b—a d—c
egyenletek hatdrozzak meg, ahol (1 és ( 1 ,illetve € és b tendre a trapézok magjanak és tartGjanak szélsGértékeit jelolik (részletesen ldsd a 7.18.

. o
abran). Abban az esetben,ha @ = € = " < b < dyeman fenn, akkor egyik vagy mindkét illeszkedési mérték U-ra vagy 1-re véltozik,

hiszen ha % < (1, akkor W1 = l,ha t < ¢, akkor W2 — (],ha > ]),akkor uwy = “,valamintha > (I,akkor

wp = 1 Mivel a kovetkeztetés kiszamitdsa meglehetdsen hosszadalmas még az egyszertibb stilypont médszer esetén is, ezért ennek
ismertetésétdl eltekintiink. A részletek megtaldlhaték a [81], [82] munkékban.

[
acath d A
7.18. dbra - Az illeszkedés mértékének meghatirozasa altalanos trapéz alakia tagsagi fiiggvények esetén,
ha pontosan két szabaly tiizel

A kovetkeztetésre kapott formula igen bonyolult é€s nehezen attekinthetd, strukturalis felépitése viszont

hasonl6 az el6z6 pontban kapott kifejezésekéhez:
3 + .l'. fry )¢
= (7.33)

¢y + csat + cgat)”

Yoog = 1+ c2x” +



A (7.33) kifejezés a korabbi explicit fliggvényekhez képest két 1ényeges eltérést mutat. Egyrészt a linearis
rész ezuttal nem konstans, azaz nemcsak attol fiigg a kdvetkeztetés értéke, hogy mely két cstics kozotti
intervallumba esik a megfigyelés, hanem ennek intervallumon beliili pozicidja is befolyasolja azt; masrészt a
kifejezés tobb paramétert tartalmaz (itt jegyezziik meg, hogy a Ci (i € [l' 6]) konstansok értéke 12
paramétertdl fiigg, melyek az aktivalt antecedens és konzekvens halmazokat irjak le.) A (7.33) kifejezés
racionalis tortrésze nem eliminalhato, ugyanis ©5 és ©6 akkor és csak akkor zérus, ha a konkliziok nem fuzzy
halmazok. Nem egyszerlisodik az dsszefliggés alakja 1ényegesen akkor sem, ha a rendszerben szerepld
nyelvi fogalmakat altalanos haromszdg alaku halmazokkal irjuk le. Mindazonaltal a szabalyok geometriai
formajanak segitségével belathato, hogy a (7.33) kovetkeztetés monoton modon valtozik két csucspont
kozott. Hasonld eredményt kapunk akkor is, ha csak egy szabaly tiizel [81], [82].

Mindeddig csak egyvaltozos rendszereket elemeztiink. A fuzzy iranyitok explicit fiiggvényeinek jellegére
tobbvaltozos esetben is hasonld formuldkat kaphatunk. A kétdimenzids eset vizsgalataval a [140], [139]
kozlemények foglalkoznak. Ezen eredmények felhasznalasaval — melyek 1ényegiiket tekintve megegyeznek
az egydimenziossal, azaz racionalis tortfiiggvények — tetszdleges dimenzidszamra altalanosithato formulak
nyerheték. Az explicit fiiggvényekrdl igen atfogd és részletes képet nyujt a [67] 5.1. szakasza is.

7.6.3. Az explicit fliggvények jelentésége

Az el6z6 két pontban megmutattuk, hogy ha adott a fuzzy kovetkeztetési rendszer algoritmusa, akkor
lehetdség van az iranyitasi fiiggvény ¥ t=flat) alakban torténd explicit megadasara, s ily modon az
irdanyité nemfuzzy fiiggvénnyel vald helyettesitésére. Bar részletesen csak az egyvaltozos rendszereket
vizsgaltuk, nyilvanvalo, hogy valamely kdvetkeztetési eljaras explicit fiiggvényének meghatarozasa a
konzekvens halmazok alakjatol és a Wi illeszkedési mértékek értékétdl fiigg. Ennek alapjan a modszer
konnyen altalanosithato tobbdimenzids rendszerekre, s6t olyan esetekre is kiterjeszthetd, amikor az
illeszkedési mértékek nem teljesitik a (7.25) feltételt, vagy egyszerre tobb mint két szabaly is tiizel. Ha
biztosithatd, hogy az esetleg tobbdimenzids i a megfigyelés (") linedris fiiggvénye, akkor az
egydimenzios esetre kapott ¥ t= (") fiiggvény rangja tdbbdimenzidban is megérzédik, tehat linedris

vagy polinomialis explicit fliggvény tipusa tobbdimenzidban is ugyanaz lesz, azonos ranggal.

Az explicit fliggvényekre kapott eredmények néhany kutatot arra inspiraltak, hogy a tagsagi fiiggvények
elhagyasaval olyan eljarast javasoljanak, mely csak a fuzzy halmazok magjat (k6zéppontjat) hasznalja fel
[94], holott a fuzzy kovetkeztetési eljarasok legnagyobb elénye nem a megvalositott explicit fiiggvények
jellegében rejlik, hanem abban hogy felhasznaldbarat technoldgiat kinal iranyitasi, dontéshozoi, vagy mas
tipust problémakat megoldd rendszerek 1étrehozasara és beallitasara anélkiil, hogy az iranyitott folyamat
vagy rendszer matematikai hattere analitikusan ismert volna. Ebben a fejlesztési és hangolasi folyamatban

viszont a tagsagi fliggvények szerepe rendkiviil jelentds.

Az explicit formulak ismerete a fuzzy érvelési és kovetkezetési rendszerek tovabbi analitikus vizsgalataban
jelent segitséget, alkalmazasukkal a behangolt, beallitas utani rendszerek futasi ideje is csokkenthetd

valamelyest.

7.7. Fuzzy iranyitasi rendszerek univerzalis kézelitoé tulajdonsaga

A szabalybazisos fuzzy kovetkeztetési rendszerek gyors elterjedése és sikere felvetette azt a kérdést, hogy
mi a matematikai hattere és magyarazata a fuzzy iranyitasi rendszerek hasznalhatésaganak. Meglep6é modon
az 1990-es évek elejéig igényes matematikai vizsgalat nem tortént. Az elso ilyen iranya eredményre is
gyakorlati tapasztalatok vezettek, melyek azt mutattak, hogy barmely nemlinearis, kompakt halmazon

definialt folytonos fiiggvény fuzzy irdnyitasi rendszerrel tetszolegesen jol kozelithetd [58].



Ezt az empirikus eredményt nem sokkal késobb elméleti oldalrdl is alatamasztottak. 1992-ben WANG
[143] és KOSKO [86], [87] egymastdl 1ényegében fiiggetleniil kimutattak, hogy a MAMDANI-féle fuzzy
iranyit6 kompakt értelmezési tartomanyban elvileg univerzalis fliggvényapproximatorként mikddik. Hasonld
allitasokat lattak be kiilonb6z6 fuzzy kovetkezteté rendszerekre a [17], [18], [145] munkékban is.
Eredményeiket NGUYEN és KREINOVICH [104] altalanositottak tetsz6leges dimenzidszamra, majd
CASTRO adott teljesen altalanos megfogalmazast [20]. Ezen eredmények alapjan elterjedt az a szakirodalmi
vélemény, hogy az alkalmazasokban a fuzzy irdnyitasi rendszerek nemlinearis transzferfiiggvények

univerzalis uniform kozelitéjeként mikddnek, s eldnyiiket elsdsorban ez a tulajdonsag jelenti.

Az itt felsorolt eredmények kdzos vonasa az, hogy a tetszélegesen pontos (azaz formélisan: minden & = ()-
nal kisebb hibaju) kozelitést nagyon siirii szabalyokat tartalmazoé szabalybazisok segitségével érik el. Ez
KOSKO munkéjaban — amely a MAMDANI-féle irdnyitokat vizsgalta — példaul azt jelenti, hogy az eldirt £-

nal kisebb hibaju kozelitéshez a szomszédos antecedens halmazok tdvolsdga nem haladhatja meg az

2p—1
értéket, ahol P a tiizels szabdlyok szdma, tehat 2.“ -1 értéke dltaldban 3. Igy a j6 kozelités megvalésitasahoz tilzottan nagyméretii
szabdlybdzis sziikséges.
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WANG és MENDEL [143], [145] a STONE-WEIERSTRASS-tétel felhasznalasaval egzakt bizonyitast
adtak GAUSS- (vagyis harang-) gorbe alaku tagsagi fiiggvények és LARSEN-kovetkeztetést hasznalod
iranyitasi algoritmus univerzalis kozelito tulajdonsagra. Eredményiikben nemcsak a kozelitéshez felhasznalt

szabalyok szama, hanem még az alkalmazott tagsagi fliggvények tartdja sem korlatos.

Valdjaban ezek az allitasok nem a fuzzy iranyitasi rendszerek alkalmazhatosagat tamasztjak ala.
Elegendben nagyszamu szabaly esetén ugyanis megmutathat6 [81], [82], hogy a fentiekkel ekvivalens allitas
igaz nem fuzzy (crisp) szakértd rendszerek esetén is, ahol a szabalyok
R;: Ha Tij € [.I",';.-. Tj ket 1 ) akkor y = b;

alakdak, és a Tikaz alaphalmaz elegendden finom felosztdsa. Tehdt a fiiggvényapproximéciés tulajdonsag hdtterében nem a tervezési
paraméterek valtozatossdga, hanem a szabalyok minden hatdron til novekvé szama all.

Ha a szabalyokban szereplé halmazok alakja nem rogzitett, akkor 1ényegesen kisebb szamu szaballyal is
pontosan el lehet allitani tetszéleges folytonos fliggvényt fuzzy kovetkeztetési rendszer
transzferfiiggvényeként. Ebben az esetben — megfeleld tagsagi fliggvények hasznalataval — legalabb két
szabaly sziikséges. Ha a halmazok konvexitasat is feltételként szabjuk, a szabalyok szdma akkor sem haladja
meg a kozelitett fiiggvény inflexios pontjai szamanak kétszeresét plusz kett6t [11]. Ezek azonban csak
egzisztenciaeredmények, és a konstrukciora nem adnak modszert, s6t a megfeleld tagsagi fiiggvények és a
transzferfiiggvény kdzvetlen eléallitdsa gyakorlatilag azonos nehézségii feladat, s ha a rendszer analitikus
modellje nem ismert, ez szinte lehetetlen. Ez a megoldas tehat a transzferfiiggvény eldallitasanak nehézségét
egyenesen a tagsagi fliggvények megvaldsitasara viszi at.

Igen érdekes, hogy a fuzzy iranyitasi rendszerek univerzalis approximator voltanak kérdése
belehelyezhetd egy sokkal tagabb problémakdr kontextusaba. 1900-ban a II. Matematikai
Vilagkongresszuson D. HILBERT (1862-1943), a hires német matematikus 23 érdekes matematikai
problémat fogalmazott meg, melyek megoldasa véleménye szerint a XX. szdzad matematikusainak fontos
feladat lesz. A problémak koziil a 13. sejtésben azt feltételezte, hogy 1étezik olyan folytonos haromvaltozos

fliggvény, amelyik nem dekomponalhatd folytonos, kétvaltozos fiiggvények véges szuperpozicidjaként.

A helyzet a fuzzy és mas 14gy szamitasi rendszerek (példaul neurélis halézatok) szempontjabol akkor valt
igazan érdekessé, amikor 1957-ben 4. N. Kolmogorov bebizonyitotta, hogy ez a hipotézis nem igaz [85].
Cafolataban egy sokkal altalanosabb allitast bizonyitott, amikor belatta, hogy nem csupan minden

haromvaltozos fiiggvény, hanem tetszdleges 1i-valtozds folytonos fiiggvény is felirhaté minddssze



egyvaltozos fiiggvények segitségével.

7.1. Tétel. Minden 7 = 2 ¢gész esetén 1étezik (2n + 1) olyan folytonos, monoton névekvd, egyvaltozos,
a [0.1] intervallumon értelmezett fiiggvény, melyek segitségével tetszéleges valos, 1-valtozos, folytonos
[0 =R fliggvény az

flep.....x,) = Z g (Z Wpq [.l',,)) (7.34)

q=0 p=1
alakban eldallithato.

KOLMOGOROV tételét tovabbfejlesztve 1965-ben SPRECHER megmutatta [122], hogy az ismeretlen
leképezés a (7.34) egyenletben hasznalt figgvényrendszerek helyett mind6ssze két nemlinaris fliggvénnyel
is eléallithato.

DE FIGUEIREDO 1980-ban megmutatta, hogy KOLMOGOROYV tétele vonatkoztathat6 tobbszintes
elérecsatolt neuralis halozatokra, s igy ezek univerzalis approximétornak tekintheték [22]. KURKOVA 1992-
ben bizonyitotta, hogy a feladat altalanositott szigmoid fiiggvényekkel megoldhato [91]. A szakasz elején
ismertetett fuzzy iranyitasi rendszerekre vonatkozé tételek 1ényegében ezekkel az eredményekkel
rokonithatok [20]. Belathato azonban, hogy mindezek a tételek minden hataron tal névekvé sokasagt
kozelito fliggvényekre vonatkoznak és az exponencialitds nem kiiszobolhetd ki [92]. A probléma abbol
adodik, hogy az approximalt fliggvény bonyolultsdga — hasonldan a korabban emlitett [11] esetéhez — a
nagyon specialis alaku nemlinearis fiiggvények bonyolultsagara transzformalodik, amelyek megvalositasa

exponencialis méretli halozatot igényel.

Ha mind a tagsagi fiiggvények szamat, mind azok alakjat korlatozzuk, akkor korantsem marad igaz az
univerzalis kozelitd tulajdonsag. Az univerzalis kdzelités masképpen gy fogalmazhatd meg, hogy a kozelitd
fliggvények altal generalt fiiggvénytér stiri a kozelitett fiiggvények terében. Ezzel szemben SUGENO-
iranyitokra MOSER belatta [100], [101], hogy korlatos szabalyszam esetén a SUGENO-iranyitok altal
generalt tér a folytonos fliggvények P terében sehol sem siirii. A ,,sehol sem siirliség” a topologiaban
hasznalt fogalom. Azt jelenti, hogy a halmaznak nincs belsé pontja, vagyis annak tetszoleges kis
kornyezetében van a halmazba nem tartozo6 pont. Eszerint nemcsak hogy nem lehet korlatos szabalyszamu
SUGENO-tipusu kovetkeztetd rendszerekkel tetszéleges folytonos fiiggvényt kozeliteni, de az ezek altal
generalt tér a folytonos fiiggvények terében ,,majdnem diszkrét”. A tételt TIKK altalanositotta olyan
iranyitokra [133], [134], ahol a szabalyok konzekvense tenzor szorzat alakban felirhaté (un. T-iranyitok: ide
tartoznak a TAKAGI-SUGENO- [132], valamint a TAKAGI-SUGENO-KANG-tipusu [127] iranyitok is), és
természetesen a szabalyok szama korlatos.

Ezek az eredmények azt a véleményt timasztjak ala, mely szerint a fuzzy iranyitasi rendszerek sikeres
alkalmazhatosaga nem az univerzalis kdzelitd voltukban rejlik, hanem azon mulik, hogy segitségiikkel
bonyolult, nemlinearis, vagy akar ismeretlen viselkedésii rendszerek is jol modellezhetdk, mivel az ilyen

rendszerek komplexitasa fuzzy modellezés alkalmazasaval jelentdsen csdkkenthetd.

7.8. Neurofuzzy iranyitasi rendszerek

Bar a neuralis hal6zatok targyalasat e konyv nem tekinti céljanak, feltétleniil meg kell emliteniink a fuzzy
rendszerek és a neuralis halézatok kapcsolatat. Mivel a neuralis halok hatékonyan felhasznalhatok tagsagi
fiiggvények, fuzzy kovetkeztetési szabalyok, vagy mas kontextus-fiiggd mintak tanulasara, fuzzy
rendszerekkel 6tvozott alkalmazasuk képességeik hatarat és alkalmazhatosagukat nagyban kiterjeszti. Ennek
a szakasznak az a célkitlizése, hogy megismertesse az Olvasot a neuralis halok alapvetd fogalmaival, majd
egy példan keresztiil demonstralja a fuzzy iranyitok neuralis halokon torténd megvaldsitasat. Az

érdeklédéknek a témaban megtalélhato terjedelmes szakirodalom tovabbi tanulmanyozasat ajanljuk (pl. [37],



[43], [48], [24)).

A mesterséges neurdlis hdlé(zat) olyan szamitasi struktara, amely nevét az agyban megfigyelhetd biologiai
neuronok természetes halozataban végbemend folyamatok utan kapta. A neuralis haldzat azonos vagy
hasonl¢ tipusu, lokalis feldolgozast végzo szamitasi egységek (neuron vagy csomopont) altalaban rendezett
képességgel, mely altalaban minta utani tanulast jelent, és amely a neuronok kozotti iranyitott
osszekottetések sulyparamétereinek valtoztatasaval valosul meg. A neuralis halozatok a megtanult

informaciok eléhivasat un. el6hivasi algoritmussal végzik.

A tanulasi algoritmus jellege ellenérzott vagy nemellendrzott lehet. Ellendrzott tanuldsi algoritmus esetén a
sulyok allitadsa bemeneti—kimeneti mintaparok segitségével az eldirt és az aktualis kimenet kozotti hiba
alapjan torténik. A tanulas célja, hogy a bemeneti mintakkal torténé miikkodés esetén a hiba minimalis legyen,
vagyis hogy a bemeneti mintakhoz tartozé kimeneteket a rendszer megbizhatoan felismerje. A
tréningadatokkal helyesen miikddé rendszer stlyait megoldasnak nevezziik. Ha a halozat a megoldashoz

konvergal, akkor képes a bemeneti mintakhoz hasonld jellegli ismeretlen bemenetek helyes osztalyzasara.

A neuralis halézatok topologiain a neuronok dsszekapcsolasi rendszerét, valamint a haldzat be- és
kimeneti helyét értjiik, amelyet tobbnyire iranyitott graffal reprezentalnak. Attol fliggden, hogy a neuronok

milyen mas csomopontokkal vannak kapcsolatban, haromféle tipust kiilonboztethetiink meg:
* abemeneti neuronok egykimenetii puffer jellegliek, melyeknek jelfeldolgozasi feladatuk nincs,
* akimeneti neuronok a kdrnyezet felé tovabbitjak az informaciot,
+ arejtett neuronok, melyeknek be- és kimeneteik kizdrélag mas neuronokkal vannak dsszekapcsolva.

A csomopontokat gyakran réfegekbe szervezik, ahol egy rétegbe a hasonlé tipusu és hasonlo
kapcsolatokkal rendelkezd neuronok keriilnek. Ennek alapjan beszélhetiink bemeneti, rejtett vagy kimeneti
rétegrol.

Adaptiv neuralis halézatnak nevezik az olyan halézatokat, amelyeknek értéke a csomopontokhoz (vagy
egy részhalmazukhoz) rendelt paraméterek értékétol fiigg. Ekkor a tanuldsi folyamat soran a hibat ezen
paraméterértékek allitasaval lehet minimalizalni, az 6sszekottetések csak a csomopontok kozti
informaciddramlas iranyat jelzik, sullyal nem rendelkeznek. Adaptiv neuralis halézatok alapvetd tanulasi
algoritmusa a gradiens modszeren és a lancszabalyon alapul [147]. Mivel a gradiens modszer jellemzden
lassu konvergenciat biztosit és gyakran csak lokalis minimumot talal meg, ezért abban az esetben, ha a
kimenet a paraméterhalmaz egy részhalmazatol linearisan fligg, ezen értékek optimalizalasara a legkisebb
négyzetek modszere is hasznalhatd. Ekkor az egész halozat optimalizalasat hibrid tanulasi algoritmussal [51],
[52] végzik, amely a gradiens és a legkisebb négyzetek modszerének 6tvozete oly modon, hogy a linearis
paramétereket a legkisebb négyzetek modszerével, a nemlinearisokat pedig a gradiens modszerrel
optimalizaljak. A fuzzy iranyitot megvaldsito neuralis halozat esetén — mint latni fogjuk — teljesiil a hibrid
tanulasi algoritmus hasznalatanak feltétele.

Az adaptiv halozat egy tGbbrétegii visszacsatolatlan (vagy eldrecsatolt) halézat, amelyben minden neuron

a bemeneti értékein €s a neuronhoz tartozé paramétereken hajtja végre a hozzatartozoé aktivalo vagy

gerjeszteési fiiggvényt.
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7.19. dbra - Példak aktivalé fiiggényekre. (a) kiiszobfiiggvény: & (@) = 1,ha a > 0:0,ha a <0,
sg(a) = (14 %)

Az aktivalo fliggvények csomdpontonként kiilonbozhetnek, egyetlen megkotés, hogy szakaszosan

szigmoid fiiggvény:

differencialhatok legyenek. A gyakorlatban gyakran hasznalnak kiiszob vagy szigmoid fiiggvényeket,
melyeket a 7.19. abra illusztral.

Az ANFIS (Adaptiv-Network-based Fuzzy Inference System) fuzzy iranyitasi rendszerrel ekvivalens
adaptiv neuralis halozatot valosit meg [53]. Az egyszerliség kedvéért két bemenettel (1 és I2) és egy
kimenettel (¥) rendelkezd, valamint két TAKAGI-SUGENO-tipust [132] (7.5. szakasz) szabalyt tartalmazo

iranyitasi rendszerrel azonos neuralis halozat felépitését ismertetjiik.

Legyen a két szabaly
Ry: Haaxy=A ¢é 1o =D akkory = fi =prx1 + qraa + 1)
Ry: Haax = As é 1o = By akkor y = fo = par) + quira + 12

formdban megadva.

I. réteg 2. réteg 3.réteg 4. réteg 5.réteg

! ' ' ' '

7.20. abra - Két bemenetii, két szabalyt tartalmazé TAKAGI-SUGENO iranyitéval ekvivalens ANFIS
struktira

A TAKAGI-SUGENO-iranyitoval ekvivalens adaptiv neuralis halézatot a 7.20. abra szemlélteti. A
négyzetek az allithatd paraméterekkel rendelkezd, a kordk a paraméter nélkiili csomopontokat jelolik. Az
egyes rétegekben hasonlé fiiggvények vannak.

»  FElsé réteg: Minden csomdpont parametrizalt az
Oil = ‘4/ (;7'1)
. D 4 ¢ 1 .
(I - ].. 2: J - 1'2),illetve ()l - B/ (212) N

LS B DU, ¥ - 1 A . .
&= 3.4 J= 1, 2) aktivald fiiggvénnyel, ahol 2 a csomdpont szdma. Mds szGval Oi az A.I ésa B.l tagsagi fliggvényeket

valGsitja meg, és meghatdrozza az adott Ul és L'2 bemeneti értékek illeszkedési mértékét. Ha haranggorbe alakii tagsagi fiiggvényeket

Ai = 210
v ()]

haszndlunk, akkor a tagsdgi fiiggvényeket

2
ry — G
A =exp{ —| ——
;

vagy



alakban definidlhatjuk, ahol {”i b i Ci } a paraméterhalmaz, amelyeket bemeneti paramétereknek neveziink. Hasonlé médon a masik
bemenet ('2) tagsagi fiiggvényei is megadhatok. A tagsagi fiiggvény alakjanak megvaltozasat a paraméterek megfelels médositdsaval
érhetjiik el. Mds — példdul szakaszosan linedris, trapéz, vagy hdromszog alaki — tagsdgi fiiggvényeket is alkalmazhatunk, amelyek eleget

tesznek a szakaszonként differencidlhatsag feltételének.

*  Masodik réteg: A csomoépontokhoz nem tartozik paraméter a kimeneten, a bejovo jelek szorzatat
tovabbitjak. Példaul:
w; — A,‘ N B.‘. i = 1. 2.

A csomdpontok a szabdlyok illeszkedési mértékét, tiizelési értékét szamitjak ki. Az algebrai metszet helyett tetszGleges mds t-norma is

alkalmazhat6.

s Harmadik réteg: Szintén paraméterhalmaz nélkiili csomépontokat tartalmaz, melyek az i-edik szabély
¢és az Osszes szabaly tlizelési értékének aranyat, vagyis a normalizalt tiizelési (vagy illeszkedési) értéket
hatarozzak meg:

W= ——, i=12
wy + o

*  Negyedik réteg: Parametrizalt csomopontokat tartalmaz, amelyek a

O}l =w;ifi =w; (pir1 + gira + l',‘)

aktivalo fiiggvényt valdsitjidk meg, ahol {I) is Qi Ti } ¢ = L, 2) a csomépontokhoz tartozd kimeneti paraméterhalmaz.

»  Otodik réteg: Egyetlen paraméter nélkiili csomoépontot tartalmaz, amely a végeredményt szamolja ki:

5 — ,'“'i.fi

Az igy konstrualt adaptiv neuralis halozat funkciondlisan ekvivalens a TAKAGI-SUGENO-tipusu
kovetkeztetési rendszerrel. A negyedik réteg megfelel6 modositasdval SUGENO-iranyitot is
megvaldsithatunk. Diszkrét defuzzifikacios modszer alkalmazasa esetén MAMDANI-tipust iranyitas is
helyettesithetd adekvat ANFIS-struktaraval.

A bemeneti alaphalmazok finomabb particionalasa (azaz magasabb szabalyszam) esetén a csomdpontok
szdma a szabalyokéval exponencialisan nd. Ha példaul bemenetenként harom nyelvi valtozot definialunk,
akkor a szabalyok szama kilencre nd, igy a masodik, harmadik és negyedik rétegben is kilenc csomdpont
szerepel (lasd 7.21. ébra).

@@
™

@
o] (] [

kimenet

@@
(<]

7.21. abra - Két bemenetii, kilenc szabalyt tartalmazé6 TAKAGI-SUGENO iranyitast megvalo6sito
ANFIS struktira



Vegyiik észre, hogy rogzitett bemeneti paraméterek esetén a végeredmény a konzekvens paraméterek
linearis kombinaci6jaként irhato fel:

y=otoh+ 5z =w i+ W f2 =

wy s

(W11 ) p1 + (Wree) o + (W) r1 + (Waxy ) pr + (Waxe) g1 + (W2) 1

Legyen S1 a bemeneti, 92 pedig a kimeneti paraméterhalmaz. (7.35) miatt teljesiil a hibrid tanulasi
algoritmus feltétele, igy az kozvetleniil alkalmazhat6 [51], [52]. Az S1 halmaz paramétereit gradiens

modszerrel, az S2 halmaz paramétereit pedig a legkisebb négyzetek modszerével optimalizalhatjuk.

Az eredmények azt mutatjak [53], hogy a fuzzy és neuralis technikat vegyesen alkalmazé rendszer
hatékonyabban mikodik az egyik technikat kizardlagosan alkalmazohoz képest. A fuzzy szabalyok
segitségével ugyanis a kiinduld hal6zatba is kddolhatd problémafiiggd informacié — ezeket az értékeket csak
neuralis technika alkalmazasa esetén véletlenszertien generaljak —, a szabalyok paramétereinek beallitasa

pedig a kiilondsen hatékony hibrid tanulasi modszerrel igen gyors konvergenciat eredményez.

8. Fuzzy redukcios moédszerek
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8.1. Klasszikus fuzzy kovetkeztetb algoritmusok komplexitasa

8.1.1. Algoritmusok bonyolultsaga

Az algoritmusok lehetséges jellemz6i koziil gyakorlati szempontbdl az a legfontosabb, hogy milyen
modon fligg az adott probléma mérete és a probléma megoldasahoz sziikséges id6-, valamint tarigény [1].
fgy példdul minden problémahoz egy egész szamot rendelhetiink hozza, amely a probléma méretét, azaz a
bemeneti adatok nagysagat jellemzi. Matrixszorzas esetén ez a mennyiség lehet a szorzandé matrixok
legnagyobb dimenzidja, grafokkal kapcsolatos problémak esetén a csucsok vagy az élek szama, stb.

Az algoritmus idékomplexitisa (masképpen iddigénye) a probléma méretének fiiggvényében adhatd meg.
Az 1d6igény hatarfliggvényét aszimptotikus idékomplexitasnak nevezziik. Hasonlé modon hatarozhaté meg a
tarkomplexitas (tarigény) és az aszimptotikus tarkomplexitds fogalma is. Ha az algoritmus soran
végrehajtandd miiveletekhez sziikséges id6t egységesen azonosnak tekintjiik, akkor uniform, ellenkez6

esetben logaritmikus bonyolultsagrol beszéliink.

A tovabbiak sordn a vizsgalt algoritmusok uniform bonyolultsagu aszimptotikus komplexitasat vizsgaljuk,
mely fogalmat réviden az algoritmus komplexitdsanak vagy bonyolultsaganak hivunk. Eszerint ha valamely
algoritmus egy 7 méret{i problémat en? 1épésben old meg (¢ pozitiv konstans), akkor az algoritmus

0 (/:2)

O(f (”)), ha létezik olyan ¢ konstans, amelyre (n) = ¢ f(n) fennall majdnem minden nemnegativ 72

bonyolultsaga (ejtsd: nagy ordd 1%). A pontos definici6 szerint a 9 (n) fiiggvény nagysagrendje

értékre.

A szamitastechnikaban tapasztalt ugrasszerli miiveletisebesség-ndvekedés ellenére bizonyos algoritmusok
alkalmazhatdsaganak nagy komplexitasuk eleve korlatot szab. Tekintsiik az alabbi példat! Tegyiik fel, hogy



szamitogépiink masodpercenként 1000 miivelet elvégzésére képes. A 8.1. tablazatbdl 1athato, hogy a
kiilonb6z6 iddigényti algoritmusok koziil milyen méretiit képes végrehajtani egy masodperc, egy perc vagy
egy ora alatt.

Maximalis problémaméret

Algoritmus  Iddigény 1 masodperc 1 perc 16ra
A n 1000 6.10*° 3.6-10°
Ay nlogn 140 4893 2.0-10°
Az n? 31 244 1897
Ay om 9 15 21
As n! 6 8 10

8.1. tablazat - Az algoritmus idéigénye és a probléma méretének korlatjara vonatkozo osszefiiggések [1]
Tegyiik fel, hogy a kovetkez6 szamitogép-generacio tizszer gyorsabb a jelenleginél. A 8.2. tdblazat
megmutatja, hogy a sebességnovekedés hatasara a megoldhato problémak mérete miként novekszik a

kiilonb6z6 komplexitast algoritmusok esetén.

Algoritmus Idéigény Maximilis problémameéret a sebességnovekedés

el6tt utan
Ay n 8] 10s,
A, nlogn So = 1085
A n2 83 3.16s5
__44 on Sy Sy + 3.3
As n! S5 s5 + 10/n

8.2. tablazat - Tizszeres sebességnovekedés hatasa a megoldhat6 problémak méretére [1]
Megfigyelhetd, hogy a tizszeres sebességnovekedés az Ay algoritmussal megoldhat6 probléma méretét

csak harommal, mig az As algoritmussal megoldhat6ét tobb mint haromszorosara noveli.

ERDOS PALTOL (1913-1998) szarmazik allitolag az alabbi példa, amely érzékletesen szemlélteti a
sebességnovekedéssel elérhetd problémaméret-ndvekedés elvi hatarat. Tegyiik fel, hogy az elméletileg
lehetseges leggyorsabb ¢s leghatalmasabb szamitogep, melyben a vildg dsszes atomja (1()80) fénysebességel
(c=3- 10° m/s) az univerzum kezdete 6ta (kb. 10 milliard év = 10'7 - 365 - 24 - 360[) =3.15- 10" s)
egy 1! nagysagrendii probléma megoldasan dolgozik. Még ez a gép is csak 9.45- 10" szamu miveletet,
vagyis 7t = 73 méretii problémat lett volna képes megoldani ezalatt az id§ alatt.

8.1.2. Klasszikus algoritmusok bonyolultsaga

Térjiink ra az alapveto fuzzy iranyitasi algoritmusok bonyolultsaganak targyalasara. Vizsgaljuk meg

X o X X bemeneti alaphalmaz teljes £-

elészor, hany szabaly sziikséges a & dimenzids X =X
lefedéséhez (€ = ()). Legyen az egyes X bemeneti halmazok lefedéséhez felhasznalt fuzzy halmazok szama

legfeljebb 1". Ekkor az alaphalmaz teljes £-lefedéséhez
|R| =0 (T") (8.1)

szabaly sziikséges, amely rendkiviil magas érték, amennyiben & értéke nem kicsiny. Még abban a
szélsOséges esetben is, amikor allapotvaltozonként minddssze két nyelvi valtozot adunk meg (két kiillonbozo
allapot mindenképpen sziikséges, ugyanis ellenkez6 esetben a valtozo hatastalan lenne, és a modellbdl ki

kellene zarni), a teljes lefedéshez 2F azaz exponencialis nagysagrendii szabalyszam sziikséges.

A klasszikus fuzzy kovetkeztetd eljarasok bonyolultsagat elészor KOCZY vizsgalta [62], [65]. Ennek
alapjan a ZADEH-féle CRI eljaras bonyolultsagara, amely a fuzzy relacioként felirt szabalybézisnak és a
megfigyelésnek a (k+1) dimenziods hipertérben képzett metszetébdl szamolja a kdvetkeztetést, a
Czids = O (r- T = O (T*) (8.2)

kifejezés adhatd, ahol 7" a szabalyok szdma (lasd (8.1)). A tarkomplexitasra hasonléan exponencidlis

bonyolultsagn érték adhato:



('Z.l{u‘ =0 [I'{I\+ ]_) T) =0 (U‘_'_ ].)TA t l) )

Ennél 1ényegesen kisebb, de még mindig exponencialis komplexitassal rendelkeznek a MAMDANI-tipust
kovetkeztetd eljarasok (MAMDANI, LARSEN, SUGENO), mivel ezek nem a szorzattéren, hanem annak
vetiiletein szdmoljak a konkluzidt, amellyel szamottevo id6 takarithatdé meg:

Carias = O(r(k+1)T) = O ((k+1)T""). (8.3)

Itt emlitjiikk meg, hogy kis modositassal csdkkentheté a ZADEH-féle eljaras bonyolultsaga
(érzékenységének megbrzése mellett), ha az alaphalmaz kompakt [61], [62]. Ez az eljaras gyakorlati
alkalmazasokban azonban nem terjedt el, ugyanis altalaban elégséges a MAMDANI-jellegii algoritmusok

altal nytjtott érzékenység és pontossag.

8.2. Csokkentési lehetoségek

Az el6z6 pontban vazolt komplexitasi tényezo jelentdsen korlatozza a fuzzy iranyitasi algoritmusok valos
idejii alkalmazhatosagat bonyolult, sokdimenzios feladatok megoldasara. A fuzzy kovetkeztetd eljarasok
exponencialis bonyolultsaga miatt gyakorlati alkalmazasokban az allapotvaltozok szama szinte sosem
haladja meg a tizet, de a jellemz6 érték tobbnyire 6t alatt van. A problémat az is fokozza, hogy a fuzzy
algoritmusokat alapvetéen matematikailag nem ismert rendszerekhez alkalmazzak, és éppen ezért nincsen
kidolgozott matematikai hattér a szabalyok szamanak €s helyének valamilyen optimalizalasi kritérium
szerinti meghatarozasara. A matematikai modell hidnyaban sokszor a sziikségesnél joval tobb antecedens
halmaz keriil felhasznalasra, ami bar jobb kozelitést eredményezhet, am ezaltal nagymértékben né a
szabalybazisban 16v6 folosleges informacio. [gy az egyre jobban elterjedd és egyre szélesebb
problémakdrben alkalmazni kivant fuzzy kdvetkeztetésen alapuld eljarasok szamitasi id6- és
tarkomplexitasanak csokkentése fontos kérdéssé valt, aminek felismerése a 90-es évek elejétdl egyre tobb
kutatdt sarkallt alternativ redukcios eljarasok kidolgozasara.

A redukcios modszerek jellegiik alapjan két f6 csoportba sorolhatok. Az elsdbe azok az eljarasok
tartoznak, melyek olyan 0j vagy modositott kdvetkeztetési modszert alkalmaznak, amelynek szamitasi
bonyolultsaga kisebb, mint az eredeti algoritmusé. Ebbe a csoportba tartozik a ZADEH-féle eljaras — mar
korabban emlitett — kompakt alaphalmazon miik6dd valtozata [61], [62]. Masik megoldas a STOICA altal
javasolt, szakaszonként linearis nyelvi valtozok esetén alkalmazhaté modszer, mely (:-vagatokként szamitja
kozvetlenill a defuzzifikalt eredményt, s igy jelentésen csokkenti az idéigényt [123]. Szintén csokkentett

szamitasi eljaras a YU és BIEN altal javasolt minimum tavolsagalap eljaras [154].

A komplexitas csokkentésének masik modja a szabalyok (1), illetve a nyelvi valtozok (7') szamanak,
osszefoglaloan a szabalybazisnak a redukalasa. Amint azt korabban emlitettiik, a szabalyszam minimumanak
elvi also korlatja 2%, ami ugyan tovabbra is exponencialis kifejezés, de még igy is jelentésen csokkenést
eredményez, kiilondsen akkor, ha a redukcié elstt 1" értéke nagy volt. Tovabbi lehetéség a kitevd (k)

csokkentése az esetleges redundans allapotvaltozok elhagyasaval, illetve dsszevonasaval.

Ebbe a csoportba tartoz6 eljarasok elsésorban nem 11j kovetkeztetd algoritmusok, hanem a mar behangolt
szabalybazisok informacidtartalmanak tomoritésére, redundanciajuk megsziintetésére alkalmas modszerek.
Ezen eljarasoknak akkor van nagy jelentéségiik, ha a szabalybazis eldre elkészithetd, alkalmazasa kdzben
tovabbi hangolast nem igényel, és igy a tomorités utan mar kisebb memoria- és szamitaskapacitassal
rendelkez6 modszerekben is alkalmazhatok. Ebbe a csoportba sorolhaté a BRUINZEL és munkatarsai altal
ismertetett modszer, melynek célja egyes bemeneti valtozok dsszevonasa [16]. Szingularis értékfelbontason
(SVD) alapul6 informaciotomorité modszert javasol a szabalybazis redukalasara WANG és munkatarsai
[144] és YAM [151] eljarasa SUGENO-tipusu iranyitas esetén. Ezen eredmények tetszéleges szabalybazisra

torténd altalanositasa talalhato az [9], [6], [9], [152] munkakban. Szintén szingularis értékfelbontason alapul



a kiilonlegesen nagy szabalybazisok tomoritését elvégz6 algoritmus [10], amely csak az aktualisan tiizeld
szabalyokhoz kapcsolodo informaciokat csomagolja ki futas kdzben, amivel 1ényegesen csokkenti a
tarigényt. Kedvezo6 esetben a modszer alkalmazasaval kiiktathato a hattértarbol torténd adatbeolvasas, s
mivel a legtobb szamitégépes architektiran az operativ memoriaban tarolt informacio sokkal gyorsabban

elérhetd, ezaltal a futasi id6 is szamottevoen csokkenhet.

A szabalybazisredukcios-modszereken beliil kiilon figyelmet érdemel a szabalyok hierarchikus rendezését
javasolo technika, amelyet eloszor SUGENO alkalmazott a vezetonélkiili helikopter vezérlorendszerének

iranyitasara [126], [128]. A hierarchikus szabalybazisokra a fejezet végén kiilon szakaszban tériink vissza.

Mindkét csoportba besorolhatéak a fuzzy szabalyinterpolacios algoritmusok, melyeket a kovetkezo

szakaszokban részletesen targyalunk.

8.3. Ritka szabalybazisok

A szabalyszam csokkentésének egyik modja a bemeneti halmazokon megadott nyelvi valtozok, azaz a
szabalyantecedensek szdmanak (1") mérséklése. Fennall a lehet8sége annak, hogy a szabalyantecedensek
elhagyasaval olyan szituacidohoz jutunk, amikor a bemenet €-fedettsége mar nem all fenn semmilyen pozitiv
€ értékre sem, vagyis valamely bemenetnek van legalabb egy olyan pontja, amelyhez nem rendelhetd
egyetlen (megtartott) szabaly sem. Az ilyen ,lyukas”, nem teljes fedettséget biztositd szabalybazist ritka
szabalybazisnak nevezziik. Ritka szabalybazisok esetén létezik olyan A* megfigyelés, amelyre

A'n | Jsupp (4i) € X =2, (8.4)
i=1
ahol az i-edik (I = 7 = 7) szabaly Ri: A; — B alaka (lasd 8.1. abra). Ebben az esetben a klasszikus
(ZADEH-, MAMDANI-féle) kovetkeztetési eljarasok alapjan nem lehet a konkliziot meghatarozni, ezért

ezek az eljarasok itt egyaltalan nem alkalmazhatok.

X X

8.1. dbra - Ritka szabalybazis: a megfigyelés a szabalyokkal diszjunkt

Erdemes megjegyezni, hogy a szabalybazis ritkitasan tul mas okok is vezethetnek ritka szabalybazisokhoz.
Fiiggetleniil attol, hogy milyen eljarast alkalmazunk valamely szabalybazis 1étrehozasasara, ha a modellezett
rendszerrdl csak részleges informacio all rendelkezésre, az eredményként kapott szabalybazis eleve lehet
ritka. A szabalybazis dsszeallitasdhoz ZADEH tobb tanulmanyaban kozvetleniil a szakértdi tudas
felhasznalasat javasolta. Ujabban viszont egyre gyakrabban alkalmaznak példaul neuralis halozat alapu
tanulasi technikékat a szabalybéazis megalkotdsdhoz, melyek alapjéul a rendelkezésre 4116 numerikus
mintaadatok szolgédlnak. Ez utobbi esetben az eredményezhet ritka szabalybazist, ha a mintaadatok nem
kellden reprezentaljak a bemeneti paramétereket, az el6bbi esetben pedig természetesen az, ha a szakértd
nem rendelkezik kelld informécioval egyes rendszerkonfiguraciokrol.

Ritka szabalybazishoz juthatunk hangolds eredményeként is (lasd 8.2. dbra). A szabalyantecedensek



eltolasa és/vagy zsugoritasa kovetkeztében el6fordulhat olyan szituacid, mikor a hangolt modell lyukakat

tartalmaz, noha a kiindul6 antecedenshalmaz még teljes fedettséget biztositott [19].

NB NM NS Nll-" zm PS PM PB

max u
x

-0 \ 0 / 10 x

Kritikus teriiletek, melycket
nem led le szahdlyantecodens

8.2. abra - Hangolas eredményeként keletkezett ritka szabalybazis [19]

Hierarchikus rendszerek esetén definialhato két szabalybazis tavolsaga ugy, hogy koztiik lyuk legyen [70].

Ahhoz, hogy a ritka szabalybazisokkal kapott szabalyszamcsokkenés ténylegesen kiaknazhat6 legyen,
teljesen Uj kovetkeztetési eljaras sziikséges. A ritka szabalybazisokon is alkalmazhato technika alapétlete az,
hogy a lyukak helyén a szomszédos szabalyok segitségével kozelitd kovetkeztetést hatarozunk meg. Ezt az
eljarast (fuzzy) szabalyinterpoldcionak nevezziik.

8.4. Fuzzy szabalyinterpolacio
A szabalyok kozti interpolacio egy egyszeri példan jol szemléltethetd. Tegylik fel, hogy adott két szabaly:

Ry: Ha A, = .aparadicsom piros” akkor By = .érett”,
Ry: Ha As = .a paradicsom zold” akkor Bs = éretlen”.
Legyen a megfigyelés AY = ,,a paradicsom sarga”, melynek metszete mindkét antecedens halmazzal iires, igy a klasszikus algoritmusok nem

alkalmazhatdk, de intuitive ismerjiik a B* = L félérett” valaszt (14sd 8.3. abra). Ezt hivatott a fuzzy szabélyinterpolaci6 formélisan is megadni.

piros crett
>
szin
zold
szin érettség
sirga félérett
\
- u
N
jiLu u i u u vy
szin érettség

8.3. dbra - Példa fuzzy szabalyinterpolacios kovetkeztetés alkalmazasara
Természetesen az interpolacids technika nem alkalmazhaté minden esetben. Példaul, ha rendszeriink az
Ry : Ha A, = ,a kozlekedési lampa piros ™ akkor B; = .allj meg (hajts 0 seb
Ry Ha As = ,a kozlekedési lampa zold” akkor By =  hajts at a maximali
szabdlyokat tartalmazza, akkor az AY = ,,a kozlekedési lampa sarga” megfigyelés esetén hibas volna a B* =,,hajts tovabb kozepes

sebességgel” kovetkeztetésre jutni. A példa szemlélteti, hogy a fuzzy interpoldcié akkor alkalmazhatd, ha az antecedens és konzekvens
univerzumok strukturdltak és metrikusak, ahol a tdvolsdg- vagy hasonl6sdg-mérték és a halmazok kozotti részben rendezés definidlhato.

8.4.1. A linearis (KH)-szabalyinterpolacios eljaras



Az elobbi példa jol mutatta az interpolacié alkalmazasanak feltételét, azaz hogy a szabalyantecedensek €s -
konzekvensek valamely részben rendezési relacio segitségével 6sszehasonlithatok legyenek, ezért eloszor a
fuzzy halmazok, s azon beliil is a linearis interpolacioban alkalmazott konvex és normalis fuzzy (CNF)

halmazok részben rendezését vizsgaljuk [72].

7 ok g < U < ” .
8.1. Tétel. Legyen X =X “'\i-ben adott a == Xi=1=i relacio ugy, hogy =i az X beli rendezés. Ekkor
létezik a = X-beli részben rendezés abban az értelemben, hogy €1 = 2 akkor és csak akkor, ha minden i-
re: T1i =il2i,
Ennek segitségével definialhatjuk a CNF halmazokon értelmezett részben rendezést:

P(X;)

8.2. Tétel. Legyen C(X;) az Xi univerzum hatvanyhalmazok CNF elemeit és az iires halmazt

tartalmazo részhalmaza. Ekkor minden 7 esetén 1étezik C(X3)
A1i<iA2i akkor és csak akkor, ha minden @ € [[)- 1]-re

inf {A[,‘n }"QI- inf {..42,'”} .
sup { Avia }<;sup {Azia }

_ben egy ~i részben rendezés ugy, hogy

fennall. Létezik tovabba ez alapjan C'(X).ben egy < részben rendezés abban az értelemben, hogy A < Ay

akkor és csak akkor, ha minden 7-re

..41,'\’,'.42,‘.

A <relécio bevezetése €s tulajdonsagai lehetévé teszik CNF halmazok egymassal vald §sszehasonlitasat,

8.3. Tétel. Legyen A < Ay, A Ay e C(X ), valamint X egydimenzios. Ekkor a két halmaz als6 és felsd
tavolsagat az alabbi kiilonbségek hatarozzak meg:

dor (Ap.As) = inf {..42”} — inf {Aln} (8.5)
dov (A1, Az) =sup{Azn} —sup{Ai.} (8.6)
Legyen most X = 721 X (sbbdimenziés. Ekkor minden i-re létezik a fenti tulajdonsagu

diar v (Aris Agi ), ha A1:<iA2i, Normalizaljuk Xi-t ugy, hogy minden i-re | Xi| = L ekkor A1 < Ao

(4142 € C(X) = C (xhy X

esetén $=1= ')) létezik a

I

1/u
doryv (Ar, Ag) = (Z (diarju (-41--42))”) (8.7)

i=l1
MINKOWSKI-tavolsag.
Az ezen tételekben szerepld tavolsagdefinicio tulajdonsagai alkalmasak a ,,kozelség” szamszer( leirasara.

Az itt ismertetett definiciok alapjan lehetdség nyilt ritka szabalybazisokon miikodd szabalyinterpolacios
eljarasok kidolgozasara. Az els6 fuzzy szabélyinterpolaciés eljarast KOCZY és HIROTA javasolta [68], [69],
[Z1]. A kiindulasi 6tlet a kiterjesztési és a felbontdsi elven alapszik. Az elébbi azt fejezi ki, hogy fuzzy
halmaz formajaban keresett megoldas megkaphato gy, hogy elészor megoldjuk a problémat tetszéleges -
vagatra, majd az igy kapott megoldasokat fuzzy esetre kiterjesztjiik. Az utobbi a fuzzy halmazok cv-
vagatokra torténé dekomponalhatdsagat irja le:

A= U aAa, (8.8)
ac[0,1]

(ahol az uni6 maximumot jelent). Eszerint minden fuzzy halmaz leirhaté (x-vagatai dsszességével.
Elméletileg a végtelen szamossagu (x-vagatot kiilon kell kezelni, gyakorlatilag azonban, szakaszonként

linearis tagsagi fiiggvények esetén, elég csak néhany tipikus vagatot figyelembe venni.

Ha (az egydimenziés) X -ben és Y-ban létezik valamilyen <-tipust rendezés, tovabba ha £ : 4i — B;
*= L, 2) szabélyok és A* megfigyelés esetén
Al=<xA"<xAs & Bi=<yDBo. (8.9)



*
B* (y) kovetkeztetés a linearis interpolacid alapegyenlete alapjan a kovetkezé modon szamolhato:

d(A*,A)):d(As. A*) =d(B*.B)) : d(Ba2. B"). (8.10)

akkor a

Tavolsagfogalomként, példaul a (8.5)(8.7) egyenleteket hasznalva, az eljaras a kovetkeztetés (r-vagatait
oly médon hatdrozza meg, hogy a kdvetkeztetés és a konzekvensek tavolsdganak aranya minden (v-vagatra
@€ [0, l]) megegyezzek a megfigyelés €s az antecedensek megfeleld aranyaival:

([“L‘_,«'[' (A*.Ay): (]”L‘v,-'[' (A2, A") = (l”L‘_,-p (B*.By): (]”L‘v.-'[' (B2.B").

Az alapegyenlet a linearis interpolacio elvét terjeszti ki konvex és normalis fuzzy halmazokon alapulo
szabalyokra, §sszhangban azzal a DUBOIS és PRADE altal 1992-ben javasolt szemantikai
szabalyértelmezéssel [28], [30], mely szerint ,,minél hasonlobb a megfigyelés valamely antecedenshez, annal
hasonlobbnak kell lennie a kdvetkeztetésnek az adott antecedenshez tartozd konzekvenshez”, és amelyet a
ha—akkor szabalyok ,,fokozatos” értelmezése alapjan javasoltak. Ez egyben tovabbfejleszti a TURKSEN 4ltal
javasolt analdgias kovetkeztetés elvét [138], mely szerint ,,minél kzelebb van a megfigyelés egy
antecedenshez, annal kozelebb kell legyen a kovetkeztetés a megfeleld konzekvenshez” (a tavolsagot
egyetlen globalis crisp értékkel, az atlapolas mértékével mérve), valamint az ehhez kozel all6 DING, SHEN
és MUKAIDONO altal kifejlesztett ,,revizios elvet” [26], [102], [115], [116], [117], mely a kovetkeztetést

egy un. szemantikai gorbe segitségével szerkeszti meg (szintén atlapoldé megfigyeléseknél).

Az interpolacios alapelv elénye az dsszes itt felsorolt modszerrel szemben, hogy akkor is miikddik, ha
supp (A") Nsupp (A1) =supp (A") Nsupp (Az) = &,

ahol -'41 és -'4‘.2 az A* megfigyelést kozrefogd antecedensek.

A (8.11) alapegyenlet alapjan inf {B"} ¢ sup {B"} egyértelmiien szamolhato (l4sd 8.4. abra):

ill[{B],,} illf{Bg,.}
inf (B!} = dy, (A(‘i.A.,,) dp, (.4('{ Asy,) A
dr (AL, Ara) * dp (A}, Asy) 6.12)
sup{Bia} sup {Baa}
sup {B1} = dy (A*,Ay,)  dy (A Asy) ‘

1

1

du (A%, Ara)

dy (A%, Aza)



dyy (A, A%) dyy (A%, A,)

.

dy (A, Ay d, (A% A,)

|

B*

I
dy (B, B*) /\ dyy (B, By)

"
I
|
|
I
I

o

d, (B, B*) d, (B*, B,)
8.4. abra - Linearis szabalyinterpolacioval szamolt kovetkeztetés
Miutan a feladatot a kovetkeztetés Gsszes (:-vagatara megoldottuk a felbontasi elv (8.8) alapjan a fuzzy
kovetkeztetés megalkothato.

Ezek az egyenletek geometriailag éppen R1q ¢s R2a halmazok minimalis, illetve maximalis pontjai
A%
kozotti, az AL hengeres kiterjesztése szerinti linearis interpolaciot irnak le (v6. 8.5. abra).

Y| supp(R))

e "“"-‘ucorc (R ,.‘j"

=1 core(R,)

A,

8.5. abra - A linearis szabalyinterpolacié geometriai jelentése trapéz alaku tagsagi fiiggvények esetén
8.4.2. A lineéris interpolaciods eljaras elemzése

Megvizsgalva a (8.12) altal eldallitott eredményt, konnyen talalhato olyan szituacio, hogy az eredményiil
kapott kovetkeztetés kozvetleniil nem értelmezhetd fuzzy halmazként, ugyanis a dorju tavolsagok nem

ositih 5 5 0y Erté (min{B}}.max{BL}) 4 ; ;
biztositjak, hogy novekvo & értékekre a o oS/ parok egymasba skatulyazott
intervallumsorozatot alkossanak, s igy el6fordulhatnak a 8.6. és a 8.7. abran lathato abnormalis kimenetek is.



.A*

1

uv

8.6. abra - Fuzzy halmazként kozvetleniil nem értelmezheté konzekvensekhez vezeté szituacié, ahol a
konzekvens halmaz transzformaldsa utian értelmes eredmény adodik

=¥

8.7. abra - Fuzzy halmazként kozvetleniil nem értelmezhetdé konzekvensekhez vezet6 szituiacio, ahol még
transzformalassal sem lehet értelmes eredményt elérni
A probléma feloldasara két eljaras ismert. Elsoként bizonyos rogzitett tagsagifiiggvény-tipusokra
megadhatok olyan, a tagsagi fliggvény alakjara vonatkozo feltételek, melyek biztositjak a kdvetkeztetés
normalitasat [77], [78], [79]. Ezek az eljarasok a fenti feltétel nem teljesiilése esetén un. ,,normalizaci6s”
modszert javasolnak, mely a kovetkeztetés értelmezhetdségét garantalja. Az abnormalitas elkeriilésének
sziikséges feltétele példaul trapéz alaku tagsagi fliggvények esetén

by = min{B|} < max {B]} = b3,
azaz

((122 - (lé) 1)12 + ((lé - (112) 1)22 < ((123 - (l;;) 1)13 + ((l:; - (113) 1)23

(23 — ay2 (g3 —ad13
ahol az antecedenseket az %ij (! = L2 5=1.... '1) karakterisztikus pontok jellemzik. Hasonloan, az
" *
aj, bij és b.i karakterisztikus pontok rendre a megfigyelés, a konzekvensek és a kovetkeztetés megfeleld

paraméterét jelolik. (A tagsagi fiiggvények karakterisztikus pontjaira a tovabbiak soran is ezt a jel6lésmodot

fogjuk hasznalni.) Nem meglepd, hogy ebben a feltételben a tartohoz kapcsolddoé paraméterek nem jatszanak



kozvetlen szerepet. Tovabbi feltételeket talalhatok SHI és MIZUMOTO munkaiban [119], [120], [121].

A masik abnormalitas-feloldo modszercsalad ugy modositja a KH-eljarast, hogy az mindig normalis
konkluziét eredményezzen. Errdl részletesebben a tovabbfejlesztett interpolacids technikak targyalasa soran
lesz sz6 (lasd 8.5. szakasz).

Mivel a szabalyinterpolacios eljarasok bevezetésének f6 indoka a szabalyszam ¢€s ezzel a szamitasi
bonyolultsag redukcidja, ezért hatékony mitkodésiik feltétele, hogy a szabalyok formaja egyszerii, néhany
karakterisztikus pont segitségével leirhato, azaz szakaszosan linearis, példaul lehetéleg haromszog vagy
trapéz alaku legyen [74], ellenkezd esetben, ugyanis amit nyeriink a réven, azt elvesztjiik a vamon, azaz
hiaba csokkentjiik a szabalyok szamat, ha tal bonyolultta valik a megmarado szabalyok leirdsa. Azoknak az
o értékeknek halmazat, melyekre a (8.12) egyenleteket mindenképpen ki kell szamolni, lényeges (v-
vagatoknak nevezziik, és ezek halmazat A-val jeloljik (v6. (2.3)). A minimalis elemszama kettd; ekkor csak

A={0.1}

a tartd €s a mag tartozik a lényeges vagatok kozé:

A tényleges redukcio tovabbi feltétele, hogy szakaszosan linearis tagsagi fliggvények esetén elegendo
legyen a karakterisztikus pontokra szamolni a kdvetkeztetést. Ez azt jelenti, hogy a szakaszonkénti linearitas
megorzddik a konkliziora is. Bar ez altalanossagban csak bizonyos megszorito feltételek mellett teljesiil
(KOCZY és KOVACS [77], [78], [79], KAWASE és CHEN [59]), de a vizsgalatok megmutattik, hogy a
linearistol valo eltérés altalanos esetben is igen kicsiny, gyakorlati szempontbol elhanyagolhato, ezaltal
teljesiil a redukcio feltétele.

Trapéz alaku szabalyok esetében a lineéris oldalélekbdl kiszamitott [3* oldaléle altalaban
('1(12 + v+ 3

cyx + ¢

alakd, azaz tavolrdl sem linedris, s6t nem is polinomialis. B* szakaszonként polinomidlis (kvadratikus) lesz, ha
(12 — 1] = (oo — 2] = d.

¥ .

aljU =

(13 — (14 = (23 — (24 = d.

* I* = a% —a* . d" =a% —a}
azaz az antecedensek oldalélei parhuzamosak, tovabba B* szakaszonként linedris lesz,ha{ = Qg gt — Uy 4 jelolés
mellett
((l —d" ) (b1 — b1y — boo + ]Jg[) =)
és
(d' —d*") (b1z — bra — b2z + boy) = 0.

Két tipikus, és a gyakorlat szempontjabdl fontos eset, ha

* ! wf
d=d". d =d".
azaz a megfigyelés és az antecedensek oldalélei is parhuzamosak, illetve ha
1)]'_3 — ])1] = ]}22 — ])g[ és bl:i - 111,1 = 1123 - Ilz,lA
vagyis a konzekvensek megfeleld oldalélei pairhuzamosak egymadssal.

Vizsgaljuk meg ezek utan, hogy milyen mértékben képes a linearis KH-eljaras csokkenteni a fuzzy

T =T/S 47 cgy

kovetkeztetési algoritmusok eredendd exponencialis bonyolultsagat. Tegyiik fel, hogy

dimenziéban sziikséges ritka cimkék szamanak felsé korlatja (S = 1, lehetéség szerint 3> 1), és A = Al
Ekkor a linearis interpoléciés algoritmus bonyultsaga k' dimenziés esetben
. & ‘e
Ck,ids =0 </\ (k+1)T" ) . (8.14)
de mivel A a legtobb gyakorlati esetben konstans, ezért
k S 1E
('l\'.i(l('i =0 ((l\+ l) TI ) . (l.\‘l'))
Azonban ha k= 1, akkor
Crias =O((k+1DT + Xk +1)).
ahol a A-s tag fog domindlni. Szakaszonként linedris B" mellett j6 kozelitéssel A = 2konstans és C Kidé = 0 (l‘) mig gyenge

linearitas mellett a nemlinearitds esetén mind /\, mind ~ £<.3d grigke né.

A linearis interpolaciés modszer kiterjeszthetd ketténél tobb szabdlyra is. Ha adott 21 szabdly, ugy hogy



.4,- ~< A < _4_,- és B,— < B_," 1€ {l ..... H}’ JE {H +1..... 2/1.}’ akkor az alabbi képletek alapjan
szamithato B*:
2n

1
i—1 daL (.‘4:‘_}1“') i { Hl}
inf B}, = = ‘

i 1
— (lnl_ ('4:. ‘4ir\)
(8.16)

2n

1

— ‘
sup B! = -

- 1
; dov (AL Ain)

Az egyes szabalyok a megfigyeléstdl szamitott tavolsagukkal forditottan aranyos sullyal jatszanak szerepet
a kovetkeztetés megalkotdsaban. E modszer a kornyezd 21 szabély alapjan a szakaszonként linearis
interpolacional finomabb kozelitést ad és nemlinearis interpolaciot is lehetdvé tesz.

A kiterjesztett KH-modszer érdekes tulajdonsaga, hogy matematikai értelemben véve stabil, azaz ha a
megfigyelés kismértékben valtozik, akkor az antecedens halmazok helyzetétdl fiiggetleniil a kdvetkeztetés
sem modosul jelentésen. Mas megfogalmazassal ez azt jelenti, hogy ha a bemeneteken megadott halmazok
(antecedensek) szama minden hataron tal né, akkor a kiterjesztett KH-eljaras (8.16) interpolacids operatora
(K" (f. "')) a bemenetek egyenletes eloszlasa esetén (tetszdleges részhalmazra esd antecedensek aranya
megegyezik e részhalmaz és az alaphalmaz LESBEGUE-mértékének aranyaval) egyenletesen konvergal a
kovetkeztetési eljarassal kozelitett folytonos fiiggvényhez, ahol

=T

. L)
&x "L

K. (f.x)= Z f (-r‘k"’) —— (8.17)
k=1

1
(n N
j=A [l
az interpolacios operator, [ akozelitett N dimenziés folytonos fiiggvény, P a tavolsag meghatarozasahoz

L (n)

alkalmazott ““» norma paramétere, és 'k a k-adik antecedens megfelelé értéke. Ekkor

limy, oo K (fo) = [() (133,

Az allitasban szerepld (K" (f.a ')) operator szoros kapcsolatban 4ll a fliggvényapproximacio teriiletén
behatoan vizsgalt BALAZS—SHEPARD interpolacios operatorral (lasd pl. [23], [24], [25], [118], [130],
[131]). Belathaté (TIKK [133]), hogy a kiterjesztett KH-eljaras interpolacios fiiggvénye a BALAZS—
SHEPARD interpolacios operator fuzzy altalanositasa.

8.5. Az interpolaciés modszerek attekintése

A KH-médszer legjelentdsebb hatranya az, hogy nem ad mindig kozvetleniil fuzzy halmazként
értelmezhetd eredményt. Tovabbi megkotés, hogy csak CNF halmazokra alkalmazhaté. Ezen problémak

tobb kutatot a modszer javitasara, illetve mas, 1ényegesen kiillonb6z6 modszerek kidolgozasara 6sztondztek.

8.5.1. VKK-eljaras

Elséként VASS, KALMAR és KOCZY javasolt olyan modszert [141] (VKK-interpolacié), mely csokkenti
ugyan az alkalmazhatdsag korlatait, de nem sziinteti meg teljesen azokat. A VKK-eljaras az als6 és felsd
tavolsagok alternativajaként bevezetett k6zépso tavolsag €s szélességi viszony segitségével definidlja a

kovetkeztetést. Két szabalyra az alapegyenlet megoldésa a kovetkez6:
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o a kozépsd (¥-tavolsagot jelenti).

A (8.18) képlet szintén kiterjesztheté oly modon, hogy a konkluzié megalkotasanal tobb szabalypart
vesziink figyelembe. Mivel a kdvetkeztetés megalkotasdban részt vevo szabalyok szamanak novelésével
x — £00 esetén a kifejezés linearis fiiggvényhez tart, ez lehetdvé tesz bizonyos extrapolacids
alkalmazasokat is [141].

8.5.2. Szabalyinterpolacié testmetszéssel

Alapjaiban kiilonb6z0 eljarasokat javasoltak BARANYT és munkatarsai, melyek a fuzzy halmazok kozotti
relacié [3], [4], illetve a szemantikus gorbe és interrelacid interpolacidjan alapulnak [7]. A modszerek
egydimenzids valtozata a kovetkezd 1épésekbdl all. Az eljaras el6szor meghatarozza a kiszamitando
kovetkeztetés helyét (annak a referencia vagy legjellemzdbb pontjat) a megfigyelés és az antecedensek
referenciapontjai aranyanak segitségével. Ezutan kertiil sor a konkluzié megalkotasaban résztvevo dsszes
halmaz referenciapontjuk koriili 900-kal torténo elforgatasara, majd az elforgatott halmazok megfeleld
pontjainak 0sszekotésére, melynek segitségével két test keletkezik, egyik a bemeneti, masik pedig a kimeneti
halmazok terében (8.8. abra).

X

pid,}

8.8. abra - A testmetszéses médszer alapgondolata
A testeknek a megfigyelés és a kovetkeztetés referenciapontjanal torténd elmetszésével két halmazt
kapunk (8.8. abra): A*'-t a bemeneti, és B*'-t a kimeneti alaphalmazon. Végiil a végsé kovetkeztetés (B*)
meghatarozasa az A" és az ,,interpolalt” megfigyelés A* ! hasonlésagat felhasznalo un. revizios fiiggvény

segitségével torténik.

A testmetszéses modszer tobb elény0s tulajdonsaggal rendelkezik. Tetszleges bemeneti halmazrendszer
esetén mindig kozvetleniil értelmezhetd fuzzy halmazt ad kdvetkeztetésként. Nincsen korlatozva a bemeneti
halmazok alakja, vagyis sem a normalitas, sem a konvexitas nem sziikséges; az alkalmazas kizarélagos
feltétele az, hogy a halmazok referenciapontja (8.9) szerint rendezett legyen. Ez a feltétel még azt is
megengedi, hogy a megfigyelés egy része valamelyik antecedens tartdjan tulnyuljék. A modszer szakaszosan
linearis halmazokra kifejlesztett valtozata minden esetben pontosan (tehat nem kozelitéleg) szakaszonként

linearis kovetkeztetést eredményez.

A modszer egyetlen komolyabb hatranya az, hogy a revizios fliggvény szamitasa még szakaszosan linearis
halmazok esetén is jelentds idot igényel, viszont ezzel a fuzzy szabalyinterpolaciés modszerek

bevezetésének legfobb indoka sériil. A testmetszéses modszer részletes leirasa és tovabbi hivatkozasok [2]-



ben talalhatok.

8.5.3. Tovabbi szabalyinterpolaciés médszerek

A relativ fuzzisag meg6rzésén alapulé, CNF halmazokon miikdé eljarast javasolt GEDEON és KOCZY
1996-ban [39], amely azonban bizonyos crisp halmazokra nem alkalmazhat6. E médszer javitasa talalhatd
[75]-ben, mely kikiiszoboli ezt a hibat. A szerz6k ramutattak ezen mddszer és a fuzzy szabalyinterpolacid

alapegyenletének (8.10) kozvetlen kapcsolatara is.

A fuzzy szabalyok bizonytalan kornyezetben valo kozelitésén alapszik a KOVACS és KOCZY altal
javasolt eljaras [88], [89], [90].

8.5.4. Médositott a-vagat alapu eljaras

A felsoroltak alapjan megallapithato, hogy bar sok olyan interpolédciés médszer késziilt a KH-interpolacio
nyoman, melyek az eredeti algoritmus hatranyait csokkentették vagy kikiiszobolték, am ezek szamitasi
bonyolultsaga kisebb-nagyobb mértékben meghaladja az eredeti algoritmusét. A cél ezért egy olyan modszer
kidolgozasa volt, mely megtartja a KH-modszer elényeit — s ezek kozil is leginkabb annak alacsony
iddigényét —, ugyanakkor megsziinteti az abnormalis kovetkeztetés lehetdségét. Az alabbiakban ismertetett
modositott (:-vagat alapu modszer megfelel ezen kritériumoknak.

A modszer leirasa el6tt az abban felhasznalasra keriild YAM altal publikalt vektorreprezentacios eljarast
ismertetjiik [153]. Legyen A haromszdg alakt fuzzy halmaz. Ekkor A az £ = {a_1.a9.a, :’1 vektorral
egyértelmiien megadhat6, ahol @1 és @1 jeldli A tartdjanak két végpontjat, és @0 az A halmaz egyelemfl
magjat (cstcsat). Ezeket a paramétereket az A fuzzy halmaz karakterisztikus pontjainak nevezziik. Minden
haromszdg alaku A fuzzy halmazhoz hozzérendelhetiink tehat egy & vektort, amelynek elemeire fennall az
a1 < ag < a (8.19)

, \T
egyenlbtlenség. Forditva, minden olyan & = \¢—1:40:@1/  vektor, melyre (8.19) teljesiil, egyértelmiien

meghataroz egy hiaromszdg alakia A fuzzy halmazt.
Az @ vektort két ujabb vektorra bonthatjuk:

a; = (a1 .u(]}T. & ap = (ap,a1) T (8.20)
melyek rendre a bal, illetve jobb oldalél karakterisztikus pontjait tartalmazzak. Az egyszeriiség kedvéért
mostantdl csak a jobb (azaz felsd) oldaléllel foglalkozunk, a bal oldalélre a megfeleld allitdsok analég modon
belathatok (lasd pl. [133]). Ha masképpen kifejezetten nem allitjuk, akkor egy fuzzy halmazt reprezentald

vektoron ezutan a jobb oldalélet reprezentald vektort értjiik.

Hasonloképpen, minden konvex (és nem feltétleniil normalis), szakaszonként linearis fuzzy halmazhoz
egyértelmiien hozzarendelhetiink egy 7 + 1 elemii vektort, amelynek elemei a halmaz 7 + 1
karakterisztikus pontjat tartalmazzak:

a = (ap,ay..... () (8.21)
(a jobb oldalélre). A vektor elemei monoton nének (vo. (8.19)-el). Kisebb mddositassal a reprezentacios

modszert folytonos fuzzy halmazokra is kiterjeszthetjiik [133].

Tegyiik fel, hogy adottak a Ay — Bi¢s Ay — By szabalyok, valamint az A* megfigyelés, amelyre (8.9)

fennall. Vektorreprezentaciés megkdzelitésben a KH-modszert az alabbi modon irhatjuk le:

b" = (L —LA) by + IAb,. (8.22)

ahol = az identitasmatrix és



ay — ayk .
A= QoA de=——"% koo (8.23)
Aop. — )
+
Itt Pk, @1k, és @2k rendre a megfigyelés és a két antecedens k-adik karakterisztikus pontja, vagyis egytttal

a megfelelé vektor k-adik eleme.

Abrazoljuk ekkor a fenti reprezentaciéval a Vo X V1 kétdimenziés térben az antecedenseket és a
megfigyelést, a Zy X Z) t¢rben pedig a konzekvenseket. Hogyan jellemezhetk ezekben a terekben linearis
interpolacid esetén a szoban forg6d halmazok?

"'I Ao

Ay

8.9. abra - Az antecedensek és a megfigyelés vektorreplfe”zentéciéja (jobb oldalél)

Mivel az antecedens halmazok és a megfigyelésre rendezett (8.9) szerint, ezért a hozzajuk rendelt
vektorban a masodik koordinata sosem kisebb az els6nél, azaz az oldaléleket reprezentalé pontok az ¥ = ¥
egyenes €s a Vi tengely k6zé esnek (a tengelyeket is beleértve; 1d. 8.9. abra). Hasonlo igaz a konzekvens
halmazokra is (1d. 8.10. dbra).

Z 1 By

l:20=2

VZU
8.10. abra - A konzekvensek és a kovetkeztetés vektorreprezentacidja (jobb oldalél)

Ahhoz, hogy a kovetkeztetés fuzzy halmaz legyen, a b" vektornak az [ egyenes €s a Zy tengelyek kozé
kell esnie (ezekre valo illeszkedés is megengedett; 8.10. abra):
by < b] (8.24)

A KH-modszer feltételei miatt @1k < @f < A2k 5 Ak tortek (k= 0.1) ¢rteke nemnegativ, [0, 1]
intervallumba esik. Ez azonban csak azt garantalja, hogy a kdvetkeztetés — az antecedensek és a megfigyelés
értékétdl fiiggden — az abran lathato téglalapon beliil lesz, ahol nem lehet kizarni az abnormalis kdvetkeztetés
lehetéségét, ha a téglalap metszi az | egyenest. Az egész téglalap viszont csak abban az esetben esik az [
egyenes folé, ha B ¢s B3 konzekvensek nem diszjunktak.

A megoldast a kovetkezo dtlet adja: transzformaljuk a B 1, B3 konzekvenseket egy masik koordinata
rendszerbe, amely kizarja az abnormalitas lehetdségét. A kovetkeztetés meghatarozasahoz helyettesitsiik
atmenetileg a Zy tengelyt az l:zp =2 egyenessel, mig a Zy maradjon valtozatlan. Vegyiik észre, hogy By
és B2 konvexitasa biztositja az 0j rendszerbeli nemnegativ koordinatakat. Ezutan szamitsuk ki a
kovetkeztetés helyét az uj koordinata-rendszerben, végiil transzformaljuk vissza az igy kapott eredményt az

eredeti rendszerbe. Ez a konstrukcid biztositja, hogy a kovetkeztetés koordinatai monoton ndvekedjenek,



azaz a (8.24) egyenl6tlenség teljesiiljon.

Tetsz6leges b vektor esetén a transzformécié az alabbi:

/ \ . o 7\
b= (by.by) — b = (by.by)

by = bo -2 (8.25)
by = by —by.

Matrixos frasméddal

b = bT.

ahol

V2 0

-1 1

1~
I

(8.26)

Ha a konzekveseket mar eszerint transzformaltuk, akkor a konklaziot a (8.23) dsszefiiggés szerinti Ak

(k=0,1)

értékek felhasznalasaval a

b*;} = (1 — o) by + Aobhg. (8.27)

b*) = (1 — A1) by, + Mibh, (8.28)

egyenletekkel kapjuk. Matrix alakban

b = (L—IA) by + IAD). (8.29)
Mivel (8.9) teljesiil és a Ak egyitthatok nem valtoznak a (8.27) és a (8.28) kifejezésekben, ezért az 4j

koordinatak — mint nemnegativ szamok konvex kombinacidja — nemnegativok lesznek.
A konzklizi6 visszatranszformalasat a
! p
b*o = 1)‘[]./\/5.
by = b+ bt = b+ (h*{,,.-"ﬂ) .
egyenletek alapjan végezziik, masképpen
* ! 1 (Q «
b =p'T ! (8.30)
ahol
1/vV2 0
1 ,f\/g 1

+
Megjegyezziik, hogy a kozéppont (b 0) értéke nem viltozik az eljards sordn és ugyanez teljesiil a bal oldalélre is [8], [133], ezért a két oldalél
fels6 végpontja és a végso konkliizié haromszog alaku lesz.

7! =

A transzformacios eljaras bonyolultabb alaku tagsagi fliggvények esetén is mitkodik. 7 + 1
karakterisztikus pont esetén egy fuzzy halmaz (8.21) formaban reprezentalhatd. Abban az esetben, ha a
konkluzié meghatarozasaban szerepet kapo halmazok karakterisztikus pontjainak szama nem azonos, vagyis
példaul egyarant van koztiik hdromszog €s trapéz alaku is, akkor altalanosan a kovetkez6képpen kell eljarni.
Ha van olyan @1 € [0. 1] érték, amely csak bizonyos halmazok esetén tartozik a fontos vagatok k6zé, akkor
az ilyen 1 értékhez a t6bbi halmaz esetén is karakterisztikus pontot kell rendelni, méghozza olyan
multiplicitassal, amekkoraval az 1 valddi téréspontként maximalisan szerepel (lasd 8.11. abra). A halmazok
konvexitasa biztositja, hogy olyan halmazokra, ahol 1 nem toréspont, oldalélenként csak egy = € X elem

tartozik; ezt az -et valasztjuk az *1-hez tartozo karakterisztikus pontnak.
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8.11. abra - Kiilonbo6zo6 toréspontok esetén a karakterisztikus pontok meghatarozasa
A kovetkeztetésre a
* * - -
by <b;, Vi<je(0,n]
egyenlGtlenségnek kell teljesiilnie. Az eredeti ZU? N4 n koordindtatengelyeket a
! - .
Z; ={(zis-..y2n) | 2¢ = 2m, Lom € [i,n]} i€ [0,n]

*
tengelyekkel helyettesitjiik. Vegyiik észre, hogy a Z 1 tengely nem vdltozik, ezért a transzformdcio sordn a b 0 értéke sem viltozik.

AA egyiitthatovektor a
1f — a1k
A={No..... ) /\k=u (k=0,....n)

Aop. — A e
vektorra béviil. A transzformécios matrix értéke

[ Vn+1 0 0 0 ... 0

—n NG 0 0 o 0
0 —vn—1 n—1 0 oo 0

I~
Il

0 0 V2 V2 0
0 0 -1 1

melynek inverze a

I/vn+1 0 0o ... 0
. I/vn+1 1/y/n 0 o 0

1/\/:.1+1 1/yn ... 1/\/2 1

matrix lesz. Tehdt a transzformalt kovetkeztetés koordinatai



1)('] = b() Vi 1.
by =biyn— (by/vn+1)/n.

by =bovn—1— (by/Vn+by/vVn+ 1) vVn—1,

k-1
b =bevn —k+1— (Zb;/’\/n —i+ l) vn—k+ 1,

i=0

n—1

! ! — 1

by, = b, — (E bi/Nn—i+ l) .
i=()

lesznek, mi% a végsd konklizié koordindtdit a

by =by' /v +1

b =b'/Vn+ by /Vn+1

by = b’/ =T+ b’ fya+ by VAT T

<=

(8.32)

A.
b= (b /Vn—i+1)

i=0

bl = i (b /vn—i+1)
i=0

egyenletrendszer adja meg. Ennek alapjan beldthat6 [8], [133], hogy

8.4. Tétel. A koordinatatranszformacidos-modszer CNF bemenetek esetén mindig CNF halmazt ad, azaz zart a
CNF halmazok korében.
8.5.5. A médositott a-vagat alapu interpolaciéos moédszer vizsgalata

A modszer vizsgalata soran els6ként hasonlitsuk dssze az 11j és a KH-eljaras altal szamolt kovetkeztetést. A
kovetkeztetések koordinatankénti kapcsolatara az alabbi 6sszefliggés all fenn (a jobb oldalélre vonatkozo6an)

(8], [133]:

bp="5Hpr 4 Z (Ai = Xig1) (b2i —b1i). ke [0.n] (8.:
i=0
KH
ahol g a KH interpolacio altal szamolt k-adik karakterisztikus pont értéke (vo. (8.22)-vel). A masik

oldalélre hasonl6 eredmény kaphato.

A (8.33) osszefiiggés alapjan a modszer altal adott kovetkeztetést a KH-eljaras eredményéhez képest a
kovetkezoképpen lehet az el6z6 alpontban bemutatott transzformacio nélkiil jellemezni. Mint mar korabban
emlitettiik, a referenciapont koordinataja, azaz mindkét oldalél esetén az els6, kdzos by koordinata nem
valtozik. A kovetkez6 koordinatakat — mindkét iranyban — a konzekvensek és az adott iranybeli els6
karakterisztikus pontok kdzotti tavolsag (bi 1= bx’U; i=1, 2) hatarozza meg, ami a (8.33)-bol egyszeriien



kiszamolhato

b = b+ ((1—=Xe) (bik —b1ke—1) + Ak (b2t — ba 1))

Osszefiiggés alapjdn vildgosan latszik (Idsd még [8], [133]). A tovédbbi koordinatékat is rendre a konzekvensek aktudlis és a megel6z6
karakterisztikus pontjai kozotti kiilonbsége hatarozza meg. Ez azt jelenti, hogy ebben az esetben az egymas utdni karakterisztikus pontok kozott
explicit Osszefliggés van, ami az eredeti KH-eljards esetén hidnyzik.

A mbdszer altal nyujtott kovetkeztetést geometriailag tehat a 8.12. abran lathaté modon lehet interpretalni.

i
]
|
|
1
|
|
1
|
|
T
|

by, b, l)z: .I’T lf; IJJ,: by = by, X

| ' ' | | |
J-— e Py

by~ by, (1-A )by~ b))+ A (by~by) by by,

by,

8.12. abra - A kovetkeztetés koordinatai kozott fennallo osszefiiggés geometriai interpretacidja (bal
oldalélre)

A (8.33) képlet alapjan nyilvanvald, hogy a két eljaras akkor és csak akkor ad azonos kovetkeztetést, ha az
Bsszes Mk arany megegyezik minden k-ra. Egyszerii becslések segitségével belathato, hogy a két eljaras altal
adott kdvetkeztetés kiilonbsége korlatos, gyakorlati esetekben nem szamottevd [8].

M
. l/ /;_,
X Y

8.13. abra - Példa a linearitas kozelito megtartés‘éra. A haromszog alaku tagsagi fiiggvények jobb
oldalélét abrazoltuk: .41 . ([) ].), _-“12 . (v—) 7)’ 44' . (2 3)’ Bl . (() 2), B'Z . (l .—))

Ahhoz, hogy az eljaras megfeleljen a célkitiizésnek, meg kell még mutatni, hogy szamitasi bonyolultsaga

nagysagrendileg megegyezik a KH-mddszerével. Az nyilvanvalo, hogy az egyes koordinatak kiszamitasa
azonos 1dot vesz igénybe, hiszen a két modszer hasonlo eljarassal adja meg a kovetkeztetést. Kérdés, hogy
elegendd-e a kovetkeztetést ebben az esetben is csak a karakterisztikus pontokra szamolni, azaz megtartja-e,

legalabbis kozelitoleg, a konkluzid a szakaszos linearitast a karakterisztikus pontok kozti intervallumokra.

i M
A B By
X Yo
8.14. abra - Szélsoségesebb példa esetén is jo a linearis kozelités. A jobb oldalélek: Ay = (0, 1),

Ay 1 (10,100) A* : (1,10) By : (0.10) By : (10,11)

KH-médszer  j médszer
(¥ szamolt becsiilt szamolt becsiilt
0 1,600 1,60 1,400 140
0,1 1,729 1,74 1,553 1,56
0,2 1862 1,88 1,708 1,72
03 1,996 2,02 1,864 1,88
04 2,133 2,16 2022 204
05 2273 230 2,182 220
0,6 2414 244 2343 236
0,7 2,558 258 2505 252
038 2,703 272 2,669 268



09 2851 286 2834 284
10 3,000 300 3,000 3,00

8.3. tablazat - A kovetkeztetés szamitott és becsiilt értékei @ = . Les felosztas esetén a 8.13. dbra
halmazaira

A fenti kérdésre a valasz egyértelmiien igen. A [135]-ben elvégzett 6sszehasonlitas egyrészt megmutatta,
hogy [77]-b6l vett példak és haromszog alaki tagsagi fliggvények esetén a linearistdl vald gyakorlati eltérés
még a KH-modszernél tapasztaltnal is kisebb (a példakat és a KH-modszerrel 6sszehasonlitott eredményeket
a 8.13. és 8.14. abrak, valamint a 8.3. és 8.4. tablazatok mutatjak). Masrészt, a kisérleti tényeket

matematikailag becslésekkel is alatimasztva belathato, hogy a linearistol valé deviancia igen kicsiny.

KH-médszer  j modszer

(v szamolt becsiilt szamolt becsiilt
0 1,000 1,000 1,000 1,000
0,1 1,867 191 1914 1918
0,2 2,767 282 2832 2836
03 3676 3,73 3750 3,755
04 4589 464 4668 4,673
0,5 5505 555 5587 5,591
0,6 6421 645 6,506 6,509
0,7 7338 736 7425 7427
0.8 8255 827 8344 8345
09 9,173 9,18 9,263 9264

10 10,091 10,091 10,182 10,182

8.4. tablazat - A kovetkeztetés szamitott és becsiilt értékei @ = 0. Les felosztas esetén a 8.14. dbra
halmazaira

A modszer tovabbi érdekessége, hogy a KH-modszer matematikai stabilitasat is megdrzi [136]. Ezt a
tulajdonsagot — hasonldéan, mint a KH-moddszer esetében —, az eljaras kiterjesztett valtozatara lehet belatni,
amikor nem csupan két, hanem oldalanként 72 kdrnyez6 szabalyt vesziink figyelembe a konkluzio

eloallitasahoz.

Ezek alapjan megallapithatd, hogy ez a médszer valoban megérzi a KH-eljaras elény6s tulajdonsagait

(alacsony szamitési igény, matematikai stabilitas), és emellett az abnormalités lehetdségét is kikiiszoboli.

8.6. Hierarchikus szabalybazisok

Habar a ritka szabalybazisok és fuzzy interpolacios algoritmusok hasznalata kevés allapotvaltozo esetén
szamottevoen csOkkentheti a futasi idot, 3—5-nél tobb allapotvaltozo esetén nem biztosit jelentds idoigény-
nyereséget. Attorést igazabol csak az jelenthet, ha valamilyen modon az idéigény 0 (Tk) nagysagrendl
kifejezésében a k kitevét (is) csokkenteni tudjuk. Erre esetenként megoldast jelenthet a felesleges valtozok
kikiisz6bolése [16], de ez altalanosan nem alkalmazhato. Nagy valtozdszam esetén csak radikalisabb
modszerrel csdkkenthetd a szabalyok szama, illetve a szamitasi bonyolultsag: a szabalybazis szerkezetének
megvaltoztatasaval, hierarchikus szabalybazisrendszer kialakitasaval. Az els6 példa hierarchikus
szabalyrendszer megalkotasara és alkalmazasara a SUGENO altal publikalt vezetd nélkiili helikopter

vezérlése [126].

A strukturalt szabalybazis alapétlete a kovetkez6. Egy bonyolult rendszer leirasahoz ugyan tébbnyire sok,
nélkiilozhetetlen allapotvaltozo sziikséges, azonban eléfordulhat az, hogy lokdlisan a valtozok egy valdodi
részhalmaza is elégséges a modell kelld pontossagu leirasara. Természetesen ez a részhalmaz az allapottér
kiilonb6zo régidiban mas és mas lehet. Ha ilyen lokalis valtozorészhalmazok ismertek, a teljes allapotteret
particionaljuk, és minden egyes résztérhez lokalis modellt készitiink. Szerencsés esetben a lokalis rendszerek
lényegesen kevesebb valtozot hasznalnak, és igy az Osszesitett szabalyszam is jelentdsen csokkenhet. A
helikopteres példanal maradva, mas valtozok dominalnak az ,,emelkedés”, és megint masok példaul az

Jgt)

,elore repiilés” miivelete kdzben.

Minden lokalis modellhez egy alszabalybazis tartozik. A felsd, un. metaszinten eldszor — a megfigyelés



"

kornyezete vagy a rendszer eldirt reakcidja alapjan — a megfeleld alszabalybazis kivalasztasara keriil sor. Ezt
a lépést az un. metaszabalyok hatarozzak meg, amelyek bizonyos, a lokalis modelleket 1ényegében
elkiilonité valtozok értéke alapjan, vagy specialisan a rendszer lokalis miikodését szabalyozo valtozok értéke

alapjan valasztjak ki a megfeleld lokalis modellt.

Lehetoség van tobb metaszint alkalmazasara is, ilyenkor az egyes metaszintek a modell egyre pontosabb
finomitasat végzik, és a kivalasztott allapotvaltozokhoz tartozo lokalis szabalybazis szerinti kovetkeztetés

meghatarozasa a legalso szinten torténik.

Az egy metaszintet tartalmazo strukturalt szabalybazis az alabbiak szerint adhaté meg formalisan:
Metaszint (Ryp) :
Ha zg = D) akkor vegyiik a D) tartomanyt és a hozzatartozé R bazist

Ha zy = Dy akkor vegyiik a Dy tartomanyt és a hozzatartozé Ro bazist

Ha zp = D,, akkor vegyiik a D,, tartomanyt és a hozzatartozo R, béazist
R\ szabalybézis D) tartomanyhoz:

Ha z; = A;, akkor Y = B,

Ha z; = Ajp akkor Y = B»

Ha z; = A,,,, akkor Y = B,
Ry szabalybazis Dy tartoméanyhoz:
Ha z0 = Aoy akkor YV = Bg,

Ha 25 = Ass akkor YV = Bao

Ha zy = Ay, akkor Y = B,,,,,
sth.. R,, szabalybazis D,, tartoméanyhoz:

Ha z, = A,,; akkor Y = B,

Ha z, = A,» akkor Y = B,»

Ha z,, = Ay, akkor Y = By,
aholRi(i'E[l‘”])aD Z(].Zl ..... Z,,az."zXl X‘XyA_gX"'X‘X'”

allapottér részterei és az R i szabalybdzisok bemeneti alaphalmazai, < €Z i € [(]‘ ”]), valamint

partici6 1-edik eleme. Z i-t valédi részhalmaznak nevezziik, ha Zi cX i.A IT= {D 1: D 2900 D
egész X alaphalmazt lefedi:
n

Ua:%

i=1

i tartomdnyhoz tartoz lokdlis szabalybazis;

Tekintsiik az alabbi igen egyszerli példat:



Metaszint (Rg) :
Ha x1 = Ay és 20 = Ao akkor vegyiik a D) tartomanyt
Ha o) = Ay és 19 = Agy akkor vegyiik a Dy tartomanyt.,
R\ szabalybéazis D, tartomanyhoz:
Ha 23 = Az és 2y = Ay akkor Y = B,
Ha 253 = Ass és 1y = Ays akkor Y = Bs.
Ry szabalybéazis D5 tartomanyhoz:
Ha 25 = A5 akkor Y = B3
Ha x5 = A5 akkor Y = By,
ahol IIT= {Dl d D'l},és ZU = ‘\'l X "\72, Zl = "\'3 X "\'Al,Z'-? = "\'5 az X = X?:] "'\'i alaphalmaz val6di
o (1?

-
D
részhalmazai. Vegyiik észre, hogy ekkor ( ) szabdly helyett elegendd szabdly, ami példaul T = T érték esetén 16 807

szabdly helyett kevesebb mint 2.-4947=105 szabdlyt jelent.

Altalanosan, ha a k bemen6 valtozot egy ko (metaszint) és 1t darab ki elemszamu csoportba osztjuk, akkor

legrosszabb esetben is
r= TL'(. + Tk'x + Tkz g TL [(\»"”

szamu szabaly sziikséges, vagyis nagysagrendileg

Chier = O (Tku) ) (Tln + Tkz RS TL ) -0 (” . Tkn Fmax;’ 1A-,.) .

ami jelents id6megtakaritdst eredményez.

megfigyeléshez pontosan egy tartomany és szabalybazis tartozik. A hierarchikus szabalybazis koncepcidja
azonban kiterjeszthetd. A T egyszerii particio altalanositisaval az egyes tartomanyok érvényességének
meghatarozasat rugalmasabba tehetjiik. Megengedhetiink fuzzy lefedéseket is, ahol egy tipikus tartomany
hataran a hozzatartoz6 szabalybazis érvényessége csokkenhet, st egy megfigyeléshez tobb lokalis
szabalybazis is tartozhat, és a kovetkeztetés a lokalis bazisok altal meghatarozott részkovetkeztetések
kombinaciojaként all el6. Tovabbgondolva a lehetdségeket még az is el6fordulhat, hogy (valamely)
metaszint szabalybazisa ritka; erre az esetre altalanos megoldast az el6z6 szakaszban targyalt interpolacios
algoritmusok és a hierarchikus szabalystruktirak kombinalasa jelenthet: a kdvetkeztetést a metaszinten
végzett szabalyinterpolacio segitségével hatarozva meg. Ezen kiterjesztések segitségével a szabalybazis
strukturalasa altalanosabb esetekben is lehetévé valhat. Ez a gondolat nyilvan tobb komoly matematikai és
algoritmikus problémat is felvet.

Hogyan kombinaljuk a kiilonb6z6 valtozohalmazokhoz tartozo lokalis szabalybazisokat fuzzy lefedettségii
alaphalmaz esetén? Hogyan kezeljiik azt, amikor a metaszinten tobb egymast részben atfedd tartomany
tiizel? Hogyan sulyozzuk a kiilonb6z6 lokalis szabalybazisok altal szamitott részkonkluziokat, melyek
esetleg eltérd valtozohalmazokhoz tartoznak?

Lokalis szabalybazisok interpolalasa esetén eldszor is egy egységes, az érintett valtozokat tartalmazo
legszlikebb részhalmazt kell meghatdrozni, majd a lokalis bazisok minden szabalyat ebben a kozos,
kiterjesztett térben kell felirni. Ekkor azonban elképzelhet az, hogy az dsszes valtozot az ily modon
meghatarozott legsziikebb szupertér tartalmazza, és igy a szamitasi bonyolultsag ismét megnd. Ezért [73]
szerzOi az alabbi, a kiterjesztés helyett projekcion alapuld algoritmust javasoltak.

Legyen 1 ritka fuzzy particio, ahol a particié minden elemében ki van jelolve a valtozok egy valodi

részhalmaza, amely az adott tartomanyban dominans:

[={D\.Ds.....D,}. (8.36)



ahol

U core (D;) C Zy

i=l1
valddi részhalmaz értelemben, azaz a particié fuzzy; s6t

U supp (D;) C Zy
i=l1
is megengedett, azaz a partici6 ritka. Az algoritmus Iépései tehat:

1. Hatérozzuk meg az A* megfigyelésnek a I particiora vetitett projekciojat (-4('1). Keressiik meg a
projektalt megfigyeléshez tartozod szomszédos tartomanyokat (8.36)-ban.

2. Hatarozzuk meg minden D;i€lliteq hasonlosag mértékét (i),
3. Minden Wi # U.ra hatarozzuk meg Ripen A -ot, az A* megfigyelés Zi térre vetitett projekciojat.
A

Hatarozzuk meg “*i-gal szomszédos elemeket Ri pen.

4. Szémitsuk ki az Fi-beli (Wi # 0y B{ reszionkluziokat.

5. Helyettesitsiik Ry peli metaszabalyokban a tiizeld R; 10kalis szabalybazisokat az altaluk generalt
részkonkliziokkal, és hatdrozzuk meg a végsd B* kovetkeztetést a Wi aranyok segitségével.

9. Alkalmazasok

Tartalom

9.1.Egy 4 cios példa: a forditott . .
9.2. Vezeténélkiili targonca irdnyitasa

9.2.1. A targonca modellje és iranyitasi stratégiaja
9.2.2.Iranyitdas Mamdani-médszerrel

9.2.3. Iranyitas szabalyinterpolaciés modszerrel

Ebben a fejezetben a fuzzy iranyito és szakértd rendszerek gyakorlati alkalmazasi lehetGségeit tekintjiik at,
majd azokat néhany egyszert példan keresztiil illusztraljuk is.

A MAMDANI-tipust iranyitok elvének publikalasa [99], [95] a 70-es évek végétdl egyre tobb kutatd és
ipari szakember érdeklddését keltette ol a fuzzy iranyitok alkalmazasi lehetéségeinek vizsgéalata irant. A
kutatasok kezdeti eredményeként néhany laboratoriumi prototipus sziiletett, majd 1982-ben az elsé tényleges
ipari alkalmazas is megjelent [50], amely egy cementmi iranyitasat végezte. A kezdeti id6szak (1975-1985)
eredményeirdl a [137] tanulmany ad jo attekintést. A 80-as évek kozepétél a MAMDANI-technikan és
variansain alapuldé modszerek igen elterjedtek viszonylag kevés bemenettel rendelkezd, explicite nem ismert

modelli iranyitastechnikai problémak megoldésaiban.

A ,.fuzzy robbanas” 1987-ben kezdddott Japanban, a Nemzetkozi Fuzzy Rendszerek Szévetsége (IFSA)
Tokidban tartott masodik vilagkongresszusaval szinte egyidében, ahol kiilonbdz6 japan egyetemek és
vallalatok mar szamos sikeres fuzzy iranyitasi alkalmazast mutattak be. Ezek k6zott szerepelt viztisztitd
berendezés (Sagamihava), vezet6 nélkiili metrovonal (Sendai), mobil robot és tobb olyan demonstracios
Osszeallitas, melyek 1ényegében univerzalis célu ipari iranyitasi rendszerek tulajdonsagaival birtak. A
kovetkezo években szamos kereskedelmi termékben és ipari rendszerben jelent meg a fuzzy iranyito, igy
els6sorban haztartasi gépekben (mosodgép, porszivo, klimaberendezés, vizmelegitd, rizsf6z9d, villanyborotva,
stb.), a video- és fényképtechnikaban (autofokusz, white balance, képstabilizacid), a gépjarmiigyartasban
(fogyasztascsokkentés, ABS-rendszer, stb.), viz- és levegotisztito, illetve szell6z6 rendszerekben, ipari és
mobil robotokban (ideértve a talan legfejlettebb ilyen alkalmazast, a ,,repiil6 robotot”, azaz mezdgazdasagi
célu vezetd nélkili helikoptert is [126], [128], melyet SUGENO laboratériumaban, a Tokidi Miiszaki
Egyetemen fejlesztettek ki), és szamos mas teriileten.

Az ipari alkalmazasokban Japant el6szor Dél-Korea és Tajvan kdvette, majd Europaban elsésorban



Németorszag (Siemens, Volkswagen, stb.), de mas orszagok is, példaul Olaszorszag, s egyidejiileg Uj-
Zéland, stb. Az Egyesiilt Allamok alkalmazott fuzzy kutatésa a felsorolt témékon kiviil az tirkutatas és a
haditechnika teriiletére koncentral, utébbi téren a legnagyobb sikert az Obol-habortuban alkalmazott éjszakai
célazonosito-rendszer aratta, mely fuzzy eljarasokat alkalmazva infravords képeket osztalyozott, €s igy

lehetévé tette a nem harckocsiként azonositott célpontok megkimélését.

Ma a fuzzy eljarast (elsésorban iranyitd vagy szakértd rendszert) alkalmazé kommercialis termékek szama
megkozeliti a 3000-et.

9.1. Egy demonstracios példa: a forditott inga szabalyozasa

A fuzzy irdnyitasi rendszerek miikddésének illusztralasara elészor egy egyszerl példan, a forditott inga
szabalyozasan mutatjuk be. Az irdnyitds célja egy vizszintes tengellyel rogzitett rad fliggéleges helyzetben
val¢ tartasa, melyet a tengelyt tartd kocsi vizszintes iranyu mozgatasaval ériink el (lasd 9.1. abra). Az
egyszeriisitett fizikai modell a rad aljanal 1évé M és a rad felsé részén 1évé m tdémegpontbol all. A két
tomegpont egy tomor, elhanyagolhaté tomegii, | hosszisagu raddal van dsszekdtve. Az inga egyensulyi
helyzetben valo visszahozasdhoz (megtartasahoz) sziikseges F erd meghatarozasara a rud fiiggdlegessel

. — dv
bezart } szogét, és ennek a szognek a A1)-bol becsiilt = dt valtozasat (kozelitd szogsebesség) mérjik.
Tehat a rendszer bemend valtozoi ¥ és A1), ezek aktuélis értéke a megfigyelés. Az iranyitas célja, hogy a

megfeleld F' mozgato eré segitségével mindkét értéket nulldn tartsuk.

9.1. abra - Forditott inga esetén fellép6 erohatasok
Els6ként a bemeneti és kimeneti alaphalmazt kell meghatdroznunk. A ¥ szog értéke az X, = [_90' 9()]
fokos tartomanyban valtozhat. Elméletileg a A1) szogsebesség értéke barmekkora lehet, de egyrészt
sz¢élsdséges értékeket csak mesterségesen idézhetiink eld, masrészt a mérdeszkoz is csak egy adott mérési
tartomanyban mikddik. Ezért a tovabbiakban feltessziik, hogy Av € Xy = [-45. 45] (fok/masodperc).
Hasonlé megfontolasok alapjan a kimend valtozo6 alaphalmazaul az Y = [_ 10, 1“] (N) tartomanyt

hatarozzuk meg.

A hagyomanyos szabalyozas a modell formalis, differencidlegyenlet-rendszer formajaban megadott
leirasan alapszik. Ennek a differencidlegyenlet-rendszernek a megoldasa adja meg a megfeleld iranyitasi

értéket.

A forditott inga modellje differenciadlegyenlet segiségével is leirhato:

2

(m+M)-sin®d-1-d+m-1-sind-cos?- () — (m + M) - gsint = —F" - cos

(ahol 9a gravitdcios dllandd). Cél az egyenletbdl az F=F (f ) er6nek meghatdrozasa az egyenletbdl gy, hogy a v és v véltozok lehetSleg
gyorsan nulldhoz konvergdljanak. Altaldban ahhoz, hogy az egyenletrendszer megolddsa hatékony szabdlyozast eredményezzen, el6feltétel, hogy
a modell jol kozelitse a valgsagot, melyhez a fizikai folyamat alapos ismerete sziikséges.

A folyamat matematikai modelljének differencialegyenletekkel valo pontos leirasa azonban sok esetben
lehetetlen, vagy legalabbis rendkiviil bonyolult feladat. Nyilvanvalo, hogy az ilyen rendszerek szabalyozasa
tobbnyire a fizikai-matematikai modell pontos ismerete nélkiil is megvalosithato. Ezért tud példaul szinte
barki kerékparozni anélkiil, hogy akarcsak tudna a differencialegyenletek 1étezésérdl. A rendszer
iranyitasahoz elegendd, ha példaul a rendelkezésiinkre all a rendszer kvalitativ miikodését leird
R; : Ha aszog 9 = A; 1 ¢és a szogsebesség Al = A; o akkor az eré F = B;

4,».1, Ais. B

alakui szabdlyok halmaza, ahol * 2 és 71 fuzzy halmazokkal reprezentélt nyelvi kifejezések. A szabdlyok definidldsa el6tt meg kell



hatérozni a fuzzy particiokat, azaz azt, hogy milyen nyelvi kifejezésekre, illetve fuzzy halmazokra osztjuk fel az alaphalmazokat.

90 -67,5 45 -225 0 225 45 675 90 X

9.4. 4bra - Az Y alaphalmaz és a mozgaté eré értékei
Az X alaphalmazt a 9.2. abran lathaté modon hét fuzzy halmazra osztottuk fel. Ezek a két szEls6t6l
eltekintve egyenldszari haromszog alaktiak. Nagyon hasonld megoldast alkalmaztunk a masik két
alaphalmaz particionalasakor (9.3. és 9.4. abra). A nyelvi kifejezések értékeire a 7.2.4. szakaszban definialt

jeloléseket hasznaltuk.

A forditott inga szabalyzasahoz a 9.1. tablazatban megadott szabalyokat alkalmazzuk. A szabalyokat a
értelmezése a kovetkez6 modon torténik (tekintsiik példaul az elsé sor harmadik oszlopat): ,,Ha a szdg kicsi
negativ és a becsiilt szogsebesség nagy negativ, akkor az erd legyen kicsi pozitiv”;

Ha @ = NS és A = NL akkor F = PS.

A " NL NM NS Z PS PM PL
NL PS PL
NM PM
NS NM NS PS
Z NL NMNS Z PS PMPL

PS NS PS PM
PM NM
PM NL NS

9.1. tablazat - Forditott inga (hidnyos) szabalybazisa

A tablazat nem definial szabalyt minden lehetséges bemenet esetére, az iires poziciok olyan szituacidkhoz
tartoznak, melyek a gyakorlatban fizikailag nem fordulnak eld. Ennek ellenére, adodhat olyan helyzet, hogy
a megfigyelés egyetlen szabalyt sem aktival. Ez bizonyos rendszerek esetén katasztrofahoz vezethet, azaz
ilyenkor a modell nem alkalmazhato, mas kovetkeztetési modszert kell alkalmazni, példaul
szabdlyinterpolacids/extrapolacios eljarasokat (1asd 8. fejezet és 9.2. szakasz). Az adott példaban megfeleld

kiindulasi pozicid esetén nem fordulhat el6 olyan szélsdséges szituacio, ahol nem lehet (az adott er6hatarok

kozott) a rud eldolését megakadalyozni.

Az inga iranyitasat MAMDANI kovetkeztetési algoritmussal végezziik. Legyen példaul az aktualis
megfigyelés



= 36°, AP = —2,25°.
Amint az a 9.2, és 9.3. abran lthatd, a megfigyelésnek két szabdly antecedensével van nem iires metszete. Ennek alapjén a 9.1. tablazat
felhasznaldsaval az

Ry :Ha ¢ = PS és A = Z akkor F' = PS
Ro :Ha v = PM és Av = Z akkor = PM

szabilyok tiizelnek. Az els§ 1épés a silyfaktorok meghatdrozasa (vo. (7.7) és (7.8); 9.5. abra):

wy = min{0.4, 0.6} = 0.4 é wo = min {0.6, 0.8} = 0.6.

M M M
1 . ] 1
HER 0.8/
PSNOA L (2N /_PS:\
0 2253645 90 X; 2250 1125 X; 0 2;5 5 75 Y

6% X, 530 m X 6
9.5. abra - Részkonkluziok meghatirozasa
A részkonkluziok meghatarozasa a (7.9) egyenlet alapjan torténik (lasd 9.5. bra). A végs6 kovetkeztetést
pedig ezek unidjaként kapjuk. Az eredmény a 9.6. abran lathatd. Ha crisp kovetkeztetésre van sziikségiink,
akkor a 7.4. szakaszban ismertetett defuzzifikacios modszerek koziil kell valamelyiket valasztani. Példaul a
maximumok kézepe modszerrel (MOM) ¥ = "—’, a geometriai kézéppont modszerrel (COA) ¥ =~ 3-9"—’, azaz a
dontéstol fiiggden 3.95 vagy 9 N er6t kell alkalmaznunk az inga egyensulyban tartdsahoz.

H

I _“(’(Kil'.,“\((h(

0 2,5 5 15y
9.6. abra - A kovetkeztetésként kapott fuzzy halmaz és a két defuzzifikacios modszer eredménye
Amint a példa is mutatja, akar ilyen jelentds eltérés is adddhat a kiilonbozé defuzzifikdciés modszerek altal
szamitott eredmények kozott. Ez a magyarazata annak, hogy a szabalyok beallitasa altalaban bonyolult
,hangolasi folyamat” (tuning) keretében torténik. A tagsagi fliggvény alakjanak megvaltoztatasa,
helyzetének modositasa ugyanis kompenzalhatja a defuzzifikacio eltérését — vagy éppen forditva.

9.2. Vezetonélkiili targonca iranyitasa

Ebben a szakaszban egy un. vezetdnélkiili targonca iranyitasat mutatjuk be [21], [89], melyet
anyagmozgato feladatokra hasznalnak nagy raktarakban. El0szor egy hagyomanyos, MAMDANI-tipust
iranyitasat mutatjuk be a feladatnak, majd pedig a redundans szabalyok elhagyasat kovetden a KH-féle

szabalyinterpolacios eljaras egy valtozatat alkalmazzuk az iranyitas elvégzésére.

9.2.1. A targonca modellje és iranyitasi stratégiaja

Az iranyitas altaldban vezetdnyom alapjan torténik [44], ez a megoldas a vezérld rendszer egyszerlisége
miatt igen népszerli. A vezetonyom a valosagban tobbnyire festett jelzés, de lehet a padlora ragasztott vagy
abba beépitett vezeték vagy magnescsik is. A targonca iranyitasanak egyik célja a vezetdnyom kovetése,
melyet a targoncan elhelyezett Gin. vezetonyom-érzékeld(k) segitségével valositanak meg. A bemutatott
példaban modellezett vezetonélkiili targoncanak két rogzitett iranyt hajtott kereke van, melynek iranyitasa

differencialis kormanyzassal (tankhajtassal) torténik, azaz a jarmiivet a kerekek fordulatszdmanak (egymastol



eltérd) modositasaval lehet kormanyozni. A fordulasi képességet a hajtott kerekek fordulatszamanak
kiillonbsége hatarozza meg. A nyomkdveto rendszer nem rendelkezik térképpel, ezért mindig a
vezetonyomot leir6 pillanatnyi, illetve a megel6z6 mérési adatok alapjan kell navigalni. Az irdnyitas masik
célja a jarmiinek a kijelolt beallasi (dokkolési) pozicioba valé eljuttatasa. Osszefoglalva, olyan irdnyitasi
(nyomkovetd) stratégia sziikséges, amely a teljes utvonalon biztositja a nyomkdvetési hiba minimalis szinten

tartasat, valamint a beallasi tdvolsag minimalitasat.

Vezetl VezetGpont
/ezetGnyom A
T ™ Vezetdsiv

Irdnyitasi kzéppont
9.7. abra - A vezetonélkiili targonca modellje

Az irdnyitési stratégia a rendszert ismerd szakért6tdl megszerzett informaciok segitségével adhatdé meg. A
Iényege igen egyszerii: iranyitsuk a lehetd legkdzelebb a targonca irdnyitott kozéppontjat (azaz a hajtott
kerekek tengelyvonalanak felezOpontjat; lasd 9.7. dbra) a vezetényomhoz, s ha ezt elértiik, forditsuk a
jarmivet a dokkolasi iranyba. Annak érdekében, hogy a targonca a vezetényomot minél hamarabb elérje az
un. vezetdsav hasznalata javasolt. Ennek 1ényege, hogy a vezetdnyomtol valo tavolsag mérése nem egy
kijeldlt ponton, hanem egy Osszefiiggd szakaszon, tobb érzékeld felhasznalasaval torténik. Ekkor a
kormanyzas célja kevésbe szigort, mégpedig az, hogy a vezetdsav altal kijelolt tartomany ne hagyja el a
vezetényomot, illetve, hogy annak helyzetét mindig érzékelni lehessen a rendelkezésre allo érzékeldk

valamelyikével. Ez a modszer biztositja a vezetdnyom gyorsabb megkdzelitését [21].

A kovetkezokben ismertetésre keriild iranyitasi stratégiadhoz csupan két adatot kell mérni: a vezetdnyom és
az iranyitasi k6zéppont, valamint a vezetényom és a vezetépont tavolsagat (9.7. abra). A vezetdnyom és a
vezetOpont tavolsaga a vezetsav felhasznalasaval meghatarozhato ugyan, de a nyomvonalkdvetés hibaja
ekkor még nem all rendelkezésre. A nyomvonalkdvetés hibajanak pillanatnyi értékét [21] alapjan a
vezetdpont €s vezetonyom tavolsaganak el6zo €s aktualis értékei segitségével becsiilhetjiik. A fenti szamitas
elvégzése utan a megfigyelést a becsiilt nyomvonalkovetés hibaja ((S), valamint a vezetényom ¢és a

vezetépont tavolsaga (€v) alkotja.

9.8. abra - A becsiilt nyomvonalkévetés hibajanak (d) fuzzy particidja
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9.9. abra - A vezetényom és vezetépont tavolsaganak (€v) fuzzy particioja
9.2.2. Iranyitas Mamdani-moédszerrel
A kovetkez6 1épés a szabalybazis felépitése. Olyan szabalyokat vesziink fel a szabalybazisba, amelyek
jellemz6 kiindulasi helyzetek esetére irja le azokat a sziikséges mandverezési (sebesség €s iranyvaltoztatas)
utasitdsokat, amelyek a minimalis dokkolési tdvolsag kozelitd elérését garantaljdk. A kimeneti valtozok a

jarmi sebessége (Va) s irdnya (Va), Tankhajtas esetén ezek a mennyiségek a

Vim V- Vi V= Lt Ve

¢

egyenletek segitségével szamolhatok ki, ahol ‘L és “"'ll’ a bal, illetve jobb oldali kerék kertileti sebességét jeloli. A szabdlyok két csoportba
sorolhatdk; az elsGbe a sebességet, a masodikba az irdnyt meghatdrozé szabélyok tartoznak. Mindkét fajta szabalynak két antecedense és egy
konzekvese van.

A bemeneti alaphalmazokat mindkét valtozo esetében a [_ L, l] intervallumra vetitettiik, és ezeken hét-hét
fuzzy halmazt definialtunk, melyek RUSPINI-particiot alkotnak. Az alaphalmazok particidi a 9.8. és 9.9.
abran lathatok. A kimeneti alaphalmaz a sebesség esetén a [_()‘ L. 1. l], az irany meghatarozasahoz a

[—1.4, 1.4] intervallum, melyek négy, illetve hét fuzzy halmazra vannak particionalva (lasd 9.10. és 9.11.

abra).
i
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9.10. abra - A pillanatnyi irany (Va) fuzzy particiéja
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9.11. abra - A pillanatnyi sebesség (Vo) fuzzy particigja
A szabalyokban szerepld nyelvi fogalmak leirasat a kiindulaskor egyenldszaru haromszog alaku fuzzy
halmazokkal valosithatjuk meg, amelyeket az irdnyitas optimalizalasa céljabol hangolni kell. Ennek
érdekében elkészitettiik egy miikodo vezetdnélkiili targonca szimulaciés modelljét. A szimulacid soran
megkiséreltiik a lehetd legkisebb dokkolasi tavolsag elérését az adott vezetdnyomon. Az igy kapott
eredmények segitségével modositottuk a szabalyokban szereplé halmazok csticspontjanak pozicidjat, ennek
eredményei lathatok a 9.10. és 9.11. dbran. A szabalyokat a 9.2. és 9.3. tablazatok tartalmazzak.

.. NLNM NS Z PS PM PL
NL PMPS Z Z NL NL NL
NMPL PS PS PS PS Z NL
NS PL PMPS PS 7z 7 NL
Z PL PMPS 7Z NS NMNL
PS PL Z Z NSNS NMNL
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9.2. tablazat - Vezeténélkiili targonca pillanatnyi iranyanak (Va) meghatarozasahoz hasznalt szabalyok

% NL NM NS z PS PM PL

Cu

N_oL M § § S § Z Z
NMS M M M M M S
NSZ § L L L M S
Z S M L L L M S
PSS M L L L S Z

PMS M M M A M S
rrL z zZz S § § § M )
9.3. tablazat - Vezeténélkiili targonca pillanatnyi sebességének (Va) meghatarozasahoz hasznalt
szabalyok

A 7.3. szakaszban ismertetett max-min kompozicios kovetkeztetési eljarassal és stlypont defuzzifikacios
modszerrel (lasd 7.4.1. pont) végzett iranyitas esetén a kapott (,,behangolt”) szabalybazissal a 9.12. abran

lathato iranyitasi feliileteket nyertiik.

0,
0.5

9.12. abra - A pillanatnyi irany (Va) és sebesség (Va) iranyitasi feliilete

Az igy létrehozott szabalybazisnak és a MAMDANI-algoritmussal tdrténé iranyitas teljesitményének
ellendrzése a szimulacios modell segitségével elvégezhetd. Az eredmény — a legkisebb vezetonyom
sugaranak fiiggvényében kifejezett minimalis dokkolasi tdvolsag — azt mutatja, hogy a modell a targoncat
kielégitéen iranyitja, és a [21] kézleményben publikalt vezetésav bevezetése a vezetdnyom
megkozelitésének sebességét észrevehetden javitja. A probléma tovabbi részletes vizsgalata KOVACS SZ.
munkaiban talalhaté meg [21], [89], [90].
9.2.3. Iranyitas szabalyinterpolaciéos moédszerrel

A 9.2, és 9.3. szabalybazisok egyiittesen kétszer 49, azaz 9sszesen 98 szabalyt tartalmaznak. Ezek kozott
természetesen vannak olyan szabalyok, melyek elhagyhatok, illetve mas szabalyok segitségével kivalthatok.

A szabalybazis redukciojat egyes redundans fuzzy halmazok elhagyasaval kezdjik. A redukalt
szabalybazis két bemenetén 6t-6t, kimenetén harom, illetve 6t fuzzy halmazt definidlunk. Ezutdn elhagyjuk a
mas szabalyok segitségével eldallithato szabalyokat. A végeredményiil kapott redukalt szabalybazis, mely
nem redukalhat6 tovabb, a 9.4. és 9.5. tablazatokban talalhato szabéalyokat tartalmazza. A redukalt
szabalybazis az egyes kimeneteken tizenkét, illetve 6t szabalyt, vagyis dsszesen tizenhét szabalyt tartalmaz.

Ez az eredeti szabalybazis méretének kevesebb, mint 35%-a.

° NL NM Z PM PL

Cy

NL NL
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9.4. tablazat - A pillanatnyi irany (Vi) redukalt szabalybazisa
® NL NM Z PM PL

Cu

NL Z
NM
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9.5. tablazat - A pillanatnyi sebesség (Va) redukalt szabalybazisa

Erdekes megfigyelni, hogy mig az irany meghatarozasanal a (Z.2) bemenethez tartozo szabaly és
kovetkeztetése a kornyezo szabalyok segitségével potolhato, addig a sebesség esetében ez az egyik
legfontosabb szabaly, mely az elhagyhatd, kdrnyez6 szabalyok rekonstrukcidjaban alapvetd szerepet jatszik.
A szabalyinterpolacios eljarassal végzett iranyitasi algoritmus a 9.13. dbran lathato iranyitasi feliileteket

generalja.
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9.13. abra - A pillanatnyi irany (Vi) s sebesség (Vo) iranyitasi feliilete szabalyinterpolacios eljaras
esetén

Ha még a redukalt szabalybazis is meglehetdsen nagyméretil, akkor tovabbi lehetdség a redukalasra a
szabalybazis tomoritése [2], [5], [6]. Ekkor a szabalybazist leird paramétertombot egy tomoritd eljarassal
becsomagoljuk, €s a kovetkeztetés szamitasa kdzben ,,interaktivan” csak a tiizeld szabalyok paramétereit
emeljiik ki anélkiil, hogy az egész paramétertdmbat kitdomoritenénk. Természetesen ekkor a tiizeld szabalyok
konzekvensének szamitasa némileg tobb id6t igényel. Azonban, ha a tomdritett szabalybazis elfér az operativ
memoriaban, akkor a nagyobb elérési iddt igénybe vevé merevlemez hasznélata nem sziikséges, s igy
Osszességében az eljaras valaszadasi ideje jelentdsen csokkenhet.

Tovabbi 1ényeges redukciot eredményezhet, ha sikeriil az iranyitasi probléma allapotterét olyan médon
alterekre particionalni, hogy az igy nyert egyik altérben metaszabalybazis allithato fel, a megmarado altérben
vagy alterekben pedig a fennmaradé valtozok szama lokélisan csokkenthetd (1d. 8.6. szakasz).
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