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A reguléris nyelveket véges automatakkal vagy regularis kifejezésekkel ad-
tuk meg. Van tovabbi lehetOség is, egy ilyen a formdlis nyelvtan vagy réviden
nyelvtan.

A formdlis nyelvtanok nem egészen olyanok, mint példdul a magyar nyelv-
tan. Bar eredetileg a természetes nyelvek szabdlyainak leirasara késziiltek,
de konnyebben hasznalhatéak mesterséges nyelvek, példaul programozasi nyel-
vek pontos megaddsdra, mint egy beszélt nyelv helyes mondatainak tokéletes
leirdsara.

A formalis nyelvtanok lényegében atirasi szabalyokat adnak meg, amelyekkel
egy kezdd szimbdélumbdl kiindulva szavakat tudunk el6allitani.

Ezeknek itt csak egy specidlis, talan a leggyakrabban haszndlt fajtajaval
foglalkozunk.

1. Definicié. Egy kornyezetfiiggetlen nyelvtan (réviden CF nyelvtan) alatt egy
olyan G = (V, X, S, P) rendszert értiink, ahol

o V egy véges, nem ires halmaz, a valtozdk (vagy nemtermindlisok) halma-
za,

o X egy dbécé, amire VN =0, a karakterek (vagy termindlisok) halmaza
e S eV akezdd valtozo,

e P egy véges halmaz, az in. levezetési (vagy produkcids, illetve dtirdsi)
szabalyok halmaza.

P elemei A — « alakidak, ahol A € V' egy vdltozd, a € (V UX)* egy vdltozdkbdl
és a X elemeibdl dllo tetszdleges, véges hosszi sorozat.



1. Példa. Legyen V = {A}, ¥ = {a,b}, a kezdd vdltozd természetesen az A, a
levezetési szabdlyok halmaza pedig

P={A—adb, A— ¢}

A nyelvtanok megaddsanal sokszor nem irjuk ki az Osszes paramétert, csak a
levezetési szabalyokat soroljuk fel. Ha mast nem mondunk, akkor a szabalyokban
szerepld kisbetlik a 3 elemei, a nagybetiik a valtozdk, az els6 szabdly bal oldala
a kezd§ valtozé. Tovabba azok a szabdlyok, melyeknek a bal oldaldn ugyanaz
all, 6sszevonhatoak, fliggbleges vonallal elvélasztva a kiilonb6z6 jobb oldalakat,
Ebben a formaban az el6z6 nyelvtan igy néz ki:

A—adb|e
2. Definicié. Egy G = (V, X, S, P) nyelvtanndl levezetés alatt egy olyan
T=71=72= ="

véges hosszi sorozatot értink (n > 0), melyben yo = S, tovdbbd ~y; € (V U X)*,
és mindegyik v;+1 megkaphato v;-bol eqy levezetési szabaly alkalmazdsdval. Ez
azt jelenti, hogy minden 0 < i < n esetén y; felirhatd ~; = 61 Ads alakban, ahol
01,00 € (VUX)* és A € V dgy, hogy viv1 = drads ahol A — « egy P-hez
tartozo levezetési szabdly.

2. Példa. Az el6z6 nyelvtan esetén eqy levezetés pl. az aldbbi
A = aAb = aaAbb = aaaAbbb = aaacbbb

Az igy levezetelt sz0 az aaabbb. Konnyi ldtni, hogy ebbdl a nyelvtanbdl pontosan
azok a szavak vezethetdk le, amelyek a™o™ alakiak (n > 0).

A levezetések koziil azok lesznek szamunkra érdekesek, amelyekben a kezdd
valtozébdl indulva végiil egy olyan sorozathoz jutunk, amiben mér nincsenek
valtozok.

3. Definicié. A G = (V, X, S, P) nyelvtan dltal generélt L(G) nyelv azokbdl a
w € X% szavakbdl dll, melyekhez valamilyen n > 0 szdmra van olyan S = v =
Yo = -+ = Yy levezetés, amiben v, = w

1. Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy ha egy levezetés sordn eljutunk eqy w €
¥* széhoz, akkor a levezetés tovabb mdr biztos nem folytathatd, mivel w nem
tartalmaz vdltozot, ilyenkor mdr egyetlen szabdly sem alkalmazhato.

3. Példa. Tekintsiik az aldbbi nyelvtant!
S—aS|bS|alb

Iit tehdt az egyetlen vdltozd az S, az dbécé az {a,b}. A nyelvtanbdl levezethetd
pl. az ab sz26:
S=aS=ab



Az is ldtszik, hogy a nyelvtan dltal generdlt nyelv {a,b}"-bdl az dsszes nem iires
szot tartalmazza, azaz L = {a,b}" \ {e}. Ez azért igaz, mert egy tetszdleges,
legaldbb 1 hossziiw € {a,b}" szénak elolrél kezdve eqgymds utdn tudjuk generdini
a karaktereit: amig nem az utolso karakterrél van szo, addig az vagy az elsé vagy
a masodik szabdllyal, az utolso karakter pedig a 3. vagy a 4. szabdllyal dllithato
eld.

1. Feladat. Mely szavakbdl dll az alabbi nyelvtan dltal generdlt nyelv?

S —aTa|bTblal|b
T—aT |bT |e

Megoldas: Vilagos, hogy S-bol csak olyan sz6 vezetheto le, ami nem fiires,
tovabba az els6 és az utolsé karaktere megegyezik. Megmutatjuk, hogy a ge-
neralt nyelv az 0sszes ilyen sz6bdl all.

Ehhez vegyiik észre, hogy T-bol minden a és b betiikbdl all6 sorozat eléallithatd
az el6z6 példahoz hasonldan. Az S szabalyai lehet6vé teszik, hogy a szd elsé és
utolsé karakterét generaljuk. Ha 1-nél hosszabb szdét akarunk, akkor ezek kozé
a T-bdl tetszoleges karaktersorozatot eléallithatunk. O

2. Feladat. Legyen 3 = {a,b} és L dlljon azokbdl a szavakbdl, melyekben az a
betiik szama megegyezik a b betik szamdval. Adjunk olyan G nyelvtant, amire
L(G)=L.

Megoldas: Egy lehetséges megoldds: S — aSbS | bSas | e

Ahhoz, hogy ez valéban jé nyelvtan, el6szor is vegyiik észre, hogy minden
esetben, amikor valamelyik szabalyt alkalmazzuk, ugyanannyi a-t generalunk,
mint ahdny b-t ezért L(G) C L.

Azt kell még megmutatni, hogy minden w € L sz6 levezethet6 a nyelvtanbdl.
Ezt a w hossza szerinti indukciéval latjuk be. Nyilvan ez igaz a 0 hosszii w = ¢
szora. Egy hosszi sz6 nincs az L nyelvben. A kett6 hosszu szavakra is kénnyt
latni, mert vagy az els6 vagy a masodik szabdly egyszeri alkalmazdsa utan a
harmadik szabalyt kétszer hasznalva megkaphatjuk a w szot.

Tegyiik fel, hogy L legfeljebb k hosszi szavairdl mar tudjuk, hogy levezet-
hetdSk és legyen |w| = k+ 1. Tobb eset lehetséges: amennyiben w = aw’b, akkor
w’ € L és ebben az esetben az S = aSbS kezdés utdn S elsd eléforduldsabdl, az
indukciés feltevés szerint w’ levezethetd, miutdn a mdésodik S betiire az S — ¢
szabalyt alkalmazva megkapjuk a w szét.

Hasonl6an jarhatunk el, amennyiben w = bw’a.

Ha viszont w els6 és utolsé betiije megegyezik, és ez a betlt mondjuk a, akkor
vegyiik w-nek egy legrovidebb kezdoszeletét, amiben ugyanannyi a van mint b,
legyen ez = és w = zy. Ekkor egyrészt x,y € L, mésrészt x sziikség szerlien b-re
végzodik, azaz x = azb alaku, ahol z € L. Egy ilyen w-re jé levezetést kapunk,
ha az S = aSbS 1épés utan az elsé S-bol az z-et, a masodikbdl az y-t vezetjitk
le (ami az indukcids feltevés miatt lehetséges).



Hasonléan jarhatunk el akkor is, amikor w elsé betiije b, csak ilyenkor a
levezetés az S = bSaS szabéllyal indul. O

Nézziink egy kicsit bonyolultabb nyelvtant!

4. Példa.
R— XRX | S (1-2)
S — aTb | bTa (3-4)
T—XTX|X|e (5-7)
X —>alb (8-9)

Ez is kérnyezetfiiggetlen nyelvtan, ahol a kezdd vdltozé az R. Az alabbi leve-
zetésben az aldhuzott rész jeloli a kovetkezdként alkalmazott szabaly bal oldaldt,
a nyil feletti szam a szabdly sorszamdt.

R = XRX = XXRXX = XXSXX 2 aXSXX 2 abSXX

:8> abSaX :8> abSaa :3> abalbaa :5> abaX71 Xbaa £ abaX Xbaa
:9> ababXbaa :9> ababbbaa
Tehdt a kapott sz ababbbaa € L(G).

A fenti levezetés soran tobb valasztasunk is volt, hogy melyik valtozot melyik
szabaly alapjan helyettesitsiik.
Egy levezetés sokszor jobban attekinthetd ha a 1épéseket egy faba rendezziik.

4. Definicié. Legyen G egy kornyezetfiiggetlen nyelvtan és x eqy sz26. Az x
levezetési faja G-ben egy gydkeres fa, melyben

e a gyokér a kezdd vdltozoval,
e minden nem levél csiucs eqy-eqy vdltozoval,
o minden levél pedig ¥ egy-egy elemével (vagy e-nal) van cimkézve.

e Ha eqy A csics gyerekei balrdl jobbra olvasva By, Bs,..., By, akkor a
nyelvtannak van A — B1Bs ... By, szabdlya. (Itt B € YUV U{e}.)

A levelek balrél jobbra olvasva éppen az x szot adjdk.

A definiciébdl vildgos, hogy egy x € L(G) sz6 tetszbleges levezetésébdl lehet
levezetési fat késziteni, és a levezetési fabdl is kiolvashaté legalabb egy levezetés.

Fontos azonban megjegyezni, hogy mig a levezetés egyértelmiien meghataroz-
za a fat, visszafelé ez nem igaz, altalaban egy levezetési fabol ugyanannak a
szonak tobb levezetése is kiolvashato.

5. Definicié. FEgy x € L(G) sz6 bal-levezetése egy olyan levezetés, amikor min-
den lépésben a y; elejéhez legkozelebbi valtozot helyettesitjik eqy megfeleld nyelv-
tani szabdly alapjdn.



Erre mar igaz, hogy egy levezetési fabdl egyetlen bal-levezetés olvashaté ki.

5. Példa. Az eléz6 példdban leirt levezetéshez tartozo levezetési fa. EbbSI tobb-
féle levezetés is leolvashato, a bal-levezetés szabdlyai sorrendben: 1, 8, 1, 9, 2,
3,5 91798, 8.

Jobb oldalt egy ugyanehhez a szohoz tartozé mdasik levezetési fa lathato.

X/z\X X/z\X
JOINN SN
SN T

a/T\b X/T\X

X/T\X a/X/T\X\b

| | | | | |

6. Definicié. Egy w € ¥* sz0 egyértelmiien levezetheté a G nyelvtanbdl, ha
G-ben csak egy levezetési fdja van.

A G nyelvtan egyértelmli, ha G-b6l minden w € L(G) sz6 egyértelmien
levezethetd.

Az L nyelv egyértelmi, ha létezik egyértelmi nyelvtana.

Ezek szerint az el6z6 példabeli szé nem egyértelmiien levezethetd, hiszen két
kiillonbo6z6 levezetési faja is van. Igy persze a nyelvtan sem egyértelmi.

2. Megjegyzés. Az egyértelmiien levezethetdség fenti definicicja ekvivalens az-
zal, hogy a szo bal-levezetése egyértelmd.

Lassunk most egy fontos példat, az aritmetikai kifejezések nyelvét. Az egy-
szerlség kedvéért csak Osszeaddst és szorzast fogunk benne hasznalni, de ki-
egészithetd tovabbi miiveletekkel is.

ESE+E|E+E|(E)|a (1)

Itt FE az egyetlen véltozd, az abécé elemei pedig +, *, a, valamint a nyit6 és
csuko zardjel.

Ez egy nem egyértelmii nyelvtan, hiszen példaul az a + a x a kifejezéshez két
kiilonbozo levezetési fa is tartozik,



[N, N
| | |

3. Megjegyzés. Ha erre a két fara nem mint levezetési fakra, hanem mint
a kifejezés kiértékelésének maodjdat megado fikra gondolunk, akkor ldtszik, hogy
mig az elsé megfelel az aritmetikai kifejezések szokdsos kiértékelésének (elébb a
szorzast végezzik el, utdna az dsszeaddst) a mdsodik ,,rossz sorrendben” végzi a
mdveleteket.

1. Tétel. Az aritmetikai kifejezésekre adott fenti G egyszeri nyelvtan nem
egyértelmd, de az dltala generdlt L(GQ) nyelv egyértelmd nyelv.

Bizonyitds vdzlat: Az elébb mér lattuk, hogy a nyelvtan nem egyértelmi. A
nyelv egyértelmiiségéhez mutatnunk kell egy G’ egyértelmii nyelvtant, amire
L(G") = L(G). Legyen G’ a kovetkezd:

E—-E+T|T
T—TxF|F
F—(E)|a

Vildgos, hogy a G’ nyelvtannal levezethetd aritmetikai kifejezések levezet-
het6k az eredeti nyelvtanbdl is.

Azt kell megmutatni, hogy ha w € L(G), akkor w € L(G’) is teljesiil, s6t a
G'-beli levezetési faja egyértelmii.

Ezt a w hossza szerinti indukciéval mutathatjuk meg. Ha |w| = 1, akkor
csak w = a lehet, és ez egyediil az F = T = F = a lépésekkel kaphaté meg a
G’ nyelvtanban.

Hosszabb szavakra azt kell észrevenni, hogy ha vannak zardjelen kiviili +
jelek, akkor el8szor ezeket kell generdlni (sorrendben visszafelé) az els6 szabély
segitségével, utdna a zardjelen kiviili x jeleket, majd a zardjelekben levo kife-
jezéseket.

O

4. Megjegyzés. Vegyik észre, hogy ebben a mddositott nyelvtanban ha a leve-
zetési fat kiértékelési fanak tekintjik, akkor a miveletek sorrendje is a szokdsos
lesz.



