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1. Vizsgalat az idotartomanyban

1.1. Normalalak meghatarozasa

A hélézatra felirjuk az allapotvéltozos normaélalakot. Ehhez a késlelteték kimeneteire allapotvaltozokat vesziink
fel. Igy az egyenletek a kovetkezok:

zilk+1] = (Q+d-a)xk]+e-a-x20k]+a- sk (1)
xalk+1 = (b+d-a-b) -x1[k]+(1+e-a-b) xz]k]+a-b-slk] (2)
z3lk+1] = (b+d-a-b)-z[k]+(1+e-a-b)- xak]+a-b-s[k] (3)
ylk] = caslk] (4)

w[k + 1] = Az[k] + Bulk]  y[k] = CTz[k] + Du[k] (5)

Ezek alpjan a matrixok

1.4500  0.4500 0 0.5
A= 07250 1.2250 0 B =025 c'=[0 0 07 D=0
0.7250 1.2250 0 0.25

1.2. Sajatértékek meghatarozasa

A sajatértékeket a MATLAB segitségével konnyen meghatarozhatjuk

>> [sv,sel=eig(A)

sV =
0 0.4165 -0.5609
0 -0.6429 -0.5854
1.0000 -0.6429 -0.5854
se =
0 0 0
0 0.7553 0
0 0 1.9197

A sajatértékek ismeretében eldonthet6, hogy a hédlézat stabilis-e. Sajnos nem minden sajatérték kisebb abszo-
lutértékben 1-nél, ezért a hélézat nem GV-stabilis. A halézatrdl lathatd, hogy a problémét a d és e szorzdk
okozzdk, mivel ezek a meglevd egységnyi pozitiv visszacsatoldst (D; és Do késleltet6k onmagukra direktben
visszahatnak) még tovabb novelik. d és e értékét megfeleld — negativ értékiire vélasztva, a sajatértékek abszolut
értéke kisebb lesz 1-nél, és a halézat nem viselkedik gonosz médon. Legyen tehat d = —3 és e = —0.9, ekkor az
allapotvaltozos leirds, és sajatértékek a kovetkezOképpen alakulnak:

—0.5000 —0.4500 0 0.5
A= [-02500 0.7750 0 B =025 c¢’=[0 0 07 D=0
~0.2500  0.7750 0 0.25

>> [sv,sel=eig(A)

sV =
0 -0.2282 0.9677
0 0.6885 0.1782
1.0000 0.6885 0.1782
se =
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0 0 0
0 0.8579 0
0 0 -0.5829

A sajatértékek tehat: Ay =0 Ao =0.8579 A3 = —0.5829.

1.3. Impulzusvalasz

Az impulzusviélasz a hélézat u[k] = J[k] fiiggvényre adott valasza. Ennek els6 néhdny értékét a 1épésrél 1épésre
modszerrel hatdrozhatjuk meg az aldbbi tédbldzat segitségével. A szamértékek a normaélalakba torténé behe-
lyettesitéssel adédnak. k < 0-ra a kauzalitds miatt a valasz azonosan 0.

k | ulk] | (k] o K] 3 [k] ylk]

0] 1 0 0 0 0

I 0 0,5 0,25 0,25 0,175

2 [ 0 | -0,3625 | 0,06875 | 0,06875 | 0,048125
31 0 |0,150313 | 0,143906 | 0,143906 | 0,100734
I 0 | -0,13991 | 0,073949 | 0,073949 | 0,051764
51 0 | 0,03668 | 0,092280 | 0,092289 | 0,064602
6 | 0 | -0,05987 | 0,062354 | 0,062354 | 0,043648
7 | 0 | 0,001876 | 0,063292 | 0,063202 | 0,044304
8 | 0 | -0,02942 | 0,048582 | 0,048582 | 0,034008
9 | 0 | -0,00715 | 0,045006 | 0,045006 | 0,031504
10| 0 | -0,01668 | 0,036668 | 0,036668 | 0,025668

Az impulzusvélasz analitikus alakban torténé el6dllitasdhoz a differenciaegyenlet rendszert a Lagrange méatrixok
segitségével oldjuk meg. Ekkor az impulzusvalasz a kovetkezd alakban &ll elo:

hlk] = Do[k] + e[k — 1](CT (LAY + Lods ™ + LyAs ™) - B)

ahol L; az i-edik Lagrange matrix, melyek az alabbiak:

—0.0000  0.0000
L; = | —0.0000 0.0000
o —0.0000 —1.0000

0
0

1.0000

(Sl
o

iy
|

22:

A—XE A—)\E

PVED VR VI W

A—ME A—)\E

PV VIS W

A—ME A—)\E

VR VRS VD W
0.0575 —0.3123 0
—0.1735  0.9425 0
—0.1735  0.9425 0

(6)

0.9425 0.3123 0
0.1735 0.0575 0
0.1735 0.0575 0

A Lagrange matrixokrdl tudjuk, hogy > L, = I, ez teljesiil, tehdt a métrixok jok.Ezeket egyenként megszorozva

C7T-vel és B-vel, adédnak az exponencidlis tagok egyiitthatéi:

K1 =0

Ky =0.1042

Ezeket behelyettesitve pedig az impulzusvalasz kifejezése:

hlk] = DS[k] + e[k — 1] (K1 Ay ™! + KoA5 1)

Az impulzusvélasz dbraja a kovetkezo:

e[k — 1](0.1042 - 0.8579F~* + 0.0708 - (—0.5829)* 1)

K3 =0.0708

(10)
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Az impulzusviélazs explicit kifejezésébe k értékeit behelyettesitve valoban visszakapjuk a lépésrol 1épésre mddszerrel
meghatarozott értékeket.

1.4. Valasz adott gerjesztésre

A halézat gerjesztése legyen s[k] = e[k](F + Gp*), ahol F = 1,5, G = 0,8 és p = 3, vagyis s[k] = [k](1,5 +

0, 8(%)’“). A halozat valaszat a 0...5 litemben a gerjesztés, és az impulzusvalasz diszkrét konvolicidja adja:

k

ylk] = s[k] « h[k] = s[i] - h[k — ]

=0

A konvoliciét elegendé 0-tél kezdeni, mivel a rendszer kauzdlis. k = 0O-ra y[0] = 0 hiszen az impulzusvilasz
k = 1-ben kezddodik.
A gerjesztés értékei k = 0...5-re az aldbbiak:

5[]
2,3
2,211111
2,132099
2,061866
1,999436
1,943943

T W N~ o

Elvégezve a konvoliciét az aldbbi MATLAB script segitségével’:

%a gerjesztés és az impulzusvdlasz kiszdmitasa
for i=1:10
u(i)=1.5+0.8%(8/9) " (i-1);
h(i)=Ki*se(1,1) "~ (i-1)+K2x*se(2,2) " (i-1)+K3*se(3,3) " (i-1);
end;
y=zeros(1,10)
%konvolicid
for i=1:10
for j=0:i-1
y(D)=y(D)+h(Gi-j)*u(j+1);
end;
end;

y vektorban a kovetkezd értékek adédnak y[k] értékeire:

s[k] ylk]
2,3 0
2,211111 | 0,4025
2,132099 | 0,4976
2,061866 | 0,7112
1,999436 | 0,8052
1,943943 | 0,9269

T W N~ O

1Sziikséges a valtozdk indexének médositésa, mert a MATLAB a 0-s vektorindexet nem értelmezi
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2. Vizsgalat a frekvenciatartomanyban

2.1. Atviteli karakterisztika meghatarozasa

Az atviteli karakterisztika meghatarozdsahoz, felirjuk a frekvenciatartomédnybeli egyenleteket. Ezesetben a
késlltetSk kimenetein e~77-val szorozni kell a bemenetén megjelend értéket.

r1 = (14da)ze™ + eaxse ™’ + as (11)
o = (b+dab)zie™” + (1 + eab)zye™ Y + abs (12)
3 = (b+dab)zie ™ + (1 + eab)zye™’ + abs (13)

y = xze?’ (14)

Az atviteli karakterisztikdt a MATLAB segitségével konnyen megadhatjuk a mér elsé feladatban kiszamolt
matrixok alapjan:

>> [sz,nev]=ss2tf(A,B,CT,D)
sz =

0 0.1750 0.0000 -0.0000

nev =

1.0000 -0.2750 -0.5000 0

Ez a figgvény két vektort ad vissza, amelyek az dtviteli fliggvény egylitthatéit tartalmazzak z hatvanyai szerinti
csokkend sorrendben (z°-al kezdédben). Mivel a halézat GV-stabilis ezért az atviteli fiiggvény megegyezik az
atviteli karakterisztikdval, z helyett azonban e/?-kat kell frni. Ezek alapjn az tviteli karakterisztika:
; 0.175¢ 97
H(e?) = - : (15)
1 —0.275e=7% — 0.5e—277

Az amplitidé karakterisztika az 4tviteli karakterisztika abszolut értéke. Alakja a (—2m,27) intervallumon az
alabbi:

0.4 T T T T T T T
0.35
0.3

0.25

IHE"

0.2

0.15

0.1

005 i i i i i i i
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2.2. Valasz adott gerjesztésre

Keressiik a hdlézat s[k] = Scos(dok + p) = 2.5cos(3F + I gerjesztésre adott vélaszdt. A vélasz gerjesztett
Osszetevéje a tranziensek lecsengése utan all be. Ehhez természetesen szitkséges, hogy a tranziensek valéban
lecsengjenek, vagyis [A\;| < 1 Vi (aszimptotikus stabilitds). Mivel ez a feltétel teljesiil, a szdmitdsnak van fizikai
tartalma. A valasz meghatdrozasihoz az atviteli karakterisztikdba behelyettesitve ¥ értékét kapjuk az dtviteli

tényez6t: H(el3™/43) = 170.2752'_%26};3].:/'452_23,r/43 = 0,449226¢7756:8474° ozt megszorozva S-el pedig a valasz
értékét komplex alakban. Ennek abszolut értéke a vélasz egyiitthatdja, fazisszogét pedig p-val Gsszeadva adédik

a valasz idofiiggvénye:

3
ylk] = 1,123065977 cos(ﬁk +3,152551346°) »

A gerjesztdjel periodicitasanak feltétele, hogy ¢ m-nek valamely racionalis t6bbszorose legyen. Mivel ez a feltétel
teljesiil, a gerjesztGjel periodikus, peridédusszamanak meghatarozasahoz pedig a

3

KﬁznZﬂ' K,neN (17)

diofantikus egyenletet kell megoldani. K = 86 és n = 3 a legkisebb olyan szdmpar (mivel ezek relativ primek),
ami megoldas, tehat a periédusszam K = 86.

2.3. Fourier sor meghatarozasa

Keressiik a kovetkezd DI jel Fourier sorat. A Fourier sor diszkrét esetben véges tagu 0sszeg, és pontosan eléallitja
a jelet. A Fourier egyiitthatdk, a kdvetkezd Gsszefliggéssel szamithatok:

1 K-1
o1 2m
Fi= ;O olk] - e IR

Ahol K a peridédusszdm (jelen esetben 6). A fenti alak numerikus szdmitdsa a MATLAB segitségével konnyen
megtehets?:

jel=[1 -2 47 9 9];
for k=0:5
for 1=0:5
kfe(k+1)=kfe(k+1)+jel (1+1)*exp (-1ixk*1*2xpi/6);
end;
end;
kfe=1/6*kfe;

a kfe vektorban a komplex Fourier egyiitthatékat kapjuk, amelyeknek képezziik a kétszeres valds és -2-szeres
képzetes részét

kfe =
Columns 1 through 4
4.6667 -1.5000 + 2.3094i -0.3333 + 0.86601 0 - 0.00001
Columns 5 through 6
-0.3333 - 0.8660i -1.5000 - 2.3094i
>> uia=2*real (kfe)
uia =
9.3333 -3.0000 -0.6667 0 -0.6667 -3.0000

>> uib=-2*imag(kfe)

2 Az indexelés médositdsa a MATLAB miatt kell, mivel a 0-s vektorindexet nem értelmezi
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uib =

0 -4.6188 -1.7321 0 1.7321 4.6188

Ezen adatok alapjan a valés alak egyiitthatoit a kovetkez6 szabalyok szerint olvashatjuk ki:

K
Uf = 2Re{UF} = wia(i) Ul = —2Im{UF} =wib(i) 0<i< 5

K
Ut =U =kfe(i) U'=0 i=—=Ai=0

! 2
Ezekbol pedig a Fourier sor valds alakja a kovetkezo:
%
ulk] = Uo + Z Uf cos(idok) + U sin(idok)
i=1

Behelyettesitve az egyiitthatokat, és elvégezve az Gsszegzést a valés Fourier sor az aldbbi:
ulk] = 4.6667 — 3 cos(Vok) — 4.6188sin(Jok) — 0.6667 cos(29pk) — 1.7321 sin(290k) (18)

ahol ¥g = 27” = %’T. A fenti alakba k értékeit rendre behelyettesitve az vissza kell kapni a jel értékeit pontosan:
k=0-ra:
u[0] = 4.6667 — 3 cos(0) — 4.6188sin(0) — 0.6667 cos(0) — 1.7321sin(0) =1

k=1-re:
u[1] = 4.6667 — 3 cos(27/6) — 4.6188 sin(27/6) — 0.6667 cos(4w/6) — 1.7321 sin(4w/6) = —2
k=2-re:

u[2] = 4.6667 — 3 cos(4m/6) — 4.6188sin(47/6) — 0.6667 cos(87/6) — 1.7321 sin(87/6) = 4

k | ulk]
0 1
1 -2
2 4
3 7
4 9
) 9
6 1
7 -2
8 4
9 7
10 9

Valéban, a Fourier sor pontosan visszaadta a jel eredeti értékeit.

2.4. A halézat valasza az el6bbi gerjesztésre

Az atviteli karakterisztikdba behelyettesitjiik ¢ értékeit, igy megkapjuk az &atviteli tényezéket a megfelel§
frekvencidkra, majd ezek abszolut értékét megszorozva, a gerjesztés abszolutértékével, kapjuk a vélasz ab-
szolutértékét, a fazisokat pedig Osszegezve kapjuk az ered6 fazist. A szamitds a kovetkez6 tablazat segitségével

szemléletesen elvégezhetd. ¥ értéke ebben az esetben ¥y = %” = 60° egész szamu tobbszorose:
v U] Pu |H| on Y] Py
0 4,6667 0 0,777778 0 3,629656 0

199 | 5,507569 | —123,005° | 0,13469 | —91,1025° 0,7418 | —214,107°
299 | 1,855979 | —111,052° | 0,1249 | —112,0059° | 0,2318 | —223,057°
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Vagyis a valasz kifejezése az alabbi:

ylk] = 3,629656 + 2, 474145 cos(Jok — 179,852°) + 0, 491353 cos(200k — 185, 456°) (19)
A fenti id6fiiggvény egy peridédusa az alabbi:
K [ulF[ [yl
0 1 0,666337
1 -2 | 2,673475
2 | 4 | 5,06753
3 7 | 561463
119 5,1551
5 9 2,600863
6 1 0,666337
7 | -2 [ 2,673475
8 | 4 | 5,06753
9 | 7 | 561463
10 9 5,1551
Vélaszjel idofiiggvénye egy periddusra
6 T T T T
®
5L ol ¢ _
4+ 4
=5 .
¢ o)
2 - -
1k 4
q
0
1 2 3 4 5 6

2.5. Fourier transzformacid

Keressiik a hélézat impulzusvalaszanak Fourier transzformaltjat, ami tulajdonképpen az atviteli karakterisztikat
adja. A Fourier transzformdlt a kovetkezo alakban allithato el6:

o0
H(ejﬁ) = Z h[k]e‘jw
k=—o00
Mivel a rendszer kauzilis, ezért az Osszegzést elegendo 0-tél, illetve mivel a gerjesztés kozvetlentil nem hat
a kimenetre 1-té] kezdeni (ezért az e[k — 1] sem szerepel az aldbbi kifejezésben). Tudjuk, hogy > 7 ¢* =
=
ql < L

1—q
oo

H(e) =" (0.1042-0.8579""" 4 0.0708 - (—0.5829)" ') e~/
k=1
atrendezve dgy, hogy k = 0-rél induljon az Osszegzés
[ee]
H(e) =" (0.1042 - 0.8579% 4 0.0708 - (—0.5829)%) =77 (+1)
k=0

igy kiemelhet6 egy e77-s tag, a mésik e™7"*-s taggal beszorozva, és atzaréjelezve az alabbi kifejezés adédik

H(e') = 01042777 Y (0.8579¢797)" +0.0708¢ 77 3~ (— 0.5820¢797)"
k=1 k=1
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majd felhasznélva a ZEOZO ¢ = %_q azonossagot, és e/V-val bévitve az igy kapott torteket a kovetkezét kapjuk:

H(ed? a2 Y N 2
(e??) = (0. 042—5—-——0 +O.0708ej19+0.5829>e (20)

Az {gy kapott alakot kozos nevezdre hozva eldéll az tviteli karakterisztika szokdsos — polinom/polinom alakja
(eziittal eV pozitiv kitevéivel):

: 0.175¢7?
H(el) = — : 21
() = Z 027567 05 1)
2.6. Rendszeregyenlet
Az atviteli karakterisztika ismeretében a rendszeregyenlet egyszeriien adédik, mivel tudjuk, hogy a
_ —j0 ~2j9
H(eﬂg) _ ag + are A + ase ‘ —+ ...
14 bre 9 + b2e~279 4 .
alaku atviteli karakterisztikabdl a rendszeregyenlet a
ylk] + brylk — 1] + boy[k — 2] + ... = apu[k] + aru[k — 1] + agu[k — 2] + . ..
forméaban képezhets. Tehat az atviteli karakterisztikabdl a rendszeregyenlet az alabbi:
y[k] — 0.275y[k — 1] — 0.5y[k — 2] = 0.175ulk — 1] (22)

3. Vizsgalat a komplex frekvenciatartomanyban

3.1. Atviteli figgvény meghatarozasa

Az allapotvéltozos leirds alapjan az atviteli fliggvény meghatdarozhato, a korabban leirt MATLAB fiiggvény
segitségével ([sz,nev]=ss2tf(A,B,C,D)). Az atviteli fiiggvény tehat a kovetkezd:

_ 0.175z71
T 1-0.2752"1 — 0.522

H(z) (23)

A GV-stabilitds miatt ez az atviteli karakterisztikdval megegyezik, z = eV

3.2. PoOlus-Zérus elrendezés

Az atviteli fiiggvény pdlusai és zérusai, a nevez6 és a szamlalé gyokhelyei. FEzeket a MATLAB segitségével
megtudhatjuk:

>> polus=roots(sz)
polus =

0
0

>> zerus=roots(nev)
zerus =

0
0.8579
-0.5829

A visszaakapott két vektor a gyokhelyeket tartalmazza. Ezekbél a pélus-zérus elrendezést szintén a MATLAB
segitségével abrazolhatjuk:

>> zplane(polus,zerus)
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0.8} : -

0.2f : : - .

Imaginary Part
o
T
X
o
X
1

Real Part

A halézat GV-stabilitdsanak feltétele, hogy a pdlusok az egységkoron beliil helyezkedjenek el. Az dbran lathato,
hogy ez teljesiil, tehat valéban GV-stabilis a rendszer.
3.3. Impulzusvalasz

Az impulzusvélasz az atviteli fliggvény inverz Z transzformaljtaként is el6allithatd. A Z-transzformalt meghatarozasdhoz
el6szor parcialis tortekre kell bontani az atviteli fliggvényt. Ez konnyen megteheté a MATLAB segitségével:

>> [r,p,cl=residue(sz,nev)

r =
0.1042
0.0708

0
p =
0.8579
-0.5829
0
c =
(1
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Mivel ez egy valédi tortfiggvény, konstans tag nem keletkezett (lires a ¢ vektor), a parcidlis tortek tehdt az

alabblale 0.1042 0.0708
H(z) = : ' 2t 24
(2) (z—0.8579 + z+0.5829)z : (24)

mivel a szamlalébdl nem lehet kiemelni z-t ezért be kell szorozni z - 2~ '-el, igy a z-t bevihetjiik a szamldlékba
igy mér képezhetd az inverz Z-transzformalt a S_l{ﬁ} = e[k]p* azonossdgot és az eltolasi tételt alkalmazva.

fgy az alabbi formaban all el az inverz Z transzformalt:
£ Y H(z)} = hlk] = e[k — 1](0.1042 - 0.8579% " + 0.0708 - (—0.5829) 1) (25)

Az impulzusvilasz az atviteli fiiggvénybdl polinomosztds segitségével is meghatarozhaté. A polinomosztas
eredményeképp hiz + hoz™! + h3z=2... alakot kapunk, és mivel tudjuk, hogy £-*{z7P} = §[k — p|, az im-
pulzusvalasz konnyen képezheto.
(0.175271) : (1 = 0.275271 — 0.5272) = 02 + 0.175271 +0.0481272 4 0.10072 2 + 0.051762* + 0.0646275 . ..
0
0.175271
—0,175271 —0,04812272 — 0,087523
0,04812272 40,0875z 3
—0,04812272 — 0,01323273 — 0,024
0,1007z73 4 0,024z4
—0,100723 — 0,02772=* — 0,050325
0,05172=% 40,0503z~

Tehat az impulzusvalasz k = 0, 1...5 lépésre az aldbbi:

hlk] = 06[k] + 0,1756[k — 1] + 0,04816[k — 2] + 0,10076[k — 3] + 0,051766[k — 4] + 0.06465[k — 5] (26)

3.4. Vailasz a megadott jelre

A hélézat gerjesztése legyen: s[k] = e[k](1,5+0,8(2)"). Ennek képezziik a Z-transzformaltjat, amely az aldbbi:

1,5z n 0,82 20.72%2 — 19.22

S A S B |

Ezt megszorozva az dtviteli fliggvénnyel megkapjuk a valasz kifejezését a komplex frekvenciatartomdnyban (itt
célszeriien attériink z pozitiv kitevés hatvanyaira, vagyis az atviteli karakterisztikat i—z—el bévitjik):

20.72% — 19.22 0.1752

Y(z2)=U(z)- H(2) 922 _172+8 22—0.2752—0.5

Fenti mivelet a MATLAB segitségével végezheto el legegyszeriibben

>> gsz=[20.7, -19.2, 0]
gsz =
20.7000 -19.2000 0
>> gnev=[9,-17,8]
gnev =
9 -17 8
>> vsz=conv(gsz,sz)

vsz =

10
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0 3.6225 -3.3600 0 0 0
>> vnev=conv(gnev,nev)
vnev =

9.0000 -19.4750 8.1750 6.3000 -4.0000 0
A vélasz kifejezése polinom/polinom alakban az aldbbi:

3.622523 — 3.3622
924 —19.47523 4+ 8.17522 + 6.3z — 4

Yz = (27)

Ezutédn parciélis tortekre kell bontani a kapott fliggvényt. A mér lefrt mddszert haszndljuk (MATLAB)

>> [ri1,pl,cl]l=residue(vsz,vnev)
rl =

1.1667
2.4216
-3.2473
0.0615

pl =

1.0000
0.8889
0.8579
-0.5829

cl

(]

Ezittal is valédi tortfiiggvényt bontottunk parcidlis tortekre, tehdt a cl vektor {ires (nincs konstans tag).
Az inverz Z-transzformélt megadja a vélasz kifejezését az idStartomédnyban (most is a Sfl{ﬁ} = e[k]p*
Osszefiiggést és az eltoldsi tételt haszndlva képezziik). A parcidlis tortek:

1.1667  2.4216 3.2473 0.0615
Y(z) = - 2t 28
(2) (zl 08889 20.8579+z+0.5829>z (28)
Az ido6figgvény pedig:
ylk] = e[k — 1](1.1667 + 2.4216 - 0.8889% " — 3.2473 - 0.8579 ! + 0.0615 - (—0.5829)" 1) (29)

3.5. Kanonikus halézat

A kanonikus alakd halézatot az atviteli fiiggvény alapjan konstrudlhatjuk. Az igy kapott hdlézat nagy elénye,
hogy minimélis szdmu késleltetét tartalmaz, jelen esetben kettdt (vagyis az eredetileg megadott hdlézat fe-
leslegesen sok késleltet6t tartalmaz — valdban, a kimenet el6tt szorzo és késlelteté elhagyhaté lenne, hiszen
79 = x3%). A kanonikus hdlézat az aldbbi:

3A kauzalitds persze kovetelmény, de mivel a halézat meg van valésitva ez teljesiil

11
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ulk] ylK]
) @ ~—
A :
D
0,275 0,175
¢
D
0,5

A hélézat rendszeregyenlete kénnyen leolvashaté a halézatbdl, a visszacsatolé dgak a vélaszjel id6ben eltolt
egyltthatdi, az elére csatold dgak pedig a gerjesztésé. Ez alapjan a rendszeregyenlet:

ylk] — 0.275y[k — 1] — 0.5y[k — 2] = 0.175ulk — 1] (30)
3.6. Ellenorzés fokozatos behelyettesitéssel
Atrendezve a rendszeregyenletet y[k]-ra a kivetkezd rekurziv kifejezést kapjuk

y[k] = 0.275y[k — 1] + 0.5y[k — 2] 4+ 0.175ulk — 1] (31)

k értékeit rendre behelyettesitve megkapjuk y[k] értékeit:
y[0] = 0 mivel a gerjesztés belépd,

k = 1-re:
y[1]=0.275-0+0.5-0+0.175 - 2.3 = 0.4025
k = 2-re:
y[2] = 0.275-0.4025 + 0.5 -0 + 0.175 - 2.2111 = 0.4978
k = 3-ra:

y[3] = 0.275 - 0.4978 + 0.5 - 0.4025 + 0.175 - 2.132 = 0.7114

Ugyanigy a valasz explicit kifejezésébe behelyettesitve k értékeit, ugyanazt kapjuk (kerekitési hibéktdl eltekintve)

ylk] = e[k — 1](1.1667 + 2.4216 - 0.8889" ' — 3.2473 - 0.8579" ! + 0.0615 - (—0.5829)" 1) (32)

pl. k = 0-ra y[0] = 0, mivel csak k = 1-ben 1ép be a vilasz,
k = 1-re a valasz:
y[1] = 1.1667 4 2.4216 — 3.2473 + 0.0615 = 0.4025

k = 2-re a valasz:
y[2] = 1.1667 4 2.4216 - 0.8889 — 3.2473 - 0.8579 + 0.0615 - (—0.5829) = 0.497795

k = 3-ra:
y[3] = 1.1667 + 2.4216 - 0.8889? — 3.2473 - 0.8579% + 0.0615 - (—0.5829)% = 0.711449

12
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k ulk] | Yren.cgylk] | Yeapt.[K]
0 2,3 0 0

1 | 2211111 | 0,4025 0,4025
2 | 2,132099 | 0,497632 | 0,497795
3 | 2,061866 | 0,711216 | 0,711449
4 | 1,999436 | 0,805227 | 0,805554
5 | 1,043943 | 0,926947 | 0,927336
6 | 1,804616 | 0,997714 | 0,99816
7 | 1,85077 | 1,069402 | 1,069891
8 | 1,811795 | 1,116827 | 1,117349
9 | 1,777152 | 1,158893 | 1,159438
10 | 1,746357 | 1,188111 | 1,188671

13



1.1 Az dllapotvaltozos leiras normdl alakja

sk a y ™
) T X2+ ST ]
2 Ty A | e ~
X1+ e
b D d
2
C
e
A Y
"
X3+
L f
. X3 LA
= h

Az erOsitések értékei:
a=-2,5 b=0,4 c¢c=-1 d=-0,7 e=-2 [f=0,2 g=0,3 h=0,4

Egyenletek az §sszegzd csomopontokra:

(1) X =u

2) x, =x,—0.8-x,

3) y=0.08-x,-2.5-x;

4  x;=04-x,-0.7-y-x,+0.12-x,

Ezek alapjan az egyenletek a kovetkezOképpen alakulnak.
(2) egyenletet a (3)-ba behelyettesitve a valasz, a kapott egyenletet és (2)-t (4)-be pedig x;
fiiggvényét kapjuk

X =u

x, =x,—0.8-x,

x; =2.15-x,—x, —1.656- x,

y=-2.5-x+2.08-x,

Matrixos alakban:

x; 0 0 0 X, 1 X,
xni=1 0 -08 ||x,|—|0]|u y=[-25 0 2.08]x,
Xy 215 -1 -1.656||x, | |0 x,



1.2. Sajatertékek:
A 0 0

det(A-1-4)=| -1 2 08 [=2-(2-(21+1.656)-0.8)=0
—2.15 1 A+1.656
A, =-2.0468 4, =0.3908 A =0

Mivel A4, >1-nél nagyobb ezért a rendszer nem GV-stabilis ,a szorzokat valtoztatni kell.

Legyen mondjuk e=-0.5.

Az egyenletek paraméteres alakban:

X =u

X, =x,+e-h-x,

Xy =(b+d-a)-xl+c-x2+(b-e~h+h-g+d-(a-e-h+h~f))-x3
y:a'xl+(a-e-h+h~f)-x3

Az er0sitések értékeit behelyettesitve a rendszer matrixai igy alakulnak:

0 0 0 1
A=] 1 0 -02 B=|0 CT:[—2.5 0 0.58]
2.15 -1 -0.366 0

A karakterisztikus polinom:
A 0 0

det(A-7-4)=| -1 A 08 |=2:(2-(1+0.366)-0.8)=0
—2.15 1 1+0.366

Al1=0;

Al12=0;

A13=0;

A21=1;

A22=0;

A23=e.*h;

A31=(b+d.*a);

A32=c;
A33=(b.*e.*h+h.*g+d.*(a.*e.*h+h.*f));
A=[Al1l A12 A13;A21 A22 A23;A31 A32 A33]
Cl=a;

C2=0;

C3=(a.*e.*h+h.*f),

C=[CI C2 C3]

D=0

B=[1;0;0]

[m,lambda]=eig(A);

A sajatértékek:
A, =—0.6662 4,=03002 A4,=0



1. 3 Az impulzusvalasz meghatdrozdsa

Kezdeti feltétel:
x[0] =0, mivel a rendszer egy-gerjesztésii, egy-valasza

k=0 h[0]=D x[1]=B
k=1 h[1]=C" -x[1] x[2]=4-x[1]
k=2 h[2]=C" -x[2] x[3]=4-x[2]
stb.

Ennek alapjan: £ =10ig:

k [olkI hkl XA[k+1] | x2[k+1] | x3[k+1]
0| 1 0,00 1,0 0,0 0,00

1| 0 || -2,5000 | 0,0000 | 1,0000 | 2,1500
2 | 0 | 1,2470 | 0,0000 | -0,4300 | -1,7869
3| 0 | -1,0364 | 0,0000 | 0,3574 | 1,0840
41 0 | 06287 | 0,0000 | -0,2168 | -0,7541
5| 0 | -0,4374 | 0,0000 | 0,1508 | 0,4928
6 | 0| 02858 | 0,0000 | -0,0986 | -0,3312
7 | 0 | -0,19217 | 0,0000 | 0,0662 | 0,2198
8 | 0 | 0,1275 | 0,0000 | -0,0440 | -0,1467
9| 0 | -0,0851 | 0,0000 | 0,0293 | 0,0976
10| 0 | 0,0566 | 0,0000 | -0,0195 | -0,0651

Analitikus alakban:
3

h[k]:ch. -Af, ha k>2 mivel 4, =0
i=1

h[k]=c,-Af +c,-Af , ha k=2 Eztigy is frhatjuk h[k]=e[k—-2](c,- 4" +c,-47)
A téblazatbol az értékeket behelyettesitve:

ha k=2, h[2]=12470=¢, +c,

ha k=3, h[3]=-1.0364 =-0.6662c, +0.3002-c,

% egyenletrendszer megoldasa Matlab-bal:
X=[1 1;-0.6662 0.3002];
y=[1.2470;-1.0364];

inv(X)*y

¢, =14598 ¢, =-02128

g[k—z]-(1.4598-(—0.6662)"‘2 —0.2128-0.3002"’2) ,ha k>2
h[0]=0 h[1]=-2.5

Tehat az impulzusvalasz:
hl]==2.5-6[k 1]+ [k —2]-(1.4598-(~0.6662) " ~02128-0.3002 )

Abrazolas Matlabbal:

k=0:1:10;



=-2.5.*(stepfun(k, 1)-stepfun(k,2))+stepfun(k,2).*(1.4598.*(-0.6662)."(k-2)-
0.2128.%0.3002."(k-2));
figure(1)
bar(k,h)
title('Az impulzusvalasz');
xlabel('k")
ylabel("h[k]")
grid

Az impulzusvalasz

hlk]
=1
o

T

25 ‘

Az abrazolasokndl mindig ugyanazokat a fliggvényeket hasznalom, ezért a tobbi feladatnal
nem irom le a kodot.

1.4. A vdlasz meghatarozdsa
A megadott tablazat alapjan:

ulk]=e[k]-(F+G-p*)=2[K]-(2-(0.75)')

k
A valasz a y[k] = g[k] . Zh [k —i]-u [z] kifejezés alapjan szamolhatd
i=0

Az impulzusvalasz és a gerjesztés értékei:

k 0 1 2 3 4 5
h[k] 0 -2.5 1.2470 -1.0364 0.6287 -0,4374
u[k] 1 1.25 1.4375 1.5781 1.6836 1.7627

»[0]=h[0]-u[0]=0-1=0

y[1]=A[1]-u[0]+ A[0]-u[1]=-2.5-1-0-1.25 = 2.5



v[2]=h[2]-u[0]+A[1]-u1]+~[0]-u[2] =1.2470-1-2.5-(1.25)
0-(1.4375) = ~1.8780

y[3]=h[3]-u0]+A[2]-u[1]+ A[1]-u[2] + A[0]-u[3] = ~1.0364-1+1.2470-1.25
~2.5-1.4375+0-1.5781=-3.0714

y[4]=h[4]-u[0]+ A[3]-u[1]+ A[2]-u[2]+ A[1]-u[3]+ h[0]-u[4] = 0.6287 1
-1.0364-1.25+1.2470-1.4375-2.5-1.5781+0-1.6836 = -2.8195
V[5]=+A[5]-u[0]+ h[4]-u[1] + A[3]-u[2]+ h[2]- u[3]+ A[1]-u[4]+ h[0]-u[5] =

—0.4374-1+0.6287-1.25-1.0364-1.4375+1.2470-1.5781
-2.5-1.6836+0-1.7627 = -3.3823

A valasz értékei tablazatban:

y[k] 0 -2.5 -1.8780 -3.0714 -2.8195 -3.3823

2. 1 Az awviteli karakterisztika meghatdrozdsa

Induljunk ki a az allapotvaltozds normalalakbol:

(D x =u— X, =U

(2) x; =x,-02-x, > X,e =X -02-X,

(3) x7 =2.15-x, —x, —0.366 - x, — X, =215-X,-X,-0366- X,
(4) y=-2.5-x,+0.58 - x, > Y =-25-X,+0.58- X,

(1) X,=U-e”

(2)-be helyettesitsiik be X, -et és rendezziik X, -re:

2 X,=U-¢ " -02-X,-¢”

Célunk (4) egyenletbdl X, -et és X, -at kikiiszoboIni.

(3) egyenletbdl probaljuk meg X, -et és X, -6t eltavolitani.

X, =215 X -X,-0366-X,=2.15-U-¢ —(U-e”'” —0.2-X3)-e

=7

©-0.366- X,
Ezt szorozzuk meg e’ -vel majd rendezzik X, -ra:

—j38

2.15~U~e_i'w —e

1+0.366-¢ "~ —02-¢
(4) egyenletbe helyettesitsiik be X, -et és X -at:

X3: 'U

—j28



j38

Y=-25U-¢  +0.8- 215-e -—e _—25-¢ +0332:¢ —0.08-¢

—j28

— 9 —j28 'U —j-9
T 1+0.366-e —0.2-e 1+0.366-¢ —-0.2-e

U

Tehat az atviteli karakterisztika:

—> H(ejﬂ) _K _ _2.5~e‘f-9 +O-332.e—j.2.9 _0.08.6_/-.3.‘9
v 140366-¢ —02-¢

—j28

-j38

25.¢740332-¢ ~0.08 ¢
1+0366-¢ " —02-¢ " |

Az amplitudo karakterisztika: K ()= |ﬁ(ei N )| = I

Abrézolas:

teta=-2.*pi:0.001:2.*pi;

H=(-2.5.*exp(-j.*teta)+0.332.*exp(-2.*j.*teta)-0.08. *exp(-3.*j.*teta))./(1+0.366.*exp(-
J-*teta)-0.2.*exp(-2.%j.*teta));

Habs=abs(H);

plot(teta,Habs)

grid

title('Az amplitido karakterisztika')

xlabel('teta’)

ylabel('K(teta)")

Az amplitidd karakterisztika

i ! I T

Kiteta)

2.2
A megadott tablazat alapjan:

s[k]=S-cos(9, -k+p)=s[k]=15~cos(%-k+0.297rj



9 =" = 2~7Z'-L, azaz a jel periddusa K=36
“I8 3

Az atviteli karakterisztika a vizsgalt 3, = % korfrekvencian:

2.5-e +0.332-¢ 0.027%[ e — _1.8915+0.3153. j =1.9176- /2™

E(engo ) = — .
140.366-¢ ' -02-¢ °

a gerjesztés komplex alakja:

E =15- ej-0.297r

A vélasz komplex alakja:

Y=H-5=19176-¢*7% .15.¢/"%" =28.764-¢/**"

NGE 28.764-005(%-k+3.8875j

A geresztés

s[k]




Avidlasz
25 :

ylk]

2.3
S[O]z—l s[l]:2 5[2]:—2 s[3]:3 5[4]:2 5[5]2—9
L-6 927 _27_*7

L 6 3

(~142-2+3+2-9)=-0.8333

—j— A -

»2'” Az 87
142-¢ 3 =2-¢ 3 43.¢7%"42.¢ 3

xa 27 4x _sx |

[ 1+2-¢ 3 =2.¢"3 4377423 —9.¢ 3 |=-1.2500- j-1.0104 =1.6073-¢ /48
_jlox |

( —Q.¢ 3 J:0’9167_]"2'165122‘3512'6j“m

( 142-€77=2-e 777 4377 42,747 —9-6_""5‘”) =0.5

—j— . —j—=

4l 8- 16- 20-7
[ 142-¢ /3 —2.¢ 4374263 —9.e 3 J 0.9167+ j-2.1651=2.3512. ¢/

57 10-7 _ 207 25w _
SSC:%[_H“] To2el T 43 a2e T 9 j:_1.2500+j-1.0104:1.6073-e~”2'46”‘

Komplex alak:

L-1
[K=2 8o
p=0



/-.2‘7”‘]( ,:4‘7”.](
T3 405/ +2.3512:"% e 3

s[k]=-0.8333+1.6073-¢ /24" ¢ 3" 4+23512.¢7117% ¢

5
11,6073 /241 .75

Valos alak:
s[k] = —0.8333+2-1.6073-cos(k -2—2.4618j+2-2.3512-cos(k-%—1.1703}+0.5~cos(k~7r)

Az s[k] periodikus gerjesztSjel:
Az g[k] jel

4 !

s[k]

-10
0 1
k
Az 4bra alapjan latszik, hogy a Fourier-sorral szamitott értékek valoban megegyeznek az

s[k] értékeivel.

2.4. A valasz szamitdsa
P pS S H(p-8) |Y,=H(p-%)-S, v, [K]
0 0 -0.8333 1.928. ¢/ 1.6066 1.6066
1 /3 . —j-2.4618 . 7-2.3008 . —J-0.161 .
w 3.2146-¢ 1.7849-¢ 5.7377-e 5.7377-cos(k3ﬂ—0.161j




2| 27/3 | 47024-¢777%| 2.5487 &/ | 11.985. 7070 k-2n

11.985-005( +O.5028j

37 0-5 67097 €70 | 3.3549. /33010 3.3549-cos (k)

A valasz

y[k]= 1.6066+5.7377-cos(k'Tﬁ—O.l61]+l1.985-005(

2-k-x

+0.5028)+3.3549~cos(k7z)

s[k]= —0.8333+2-1.6073-cos(k-%—2.4618j+2-2.3512-cos(k-z'T”—l.17o3)+o.5-cos(k-;z)

Az y[k] vélasz:

Az y[k] jel

25 ! ,

20

-10

Ertékei:
k 0 1 2 3 4 5
y[k] 21,1267 -8,3724 2,6771 3.0899 -8,9192 0,0376

2.5. Az impulzusvalasz Fourier-transzformadltia:

F{n[k]} = F{—z.s-5[k—1]+g[k—2]-(1.4598-(—0.6662)“‘2 -0.2128-0.3002"2 )} =




~2.5-¢7 4 F{[k-2]-(1.4598-(~0.6662) * ~0.2128-0.3002" )}

1.4598-¢7/*%  —0.2128-¢7**
—i.9 + — -9
1-(-0.6662)e  1-0.3002¢™
Ko6z06s nevezdre hozva és a szorzasokat elvégezve:
25-¢" +0332-¢ " -0.08¢ "
F {h [k]} = —j9 —j28
1+0.366-¢ —0.2-¢
Az eredmény azonos az atviteli karakterisztikaval

=-25¢""+

2.6. A rendszeregyenlet
A rendszeregyenlet az atviteli karakterisztikabol kozvetleniil meghatarozhat6

(o)L 25e 10332e 008
U 140.366-¢ "~ —0.2-¢

Szorozzunk 4t U -val és az atviteli karakterisztika nevezéjével. Ekkor a kdvetkezét kifejezést
kapjuk:

Y+0.366-Y-e/*~02-Y-e /" =-25U-¢'?+0332-U-¢ /> ~0.08-U-e />

A rendszeregyenlet:
y[k]+0.366y[k—1]-0.2-y[k—2]=-2.5-u[k—-1]+0.332-u[k—2]-0.08 u[k—3]

3.1. Az avviteli fiiggvény meghatdrozdsa

A halozat kauzalitdsa miatt a frekvenciatartomanybeli atviteli karakterisztika
27" = 7/ helyettesitéssel megegyezik a z-tartomanybeli 4tviteli fiiggvénnyel:
— . _1 . _2 —_— . _3
H(z): 2.5z +O.33%lz 0(328 z
1+0.366-z7 —0.2-z
A szamlalot és a nevezét z° -nal megszorozva:
~2.5-27+0.332-2-0.08
H (Z ) =73 2
z24+0.366-z°-0.2-z
Megjegyzés: A normalalak alapjan ugyanugy kell ezt a feladatot is megoldani mint a 2.1-et,
csak itte /¥ helyett z~' van, ezért ezt nem vezetem le még egyszer.

3.2. Polusok, zérusok

Az atviteli fliggvény polusai és zérusai Matlabbal:
num=[-2.5 0.332 -0.08]

den=[1 0.366 -0.2 0]

z=roots(num)

p=roots(den)

pzmap(num,den)

grid;

z,=0.0664+0.1661; z,=0.0664—-0.1661;



P =0 p, =—0.6662 p; =0.3002

Pole-Zero Map
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o
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Rk 1 : I s : nas 078 08

Real Axis

Mivel a halozat pdlusai a komplex sikon az egységsugaru koron beliil vannak ezért a halozat
GV-stabilis.

3.3. Az hdlozat impulzusvalasza az atviteli fiiggvénybdl
h[k]=Z"{H(2)}
-2.5-z+0.332-2-0.08
H(Z) =7 3 2
z +0.366-z°-0.2-z

A nevez6bdl kiemelek ——¢ €s a megmaradt tortet részlettdrtekre bontom.
z

>> [r,p,k]=residue([-2.5 0.332 -0.08],[1 0.366 -0.2])

r=

1.4598
-0.2128

-0.6662
0.3002

-2.5000



Ennek alapjan

H(z)zz-zfz- 2.5+ +
z—(—0.6662) z—0.3002

IR 1.4598 —0.2128
25z 4z " Z+ 4
(z—(0.6662) z—(0.3002) J
gy mér tagonként visszatranszformalhato:
W] ==2.5-6[k 1]+ [k —2]-(1.4598-(~0.6662) ~ ~0.2128-0.3002 )

1.4598 —0.2128 J

Ellen6rzés polinomosztason alapuld z-transzformacioval:

(z™' hatvanyai szerint érdemes felirni H (z)-t)
(-2.527" 40,3322 -0.082): (1403662 —0.227 ) =-2.5z" +1.2470z " ~1.0364z"
+2.527' 4091522 0.5z +0.6287z71 —0.437427 ...

1.247z72-0.58z
—1.2470z72 —0.4564z7 +0.2494z*

—1.0364z7 +0.2494z7"
+1.0364z7 +0.3793z* —0.2073z"

+0.6287z* -0.2073z"
~0.6287z*-0.2301z7° +0.1257z"°

—0.4374z° +0.1257z°

A polinom inverz z-transzformaltja:
y[k]=-2.5-6[k-1]+1.2470-6[k—2]-1.0364- 5[k —3]+0.6287 - 5[k —4]-0.4374- 5[k - 5]

3.4. A valasz szamitdsa

s[k]=e[k]-(F+G-p*)=c[k]-(2-(075)")
2-z z

S(z)=2z{s[k]} ===-
() =2kl =25 7207

2.z —2.5-22+0.332-2-0.08
Y(z)=H(z)-S(z)="=- _
(z)=#(2)-5(2) z=1 z(2+0366-2-02)
_z =25-22+40.332:2-0.08 _
z-0.75 z:(2+0366-2-0.2)
konnyebb kezelhetdség érdekében

Y +7Y, két részre bontjuk a megoldast a

Tagonként részlettortekre bontva:

A miivelet elvégzéséhez itt is residue figgvényt hasznalok, ezért nem részletezem a
hasznalatat.



2:z -25-2240332:2-0.08  —52+0.664-z-0.16
Yl(z): ' 2 - 2
z=1 z(2240366-2-02)  (z-1)-(z*+0.366-2-0.2)
38559 17522 0.6081 _
z—1  z—(-0.6662) z-0.3002

= 3.8559-2Jr 1.7522-z  0.6081-z
z , azaz

-1 z—(-0.6662) z—0.3002

»i[k]=—¢[k~1](3.8559+1.7522-(-0.6662) " ~0.6081-0.3002"" )

() e ~2.5-22+0.332-2-0.08  2.52°-0.332-27 +0.08
? 2-0.75 z:(22+0366-2-0.2) (z-0.75)-(z* +0.366-z-0.2)
_1.9423 1.0308 0.4731

= =+ — =
2-075 z-(-0.6662) z-0.3002
B 1.(1.94232 1.0308- 2 0.4731-zj

+
z=0.75 z- (—0.6662) z-0.3002

=z [k—1]-(1.9423-0.75"" +1.0308-(<0.6662)" "' ~0.4731-0.3002"

v [K]=2[k=1]-(1.9423-0.75"" +1.0308-(-0.6662) " ~0.4731-0.3002"" )

A teljes megoldas a két tag osszege: y[k| =y, [k]+ », [k].

y[K]=2[k-1](-3.8559-0.7214(~0.6662) " +1.9423-0.75"" +0.135-0.3002""'

3.5 A kanonikus helyettesito hdlozat




u[k] r @LD vIk]

-0.08

Xz L >

A rendszeregyenlet meghatarozasa:

U
1+0.366z"' —0.2z7°

X(z)=U-0.366Xz"'+0.2Xz", egyenletb6l X =
A kimeneti 6sszegzdre felirhato:

1/:)((—2.52-1 +0.33227 —0.082‘3) = v

= . —+(-2.5271+0.33227 - 0.0827)
14+0.366z" —0.22

Ebbdl az atviteli fliggvény:

Y -25z'+0.332z7-0.08z" , , . , .
—= , €s véglil a rendszeregyenlet keresztszorzéssal és

U 1+0.366z7' —0.227
atalakitassal:

Y+0.366Yz"' —0.2Yz* =-2.5Uz"" +0.332Uz - 0.08Uz"°
—  y[k]+0366y[k—-1]-0.2-y[k—2]=-2.5-u[k—1]+0.332-u[k—2]-0.08-u[k—3]

3.6.
A rendszeregyenlet 3.5-bol

y[k]+0.366y[k-1]-02-y[k—2]=-2.5-u[k—1]+0.332-u[k—2]-0.08 - u[k -3]
u[k]=[k]-(2-(075)")
Kezdeti értékek: y[-3]= y[-2]= y[-1]=0

Rendezzilk y[k]-ra a rendszeregyenletet:



y[k]=-0.366-y[k-1]+0.2- y[k—2]-2.5-u[k—-1]+0.332-u[k—2]-0.08 u[k—3]

A rendszeregyenelet alapjan:

ko ulk] v[#]

0 1 0

1 1.25 -2.5

2 | 14375 -1.878

3 | 1.5781 -3.0714

4 | 1.6836 -2.8195

5 | 1.7627 -3.3823

6 | 1.8220 -3.3

7 | 1.8665 -3.5732

8 | 1.8999 -3.5546

3.4. alapjan:

k 0 1 2 3 4 5 6 7 8
v[k] 0 -2.53 | -1.9081 | -3.1014 | -2.8495 | -3.4123 | -3.33 | -3.6032 | -3.5846

Lathato, hogy az eredmények koriilbeliil megegyeznek.




