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1. Leszamlalasi alapfogalmak: permutdcidk, variaciok és kombinaciok (ismétlés nélkul és
ismétléssel); binomialis egyUtthatdk kozti egyszer( dsszefliggések, a binomialis tétel,
skatulya elv, szita formula

Permutacio Variacid Kombinacio
ismétlés nélkil n! 1l (ﬂ)
(n—k)! k
ismétléssel n! n¥ (n ¥k — 1)
(ky! * kgl # v k1) k

Permutacio: n elem sorba rendezése ismétléssel vagy ismétlés nélkiil.
Ismétlés nélkiili példa: 5 ember hany féleképpen allhat sorba
Ismétléses példa: Ha egy héten egy tandrabdl tobb is van, akkor a lehetséges heti 6rarendek szama

Variacid: n elembdl k kivalasztdsa és a k elem sorba rendezése ismétléssel vagy ismétlés nélkiil.
Ismétlés nélkiili példa: n versenyz6bdl, hany féle lehet az els6 k
Ismétléses példa: versenynapon n versenyzd, k résztdv, hany féle lehet a résztdv gy6ztesek sorrendje

Kombindcid: n elembdl k elem kivalasztasa ugy, hogy nem szamit a sorrend.

Ismétlés nélkiili példa: Lottd.

Ismétléses példa: Cukraszdaban n féle siitemény van, mindegyikbdl végtelen all rendelkezésre, és
ezekbdl akarunk k darabot kivalasztani.

n n!
(k) T =kl k!

(Z)=Ohan<kvagyk<0

n
Binomialis tétel: (a + b)" = Z (3)akpmk
k=0

Bizonyitds: A zdréjelet felbontva minden kifejtési tag a®*b™ ¥ alaku lesz. Minden a*b™ ¥ annyiszor
fog eléfordulni, ahdnyféleképp k-t ki lehet vdlasztani n-bél -> (Z)

n
Kovetkezmény: Z D) =0
k=0

Binomialis egyiitthatok kozoétti 6sszefiiggések:

> -

S WG)=01)

Skatulya elv:

Ha f: H-> K és |K|<|H]|, akkor létezik H-nak két olyan kilénb6z6 h és h’ eleme, amikre teljestl f(h) =

fth’)

Példa: 10 gyufa szétosztdsa 9 dobozba.



Szita-formula:
|UA;| = TA; — XANA; + TANANA—. +.— -

Az unid elemszdmat ugy kapjuk, hogy A; halmazok elemszdmainak 6sszegébdl levonjuk a paronkénti
metszetek elemszamait, aztan hozzaadjuk a harmas metszetek elemszamait stb.

Példa: 1 és 1000 kézott hany olyan szam van, ami 30-hoz nem relativ prim? Mivel akkor nem relativ
prim egy szam 30-hoz, ha 2, 3 vagy 5 osztdja, igy ezeknek a halmazabdl dll 6ssze.



2. Alapvet6 adatstrukturak: tdmb, lancolt lista, binaris fa. Linedris és binaris keresés, ezek
l[épésszama, minimumkeresés, beszurasi feladat, rendezési feladat. Buborék-,
kivalasztdsos, beszurasos, Osszefésiiléses és gyorsrendezés, alsé korlat, [épésszam
becslések.

Tomb: Osszefiiggd memdriateriileten taldlhatdak az elemek, egymas utani memariacimeken,
indexeléssel érhetéek el. Miiveletek: OLVAS[n], IR[n].

Lancolt lista: A lancolt lista elemei celldk, és minden cella egy adatmez6bdl és egy mutatdbdl all, ahol
a mutato a lista kovetkez§ celldajara mutat.

Kétszeresen ldncolt lista: 1tt még egy mutatd van, a masodik az aktualis cellat megel6z6 cellara mutat.
Miiveletek: ELSO ELEM, AKTUALIS ELEM, KOVETKEZO ELEM, (kétszeresen lancolt esetén ELOZO
ELEM), BESZURAS, TORLES.

Bindris fa: Minden cella legfeljebb két mutatdt tarol, ahol az egyik a bal-, a masik a jobb fidra mutat.
Megkotés, hogy legyen egy gyokérelem, és a mutatok definidlta graf iranyitott, kérmentes legyen.
Miiveletek: GYOKER, AKTUALIS ELEM, BALFIU, JOBBFIU, APA, BALRESZFA, JOBBRESZFA.

T6émb és lancolt lista el6nyei/hatranyai (Iépésszamok):

Tomb Lancolt lista
Elgnytk Gyors hozzaféres (1) Gyors térlés (1)/besziras (3)
Hatranyok Lassu torlés/beszaras (~n) Lasst hozzaférés (~n)

Lineadris keresés: végigmegy az elsé elemtél, amig meg nem talaljuk a keresett elemet, vagy el nem
fogynak az adatok. Rendezetlen esetben, vagy pl. névekvd sorrendbe rendezett lancolt listanal
alkalmazzuk. Lépésszama n-nel aranyos.

Bindris keresés: rendezett esetben. Kiolvas egy elemet a tombbdl, harom eset lehetséges:
megtaldlta, nagyobb/kisebb a kereset elemnél. Ha nagyobb/ kisebb akkor a tombnek mar csak az
aktualis elemet megel6z6/kovetd részét kell nézni. Lépésszama |log, (n + 1)| + 1-nek legfeljebb
konstans szorosa.

Minimumbkeresés: rendezetleniil adottak szamok, és ezek kozil kell megtalalni a minimalist. Az
algoritmus kivalaszt egy a;és a; szamot, és ezeket 6sszehasonlitja. Legfeljebb n-1 6sszehasonlitas
szlikséges.

Beszuras:

Témb: lassu, az 6sszes elemet at kell mozgatni.

Ldncolt lista: gyors. Uj cellat kell Iétrehozni, a megel6z8 elem mutatéjat erre a cellara kell &llitani, az
Uj celldét pedig a kovetkezére.

Buborék rendezés: input egy rendezetlen, n elem{ T tdmb, output T elemeit tartalmazo rendezett
tomb. Minden fazisban 6sszehasonlitja T[i]-t és T[i+1]-et, és ha T[i]>T[i+1], akkor felcseréli Gket.
Legfeljebb n-1 6sszehasonlitas, és legfeljebb n-1 csere torténik, ezért Iépésszama n? konstans
szorosaval fellilrél becsiilhet6.

Kivalasztasos rendezés: adott egy A[1..n] tdmb, a rendezés sorra megy A[1..n], A[2..n],..,A[n-1..n]

tombokon, és az adott tomb legkisebb elemét felcseréli a tomb elsé elemével. A lépésszam legfeljebb
2

c*n°.



BeszUrasos rendezés: a rendezends rekordokat egyenként szurjuk be egy mar rendezett témbbe. A
|épésszam legfeljebb ¢ * n?.

Osszefésiiléses rendezés: a rendezetlen tdmbdt szétbontja, és ezeken a részeken hajtja végre az
dsszefésiilést, amig ismét egy — mar rendezett — tdémbot nem kap. Osszefésiilés: tegyiik fel, hogy van
két, n/2 elemd listank, amik kilén-kilén mar rendezve vannak. EIGszor megnézziik, hogy a két lista
elsé6 elemei kozil melyik a kisebb, a kisebbet kivalasztjuk — ezt egy Uj n elem tomb elsé helyére irjuk.
Az U] listaknal (maradék elemekbél) is ugyan ezt tessziik. Ha az egyik lista elfogy, akkor a maradékot
csak sorrendbe le kell irni. Rekurziv algoritmus. Legfeljebb n * log,n 6sszehasonlitast igényel.

Gyors rendezés: készitlink egy P(s) particidt, valasztunk egy véletlen s elemet (az els6 elem is
megfelel6), készitiink harom tombot, az els6be s-nél kisebb elemek, a mdasodikba s-el megegyezéek,
a harmadikba s-nél nagyobb elemek keriilnek. A maximalis 1épésszam ¢ * n?, de a varhaté csak n *
log,n.

Alsé korlat: minden 6sszehasonlitason alapulé rendezés n elem esetén legaldbb n * log,n
Osszehasonlitast igényel.

Bizonyitds: n elem esetén n! féle sorrend van, és ebbél csak 1 megfelel. Ha 6sszehasonlitok két
elemet, az 2 részre osztja a sorrendeket, tehdt a sorrendek felét kizdrja. Ha tehdt k-szor hasonlitok
Ossze, akkor (zrﬁc)sorrend jéhet még szoba. Akkor tudom biztosan a jo sorrendet, ha (27}() < 1, vagyis
n! < 2k, Két oldal logaritmusdt véve log,n! < k. Mivel log,n! = n = log,n, igy dllitdsunkat
igazoltuk.

Lépésszam becslések:

Buborék | Kivalasztisos | Beszlrdsos | Osszefésiiléses | Gyors
Max. &sszehasonlitas n? n? log-n n = log,n n?
Atl. 6sszehasonlitas n? n? log-n n* log.n n* logn
Max. mozgatas n? n n
Atl. mozgatas n? n n




3. Ladarendezés, binaris kereséfak. Keresés, beszuras, torlés, minimumkivalasztas, pre-,
in- és posztorder bindris kereséfaban, rendezés binaris kereséfaval. Kupac, kupacos
rendezés.

Ladarendezés: a, ... a,, elem esetén, ha az elemek mindegyik 1 és m kdzotti egész, és m<n, de
legalabbis nem sokkal nagyobb, akkor hasznalhaté a ladarendezés. Létrehozunk egy m méretl T
tombot, és minden i elemet T[i]-be rakunk. Ez utan végigolvasva a ladakat és ezt egy n méret(
tombbe irva rendezett tombot kapunk. Lépésszama feliilrél becsiilhet6 n+m konstans szorosaval.

Bindris keresdfa: a keresGfa x cslicsanak bal részfajaban tarolt egyetlen elem sem nagyobb x-nél, és a
jobb részfaban tarolt egyetlen elem sem kisebb, mint x.

Miiveletek binaris kereséfakkal:
Keresés: s-t 6sszehasonlitjuk a gyokérrel, és ha nem egyezik, akkor tudjuk, hogy a bal vagy a jobb
fiunal folytassuk a keresést. Legrosszabb esetben a fa mélységével aranyos a |épésszam.

Beszuras: kereséssel indul, és ha s nincs a keres6fdban, akkor az ald a levél ala szurjuk be,
értelemszerden bal- vagy jobbfilként, ahol véget ért a keresés. Szintén a fa mélységével aranyos.

Torlés: 3 eset:

1.: Nincs gyereke -> siman kitoroljik

2.: Egy gyereke van -> kitoruljik, majd a gyerek uj sziil6je az lesz amir6l kitoroltik az elemet.

3. Két gyereke van -> megkeressiik a legkdzelebbi rakovetkezéjét, kivagjuk, és az elem helyére rakjuk.

Minimum/maximum kivalasztas: a gyokérbdl addig megytink balra/jobbra, amig van ott rekord.

Bejarasok:
Inorder: balrészfa-gyokér-jobbrészfa, kereséfanal ez az elemek névekvé sorrendjét adja.

Preorder: gyokér-balrészfa-jobbrészfa
Postorder: balrészfa-jobbrészfa-gyokér, a fa torlése.
Rendezés binaris kereséfaval: faépités, majd inorder bejaras az elemek névekvé sorrendjét adja.

Kupac: teljes binaris fara (Ugy kaphaté meg egy / szintes, 211 — 1 elemet tarol6 fabdl, hogy annak
valamelyik levelétél jobbra allé minden levelét toriljik) torekszink. Teljes binaris fa akkor kupac, ha
egyetlen rekord sem nagyobb a fiaiban tarolt rekordok egyikénél sem.

Kupac épités: Apak és fiaik elemeinek cseréjével elérjiik, hogy egyre nagyobb és nagyobb részfakban
teljesiljon a kupac tulajdonsag. A csak levélbdl all6 részfara természetesen egybdl teljesil a kupac-
tulajdonsag. Ezért a tomb utolsé elemétdl az elsé iranyaba haladva a kovetkez6ket hajtjuk végre: ha
A[j] > min(A[2j],A[2j + 1]), akkor apa és a kisebbik értékdi fia elemei helyet cserélnek, majd rekurzivan
hivjuk meg a KUPAC eljardst a szoban forgo fidra. A haladasi irdny miatt eredetileg a fiukra teljesiilt a
kupac tulajdonsag. Ez a cserével esetleg felborult, ezért ezt az adott fiunal Gjra meg kell vizsgalni.

Beszuras: az Uj elemet beszurjuk a soron kévetkezé helyre, majd ,felszivarogtatjuk”.

MINTOR: Kitorldm a legkisebb elemet (a gydkeret), majd beirom a helyére az utolsét. Sériilt a kupac-
tulajdonsag, tehat ezt az elemet mindig ki kell cserélni a fiai koziil a kisebbel, amig helyre nem all.

Kupacos rendezés: Tombbdl kupacot épitiink (legfeljebb ¢ * n 1épés), majd n-szer végrehajtjuk
MINTOR miveletet (¢ * log,), igy legfeljebb n * log,n konstans szorosa a rendezés.



4. Grafelméleti alapfogalmak: pont, él, fokszam, szomszédossagi matrix, éllista. Egyszerd(
graf, részgraf, feszitett részgraf, izomorfia, élsorozat, séta, ut, kor, dsszefliggd graf,
komponens. Grafok fokszam-0sszege, fak egyszer(ibb tulajdonsagai.

Definicié: G=(V,E) G graf V(G) jel6li a G pontjainak, E(G) pedig G éleinek a halmazat.
Hurokél: a kiindulasi és a végcsucs azonos.
Parhuzamos él: a két él ugyan azt a két cslcsot koti 6ssze.

Fokszam: G graf v csicsanak fokszama — d(v) — a G v végpontu éleinek szama (hurokél kétszer
szamit).

AG a G maximdlis fokszama.

Graf k-regularis ha minden veV(G)-re d(v)=k

Ha G véges, akkor }.yey(c) d(v) = 2 * |E(G)|, azaz a fokszamok 6sszege az élek szamanak
kétszerese.

Bizonyitds: Kezdetben legyen |E(G)| = 0, egy élt behuzva az dltala 6sszekétott csucsok fokszamdt
névelem eggyel, tehdt |E(G)| = 1 és Ypev () d(v) = 2 (hurokélre is igaz, hiszen ott kett6vel néveli a
cstcs fokszamdt) és igy tovabb.

sz

futo élek szama all.

Egyszeri graf: G egyszer( ha (1) nem (res, (2) E(G) elemei V(G) valamilyen két elem( részhalmazai.
Egyszerd, ha nem engediink meg hurok- és parhuzamos éleket.

K, n pontu teljes graf. Minden pont minden ponttal szomszédos.
Cn n pontu kor. Minden pont pontosan két masik ponttal szomszédos.
P, n pontu ut. A végpontok kivételével minden pont pontosan két masik ponttal szomszédos.

Feszitett részgraf: H a G feszitett részgrafja, ha H cslcstorléssel kaphatd G-bdl.
Részgraf: H a G részgrafja, ha H él-, és csucstorléssel kaphatd G-bél.

Izomorfia: két graf izomorf, ha csucsaik kozott |étezik olyan kolcsondsen egyértelml megfeleltetés,
amelyre minden él helyesen van megfeleltetve.

Elsorozat: csticsok és élek felvaltva kdvetik egymast, csticesal kezdve.

Séta: olyan élsorozat, aminek minden éle kilénb6z6.

Ut: olyan séta, aminek minden pontja kiilénb6z6

Kor: olyan ut, aminek a kezdd és a végpontja azonos.

Osszefiiggd graf: ha barmely két pontja kdzott vezet élsorozat = vezet séta = vezet Ut.

Komponens: K © V(G), ha barmely u, v € K kozott vezet it, de u € K és v e (V(G)\K) kozott nem.
Barmely graf egyértelmUen felbonthaté komponensek unidjara.

Izolalt pont: d(v)=0. Az izoldlt pont 6nmagaban egy komponens.

G graf erd6, ha kormentes.
G graf fa, ha kdrmentes és 6sszefliggd. Egy erd6 minden komponense fa.



Tétel: Ha G n pontu kdérmentes graf, G pontosan akkor 6sszefligg6, ha |E(G)|=n-1.

Bizonyitds: épitsiink egy F fdt n pontu lres grdfbdl. Huzzuk be ugy az éleket, hogy ne alkossanak kért!
Az éleket behtizva mindig eggyel cs6kken a komponensek szama, |E(G)| pedig egyel né. Ha végiil F
Osszefliggd, akkor n-rél 1-re csé6kken a komponensek szdma, és pont n-1 élt huztunk be.

Ha G egy n pontu és k komponens( erdd, akkor |E(G)| = n-k.
Levél: v levél, ha F fa része és d(v)=1.

Tétel: minden fanak van legalabb két els6foku csucsa.



5. Cayley tétele fak szamardl, Prifer kéd. Minimalis koltségUl feszitéfa, Kruskal
algoritmus, normal fak.

Cayley-tétel: n cimkézett ponton pontosan n™*~? féle fa adhaté meg

Bizonyitds: Szamozzuk meg a fa csucsait 1-t6] n-ig. Kezdjiik el sorban letépkedni a leveleket, és irjuk
fel annak a csucsnak a szamdt, amirdl letéptiik, az utolsot mdr nem irjuk fel, hiszen ez ugyis n. Az igy
kapott n-2 hosszu cstcssorozat a Priifer-koéd. A Priifer-kod egyértelmiien meghatdroz egy fat, mivel
ennek ismeretében felrajzolhatjuk azt. Minden ismétléses varidcio el6dll Priifer-kédként, igy Cayley
tétele igaz.

Pl.:

Levéltorlési sorrend: 1; 3;4; 5; 7; 8; 6;
Priifer kéd:(2; 7; 2; 6; 9; 6; 2)

Megfigyelés: Priifer kddban minden csucs a fokszam-6sszegénél eggyel kevesebbszer szerepel.
Bizonyitds: Ha nem a legnagyobb, akkor réla minden levelet letépiink egészen addig, amig valamely
szomszédja nagyobb nem lesz. Ha a legnagyobb, akkor az utolsé helyre keriilne sajdt maga, de az
mdr nem szerepel a Priifer kédban.

Koltségfiiggvény: k: E = R, minden élhez egy koltséget rendel.
Minimalis koltségli feszit6fa: olyan F € E élhalmaz, amire (V,F) fa, és k(F) minimalis.

Kruskal algoritmus:

Input: G=(V,E) graf, és k: E — R, koltségfliggvény.

Output: minimalis koltségi feszit6fa.

MUkodés: minden Iépésben megépitjik a legolcsébb élt, ami nem hoz létre kort. Mohd algoritmus,
mert csak azzal torédik, ami éppen a legalacsonyabb koltségd.

Optimum bizonyitdsa: tegyiik fel, hogy az algoritmus helytelen, ekkor létezik egy f él, amit e helyére
bevéve olcsobb feszitéfdt kapunk. Ekkor azonban f kéltsége kisebb, mint e kéltsége, igy f-et az
algoritmussal kordbban mdr ellendriztiik, tehdt ellentmonddsra jutottunk, azaz a feszit6fa minimdlis
kéltségdi.

Normal fak: aramkoroket, mint grafokat modellezziik, ahol csucsok ekvipotencialis teriletek, élek
aramkori elemek. A haldzat megoldasanak sziikséges feltételei vannak:

- Fesziiltségforrasokbdl nem létezhet kor.

- Aramforrasok elhagydasa utdn a graf dsszefiiggé kell maradjon.

G graf F feszit6fajat normalis fanak nevezziik, ha F tartalmaz minden fesziiltségforrast, de nem
tartalmaz egy dramforrast sem, valamint a lehet6 legtébb kondenzatort, és legkevesebb tekercset
tartalmazza.

Feszit6fa megtalalasahoz az éleket sulyozzuk, és Kruskal-algoritmust hasznaljuk:
Fesziltségforrasok: 1; Kapacitasok: 2; Ellenallasok: 3; Induktivitasok: 4; Aramforrasok: 5.

Ha létezik normalis fa, a Kruskal-algoritmus ilyet ad.



6. Euler-séta és korséta, létezésének szlkséges és elégséges feltétele. Hamilton-kor és
ut, szikséges, illetve elégséges feltételek Hamilton-kor létezésére, Dirac és Ore tételei.

Euler-(koér)séta: olyan (kor)séta, ami G minden élét pontosan egyszer tartalmazza.

Megfigyelés: Ha G véges grafnak |étezik Euler-korsétdja, akkor minden csucs foka pdaros. Ha létezik
Euler-sétdja, akkor pontosan 0 vagy 2 paratlan fokszdmu csucsa van.

Bizonyitds: a séta éleit irdnyitva minden cstics befoka azonos lesz a kifokdval, kivéve esetleg az elsé és
az utolso csucsot. d(v)=befok+kifok, tehdt ha ezek megegyeznek, akkor d(v) pdros.

Tétel: G véges, 0sszefliggd grafnak pontosan akkor van Euler-korsétdja, ha minden csucs foka paros,
Euler-sétdja pedig, ha 0 vagy 2 pdratlan foku csucsa van.

Bizonyitds: sziikségessége kévetkezik az els6 megfigyelésbdl.

1. Elégségesséqg |E(G)[ szerinti indukcioval: O-ra nyilvanvaléan igaz. TFH m-nél kisebb élszamra madr
bizonyitottuk, legyen az élek szdma m. G-ben létezik C kér, mert minden fokszama legaldbb ketts. Ha
elindulunk egy pontbdl, akkor el6bb-utdbb visszaériink eqgy mdr érintett v-be, mert nem akadhatunk
el. G’=G-C, C éleinek térlésével. G’ minden komponense véges, 6sszefliggs, m-nél kevesebb élt
tartalmaz, és minden fokszama pdros, tehdt az indukcios feltevés miatt minden komponensének
létezik Euler-kérsétdja. A G graf C* Euler-kérsétdjat ugy kapjuk, hogy elindulunk v pontbdl C élein, és
amikor egy nemtrividlis komponensbe érkeziink, akkor annak Euler-kérsétdjan haladunk tovdbb, majd
ha ezzel végeztiink, akkor C-n haladunk tovdbb. A kapott élsorozat nyilvdn G Euler-kérsétdja lesz.

2. A pdratlan foku csucsok kézé huzzuk be e* élt — igy 1. mdr teljesiil. Feltehetjiik, hogy e* az Euler
kérséta utolso éle, igy ezt elhagyva Euler-sétdt kapunk.

Hamilton-kér: olyan kér, ami G minden pontjat pontosan egyszer tartalmazza.
Hamilton-at: olyan Ut, ami G minden pontjat pontosan egyszer tartalmazza.

Tétel: Ha G véges grafban létezik Hamilton-kér (vagy ut), akkor G-bél k
tetsz6leges pontot tordlve, a keletkez6 grafnak legfeljebb k (vagy k+1)
komponense van. Nem elégséges a |étezéshez — Pl. Petersen Graf.
Bizonyitds: ha G grdf maga egy Hamilton-kér/ut, akkor trividlis. Ha
tovabbi élei is vannak, akkor pedig csak cs6kkenhet a komponensek
szdma.

Petersen-grdf

Dirac tétel: han = 3 pontu, egyszer(i G graf minden csucsanak fokszama legaldbb g, akkor G-nek van

Hamilton-kore.

Ore tétel: han > 3 pontu, G egyszer( graf barmely két, nem szomszédos u,v pontjara igaz, hogy
d(u) + d(v) = n, akkor G-nek van Hamilton-kére.

Bizonyitds: Tegyiik fel, hogy teljesiil az Ore feltétel. Huzzunk be annyi uj élt (Ore nem sériil), amig a
kévetkezé él Hamilton-kért nem eredményezne. Ekkor G-ben van Hamilton ut. Ekkor létezik két olyan
nem szomszédos pont, amelyre d(v)< n-1- d(u), mivel ha u elétti pontokkal v szomszédos volna, akkor
Hamilton-kér lenne. Ez azonban ellentmondds.

Dirac tétel kévetkezik Ore tételbdl.
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7. Legrovidebb utat keresé algoritmusok (BFS, Dijkstra, Ford, Floyd). Legszélesebb utak
iranyitott és iranyitatlan grafban.

BFS: szélességi bejaras. Soron kdvetkezd cstcsot mindig a legkordbban meglatogatottbdl [atogatja
meg. Az igy kapott szélességi fa, a legrovidebb utak faja.

Tétel: a BFS altal kapott szélességi faban u-bdl v-be irdnyitott Ut vezet, akkor ez az Ut egyben az
(egyik) legrovidebb u,v Ut is.

Bizonyitds: a szélességi fa minden éle mentén egy egységnyit tavolodunk a gyékértél, mert eldszor vy
—t jdrjuk be, utdn a V;-et alkotd szomszédokat, és igy tovdbb.

Tétel: a szélességi bejards ¢ * (n + m)-el becsiilhet6, ahol n és m a graf csucsai, ill. élei.
Bizonyitds: a BFS minden lépése egy cstcshoz vagy egy élhez kéthetd, vi-hez kétjiik azt a lépést,
amikor elészér megldtogatjuk a csucsot, illetve azt, amikor észrevessziik, hogy mdr nem vezet
bejdratlan pontba él. e = v;v;-hez kétjik azt a lépést, amikor megvizsgdljuk, hogy vj-t mdr
megldtogattuk-e. Lathatd, hogy minden csucshoz, ill. élhez legfeljebb két Iépést kétottiink.

Definicidé: G=(E,V) graf, [: E — R egy hosszfliggvény, ami minden élhez egy hosszt rendel.
A hosszfliggvény konzervativ, ha nincs negativ kore.

Dijkstra algoritmus:

Input: G=(V,E) graf, és l: E — R, nem negativ hosszfliggvény.

Output: a dist(u,-) hosszfliggvény, azaz G minden v cstcsara meghatarozunk egy legrovidebb u,v utat.
MUikodés: kezdetben d(uy) = 0,ill. d(v) = . ElGszor elvégezzik a javitdst uy-bdl induld élekre,
utdna tovabblépiink u;-be a minimumot meghatarozé élen...

Lépésszam: minden él mentén legfeljebb egyszer javitunk, a masik Iépés az aktudlis csucs
kivalasztasa, ami minimum kivalasztas, legfeljebb n elem koziil. Tehat legfeljebb ¢ * n?.

Ford algoritmus:

Input: G=(V,E) graf, I: E — R konzervativ hosszfliggvény, és u € V pont.

Output: a dist(u,-) hosszfliggvény, azaz G minden v csucsara dist(u,v).

MUkodés: kezdetben d(uy) = 0,ill. d(v) = . Az algoritmus fazisokbdl all, és minden fazisban
megprébdlunk sorra eq, e,... éleken javitani. Ha egy fazisban nem sikeriilt javitani, akkor az algoritmus
véget ér.

Lépésszam: mivel egy Utnak legfeljebb n-1 éle lehet, ezért legkés6bb az (n-1). [épésre az algoritmus
végez. Mivel minden fazisban korilbeliil élszamnyi [épést végez, igy a |épésszam m * m-el
becsilhets.

Floyd algoritmus:
Input: G=(V,E) iranyitott graf, [: E = R konzervativ hosszfliggvény
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Output: dist(u, v) minden u, v-re.

MUkodés: Az algoritmus szomszédossagi matrixhoz hasonlé tablazat segitségével mikodik, ahol a
tablazat celldi a sorhoz és oszlophoz tartozé pontok tdvolsagat tartalmazzak. vy, v, ... v, a G csucsai.
d*(i,j) a v;-bél vj-be vezetd legrovidebb Ut hossza, Ugy, hogy csucsai a v;, v, v4, V; ... Uy halmazbdl
keriilnek ki. Vilagos, hogy d°(i,j) = (i, j). Mivel d¥*1) (i, j) vagy nem hasznélja v, pontot, vagy
felbonthatd v;vy, és v, v; utakra ezért d %+ (i, H=min{d* (i, ), d* (i, k + 1) + d*(k + 1, )} tehét
d¥ismeretében d¥*1 kénnyen szamolhatd. Tehat dist(vi, v]-) = d"™(i,)), és ezt a fliggvényt ¢ * n3
|épésbél ki tudjuk szamolni.

Legszélesebb utak:

Szélességfiiggvény: w: E — R, az egyes élek ,szélességét” leird flggvény. Ha P G Gtja, akkor P
szélességét a ,legkeskenyebb” (tja hatarozza meg.

Mohé algoritmus a legszélesebb utak keresésére:

Megépitjik a legszélesebb utat, ami nem hoz létre kort. Ekkor egy legszélesebb utakat tartalmazé
feszit6fat kapunk.

Az algoritmus helyességének bizonyitdsa:

Tegyilik fel, hogy létezik szélesebb Ut u-v k6z6tt. Hagyjuk el a legkeskenyebb e élt, ekkor a keletkezd
két komponens kézt létezik szélesebb f él, de ezt az algoritmussal kordbban mdr ellendriztiik.
Ellentmonddsra jutottunk.

Altalanositott Dijkstra algoritmus:

Definialhatunk egy konzisztens, monoton ,,josdg” fogalmat.

Input: G=(V,E) graf, egy u = uy kezdGpont, és egy monoton, konzisztens ,josdg” szerinti rendezés G
atjain.

Output: u gyokerd, u-bél kifele irdnyitott F részfa, amiben u-bdl G minden cstcsa elérhet6, raadasul a
,legjobb” G-beli uv uton.

Mkodés: Altalanos 1épés, a legjobb tulajdonsagu uttal elérhetd pontot mindig a kész halmazhoz
csatoljuk, majd ezen csics mentén javitunk.
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8. Halozati folyamok: halozat, folyam, folyamnagysag (folyamérték), st-vagas, vagas
kapacitasa. Ford-Fulkerson tétel, javitd utas algoritmus. Egészértéklségi lemma,
Edmonds-Karp tétel (biz. nélkil).

Halézat: (G,s,t,c), ahol G irdnyitott graf, s,t G cslcsai, és G minden élét jellemzi c(e) nem negativ szam
— az él kapacitdsa.
Példa: egy csGvezeték, ahol s-bél t-be szallitjuk a folyadékot

Folyam: olyan f fliggvény (G,s,t,c) haldzatban, ami G minden éléhez egy szdmot rendel, Ugy hogy:
- a folyam minden élen legfeljebb kapacitasnyi lehet (kapacitas feltétel)

- minden s-t6l és t-t6l kilonb6z6 pontra igaz, hogy a befolyd folyam 6sszmennyisége azonos a
kifolyééval (Kirchhoff-szabaly).

Folyamnagysag: az f folyam m; nagysaga az a nett6 folyammennyiség, ami s-bdl kifolyik.

st-vagas: X a G csUcsainak s-t tartalmazd, de t-t6l diszjunkt részhalmaza. Az X és V(G)\X kozott futd
éleinek egy halmazat a haldzat egy st-vagasanak nevezziik.
Az X altal meghatdrozott st-vagas kapacitasa az X-b6l V(G)\X-be futé élek kapacitasdsszege.

Ford-Fulkerson tétel: Ha (G,s,t,c) egy véges haldzat, akkor létezik egy f folyam, ésegy s € X C
V(G)\{t} részhalmaz ugy, hogy az m; folyamnagysag azonos az X altal definialt st-vagas
kapacitasaval.

Bizonyitds: javito utas algoritmussal. Gy segédgrdfot hozunk létre, irdnyitsuk ugy G éleit, hogy ahol

még névelhetd a folyamnagysdg, ott el6reél, ahol pedig a folyam csékkenthetd, ott visszaélek
szerepelnek. A Gy segédgrdfon definidljuk a c(u,v)=c(u,v)-f(u,v) ha uv eléreél, c(u,v)=f(v,u) ha uv
visszaél, kapacitdsokat. Az algoritmus addig fut, amig van s-t ut. Ha taldl ilyen utat, akkor az ut el6re
élein néveljiik a folyamot, az ut visszaéleinek megforditottjain pedig csékkentjiik. Ez alapjdn latszik,
hogy ha nincs mdr s-t ut, akkor maximdlis folyamot taldltunk.

Megkeresslik azokat a pontokat, amik s-bél elérhetbek, 6k alkotjdk az X halmazt. Ehhez a halmazhoz
tartozo vdgds minimdlis vdgds lesz.

Hdlozati folyam. A zdrdjelekben az f folyam dltal felvett értékek dlinak. A folyamérték 1+3+1=5. A szaggatott vonal 5 értékli
st-vdgds. A mdsik abra a segédgrdf - mdr nem tartalmaz javitd utat

Egészértékliségi lemma: ha a halézatban minden kapacitas egész szam, akkor létezik olyan maximalis
folyam, ami a graf minden élén egész értéket vesz fel. Az ilyen folyamot egész folyamnak nevezziik.

Edmonds-Karp tétel: ha a halézatban a maximalis folyamot javité utas algoritmussal keressik, és
mindig egy legkevesebb élbdl allé it mentén noveliink, akkor a folyamat [épésszama fellilrél
becsiilhets n3-al.
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9. Tobbtermelbs, tobbfogyasztds haldzatok, csticskapacitasok és iranyitatlan élek
kezelése. El- és pont-idegen utak. Menger négy tétele, grafok tobbszords
Osszefliggbsége, kapcsolata a Menger tételekkel.

Folyamproblémak altalanositasa:

Iranyitatlan élek: minden él helyett vegyiink be egy-egy oda-vissza iranyitott élt.

Csuicskapacitasok: minden csucsot daraboljunk ketté, Gket a csucs kapacitdsanak megfelel§ él kosse
Ossze, egyik csucsba csak befolyd élek érkezzenek, masik csucsbdl csak kifolyd élek induljanak.

Tobb termeld, tobb fogyasztd: vegylink fel egy virtudlis termel6t/fogyasztot, és az 6sszes
termeldt/fogyasztot kossik Gssze a virtudlis megfelel6jlikkel végtelen kapacitasu élekkel.

P és Qu és v kozt futd utak, akkor:

Eldiszjunkt(él-idegen): P és Q Ut nem tartalmaz k6zos élt. E(P) N E(Q) = @. Eldiszjunkt utak
maximalis szama: A(u, v).

Pontdiszjunkt(pont-idegen): P és Q pontnak csak a kezd§ és végpontja kozos. V(P) NV (Q) = {u, v}.
Pontdiszjunkt utak maximalis szama: x(u, v).

G graf U ponthalmaza (ill. F élhalmaza) lefog minden u,v utat, ha a G-U (ill. G-F) nem tartalmaz u-bdl
v-be vezet§ utat.

Menger tételei:

1. Ha u és v G irdnyitott graf kilénb6z6 csucsai, akkor az él-idegen uv utak maximalis szdma

(A¢ (u, v)) azonos az uv utakat lefogd élek minimalis szamaval.

2. Ha u és v G irdnyitott graf kiilonb6z6, nem szomszédos csucsai, akkor a pont-idegen uv utak
maximalis szdma (x; (1, v)) azonos az uv utakat lefogd, u-tdl és v-tél kiildnb6z6 pontok minimalis
szamdval.

3. Ha u és v G irdnyitatlan graf kiilénb6z6 csucsai, akkor az él-idegen uv utak maximalis szama

(A¢ (u, v)) azonos az uv utakat lefogd élek minimalis szamaval.

4. Ha u és v G iranyitatlan graf kiilonb6z6, nem szomszédos csucsai, akkor a pont-idegen uv utak
maximalis szama (k. (u, v)) azonos az uv utakat lefogd, u-tél és v-tél kiildnb6z6 pontok minimalis
szamdval.

Bizonyitds:

1. (G; u; v; 1) hdlozat. Ebben a hdlézatban minden uv egészfolyam O-t vagy 1-et rendel minden élhez. f
egy maximdlis folyam, X pedig egy olyan ponthalmaz, ami minimdlis uv vdgdst hatdroz meg. Mivel
minden kapacitds egész, igy az egészértékiiségi-lemma miatt f egész folyam, és nagysdga k. Mivel
max folyam = min vdgds, igy X vdgds kapacitdsa is k. Ez dltal az X csucsaibdl pontoson k él Iép ki
(mivel minden élen 0 vagy 1 folyik). k élt elhagyva nem tudunk X-bél V\X-be eljutni, tehdt ez a k él
minden uv utat lefog -> a lefogd élek minimdlis szama k.

Most mutassuk meg azt, hogy van k éldiszjunkt ut. Legyen E’ azoknak az éleknek a szama, amiken 1
egységnyi folyam folyik. Kirchhoff szabdlya miatt minden u-tdl és v-tél kiilbnbézé pontra igaz, hogy
ugyanannyi E’-beli él Iép be, mint amennyi ki. Tekintsiik G*=(V,E*) grdfot, ahol E*-ot ugy kapjuk, hogy
E’-h6z hozzdvesziink még k pdrhuzamos vu élt. gy G*-ban minden csticsnak megegyezik a befoka és
kifoka. Legyen K a G* azon irdnyitatlan értelemben vett komponense, ami tartalmazza az u csucsot.
Mivel minden pont foka pdros, igy K-nak létezik Euler kérsétdja. Ha ebbdl elhagyjuk az utdlag bevett k
vu élt, akkor a kérséta k éldiszjunkt irdanyitott uv sétdra esik szét. Minden ilyen uv sétabdl
kivdlaszthato egy uv-ut.

2. Csucsokat vdgjuk szét a fentebb ismertetett modon, és haszndljuk az elsé tétel bizonyitdsat.

3-4. Hasonldan 1-es és 2-es bizonyitdsahoz, csak itt az irdnyitatlan élek helyett parhuzamos oda-
vissza éleket kell felvenni.
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k-szorosan (pont)6sszefiiggd egy iranyitatlan graf, ha k+1 cstcsa van, és barhogy hagyunk el beléle k-
1 csucsot, Osszefliggd marad. Maximalis: k(G)

k-szorosan élésszefiiggo egy iranyitatlan graf, ha 6sszefligg6 marad, barhogy is hagyunk el bel6le k-1
élt. Maximalis: 1(G)

Tétel: Egy egyszer(, irdnyitatlan G graf pontosan akkor k-6sszefliggd, ha G-nek legaldbb k+1 pontja
van, és G barmely két kiillonb06z6 pontja kozott 1étezik k pontidegen at.

G pontosan akkor k-élosszefliggd, ha G barmely két, kilonb6z6 pontja kozott vezet k élidegen ut.
Bizonyitds:

Eldiszjunkt vdltozat: Ha G k-él6sszefiiggd, akkor semelyik két pont kézti utakat nem fogja le k-ndl
kevesebb él (azokat elhagyva ugyanis G szétesne), ezért Menger 3. tétele szerint tetszéleges két pont
kézétt létezik k élidegen ut.

Pontdiszjunkt vdltozat: indirekt: G k-Gsszefiiggd, és u-bdl v-be legfeljebb k-1 pontdiszjunkt ut
taldlhatd. Ha u és v nem szomszédosak, akkor Menger 4. tétele miatt az uv-utak lefoghatdak k-1
ponttal. Ezek elhagydsdval G szétesne, de ez ellentmond G k-szoros Gsszefliggéségének.

Menger tétel: ha G legalabb 3 pontu graf, akkor az alabbi allitasok ekvivalensek:

1. G 2-6sszefliggé

2. G barmely 2 pontjan at vezet kor

3. Ha nincs izoldlt pontja, akkor barmely 2 élén at vezet kor.

Bizonyitds:

1->2: Ha G 2-6sszefliggd, akkor barmely u,v pontja k6zétt van két pontidegen ut, amelyek egyiitt kért
alkotnak.

2->1: A kér tekinthetd két pontidegen ut uniéjanak, tehdt G 2-6sszefiiggé.

3->2: Ha u-n és v-n keresztiil akarunk kért taldlni, akkor elegendé egy u-ra és v-re illeszkedd kérén
keresztiil kért taldlni, ami 3. feltétel szerint Iétezik.

1->3: G ugy is 2-6sszefliggd marad, ha két élét felosztjuk egy-egy ponttal. 2. miatt létezik a feloszto
pontokon keresztiil kér, ami épp a felosztott éleken keresztiili kor.

Dirac tétele: Ha G k-0sszefiigg6, és k = 2, akkor G barmely k pontjan keresztil taldlhaté kor G-ben.
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10. Paros grafok, ekvivalens definicid. Parositasok, Hall, Frobenius és Kénig tételei,
alterndld utas algoritmus maximalis parositas keresésére. Lefogd és fliggetlen csucsok,
ill. élek, Gallai két tétele. Tutte tétele parositasokrdl (csak a trividlis irdanyban
bizonyitva).

Paros grafok: G csucsai két diszjunkt halmazra bonthatdak, ugy hogy minden él a halmazok kozott
fut.
Ekvivalens definicio: G akkor paros, ha y(G) < 2, azaz G két szinnel szinezhetd.

Megfigyelések:

1: Paros hosszu kor paros, mert felvaltva ki lehet szinezni a pontjait.

2: Paratlan kér nem paros, mert mire kérbeériink, két azonos szinl pont lesz egymas mellett.
3: Ha egy graf paros, akkor a részgrafja is paros.

4. Paros graf nem tartalmazhat pdratlan kort.

Tétel: G véges graf pontosan akkor pdaros, ha nem tartalmaz paratlan kort.

on Y 4 Bizonyitds: sziikségesséqg adodik az el6z6 megfigyelésbdl.

- // < ° Elégségesséq: tegyiik fel, hogy G nem tartalmaz pdratlan kért.
\ /< \ j I3 Mivel élek csak a komponenseken beliil futnak, elegendé egy

p — . N 4 komponensen beliil taldlni 2-szinezést, azaz feltehetd, hogy G

. . s “%  @sszefliggd. F a G feszitéfdja, és u az F gydkere. A a v-tél pdros
P i /\ tavolsdgra, B pedig a pdratlan tdvolsdgra 1évé csucsok halmaza.
\ ‘\j ] ° ) B \Vildgos, hogy F minden éle A és B kéz6tt fut. Ha futna G-nek xy
A : \ . éle, mondjuk A halmazon beliil, akkor létezne G-ben pdratlan
@ 5% 4548 % ) A hosszu kérséta.

Kévetkezmény: Mivel a faban nincs kor, igy minden fa paros.

Definicié: a G=(V,E) graf éleinek M részhalmaza fliggetlen, mas széval M (részleges) parositas, ha az
M-beli élek végpontjai kiilonbdzéek. M teljes parositds, ha G minden csucsat fedi.

Definicié: a G=(V,E) graf X € V ponthalmaz szomszédjainak szamat N(X) jeldli.

Definicio: adott G graf esetén v(G) jeldli a maximalis fliggetlen élhalmaz méretét, azaz G maximalis
parositasanak elemszamat.

Definicié: adott G pontjainak U halmaza lefogd ponthalmaz, ha G minden élének van U-beli
végpontja. Minimalis lefogd ponthalmaz: t(G).

Allitas: ha G véges graf, akkor v(G) < 7(G).

Kénig tétele: ha G=(A,B,E) véges, péros graf akkor v(G) = 1(G).

Bizonyitds: Menger tételével. G irdnyitatlan grdf, felvesziink hozzd s,t pontokat. s és A, valamint t és B
minden pontja kézé vezessiink élt. Vildgos, hogy ha létezik G-ben k fiiggetlen él, akkor ezek
segitségével taldlunk k pontdiszjunkt st-utat a G’ grdfban. Ha ismeriink k pontdiszjunkt st-utat, akkor
az ezek dltal haszndlt G-beli élek fiiggetlenek — a fiiggetlen élek szadma megegyezik az st-utak
maximdlis szamdval -> (v(G) = ks (s, t)). Menger 4 miatt a pont-idegen st utak maximdlis széma

(1; (s, t)) megegyezik az st-utakat lefogd, s-tél és t-tél kiilbnbdz6 pontok minimdlis szdmdval. U
részhalmaz pont akkor fogja le G ésszes élét, ha lefog minden st-utat -> t(G) = kg (s, t).

Tehdt: T(G) = kg (s, t) = v(G).

Hall tétele: a G=(A,B,E) véges, paros grafnak pontosan akkor létezik A-t fed§ parositasa, ha | X| <
[N(X)| minden X € A-ra.
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Biz.: a sziikségesség nyilvdnvalo. Elégségesség: Tegyiik fel, hogy ha |X| < |N(X)| minden X < A-ra.
Igy azt kell bizonyitanunk, hogy v(G) = |A|. Legyen U minimdlis lefogé
ponthalmaz, Uy = U N A és Ug = U N B. Mivel U lefogja az X := A\U4-bol
induld éleket, ezért N(X) S Up, tehdt |IN(X)| < |Ug|. Hall és Kénig miatt:

B v(6) = 1(G) = |U| = |Usl+|Ug| 2 |Ual+INCOI = |U,l + IX] = |4

Frobenius tétele: a G=(A,B,E) véges, paros grafnak pontosan akkor létezik teljes parositasa, ha
|A|=|B], és |X| < |[N(X)| minden X € A-ra.
Bizonyitas: trividlisan kévetkezik Hall tételébdl.

Alternald utas algoritmus maximalis parositas keresésére: kiindulunk az {ires parositasbol, és azt
javitgatjuk. Ha mar taldltunk M parositast, akkor tekintjik az ahhoz tartozé segédgrafot, azaz M éleit
B-bdl A ba |rany|tjuk G egyeb éleit forditva. Ha ebben a segédgrafban létezik Ut egy fedetlen A-bdl,
eddig fedetlen B-be, akkor az u.n. alterndlé uton az eddigi parositas
éleket elhagyva, és az Ut parositason kivili éleit bevéve egy eggyel
nagyobb méretl pdrositdst kapunk. Ha nincs ilyen at, akkor M
maximalis parositas.

Definicid: G graf pontjainak U részhalmaza fliggetlen ponthalmaz, ha U nem feszit élt. A maximalis
figgetlen ponthalmaz elemszama a(G).

Definicié: G graf éleinek F részhalmaza lefogd élhalmaz, ha G minden pontjabdl indul F-beli él.
Minimalis lefogd élhalmaz elemszama p(G).

élhalmaz | ponthalmaz

maximalis fiiggetlen v(G) a(G)

minimalis lefogd p(G) (&)

Megfigyelés: tetszGleges, véges G grifra a(G) < p(G).

Gallai tétele:

1. ha G-ben nincs hurokél, akkor 7(G) + a(G) = n

2. ha G-nek nincs izolalt pontja: v(G) + p(G) = n

Bizonyitds:

1. U € V(G) pontosan akkor lefogd ponthalmaz, ha V(G)\U fiiggetlen részhalmaz.

2. Mivel G-nek létezik v(G) diszjunkt éle, ezek 2v(G) pontot fognak le. A maradék pontok mindegyike
lefoghatd egy dj éllel, hiszen nincs izoldlt pont ->v(G) + n — 2v(G) = n — v(G) éllel minden pont
lefoghatd. Innen p(G) < n — v(G), ebbdl pedig: v(G) + p(G) < n.

Ha F minimdlis méretii lefogo élhalmaz, akkor F kérmentes, és nem tartalmaz 3 hosszu utat sem -> F
diszjunkt csillagok uniéja. Ha a minimadlis lefogo élhalmazban k csillag van, akkor n-k élt tartalmaz, és
tartalmaz k diszjunkt élt, tehat v(G) = k. v(G) + p(G) = n — k + k = n -> a mdsik egyenlétlenséget
is figyelembe véve kévetkezik a tétel.

Kénig tétele: ha G véges, paros grafnak nincs izoldlt pontja, akkor a(G) = p(G).
Bizonyitds: pdros grdfnak nem lehet hurokéle, igy kévetkezik Kénig el6zé, és Gallai két tételébdl:
a(G) =|V(G)| —7(6) = [V(G)| — v(G) = p(G)

Definicié: C},(G) a G paratlan méretl komponenseinek szama

Tutte tétele: a véges G grafnak pontosan akkor van teljes parositasa, ha tetszéleges X € V(G)-re
Cp (G —X) < |X|

17



11. Pont- és élszinezés, kromatikus szam, klikkszam, alsé és felsé korlatok a kromatikus és
élkromatikus szamra, Brooks tétel (biz. nélkul), Vizing tétel (biz. nélkul).

k-szinezhet6 egy G graf, ha minden csucs kiszinezhet6 k adott szin valamelyikére, igy hogy minden
szomszédos csucs kilénb6z6 szindi.
Kromatikus szam x(G)=k, ha G k-szinezhet6, de nem (k-1)-szinezhet6.

Megfigyelések:
1. Ha G tartalmaz hurokélt, akkor nem szinezhet6
2. G graf szinosztalydnak (adott szinezéshez tartozd) csucsai kozott nem fut él.

Klikk: a G teljes részgrafja. w(G) klikkszam a G legnagyobb klikkjének pontszama, azaz w(G) = k, ha
G-ben van k méretd, de nincs k+1 méret( klikk.

Allitas: minden iranyitatlan G véges grafra igaz, hogy w(G) < x(G) < A(G) + 1, valamint

x(®)a(G) = n, ahol n a G pontjainak szama.

Bizonyitds: elsé egyenlétlienség: G pontjainak kiszinezésével a klikk pontjait is kiszinezziik

madsodik egyenlétlenség: Mohd szinezés. Minden csucs kapja azt a legkisebb szint, amit a szomszédjai
nem haszndlnak, igy nem kaphat nagyobb szint, mint a szomszédjai szamdndl egyel nagyobb szam.

Megfigyelés: x(G) = A(G) + 1,ha G = K,, vagy G = Cyp 41

Brooks tétele: G véges, egyszer(i, 6sszefliggs. Ha G nem teljes, és nem paratlan kér, akkor x(G) <
A(G)

Tétel: tetsz6leges k = 2 pozitiv egészhez létezik olyan G graf, amelyre x(G) = k és w(G) = 2.
Bizonyitds: Mycielski konstrukcio.

Megadunk egy megfeleld G, grdfot, és k paraméter szerinti indukcidval bizonyitunk. k=2-re az dllitds
nyilvdn helyes. TFH, hogy k-ra mdr sikeriilt megfelel6G,, gréfot létrehoznunk. V(G,) = {v v, ... vy}
Most hozzuk létre Gk+1-et ugy hogy V(Gy) = {v1v, ... v} U {ugu, ... u, } U {w}, ahol u; és w az

— eddigiektdl, és egymdstdl fiiggetlen csucsok. Késsiik 6ssze w-t

minden u;-vel, valamintG-beli él (6nmagdn kiviil) két mdsikért
legyen felel6s. Mivel az u; pontok fiiggetlenek, és w-bél nem fut él
u {d Jue wj \g'” - v;-be, ezért Gy ,1-ben mindet“: h,dromszO'g legaldbb két G,.(—be/i .
“ pontot tartalmaz — ennek nyilvdn nem lehet w a harmadik pontja.
)& Az indukcids feltevés miatt ez nem lehet Gy.-beli pont sem. Ha
mondjuk u; lenne ez a pont, akkor Gy, 1-ben lenne hdromszég,
E;la 8 qu-c{_g'b e gn]}:i: ami megint csak ellent mond az indukcids feltevésnek.
Azt kell még bebizonyitani, hogy G 41 k+1 kromatikus. Vildgos,

hogy x(G) < (k + 1). Indirekt beldthaté az is, hogy nem szinezhetd k szinnel.

k-élszinezhet6 egy G graf, ha minden él kiszinezhet6 k adott szin valamelyikére, Ugy hogy minden
szomszédos él kiilonbo6z6 szind.
Elkromatikus szam X'(G) = k, ha G k-élszinezhetd, de nem (k-1)-élszinezhetd.

Allitas: tetsz6leges G grafra x'(G) = A(G).
Bizonyitds: Az egy csucsbdl induld élek mind mds szint kapnak, ez a legnagyobb fokszamura is igaz.

Vizing tétele: Ha G véges, egyszer(i graf, akkor x'(G) < A(G) + 1.

Shannon tétele: Ha G véges, akkor ' (G) < ;A(G).
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12. Sikbarajzolhatosag, gombre rajzolhatosag. Az Euler-féle poliéder tétel és
kovetkezmeényei: egyszer(, sikbarajzolhaté grafok élszama és minimalis fokszama.
Kuratowski grafok, Kuratowski tétele (csak konny( irdnyban biz.), Fary-Wagner tétel
(biz. nélkal).

Definicid: G=(V,E) graf sikbarajzolhatd, ha van G-nek olyan diagramja, amin élek csak végpontban
metszik egymast.
G sikbarajzolhato, ha létezik sikbarajzoldsa.

Tétel: G graf pontosan akkor sikbarajzolhato, ha gombrerajzolhaté.
Bizonyitds: sztereografikus projekcidval.

Tétel: tetszGleges konvex poliéder élhaldja sikbarajzolhato.
Bizonyitds: vetitsiik az élhalot egy belsé P pontbdl P kézéppontu gémbre, igy az élhdlo
gémbrerajzolhaté -> sikbarajzolhatd.

Tétel: G sikbarajzolt graf, akkorn + t = e + k + 1, ahol n a pontok, t a tartomanyok, e az élek, k
pedig a komponensek szama.

Euler formula: G sikbarajzolt, 0sszefliggd graf, akkorn +t = e + 2.

Bizonyitds: élszam szerinti teljes indukcidval.

Koévetkezmények:

1. Ha G sikbarajzolhatd, akkor barmely sikbarajzolasanak ugyanannyi tartomdnya van

2. Ha G egyszerd, legalabb 3 pontd, sikbarajzolhaté, akkore < 3n—6

3. Sem K5 sem K3 3 nem sikbarajzolhat6

Bizonyitds:

2. Huzzunk be annyi uj élt, amennyit csak tudunk a sikbarajzolhatdsdg megtartdsdval. Legyen e’ az
élek t’ a tartomdnyok szama az igy létrejott grdfban. Minden tartomdnyt hdrom él, és minden él 2
tartomdnyt hatdrol 2¢’ =3t' =3(e'+2—n)=3e’+6—-3n—> 3n—6=¢" >e.

3. K5:n=5,e=10, 10 = 3+ 5 — 6 ellentmonddse < 3n — 6

K3 3: n=6, e=9, ->t=5. Mivel kérmentes, minden tartomdnyt legaldbb 4 €l hatdrol -> 20 = 4t < 2e =
18.

Topologikusan izmorf: H és G graf, ha G megkaphaté H-bdl ezt a két 1épést ismételve:
1. egy élt kettéosztunk egy ponttal

2. torlink egy pontot, és egy éllel 6sszekotjiik a két szomszédjat.

Topologikus izomorfia nem befolydsolja a sikbarajzolhatdsagot.

Kuratowski tétele: G graf pontosan akkor sikbarajzolhatd, ha nem tartalmaz Ks-el, vagy K3 3-al
topologikusan izomorf részgrafot.

Bizonyitds: csak a sziikségességet bizonyitjuk. Ha G sikbarajzolhatd, akkor minden H részgrdfja is
sikbarajzolhaté. Ha H topologikusan izomorf K-val, akkor K is sikbarajzolhatd. Igy K=K, vagy K=K3 3
nem lehetséges.

Fary-Wagner tétel: H G egyszer( és sikbarajzolhatd, akkor G sikbarajzolhato agy is, hogy minden él
egyenes szakaszként van lerajzolva.
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13. Dualitas, tulajdonsagai. Elvago él, soros élek, vagas. Gyenge izomorfia, absztrakt
dualitas, Whitney harom tétele (biz. nélkul), sikgrafok kromatikus szama, 6tszintétel.

G*=(V*E*) G graf dudlisa, ha V* G tartomdnyainak felel meg, E* = {e*:e € E}, ahol e* az e-t
hatdrold tartomanyokat 6sszekotd él. G* fligg G adott sikbarajzolasatol is.

=

.“\1

Definicié: Q € E(G) élhalmaz vagas, ha Q-t elhagyva G tobb komponensre esik szét, és Q egy
legszlikebb ilyen halmaz, azaz Q semelyik valédi részhalmazara ez nem teljesil. Az e él elvagé él, ha
{e} vagas. G graf e és e’ élei soros élek, ha {e, '} végas.

Tétel: G=(V,E) sikbarajzolhato

1. Ha G* a G dualisa, akkor G* sikbarajzolhatd, és 6sszefliggd

2. f(e):=e egy f: E(G)->E*(G) természetes bijekciét definial.

3. Ha e a G hurokéle (elvago éle) « f(e) a G* elvagd éle (hurokéle)

4. e,e’ G soros (parhuzamos) élei & f(e),f(e’) a G* parhuzamos (soros) élei

5. Ha G 6sszefligg6, akkor G=(G*)*, és ekkor G pontja bijektiven G* lapjainak felelnek meg
6. C a G kore (vagdsa) < f(C) a G* vagasa (kore)

Absztrakt dudlis: G a H absztrakt dudlisa, ha létezik egy @: E(G) — E(H) ugy, hogy
1.CaGkore & @(C) a Hvagasa
2.Qa Gvagasa < ¢(Q) aHkore

Gyengén izomorf két graf, ha létezik egy @: E(G) — E(H) ugy, hogy C pontosan akkor kére G
grafnak, ha ¢(C) H kore.

1
3 )
2 -5.2
i T
[

Whitney l.: G grafnak pontosan akkor létezik absztrakt dudlisa, ha G sikbarajzolhatd.
Whitney Il.: Ha G sikbarajzolhatd, tovabba G és H gyengén izomorf akkor

1. H is sikbarajzolhatd

2. G* és H* is gyengén izomorf

3. G és (G*)* gyengén izomorf

Whitney lll.: Ha G és H gyengén izomorf, akkor H elGallithato G-bél az @
aldbbi 3 mivelettel: i

1. egy elvdgd pont mentén ketté daraboljuk a grafot, vagy egy izolalt ‘
pontot adunk hozz3

2. két kllén pontot elvagd pontként egyesitlink
3. két elvagd pont mentén a grafot szétszedhetjlik, és a pontokat —_ G’
forditott sorrendben kéthetjik 6ssze
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4-szin tétel: Minden egyszer(, sikbarajzolhato graf 4-szinezhetd.
Bizonyitds: szamitogéppel

5-szin tétel: Minden egyszer(, sikbarajzolhato graf 5-szinezhetd. x(G) < 5

Bizonyitas: legfeljebb 3 pontu grdfokra a tétel trividlisan igaz. Nagyobbakra pontszam szerinti
indukcio: tfh. legfeljebb (n-1) pontu grdfokra a tétel igaz. Legyen G egy n>3 pontu egyszerd,
sikbarajzolhatd grdf. Ekkor tudjuk, hogy e < 3n — 6, tehdt G pontjainak fokszamdsszege legfeljebb
6n-12 -> G-nak van legfeljebb 5-6dfoku v csucsa. Mivel G-v is egyszert és sikbarajzolhatd, ezért az
indukcids feltevés miatt 5-szinezhetd. Tehdt ha v szomszédjai legfeljebb 4 szint kapnak, akkor v
kaphatja az 6tédiket. Ez nem miikédik, ha d(v)=5. Ekkor G-v-ben nézziik a v 1-es és 3-as szinii
szomszédjai dltal feszitett G, 3 részgrdfot. Ha v 1-es és 3-as szinezésti szomszédjai G, 3 kiilénbdz6
komponenseibe esnek, akkor pl. 1-es szomszéd komponensében felcserélve az 1-es és 3-as
szinezéseket, v-nek nem lesz 1-es szinli szomszédja -> v 1-es szinlire szinezhetd. Ellenkezd esetben van
v 1-es és 3-as szinli szomszédjai kbzott olyan ut, ami csak 1-es és 3-as szineket haszndl. A
sikbarajzoltsdg miatt ekkor v 2-es és 4-es szinli szomszédjai kézétt nincs olyan at, ami csak 2-es és 4-
es csucsokat haszndlna, tehdt G, 4-ben ezek a cstcsok kiilbnbéz6 komponensekbe keriilnek.

o —
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14. Mélységi keresés és alkalmazasai (élek osztalyozasa, iranyitott kor létezésének
eldontése), alapkorrendszer. Aciklikus irdnyitott grafok jellemzése, topologikus

sorrend, Pert-maddszer, kritikus utak és tevékenységek.

Mélységi bejaras (DFS): olyan bejaras, ahol egy v, gyokércsicsbdl indulunk, és mindig a legutdbb
elért v; csucsbdl egy még bejaratlan v, cslcsba igyeksziink egy grafél mentén. Ha ez nem sikerdil,
akkor visszalépunk egy v; csucsba, ahonnan v;-t elértiik, és innen probalunk bejaratlan csucsba lépni.
Ha visszajutunk vy-ba, és nem tudunk tovabb menni, de még nem jartunk be minden csucsot, akkor
Uj gyokérpontot valasztunk.

A mélységi bejaras bejarasi fajat mélységi fanak nevezziik.

A mélységi szamozas a mélységi bejaras elérési sorrendje.

Faél, vagy el6reél: az az uv él, ahol v mélységi szama nagyobb, mint u-é. v az u kdzvetlen
leszdrmazottja.

Visszaél ha u mélységi szdma nagyobb, mint v-é, és u a v leszarmazottja.

Keresztél, ha u mélységi szama nagyobb, mint v-é, és u és v nem leszdrmazottai egymasnak.

Aciklikus egy G irdnyitott graf, ha nem tartalmaz (irdnyitott) kort.

Tétel: Ha G iranyitott graf, akkor az alabbi négy Aallitas ekvivalens:

1. G aciklikus

2. G egyetlen mélységi bejarasaban sincs visszaél

3. G valamely mélységi bejarasaban nincs visszaél

4. G csucsai sorba rendezhet6ek ugy, hogy G minden éle egy sorrendben késébbi csucsba mutat — ez
a sorrend a topologikus sorrend.

Bizonyitds:

1->2 ha taldindnk a mélységi bejardsban uv visszaélt, akkor létezne vu ut csupa faélekbdl, ehhez
hozzdadva egy uv visszaélt kért kapndnk.

2->3 trividlis.

3->4 Tekintsiik azt a mélységi bejdardst, amiben nincs visszaél. Ennek sordn minden v csucs esetén
pontosan egyszer tértént meg, hogy éppen v-bél probdltunk bejdratlan csucsot taldlni, de ilyen nem
volt. E mélységi bejardshoz tartozik tehdt egy befejezési sorrend is, ami a csucsokat olyan sorrendben
sorolja fel, ahogyan a fenti szitudcié el6adddott. Ebbél Idtszik, hogy ha uv faél, visszaél, vagy
keresztél, akkor v megel6zi u-t a befejezési sorrendben. Ezért ha nincs visszaél, akkor a befejezési
szdmozds pont olyan sorrendet ad, amilyet kerestiink.

4->1 Ha lenne irdnyitott kér, akkor az feltétleniil tartalmazna olyan élt, ami egy a sorrendben késébbi
csucsbol mutat egy kordbbiba.

Tétel: ha G grafnak n cslcsa, és e éle van, akkor a mélységi bejaras |épésszama fellilrél becsiilhetd ¢ *
(n + e)-vel.
Bizonyitds: BFS hasonld bizonyitdsdnak értelemszerii modositdsa.

Definicio: Ha F a G feszit6faja, akkor minden e€E(G) élhez, ami nincs benne a feszit6faban, tartozik
egy alapkor, ez pedig az F U e egyetlen kore.

Definicid: Ha F a G irdnyitatlan graf feszit6faja, akkor F-hez tartozik egy fundamentalis korrendszer: a
G-F éleihez tartozd alapkorok.

Definicid: Ha F a G irdnyitatlan graf feszit6faja, akkor F minden éle meghatarozza a G csucsainak egy
két részre osztasat. Ezen felosztasok alkotjak a fundamentalis vagasrendszert.
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Pert-mddszer: a probléma Iényege egy F feladat optimalis Gtemezése. A szabalyok mindegyike olyan
alakd, hogy egy v tevékenységet nem kezdhetlink meg hamarabb u tevékenység utan c(uv) idénél.
Definidlhatd F-hez egy P(F) irdnyitott graf, aminek a cstcsai a tevékenységek. Minden szabdlynak
megfelel P(F) egy sulyozott, irdnyitott éle. P(F) aciklikus. F feladat k litemezése abbdl all, hogy F
minden tevékenységéhez ugy jeloliink ki egy-egy kezdési id6pontot, hogy minden vonatkozd szabalyt
betartunk. Tehat minden v tevékenységhez ugy jeldlink ki egy k(v) kezdési id6pontot, hogy minden
uv élre teljesuljon k(v) = k(u) + c(uv). Az F feladat k Gtemezés szerinti elvégzéséhez sziikséges id6
k(t). Optimalis esetben k(t) minimalis. Az F feladat h(F) hossza, az F végrehajtasahoz sziikséges idG,
azaz h(F)=k(t), ha k(t) minimalis. Egy u tevékenységet kritikus tevékenységnek neveziink, ha u
kezdési id6pontja nem fligg az optimalis GUtemezéstél. Pert célja egy optimalis litemezés kiszamitasa,
és a kritikus tevékenységek meghatarozasa.

Tétel: a fentiek szerint megadott F feladat hossza megegyezik a P(F) grafban az iranyitott st-utak
maximumaval.
Egy u tevékenység pontosan akkor kritikus, ha létezik u-n keresztil iranyitott, h(F) sulyu st-at.

Kritikus utnak a P(F) h(F) sulyu irdnyitott st-utjat nevezziik.
43
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15. Algoritmusok bonyolultsaga, dontési problémak. P, NP, co-NP bonyolultsagi osztalyok
fogalma, feltételezett viszonyuk, polinomialis visszavezethet&ség, NP-teljesség, Cook-
Levin tétel (biz. nélkiil), nevezetes NP-teljes problémdk: SAT, HAM, 3-SZIN, k-SZIN,
MAXFTN, MAXKLIKK, HAMUT.

fa(n) az A algoritmus legnagyobb Iépésszama n hosszusagu input esetén.

Egy algoritmus polinomialis, ha [épésszama felllrél becsiilhet6 a bemenet méretének polinomjaval.
Egy algoritmus exponencialis, ha a futasideje exponencialis fliggvénye lehet a bemenet hosszanak.
Pl. 6sszeadds, szorzds polinomidlis, hatvdnyozds exponencidlis.

Doéntési probléma: adott bemenetre igen vagy nem valaszt ad.
Pl.: primtesztelés, bemenete egy szdm, kimenete pedig egy bit, ami 1 ha prim, 0 ha nem.

P: a polinom id6ben eldénthetd dontési problémak osztdlya

Pl.: Van-e Euler kér a grdafban. Bemenet egy n pontu, m élii graf (bemenet mérete n+4m). Azt
ellendrizziik, hogy dsszefiiggé-e a grdf, valamint, hogy minden pont foka pdros-e. Ezeket meg lehet
tenni polinomidlis algoritmusokkal. Létezik tehdt ¢ * (n + m) hosszu algoritmus a probléma
eldéntésére.

Tovabbi példdk: grdf dsszefiiggdsége (BFS-el), k-méretii pdrositds létezése, k nagysdgu folyam
létezése (max. folyam kereséssel), PERT elvégezhetd-e k id6 alatt (optimdlis litemezés keresése),
sikbarajzolhatoé-e a grdf.

NP: az olyan  dontési problémadk osztalya, melyekre létezik p;k - polinom minden egyes olyan b
bemenetre, amire igen a valasz, hogy ez legfeljebb p,.(|b]) Iépésben bebizonyithatd.

Pl.: Hamilton-teszt esetén a bizonyiték a Hamilton-kér leirdsa volt, ugyanis ennek ismeretében c * n
lépésben bizonyithatd, hogy igen a vdlasz.

co-NP: az olyan m dontési problémak osztdlya, melyekre Iétezik p,k - polinom minden egyes olyan b
bemenetre, amire nem a valasz, hogy ez legfeljebb p,(|b]) |1épésben bebizonyithatd.

Megfigyelés: ham € P akkor m € NP ésm € co — NP egyarant igaz. Azazm € NP Nco — NP.
Sejtés: ham € NP N co — NP akkor € P is igaz.

(7] -
[

N P-teljes

co— NP

l Dontési problémédk |

N P-nehéz

Visszavezethet6ség: Van két dontési probléma, it és i’ és m-re létezik egy A algoritmusunk.
Elképzelhetd, hogy m'-re tudunk olyan A’ algoritmust konstruélni, ami felhasznélja az A algoritmust,
azaz A’ felirja A egy bemenetét, és meghivja A-t. Ha a meghivast egy lépésnek szamitva A’
polinomidlis, akkor 7’ (polinomidlisan) visszavezethetd m-re.

Megfigyelés: ha '’ polinomidlisan visszavezethetd 7'-re, és 7' pedig m-re, akkor '’ is polinomidlisan
visszavezethet6 m-re.

Bizonyitds: tudjuk, hogy m'-re létezik A’ algoritmus, ami meghiv egy m-hez tartozé A algoritmust, és
ezen kiviil polinomidlis lépést végez. Vildgos, hogy A’ meghivdsadn kiviili Iépések szama legfeljebb
polinomja [b” [-nek. Ezért A” hivdsakor konstrudlt |b’| bemenet szintén polinomja lesz [b” [-nek.
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Azokat a lépéseket, amik nem A hivdsdbdl adddnak, szintén be kell szamitanunk. Ezen lépések szama
|b’| polinomja. |b’| polinomja azonban [b” [-nek is polinomja.

Allitas: ha m € P és r’ polinomidlisan visszavezethetd m-re akkor ' € P.
Bizonyitds: r'-t polinomidlasn visszavezetve 1-re, és ezt megoldva, a Iépések szama tovdbbra is
polinomidlis marad.

NP-nehéz: 7 probléma NP-nehéz, ha barmely NP beli 7’ probléma polinomialisan visszavezethetd -
re.
NP-teljes: m probléma NP-teljes, ha T NP-nehéz, ésm € NP.

Sejtés: P = NP

Cook-Levin: a SAT probléma NP-teljes.

Koévetkeztetés: ha sikeriil egy NP-beli problémara visszavezetni SAT-ot (vagy egy mar kordbban SAT
segitségével NP-teljesnek nyilvanitott problémat), akkor az adott probléma is NP-teljes. Tehat ha
barmely NP-teljes problémadra sikeriilni polinomidlis megoldast talalnunk, akkor az 6sszes NP-beli
probléma megoldhatéva valna polinom id6ben — nem tul valdszini ©.

HAM probléma: inputja egy graf, és a valasz igen, ha létezik Hamilton-ut a grafban. Kordbban mar
példaként megmutattuk, hogy NP-beli. NP-teljes, mert 3-SAT probléma polinomidlisan
visszavezethetd ra.

3-SZiN probléma: bemenete egy G graf, és a vélasz igen, ha G 3-szinezhet8. NP-beli, mert az igen
valasz polinom id6ben bebizonyithatd: egyszerlien megadjuk G egy 3-szinezését. NP-teljes: 3-SAT
probléma visszavezethet6 ra.

k-SZiN probléma: bemenete egy G graf, és a valasz igen, ha G k-szinezhetd. Ha k>3, akkor NP-beli,
mert az igen valasz polinom id6ben bebizonyithaté: egyszer(ien megadjuk G egy k-szinezését. NP-
teljes: 3-SZIN probléma visszavezethet§ ra.

Bizonyitds: legyen G 3-SZIN probléma bemenete. Vegyiink k-3 uj pontot G-hez, és kossiik éssze azokat
G minden pontjdval és egymdssal. Ezdltal kapjuk G’ grdfot. Ha G 3 szinezhetd, akkor G’ k-szinezhetd,
mert G’ Uj pontjai kaphatnak uj szineket. Ha pedig G’ k-szinezhetd, akkor az uj pontok pdronként
kiilénbdz6 szint kapnak, és ezek G-re haszndlt szinektdl is kiilbnb6z6ek. Mivel G’ konstrukcidja, G
ismeretében polinomidlisan megtehetd, igy 3-SZIN probléma polinomidlisan visszavezethetd k-SZIN
problémadra.

MAXFTN probléma: bemenete egy G graf, és k szam, és a valasz annak fliggvénye, hogy G-ben van-e
k fliggetlen csucs. A probléma NP-beli — ha mutatunk k figgetlen csucsot, akkor polinom idében
bebizonyithatd, hogy igen a valasz. NP-teljes, mert 3-SZIN probléma visszavezetheté ra.

MAXKLIKK probléma: bemenete egy G graf, és k szam, és a valasz annak fliggvénye, hogy G-ben van-
e k méretd klikk. A probléma NP-beli — egy k méret klikk megaddsa utan polinom id6ben
bizonyithatd, hogy az adott pontok G-ben klikket alkotnak. NP-teljes, mert MAXFTN probléma
visszavezethet6 ra.

HAMUT probléma: bemenete G graf, és a valasz megmondja, hogy van-e G-ben Hamilton-ut. NP-beli,
mivel ha adott egy Hamilton-ut, akkor arrél polinom id6ben bebizonyithatod, hogy valéban Hamilton-
utat adtunk-e meg. NP-teljes, mert HAM probléma polinomidlis id6ben visszavezethetd ra.
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16. Oszthatdsag, legnagyobb kozds osztd, legkisebb k6zos tdbbszoros, euklideszi
algoritmus, primek és felbonthatatlan szamok, a szamelmélet alaptétele, osztdk
szama, nevezetes tételek primszamokrol: primek szama, primek kozti hézag mérete és
a primszamtétel (biz. nélkul).

Definicid: a és b szamokrdl azt mondjuk, hogy a osztja b-t, vagy b az a tobbszordse (a|b), ha b=aq
valamely q egész szamra.

Trivialis oszt6: n + 0, esetén +1, +n|n az n trivialis osztoi.

Valédi oszté: az n nemtrividlis osztéi.

Maradékos osztas: b szam felirhatd gy, hogy b = a * [SJ +m,0 < g - EJ <1,és0<m<b
maradék adodik.
Pl.: 111 9-es osztasi maradéka 3.

Felbonthatatlan szam: p € Z szam felbonthatatlan, ha csak trividlis osztéi vannak, és |p| # 1.
Pl.: 2,11

Allitas: barmely z szam el&all felbonthatatlan szamok szorzataként, ha |z|>1.

Bizonyitds: |z| szerinti teljes indukcid. [z|=2 felbonthatatlan, és eqytényezls szorzatként megfelel
6nmaga. TFH. k-ig mdr bizonyitottuk. Legyen [z|=k+1, ha z felbonthatatlan, akkor nmaga megfelel,
ha nem felbonthatatlan z felbomlik z=ab alakra, ahol 1 < |a| < k és 1 < |b| < k. Az indukcids
feltevés miatt az dllitds igaz a-ra és b-re, ezért szorzatukra is igaz.

A szamelmélet alaptétele: ha egy z egész szamra |z|>1, akkor z elGall felbonthatatlan egész szamok
szorzataként, és az ilyen el64llitasok csak a tényezGk sorrendjében és elGjeleiben kiilonbdznek.
Pl. =24 =23 % (—2)*x2=(=3)*x(—2)* (—2) * 2

Kanonikus alak: 1 < n € N szam kanonikus alakjan = pfl * pgz * LK pff”, ahol a p-k kiilénb6z6

(pozitiv) felbonthatatlanok, a-k pedig pozitiv egészek.

Prim: egy p € Z szam akkor prim, ha |p|>1, és csak ugy tud osztani egy szorzatot, ha a szorzat
valamelyik tényezGjét osztja — p|ab akkor p|a, vagy p|b.
Szamelmélet alaptételének kbvetkezménye: a prim és a felbonthatatlan ugyanazokat szamokat jel6li.

Allitas: egy d szam pontosan akkor osztéja az n € N szamnak, ha d kanonikus alakjdban pontosan
ugyan azok a szdmok szerepelnek, mint n kanonikus alakjaban, és minden ilyen prim kitev6je d-ben
legfeljebb akkora, mint n-ben.

Kévetkezmény: legyenn = {-‘zlpia" az n kanonikus alakja. Az n pozitiv osztéinak szama d(n) =
k
i=1(a; + 1).

Legyena,b € Z olyan, hogya # 0ésb # 0,ésa = pfl >i<p;ZZ * .. xp T ésh = pfl *pégz *ppt
Legnagyobb k6z6s oszto: (a,b) az a legnagyobb szam, ami a-nak és b-nek is osztdja.

(a’ b) — pinin(al’ﬁl) % pmin(az'ﬁz) % prrlnin(anrﬁl)

) — azaz a kozo6s primek, a legkisebb hatvanyon.

Relativ prim: a és b relativ primek, ha (a,b)=1

Legkisebb k6z0s t6bbszoros: [a,b] az a legkisebb n € N szam, amire a|n és b|n.

[a,b] = pinax(“l’ﬁl) * p;nax(az'ﬂz) * Lk p,rlnax(a"’ﬁl) —azaz az 6sszes prim. a legnagyobb hatvanyon.
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Euklideszi algoritmus:

Input: a és b egészek (mondjuk b < a)

Output: (a,b)

M(ikodés: Legyen ag == a, a; = b. Ha mar meghatéroztuk ay = a; = -+ = a; szamokat, akkor
legyen a;_4 = q;a; + a;,1, azaz osszuk el maradékosan a;_;-t a;-vel, és legyen a;, ;1 a maradék. Az
eljaras addig megy, amig a;, 1 # 0, ekkor(a,b) = a,.

Tétel: a primszamok szama végtelen.
Bizonyitds: Mivel n!l az 1,2...n szadmok mindegyikével oszthato, igy N:=n!+1 relativ prim ezen szamok
mindegyikéhez, igy N nem oszthatd az n-nél kisebb primek egyikével sem.

Tétel: Tetsz6legesen hosszu sorozat képezhetd szomszédos 6sszetett szamokbdl, azaz barmely n €
N-re létezik olyan N, amire az N+1, N+2,...,N+n szdmok mindegyike Osszetett.

Bizonyitds: legyen N := (n + 1)! + 1, ekkor tetszbleges 2 < k < n + 1 esetén k[ (n+1)!+k=N+(k-1),
tehdt a szamok mindegyike ésszetett.

Csebisev tétel: Tetsz6leges n pozitiv egészre létezik p prim, n < p < 2n.

Dirichlet tétel: Ha a és d relativ prim, az a, a+d, a+2d,... szdmtani sorozatban végtelen sok prim fordul
eld.

Nagy primszamtétel:

(x)
E
Inx

lim 1

X—>00

ahol (x) az x-nél nem nagyobb primek szamat jeldli.

Definicid: a és b ikerprimek, ha primek, és kiilonbségtik 2.
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17. Kongruencia fogalma, mdveletek kongruenciakkal. Teljes és redukalt

maradékrendszer, az Euler féle (0-fliggvény, Euler-Fermat tétel és kis Fermat tétel.
Linearis kongruenciak megoldhatdsaga és megoldasa. Linedris diofantikus egyenletek
megoldasa.

Definicié: a,b, m € Z, O<m esetén azt mondjuk, hogy a kongruens b modulo m, ham|a-b
Jelolése: a = b(mod m) —» a = b(m)
Pl.: 12 = =3(5)

Megfigyelés: Az egész szamok halmaza modulo m maradékosztalyokra particionalhaté.
Pl.: mod 5 3-as maradékosztalydban vannak a 3, 8, 13, 18 ... és-2,-7,-12 ...

Két kongruencia 6sszeadhaté, és 6sszeszorozhaté: a = b(m) ésc = d(m), akkora+c =b +

d(m), és ac = bd(m).
, b . , . . .
Had|aésd|b, akkor% =2 (%), azaz kongruencia osztasakor a modulust is osztjuk, az oszt6 és a

modulus legnagyobb kdz6s osztéjaval.

Kévetkezmények:

1. a = b(m) pontosan akkor teljesil, haa + k = b + k(m)

2. ha d relativ prim az m-hez, akkor a = b(m) kongruencia ekvivalens az ad = bd(m)
kongruenciaval, tehat kongruencia szorzasa csak akkor ekvivalens atalakitas, ha a modulushoz relativ
prim szdammal szorzunk

3. Ha d>0 rogzitett egész, akkor a = b(m) ekvivalens ad = bd(md)

Megfigyelés: ha a = b(m), akkor (a,m)=(b,m)
Bizonyitas: tudjuk, hogy m|a-b, b=a+km valamely k egészre.
(a,m)=(a+m,m)=(a+2m,m)...=(a+km,m)=(b,m)

TMR: rogzitett m>1 esetén az m elem(, T = {al'az, . am} halmazt modulo m teljes
maradékrendszerének nevezziik, ha minden m szerinti maradékosztalybdl pontosan egy elemet
tartalmaz.

RMR: R c Z halmaz redukalt maradékrendszer modulo m, ha minden m-hez relativ prim m szerinti
maradékosztalybdl pontosan egy elemet tartalmaz mérete: o (m)

Pl.. TMRmodulom T ={0,1,2, ..., m — 1}

Euler féle ¢-fliggvény: egy adott egész szamhoz a ndla kisebb relativ prim pozitiv egész
szamok szamat adja meg — RMR mérete.

Megfigyelés: ¢(m) megegyezik az 1 és m kdzé es6 m-hez relativ prim szamok szamaval.
p primre p(p) =p —1

p primre p(p) = p — p*?

Ha (a,b)=1, akkor ¢(a * b) = ¢@(a) * @(b)

Euler-Fermat tétel: Ha (a,m)=1, akkor a®(™ = 1(m)

Bizonyitds: R = {rl, 79, e) rq,(m)} RMR modulo m. aR = {arl, ary, ..., ar(p(m)} is RMR modulo m.
Mivel a kongruencidk szorozhatéak [1;; =[1; ar;(m) = [1;7; = a®™ [, r;(m), mivel
(m,T1; ) = 1, a modulus vdltoztatdsa nélkiil tudunk osztani: a®?™ = 1(m)

kis Fermat tétel: ha p prim, akkor barmely egészre a? = a(p).
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Linearis kongruencia: ax = b(m), ahol a és b adott egészek, m pedig adott pozitiv egész.

Tétel: ax = b(m) lineéris kongruencia pontosan akkor oldhaté meg, ha (a,m)|b. A kongruencia
megoldashalmaza (a,m) darab modulo m maradékosztaly.

Lehetséges megoldasi médok:

1. Euklideszi algoritmust felhasznalva

2: ha a modulus elég kicsit, akkor TMR minden elemét behelyettesitve, pontosan azok a
maradékosztalyok alkotjak a megoldashalmazt, amelyeknek reprezentansait behelyettesitve teljesiil
a kongruencia

3: ha ismert m kanonikus alakja, akkor ¢ (m)-et kiszamitva, az Euler-Fermat tételt kihasznalva
tudjuk megoldani a kongruenciat, a leosztas utan, amikor is mar (a,m)=1 teljesiil. igy
beszorozhatjuk mindkét oldalt a®?™~1, m-hez relativ prim szammal. a®?™~1ax = a?™~1p(m),
azaz megkapjuk a linearis kongruencia egyértelm( megoldasat.

4. az a egylitthato abszolut értékét csokkentjlik egészen 1-ig ekvivalens atalakitdsokkal.

a, a-t, vagy b-t, vele kongruens szdmmal helyettesitiink

b, Ha (a,b)>1, akkor osztunk, sziikség esetén a modolust is

¢, a modulushoz relativ primmel szorzunk — és a modulushoz nem nyudlunk.

Diofantoszi egyenlet: ax+by=c ahol a, b, c adott egészek, x, y ismeretlen egészek.

Diofantoszi egyenlet megoldhaté kongruencidk hasznalataval

PI.:

7x + 5y =29

7x = 29(5) 7 = 2(5) miatt:

2x =29(5) 29 = 4(5) miatt:

2x = 4(5) (2,4)=2 miatt:

x = 2(5)

Ekkor x=5k+2

29-7+(5k+2) _ 15-35k
5 5

visszahelyettesitve: y = y=3-7k
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18. 2-valtozds mivelet, félcsoport, csoport, példak szamokon és nem szamokon. Csoport
rendje, csoportok izomorfidja, részcsoport, generalt részcsoport, elem rendje, ciklikus
csoport, diédercsoport, Lagrange tétele (biz. nélkul).

Definicié: A H halmazon értelmezett n-valtozés muiveleten egy tetsz6leges f: H" — H leképezést
értlink, azaz minden, H elemeibdl képzett rendezett n-eshez H-nak egy bizonyos elemét rendeljiik. PI.
itt (h1,hz, s hn) — hez f(hljhz, s hn).

Kétvaltozds példa: valds szamokon 6sszeadas, szorzas, kivonas.

Cayley tablaval is meg lehet adni egy miveletet, ami a szorzdtabla altalanositasa.
Pl.: ha az alaphalmaz {a, b, ¢, d, e}

*la b ¢ d e

alc ¢ d a b
blb a a ¢ e
clb d d d d
dle e e e ¢
eld e ¢ b a

az adott Cayley tdbla szerintpl.axc=déscxa=0»>b

Asszociativitas (atzarojelezhet6ség): H halmazon értelmezett 2 valtozds * miivelet asszociativ, ha
tetsz6leges x,y,z € H elemekre teljestil x x (y x z) = (x x y) * z.

Kommutativitas (felcserélhet8ség): hax xy = y x x

Pl.: 1. valés szdamokon + mivelet asszociativ és kommutativ

2. pozitiv szamokon a hatvanyozds nem kommutativ, és nem asszociativ

3. R — R fliggvények kompozicidja asszociativ, de nem kommutativ

4. valds szamokon a szamtani k6zép kommutativ, de nem asszociativ

Félcsoport: (H,x) félcsoport, ha * a H-n asszociativ

Abel félcsoport: (H,x) Abel félcsoport, ha x a H-n asszociativ és kommutativ.

Példa: n x n-es matrixok szorzasa félcsoport, n x n-es szimmetrikus matrixok szorzasa e félcsoport
Abel részfélcsoportja.

Egységelem: Legyen x kétvaltozés mivelet H-n. e a H egységeleme,hae E Hésexh =hxe =h, a
H tetsz6leges elemére.

Megfigyelés: ha létezik (H,*) algebrai strukturan egységelem, akkor pontosan egy egységelem
|étezik.

Bizonyitds: legyen e és e’ egységelem, ekkore = exe' =e' xe = ¢’

Inverz: ha (H,*) strukturan e € H egységelem, éshxh' = h' x h = e, akkor h’ a hinverze a x
ml(iveletre (forditva is igaz).
Példa: valds szdmokon az 6sszeadds egységeleme a 0, és x inverze —x. A szorzds egységelem az 1, és

. 1
x # 0 inverze az e

Csoport: (G,x) struktura csoport, ha:

1. félcsoport

2. a » miveletnek létezik egységeleme

3. minden g € G elemnek létezik inverze a x mlveletre.
Abel csoport, ha csoport, és csoportm(ivelete kommutativ.
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PL: (R, +),(Z, +), (R\{0},), (R**k, +), Abel csoportok, ahol R"** ¥ n x k méret(i, valés matrixok
halmazat jeloli.

Z,, halmazon a modulo n szorzds asszociativ, rdaddsul az 1 maradékosztaly egységelem, de pl. 0
maradékosztalynak nincs inverze, igy ez csak egységelemes félcsoport.

A G csoport rendje |G].

Megfigyelés: Ha G csoport, akkor G minden elemének egyértelm( inverze van.
Bizonyitds: Ha x és y a g inverzei, és e az egységelem, akkor x = xe = x(gy) = (xg)y = ey =y

Definicié:

1. (G,x) és (H,*) csoport izomorf, ha létezik ¢: G — H miivelettartd bijekcio, amire g, g' € G esetén
pg*g) =@ *eg").

2. A G csoport H részhalmaza a G részcsoportja, ha (H < &), ha H maga is csoport G m(veleteire.

Definicié: Tetsz6leges K C G altal generalt (K) csoport a G csoport, K-t tartalmazé részcsoportjainak
metszete.

Megfigyelés: Ha G csoport, akkor tetsz6leges K © G (K) a G részcsoportja.

Ciklikus csoport: Az olyan csoportot, amelyet valamely elem general ciklikus csoportnak szoktuk
nevezni.

Elem rendje: a G csoport g elemének rendje a g altal generalt (g) részcsoport elemszama

Vagy: g elem rendje az a legkisebb szam n, amire g™ = e, ha nem létezik ilyen n, akkor végtelen.

Diédercsoport: D,, diédercsoport, X a sik egy szabdlyos, n oldalt sokszbge, D,, csoport elemei a az X
egybevdagdsagai (azaz a sik mindazon egybevagdsagai, amik X sokszoget fixen hagyjak), a
csoportmiivelet pedig az egybevagdsdgok egymads utdni elvégzése.

A diédercsoportnak 2n eleme van.

Pl.: egybevagdsag a szimmetria-tengelyre vald tikrozés

Definicié: a G csoport H és K részcsoportjainak komplexusszorzatan

HK = {hk:h € H,k € K} < G halmazt értjik. Ha H < G és g € G, akkor gH (Hg) komplexusszorzat
H részcsoport baloldali (jobboldali) mellékosztalya. Ha a € gH (a € Hg), akkor a-t az adott
mellékosztaly reprezentansanak nevezziik.

Megfigyelés: Legyen H < G 3 g, g'. Ekkor
1.9 e Hg

2.9 €eHg > Hg =Hg'

3. Hg=Hg'vagyHgNnHg' =@

4.|H| = |Hg|

Lagrange tétel: ha H < G, akkor |H| | |G|.
Kévetkezmény: ha G csoport, akkor barmely g € G elemének rendje, az egész csoport rendjét osztja.

Kévetkezmény: Barmely prim rend(i csoport ciklikus csoport.
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19. Gydrdk. 0, 1, ellentett fogalma, 0-val szorzas gy(rldben. Kommutativ, egységelemes
gyUrd. Példak gylrlkre szamokon és polinomokkal. Ferdetest, test fogalma, példak.

A (R, {+,*}) gy(ir(i, ha (R, +) Abel csoport és (R,+) félcsoport, tovabba teljesiilnek a disztributiv
tulajdonsagok - a(b + ¢) = ab + ac, ill (a + b)c = ac + bc.

R gylirli kommutativ, ha a szorzds kommutativ. R gy(ir(i 6sszeadasanak egységelemét nullelemnek
nevezzik és 0-val jel6ljik. Az R gylrldben az a € R elem inverzét az 6sszeaddsra —a jeloli. A R gy(rd

egységelemes, ha a szorzasnak van egységeleme, amit (ha van) 1 jeldl.
Megfigyelés: ha R gylir(, és a, b € R, akkor 0a=a0=0ill. (-a)b=-ab=a(-b)

Példak: 1. Z, Q, R, C gydrik. N nem gy(iri, mert nem csoport az 6sszeaddsra (nincs inverz elem).
2. Egy tetsz6leges n € N szam tobbszorosei (nZ) is gydrd.

3. n x n-es matrixok (racionalis, valés vagy komplex) szintén

4. egész egyltthatds polinomok is.

Definicid: R gy(ir(iben az a # 0 elem nullosztd, ha 0 # b € R, amire ab=0.
R gy(ir(i nullosztémentes, ha nincs benne nullosztod.

R gylir(i integritasi tartomdany, ha kommutativ és nullosztémentes.

Pl.: nZ nullosztdmentes, és kommutativ, ezért integritdsi tartomany.

Z,, nem nulloszté mentes, ha n dsszetett, mert ab = 0(mod n) lehetséges. Ha prim, akkor nulloszté

mentes, és igy integritasi tartomany.
Definicié: az R gy(ir( részgydr(je az (R, {+,*}) olyan résztstrukturaja, ami gy(r(.

Ferdetest: T gy(ir(i ferdetest, ha (T\{0},*) csoport.

Test: test, ha ferdetest és a szorzas kommutativ.

Pl.: 1. Q, R, C testek.

2. Ha p prim, akkor Z,, test, jel6lése IF),.

3. A valés polinomok hanyadosteste a kovetkezd. R(x) := {S :p,q € Rlx],q # 0}. A mveletek
PLT._ M, ine2«I=pr

q s qs q s qs

Tétel: minden véges integritasi tartomany test.

Definicié: A T test primtest, ha nincs valddi részteste.
Allitas: Q és [F,(ha p prim) primtest, és mas primtest nincs.

32



20. Szamelméleti algoritmusok: alapmdveletek, (modulo m) hatvanyozas és az euklideszi
algoritmus. Primtesztelés. Nyilvanos kulcsu titkosirdsok, digitalis alairas. Az RSA
titkositasi modszer.

fa(n) az A algoritmus legnagyobb Iépésszama n hosszusagu input esetén.

Egy algoritmus polinomialis, ha [épésszama felllrél becsiilhet6 a bemenet méretének polinomjaval.
Egy algoritmus exponencialis, ha a futasideje exponencialis fliggvénye lehet a bemenet hosszanak.

- Osszeadas: a m(iveletigény minden helyiértéknél legfeljebb 2, hisz két szamot adunk dssze az
adott helyiértéken, plusz még egy esetleges maradékot az el6z6 helyiértékrél. A lépésszamra
fels6 korlat tehdt a 2 * max(logn,logm) < 2 * (logn + log m), ami linedris, vagyis
polinomialis. A kivonasra hasonld igaz.

- Szorzas: a szokasos irdsbeli szorzas mikodik, és megvaldsithaté log n db. 6sszeaddssal, ahol
minden dsszeadandd az m egyjegyli szammal 6sszeszorzott tobbszorose. Egy egyjegyl
szammal m-et 2 log m db Iépésben 6ssze lehet szorozni, ugyanis minden jegyet szorozni kell,
és az esetleges maradékot a szorzathoz kell adni. Tehat az 6ssz Iépésszam 2(logn)(logm) <
(logn + logm)?, vagyis a szorzas polinomialis. Az irdsbeli osztas is polinom id&ben
elvégezhetd.

- Hatvanyozas: az n™ szam szamjegyeinek a szama k * 2!, ahol k és | az n ill. m jegyeinek a
szama kettes szamrendszerben. Mivel itt a bemenet mérete k+l, ezért a végeredményt még
leirni sem tudjuk a bemenet hosszdval, tehat a hatvanyozasra nincs polinomialis algoritmus,
tehat exponencialis.

- Hatvanyozas modulo m: az input n, k és m és a cél n*(mod m) meghatarozasa.
Legyen k = ¥, k;2¢ azaz k = - kykqk, kettes szamrendszerbeli alak. Sorra kiszamoljuk a 0
és n —1 kozé es6 ng, ny, Ny, ... szamokat, ahol ny = n(m), ny = n2(m), ..., n; = n% (m). Az
njyi-etazn;j = nl-2 (m) alapjan egy szorzassal, és egy maradékos osztassal kaphatjuk,
rdadasul n; mérete mindig legfeljebb log m lesz. Tehat egy n; kiszamitasa mindig legfeljebb
egy log m méretl szam négyzetre emelését, és egy legfeljebb 2 log m méret(i eredmény
maradékos osztasat igényli. A sziikséges n;-k kiszamitasahoz mindezt log k-szor kell
megtenni. Az n¥ meghatérozasat pedig n* = [, n*?" = [, n;% (m) alapjan tovabbi,
legfeljebb log k darab, legfeljebb log m méret(i szdm szorzasaval, és legfeljebb log k darab,
legfeljebb 2 log m méretl szdm maradékos osztasaval kapjuk. Ebbdl 1atszik, hogy a modulo m
hatvanyozas polinomialis.

- Euklideszi algoritmus: Az euklideszi algoritmus egy Iépésében adott a; < a;,; esetén kell
egy maradékos osztast elvégezni, és meghatarozniazta 0 < a;,, < a;,1-et, melyre
a; = Qi41 * Qi1 T Qi3 3ll. Az a; mérete legfeljebb akkora, mint ag és a; mérete kozil a
nagyobbik, tehat az euklideszi algoritmus mindegyik |épése polinomidlis id6t igényel. A nagy
észrevétel, hogy a; ., < % ezért a fentieket legfeljebb log ay-szor kell elvégezni, amitél az

eljaras polinomidlis marad.

Euler-Fermat tétel alapjan: Ha n prim, akkor k™1 = 1(n) barmely k esetén.

n szam aruldja az a k, amire (k,n)=1 és k"~ 1 % 1(n), ha van aruld, akkor a szamok legaldbb fele arulé.
leleplezé az a k, amire (k,n) # 1. Nyilvan ezekre is igaz, hogy k™1 # 1(n)

cinkos, ha n dsszetett, és k™1 = 1(n).
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Primtesztelés: Fermat-teszt — nagy pontossaggal (de nem tokéletes bizonyossaggal) hatdrozza meg
egy szamrol, hogy prim-e.

Véletleniil valasztunk egy 0 < k < n szdmot, ha k™1 # 1(n), akkor kész vagyunk, n 6sszetett, ha
k™1 = 1(n), akkor valdszin(isitjiik, hogy k prim. A teszt hibazhat, de csak az lehet a hibdja, hogy egy
Osszetett szamot primnek mond, forditva soha. Valamint ha létezik aruld, akkor a hiba lehet&sége
legfeljebb % Ha tehat m-szer valasztunk, akkor a hiba lehet&sége legfeljebb zim Tobbszor

megismételt Fermat teszt polinomialis szamu, polinom id6ben elvégezhet6 1épést hasznalt.

Léteznek olyan szamok, U.n. dlprimek, vagy Charmichael szamok, amelyeknek csak cinkosai és
leleplezéi (elenyész6 szamban) vannak. Ezeket a Fermat-teszt majdnem biztosan primnek talalja.

Egyiranyd fliggvény: egyiranyu fuggvénynek neveziink egy f: {1,2, ...,n} - {1,2, ..., n} fuggvényt,
mely hatékonyan szdmolhaté, de f 1 kiszdmitasa pusztan f ismeretében reménytelen. Elképzelhets,
hogy f ! kiszadmitasara is |étezik hatékony eljaras (persze nem pusztén f ismeretében), ezeket hivjuk
kiskapus egyiranyu fiiggvényeknek. Ezekre épdl a nyilvanos kulcsu titkosiras.

Nyilvanos kulcsu titkosiras: rogzitiink egy X-val jelolt ABC-t: ennek a jeleivel irjuk le az lizenetet. A
kédolandé M lizenetrdl feltehetd, hogy t bet(ibél &ll, tehat M € X¢, hiszen a hosszabb lizeneteket t
hosszsagu blokkokra vaghatjuk. Feltehetjiik, hogy X szavai 1 és | X|¢ kozotti természetes szamoknak
felelnek meg. A nyilvanos kulcsu titkosirdsi rendszert egy olyan kiskapus egyiranyu f: {1,2, ...,n} -
{1,2, ...,n} fuggvény irja le, melyre n > |X|t. Ezt a leképezést egy nyilvanos kulcs segitségével
megadjuk, és barki szamara hozzaférhet6vé tessziik. Feltételezziik, hogy az A-nak nevezett cimzett
képes f 1 hatékony szamitdsara, mert rendelkezik az azt leir titkos kulccsal. Ha tehat akarunk A-nak
kuldeni egy titkositott M lizenetet, akkor elkiildjik neki M' = f(M)-et, 6 pedig hatékonyan ki tudja
szamitani f 1 (M) = M-et. Aki lehallgatnd ezt az lizenetet, f ismeretében csak arra képes, hogyha
sejti, hogy mi az lizenet, akkor ellendrizni tudja, hogy valéban az-e.

Digitalis aldiras: segitségével bizonyithaté, hogy az Gzenet kit6l érkezett. TFH minden szerepl&nek
van kiskapus egyiranyu fliggvénye, A-é f,, B-é pedig f5. Ha B ald akarja irni az A-nak kildott M
lizenetet, akkor A-nak az M’ = f 1 (M)-et kiildi el, ezt A vissza tudja fejteni a nyilvanos f5
segitségével: fz(M") = fz(fg 1(M)) = M. Ez alapjan bizonyithatd, hogy az lizenet B-t8l érkezet,
anélkil, hogy B-nek fel kéne fednie a titkos kulcsat.

RSA titkositasi mddszer: el6szor valasztunk két kell6en nagy primszamot, p-t és g-t, elég nagyot
ahhoz, hogy n := pq ne legyen faktorizalhaté, valamint n > |X|¢ teljesiil.

Legyenm = @(n) = (p — 1) * (q — 1), és valasszunk egy 1 < e < n szamot ugy, hogy (e,n)=1.
Legyen f(M): = M¢(mod n). n és e lesz a nyilvanos kulcs, ezt kozhirré lehet tenni.

P, g és n szdmok titokban maradnak! A kapott lizenet megfejtéséhez sziikség van f~1 hatékony
szamitasara. d-re meg kell oldani ed = 1(m) kongruenciat, amit (e,m)=1 miatt hatékonyan és
egyértelmiien meg lehet tenni. A d meghatdrozdsaval megkaptuk az (n,d) titkos kulcsot. Ha kapunk
egy M’ = f(M) kédolt lizenetet, akkor az inverz leképezés: f~1(M") = M’d(mod n).
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