Méréselmélet 1. zarthelyi pétlas 2021. marcius 24. (120 perc)

1. Két konstans érték kozott ugrasszerlien valtakozé jelet detektalunk zajos megfigyelésekre alapozva. A
megfigyelések flggetlen, Gauss eloszlasu valoszinlségi valtozok a és 3a (a = 1) varhaté értékkel, a,, = 0.6
szorassal. H, jelzi azt a hipotézist, hogy a jel a értéki. Ennek a priori valészinlisége P, = 0.1. Hy jelzi az a
hipotézist, hogy a jel 3a értékli. Ennek a priori valészinlisége P; = 0.9. A feltételes valdszinliségsiriseég
fuggvények:
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A koltségek: C;p = Cp; = 10; Cyo = Cy1 = 2. Az elsbként megfigyelt érték z, = 1.5a. Hogyan doént (max. 3
pont)? Elvégziink egy masodik mérést is, aminek eredménye z; = 2.5a. Erre a mérésre alapozva hogyan
dont (max. 1 pont)? Hogyan dont, ha mindkét megfigyelt értéket figyelembe veszi (max. 2 pont)? Mi a
feltétele annak, hogy a dontési kuszdb 2a legyen (max. 1 pont)?

Megoldas:

A megfigyelt értéket behelyettesitjik a log-likelihood arany fliggvénybe, és ha A(z) > Inn, akkor a déntés H;,
ha A(z) < Inn, akkor a dontés a H,,.
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A doéntéseink rendre: H,, Hy, H;. ;V—alnr; = 0 kell ahhoz, hogy a dontési kiiszob 2a legyen. Ez n = 1 esetén
teljesll, azaz ha példaul valtozatlan koltségek mellett P, = P; = 0.5.

2. Az abran lathato a posteriori striségfuggvény feltételezésével szamitsa ki a
minimalis atlagos négyzetes hibaju becsl6 (max. 3 pont), a minimalis  fr412)
atlagos abszolut hibaju becslé (max. 1 pont), és a maximum a posteriori
becslé (max. 1 pont) szamértékét! Hogyan minésitené az egyes becsléket T
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Megoldas:
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A haromszdg magassaga a gorbealatti teriletbdl szamithato: 3Tm +
2,3 —4kozbtt 2 -

= 1. A slrlségfiggvény 0 — 3 kozott:
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ays = |7 af (alz)da = [} S da+ [} (2a-%)da =2 (@ —%3)]3 =3+16-9-102+2=23

2
dABSZ )16_2 = 05 - X = \/g, a’ABS = 24‘5, ﬁMAP = 3.

A minésités eszkdze a becslé varianciajanak megadasa: pl. var(dys) = E[a?] — dys”
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3. Additiv, Gauss eloszlasu fehér zajjal terhelt DC szint mérését végezzilk mérési sorozatra alapozva: z;, =
a+wg, k=0,1,..,N—1, ahol a w; korreldlatlan minden mintaval, és valdszinliség slriségfliggvénye
N(0,02). Vezesse le a minimalis varianciaju, torzitatlan becsl6 kifejezését erre az esetre (max. 3 pont)!
Vezesse le azt is, hogy hogyan médosulnak ezek a kifejezések szines Gauss zaj (V' (0, €)) esetén? (max.
4 pont)

Megoldas:

A csatornakarakterisztika:

1
f(zla) = oy 2022 Lz~ a)z’
(27102) 2
amelynek maximumhelyénél kapjuk az a paraméter Gauss-Markov becsléjét:
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dinf (zla)
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Ay = Aoy = — Zr,
ML M =y kz(:) k
azaz linearis megfigyelési egyenlet és Gauss eloszlasu csatorna zaj esetén a legjobb (Gauss-Markov) becslé
az egyszer( atlagolas. Ez torzitatlan, mert E{d,}=a, valamint minimalis varianciaju, mert
dinf(z; a)
———=1(a z)—a
e =1@@-a)
strukturaju:
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Ay, = 9(2) = ;Z%:é Zy, var{@yy} =1""(a) = %

f(Zla) _ 1 e—%(z—Ua)TC‘l(z—Ua)
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@mz|clz
dinf (z|la
% - [——(z —Ua)TC Y (z-Ua)| = UTC 'z - va) = 0,

a=ayp=dgm

aML = [UT 1U 1UTC Z, COU(aML) = [UTC 1l]]_1

4. Egy autondm diszkrét ideji rendszer allapotatmenet matrixa: 4 = diag < 1, —1 >, megfigyelési matrixa € =
[0.3,0.3]. Medfigyel6t terveziink. Tegyen javaslatot a ¢ matrix elemeinek értékére (A diag <...> jelblés
diagonalis matrixot jeldl, melynek csak a féatloban vannak nullatél kilonb6zé elemei.) (max. 4 pont)!

Megoldas:
_ 2 _ 9o [0.3g0 0.3g0] [1 —0.3g¢ —0.3g¢ ] 1-0.3g¢ —0.390 ] _
(4-6e)?=0,6¢=[g']103 03]= 03g, 03g,/'| =039, —1-03g.l] 039, —-1-03g,|~
(1-0.399)*+ 0.99091 —0.3go + 0.0995 + 0.3go + 0.9g09:1 | _
—0.3g; + 0.099% + 0.3g; + 0.9909, (1+0.39,)% + 0.9g091
_|1-10.6g90 +0.0995 + 0.99g091 0.09g3 + 0.9g091 B [0
0.09g% + 0.9909: 1-0.6g; + 0.09g2 + 0.9g091

1-0.6g,=0,1—0.6g, =0

ahonnan go——_167 g1 = —0———167

5. Mérendd egy ismert jel ismeretlen A amplitiddja N medfigyelésre alapozva: z(n) = Acos (%ﬂ n) +wn), n=
0,1,..N —1. Az ismeretlen A paraméter és a w(n) zaj Gauss eloszlasu, ismert varhatd értékkel és
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varianciaval. E{A} = u,, var{A} = ?, E{w(i)} = 0, cov{w(i),w(j)} = O'W5l], cov{A,w(i)} = 0, Vi-re, Vj-re.
Hasznalja a maximum a posteriori (MAP) becslés technikajat, és vezesse le a paraméter legjobb MAP
(A 4p) becslését (max. 4 pont) és mindségjellemzéjét (max. 2 pont)! Hatarozza meg a minimalis atlagos
négyzetes hibaju becsld (4,5) értékét is (max. 1 pont)!

Megoldas:
Hasznaljuk a Bayes becslést, és a maximum a posteriori (MAP) becslés technikajat! Ennek altalanos alakja:

df (alz)

5a =0.

a=apyap

dlnf(z|a) n 6lnf(a)|
da

=0,

a=apmap
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kK)-A k))?
e i, f(zl4) = g, Zh=3 @0 ~scos(5ic)

Most f(A) = , amibdl

\/_a
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1+—AZ cosZ(Nk)
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vaT{AMAP} == E {(AMAP - A)Z} == ‘ZN Z ° N

cosz( )
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o2,

2
uA—A+—AZ (z(k) Acos(N k))cos(%k) E{(HA A)2}+—A2k o COS (N R)E{(Z(k)—Acos(%nk))z}
=F = =

Z
1+—AZ cosz( = k) 1+—AZ cosZ(N k)]

O'A+—Z;<V 3 ol cos? (Nk) o2

AzN d COSZ(ZI:ITk)]z 1+—AZ COSZ(ZI\Tlrk)

Mivel a slriségfiiggvény szimmetrikus, ezért Ay .p = Ays.

6. Helikoptert kovetlink két foldi mérdallomassal. A
robotpiléta fixen tartja a vizszintes iranyu poziciét, mert a
helikopter emelési feladatot lat el, tehat csak a magassag
valtozas becslését kell megoldanunk. A probléma
megoldasahoz az el6adason megismert dsszefliggések a
kovetkezék:

R (x5, ¥5) = \/(xs - xk)z + (s — YR)Z
R
ty =Tp +7k+wk,k =01,,N—1,

eléz6 helikopter pozicio
(Xn Yn)

ahol t, a vételi idépont, T, az lizenetkiildés id6pontja, ¢ a

terjedési sebesség, w, nulla varhaté értékii, o2 variancigju  antenna pozicio antenna pozici6
zaj, melynek mintai  korreldlatlanok. a=[xs ¥s] . (%0, 0), To ()7
Feltételezzik, hogy — példaul az el6z6 mérés

eredményeként — rendelkezésre allnak egy, az ismeretlenhez kdzelesé pozicié x,, y,, és Ry, k =0,1,---,N — 1,
adatai.
OR,

ays Vs=Yn

oR,
R = Ryp + =—

I oxg +

6ys = Ry + cos(ay)dxs + sin(ay)dys,
S xs=xn
Ry + cos(ay)dxg + sin(ay )8y,

tk:T0+ c +Wk,k=0,1,"',N_1.




Itt R,,;/c minden antenna pozicidban is mert konstans, ezért a tovdbbiakban bevezethetjiik:

R cos(ay)dxs + sin(a,)o
Tkztk—%k=T0+ (@) SC (@) Y Wk =01, N — 1.

Egy tovabbi transzformdcidval azonban T, kiiktathatd: ez az érkezési id6k kiilonbsége (time difference of arrivals: TDOA)
maddszer. Képezzik a kovetkez6 kiilonbségeket:

[cos (k) — cos(ar-1)16x; + [sin(ax) — sin(a,-1)]18ys

Zyp =Ty — Tpeg = . + Wi —wie4],
k=1-,N-1
1 cos(a,) — cos(ay) sin(a,) — sin(ag) Sx
ZZ_[ : : ]55]+w'=Ua'+w',
¢ cos(ay-1) — COS(“N 2) Sin(aN 1) — sin(ay_3) Ys
w; -1
w = [ : ] = 0. [ C,, = E[AwwAT] = 62[AA"].
Wy-1 Wy-1
0 0
o [6x

_ 6y] [UT[AAT] " U] 'UT[AAT] 'z, C, = o2[UT[AAT]" U],

Aktualizalja a fenti 6sszefliggéseket az abra szerinti esetre, és becsilje meg a fiiggbleges iranyu elmozdulas
értékét és szoérasat, ha g, = 0.05us, z; = —0.5us és a = 30° (max. 4 pont)! Milyen tovabbi informaciéra van
szlkségunk ahhoz, hogy a replil6gép tényleges magassagat is meg tudjuk hatarozni? (max. 1 pont)

Megoldas: U = %[sin(90°) —sin(30°)] = zl_c’ A=[-1 1],4A4T =2, C,, =202, @ = 8y, = 2cz; = —300m
Ca = 8c202, \Jvar(@) = 15 * 24/2 = 42,43m. A méréallomasok foldrajzi tavolsaganak ismerete sziikséges.
7. A mért adatainkrdl feltételezzik, hogy felirhatok: y, = ay + ayu, + wy,,n =0,1,..., N — 1; ill. vektorokkal-
matrixokkal z = Ua +w formaban. Hatarozza meg a paraméterek Iegkisebb négyzetes hibaja (LS)

becsléjének Osszefliggését és annak szamértékét, ha YN-du, =0, ¥N-tu2 =100, 3Nty =5, YN 3 u,y, =
100, N = 10 (max. 4 pont)!

Megoldas:
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