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PZH 1

1) A varosi tiizoltésagra ténylegesen tiiz miatt beérkezd
bejelentések szama Poisson(1) (naponta). A cicat kell leszedni
a farél tipust bejelentések szama Poisson(12). Mi a

valésziniisége, hogy Yo P (y® 7 P P
- — K‘B - X'l
@ a) 3 éra alatt t&bb, mint 2 cicas bejelentést kapnak? (2p) —P()()'L) g ) )
: e R R e ?(K-'L)
@ b) két egymast kovetd cicas riasztas kozott tobb, mint 8
ora telik el? (2p) —‘HY'D) Q A 5

@ c) egy adott napon a 3. cicas riasztas hajnali 4 el6tt lesz?

(2p) 1 ,,,
e d) ha azt tudjuk, hogy 8sszesen 5 hivas futott be, akkor (K* (’)
mi a valésziniisége, hogy koztiik két cicas volt? (2p) ‘
)
Pxq) - 6 et
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2) Egy bizonyos elektronikai eszkdz élettartama exponencialis
eloszlasi 5 év varhato értékkel. A gyartasaba hiba csiszik és
néhany eszkoz varhato élettartama lecsdkken 3 évre (de még
mindig exponencialis marad). Az ebben az évben kikeriilt
termékek 70%-a volt j6 és 30% ilyen csokkent élettartami.

X~ exP( g
@ a) Ha kivalasztunk egy jé terméket, mi a valésziniisége, 'P(l CX C‘)) :?(Kc 3) -
hogy az élettartama 2 és 3 év kozott lesz? (2p)
5 —— - ALz . ?(Kél> =
e b) Mi a valésziniisége, hogy egy j6 termék él még Y 7
pluszban 3 évet, ha mar élt 1-et? (2p) s (-e¥_ (“ Q‘
@ c) Ha kivalasztok egy tetszéleges terméket, mi a
valésziniisége, hogy tovabb fog élni, mint 2 év? (2p) &3 b
e d) Ha egy terméket utankdvettiink és tovabb élt, mint 2 RQ-e’
év, mi a valészin(isége, hogy a hibas gyartasbol —_
szarmazott? (2p)
FZH 2
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3) LegyeniXdN Uni(0. 1) Y )Unr'(0,2)‘(egyen|etes nw,ii )kﬂ &B*) "'\K

eloszlasiiak) fiiggetlenek. N
@ a) Mennyi az X + Y siirdségfiiggvénye (fixiv(s) b
konvoliciss fliggvény)?(6p) 5
@ b) (extra} Ha két ember egyenletes eloszlassal érkeznek, 1 J* s .’.1.-
egyikuk 11 &s 12, masikuk 11 &s 13 dra kozott, és L —_ }
legfeljebb fél érat varnak egymasra, mi a valdsziniisége, 4 —y N
hogy talalkoznak? (+3p) - b L s o
0 {s- !
6 (S=xsy <P e Lag > L
S1<X< s 5 L 2
PZH 4
i
4) Legyen X.Y egyiittes siiriségfiiggvénye s
2 flx,y)=c-(x1y)al=<x=1,0=<y < x* tartomanyon. )
Szamold ki a c-t. Mennyi a valésziniisége, hogy ¥ nagyobb, \ £
mint X, illetve mennyi Y feltételes varhats értéke, ha mar \ f’i\
tudjuk X erteket? (P(X < Y), E(Y|X) =7) (5p) | =
A XJL 1‘ J_Jé XL A&E. S
{ . b " ) ) . 2
= QA+ =
4 C“""P ‘la dx 0 5:.- - ekl lelaa
i 9 o) bl 2
9 9 ) =
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5) Egy alkatrész salya normalis eloszlast 10 dkg varhaté
értékkel és 1 dkg szérassal. Ha a gyartésorra tébb, mint 0,5
kilogrammnyi alkatrész keriil, akkor az leall. P(2 K < 50) =

@ a) Hany alkatrész keriilhet legfeljebb a gyartésorra, hogy

90%-os valésziniiséggel menjen (azaz ne alljon le)? (3p
. . ,( , ),( ) 7 é‘K‘-“‘W 50-u-10 \_na — (

@ b) Ha kivalasztunk (visszatevéssel) 10 alkatrészt, mi a ( 0 -03 = X
valésziniisége, hogy legalabb 2 kéziiliik nehezebb lesz, in- | w I
mint 11 dkg? (2p)

@ c) (extra) Ha sorban hazunk (visszatevéssel) mi a s ("?,°)
valésziniisége, hogy 5.-re lesz a harmadik olyan, amelyik So- i-lo { -L') e
nehezebb, mint 11dkg? (+2p) {
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Osszefoglalo

Diszkrét eloszlasok:

Bernoulli

@ Binomialis
e Hipergeometriai
@ Poisson
e Geometriai
e Negativ Binomialis
Folytonos eloszlasok:
@ Egyenletes
Exponencialis

Béta

°
e Erlang
]

@ Normalis
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Mit kell altalaban tudni az 1D eloszlasokrél?

o Salyfiiggvény, siiriiségfliggvény, eloszlasfiiggvény altalanos
jellemzéi

o Feltételes valésziniiség, Bayes tétele, Teljes valdsziniiség
tétele
@ Varhato érték, variancia, széras

e Transzformaciok b ~NC ) ?(?77—_'1 20) ~ ?(b) L)*'P (M-L)

o Momentumgenerald-, karakterisztikus fliggvény
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Mit kell tudni a Normalis eloszlasrol?

@ De Moivre-Laplace

e CHT

@ Konfidenciaintervallumok

e Standardizalas

e 2D Standard Normal

e CORR(X.Y)=0& X, Y fiiggetlen !\W@. 3) Con ARG ke %Y L)m.)«l \ ]
[ ] (] o

DALM( MRS Y Y= Y G 2 conelxy) 0
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e Egyiittes siirliség, eloszlas, peremsiiriiség, -eloszlas
e Fliggetlenség

o Feltételes siiriiség

e Korrelacio, kovariancia

e Konvolicié

o Feltételes varhaté érték, variancia

@ Likelihood
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Példa (De Moivre)

Egy szabalyos érmével dobunk el6szor 100-szor aztan
1000-szer. Becsiild meg, hogy 40 aztan 400 db fej lesz
kozottiik!

Xi ~ Binom(100,0.5)

P(X) = (12)0,5%0,5% = 0,012

E(X) = np=100-0,5 =50,

D(X) = +/np(1 — p) = /100-0,5-0,56 =5

Y; ~ N(50,5)

folytonossagi korrekcio:

P(39,5 < X < 40,5) = ®((40,5-50)/5)—®((39,5-50)/5) =
®(2,1) — ®(1,9) ~ 0,011




Példa (De Moivre)

Xa ~ Binom(1000,0.5)
)0, 5490, 5%° ~ 1.364 x 1017
E(X) = np = 1000 0,5 = 500
D(X) = /np(1 — p) = /1000 -0.5-0,5 ~ 15,8
Yy ~ N(500, 15, 8)
folytonossagi korrekcié:

P(399.5 < X < 400,5) = ®((400,5 — 500)/15,8)
®((399,5—500)/15,8) = d(6,36)—b(6,29) ~ 5,089 x 10!

P(X)

— ( 1400000
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CHT vs. konfidenciaintervallum

Tegyiik fel, hogy egy termék sulyanak eloszlasarcl tudom, hogy
normalis, 20gr szdrassal, ismeretlen varhaté értékkel. Hany
meérést kell végeznem, hogy a mérések dtlaga 90%-os
valdsziniséggel ne térjen el 7,5 grammnal tébbel a varhato
értéktol?

dl

P(|X, — p| <7,5)=0,9 "
w....)"’"‘ et
i /\/_ﬁ
—7,5<ZIX,-;’H—;J.< 7.5 —20(x) —1=0,9
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CHT vs. konfidenciaintervallum

Tegyiik fel, hogy egy termék silyanak eloszlasarél tudom, hogy
normalis, 20gr szérassal, ismeretlen varhato értékkel. 40

mérést végeztem, és Xy = 500gr. Mi lesz a
konfidenciaintervallum 90%-os konfidenciaszinthez? ,

nxr_- S
P (—Z < Zl(,jri;ﬁ—u < z) —'SM;

—_  ZOU —_ 20 l|6l1'l°
- ep<K+2) 3 - = to
(o-Tosr X ) (S0 TR Soor

Zoj2 = i 64
(500 — 5,18;500 + 5, 18)
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WHAT GIVES PEOPLE
FEELINGS OF POWER

MONEY:

STATUS |

PASSING]
M 1
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Példa (Geom 1)

Legyen X ~ Geom(p) és Y ~ Geom(p) fiiggetlenek. Mennyi
P(X =k|X =) illetve P(X = k|X < Y)?

Plr=t0 X=Y)
P(X = k|X = Y) = P(X = YL)EX_:)Y)P(X =k _

T CEETT UM g

_ P(Y=K PR
i P ZYIX=))-P(X =) voae>  vsde wTous—

A0l @tre

p(L—p)t-p(l—p)t p(A—p*2 _

Wm\; Yopl—-p¥2  pf(@—p)
P [T p*p(2 — p)|= Geom(p(2 - p))
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Példa (Geom 1)

P(X = kX < v) = PX< YL’E;;)Y')P(X =K _
FROGT VRS G—
P(Y = k) - P(X = k) B

z}_ P(XY-Q YIX=)-P(X=J)  Tovuss USESHg— I
(-3 ('
2ERlple > g

_(A=pa-p)p

(1-p)/2-p)
= (1 - p)*72p(2 — p) = Geom(p(2 — p))

Példa (Geom 2)

Adjunk Maximum Likelihood becslést az X ~ Geom(p), ! = p
paraméterére!

X1=-1._X2=-2.X3=-3,....

!U;,jz,....jn;ﬂ):H(l—H)f‘ 1.9

k=1

L(Jl e Jmt) = z log((1 — 6y 1-6) =

= i()k — 1) log(1 — @) + nlog(8)

Példa (Geom 2)

()L(_h JZ fr] Z\ ( ‘é "V\

-5 e 7
k—le £
1-—¢ +3 g =0

phed) % _ o




Feltételes varhato érték

3 szabalyos dobokockaval dobunk. Jeldlje X a legkisebb, Y a
legnagyobb értéket. Adjuk meg X, Y eloszlasat, illetve
E(X|Y)-t minden Y -ra.
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Példa EXP 1

Béla és Géza egyiitt dolgoznanak egy group projecten, de
egyikiik sem érkezik pontosan a kényvtarba. Mindketten
egymadstdl fiiggetleniil 1 paraméter(i exponencialis eloszlassal

)
érkeznek meg. Mi az érkezésiik kiilonbségének eloszlasa? ( l,.rro %F/(

1

~2xy x9S
sjiﬁ(wb)ol? X)(* \(:(m—-) J)( I 2x Lok
o° '

Legyen X ~ Exp(4) és Y ~ Uni(0, X). Mennyi E(Y)?

?Mz l'e:qxz Was ber ELY): (‘k (*C Ity = t

I 4y




Példa Fiiggetlenség

A: n érmedobasbél van fej és irds is

Milyen n-re lesz fiiggetlen a kivetkezé két esemény?
B: n érmedobasbdl legfeljebb egy iras van ‘

P(A) = P( van fej és iras is ) = 1 — P( csak az egyik van ) =

1 - 1 L
:1—2P(csakfejvan):l—Zﬁzl—,)I,I_] S k;l
= Zh*\

P(B) = P( legfeljebb egy iras van ) = Zaw
= P( pontosan 0 iras van #( pontosan 1 irds van ) =
2O 0]
on 1/ \2 2 an

P(AM B) = P( pontosan 1 iras van ) =
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