Fuzzy Rendszerek és Genetikus Algoritmusok

Eloadas vazlat

1 eloadas

Osszeallitotta: Harmati Istvan Ph.D., egyetemi adjunktus
Felhasznalt Irodalom:

Rézsa Pal: Linearis algebra és alkalmazasai. Budapest, 1991.



Diadikus felbontas 38

Egyenletrendszerek megoldasa (LU) 544

Projektorok (vektorrendszer kiegészitese) 76-78

Shur Dekompozicio 207
Matrix inverziés lemma (288-289), 72-73, 291

Ljapunov egyenlet megoldasa

e Algebrai Riccati egyenlet megoldasa



[MDF] Minimalis Diadikus Felbontas

[MDF].1. Jelblések
A matrix: A= [aij J

A . oszlopvektor: aj

Az 1. sorvektor: a

Def [Diad]: A diad egy oszlopvektor és egy sorvektor szorzata (a sorrend fontos!)

aja Aejel A

T
aij & Aej

Def. Az A= laij J matrix a;; # 0 eleme altal generalt diadja:



[MDF].2. A diadikus felbontas algoritmusa

1. Legyen a;; #0

2. Legyen
s _ _
aip 8 ot a oI 0 ((2)) ((2))
2) Acel A |ay ay - @ 1 | 3y " 0 az - ap
A=A- Tll = T-— : [311 dp - aln]:
(2) (2)
|81 Ap2 Ann | 8op | 0 apnh - anpp
Azaz az elsd sor €s oszlop lenullazodott.
3. Legyen a,, #0
u _ -
] L —— 0 0 0 0
o o0 - 0 0 v
2 1@ (2) (2) (2) | > X o 0O 0 ((3)) ((3))
) Aee, A |0 axp - adyn| 1@
A=A-TG = T T |0 22 oA =0 0 azz - as
e, A6 (2) (2) 22 (2) 3 3
|0 apn o an2 [ 8n2 _ 0 0 a(n)g a(n)n

Azaz az 1-2. sor €s oszlop lenullazodott.

3)
4. Az A matrixbdl egy nemnulla (f6)elem kivalasztasaval el6zo 1épés koncepcidja alapjan addig nullazunk ki

1j sort és oszlopot, amig nulla elemekbdl 4116 matrixhoz nem jutunk.



[MDF].3. A matrix felirasa diadokkal
(CONNN (Y |
. 4. , ; ., Aekek A S T Q) T
A diadikus felbontas algoritmusa alapjan: A= Z 0 Zukvk =UV
k=1 AT k=1
& A
Azaz diadok osszege felirhato diddok oszlopvektorabdl illetve sorvektoraibdl alkotott S oszlopos illetve S soros

matrixok szorzataként. (Pl. az ulvlT , u2v§ s ees Ug VT diadok elso sr, elsé oszlopaban 1évo eleme pont az U elso

soranak illetve V| els oszlopanak skalar szorzata, azaz ar!)

S 0] 0]
* v * v; : Vs
A:*[*****]+*[O****]+ +0[0 O**]:
% % %
% % %
—— —— ——
Uj us Ug
(0 0 0] _
- T %k % ok ok %k
Vi * 0 0 0 = ok ok %
V-2|' % % %
_[u1 U, U = 0O O ¥ %k ok ok
- ¥ % % % ()
U * ok ok
vl * % %k % %
L’s J 0 0 - 0 * =
VT ¥ %k ok k% |C -~ =
< > T
o ~~ V
U

Megjegyzés TRF: Ha az algoritmusban kivalasztott a;; fOelemeket nem teljesen csak az u; vektorhoz, hanem
1/./a;j -t az u;-hoz, illetve 1//a;; -t a ViT sorvektorhoz csapjuk, akkor U =V és A=UU .
Megjegyzés LU: Az A matrix fenti, diadikus felbontdsa az A matrix LU faktorizacidja: A = uv' = LU A

(La alsé haromszog matrix L, :=U, U, fels6 haromszogmatrix U 4 = VT )



Tétel MDF.1: Az A matrix minimalis diadikus felbontasaban szerepld diadok u, oszlopvektorai illetve VI
sorvektorai linedrisan fliggetlen vektorrendszert alkotnak.

Bizonyitas: Indirekt.

Ha lenne olyan xi,...,X, hogy valamely X, # 0 mellett Xx;u; + X,U, +--- XU, = 0, akkor

¢s ezt A matrix minimalis diadikus felbontdsaba helyettesitjiik, akkor

X X Xy_ X Xy
T A I . A TN VAR T VA R VAR TR VAR RV
X X Xy Xy X,

Azaz az A matrixot r —1 diad 0sszegekeént fel tudnank irni és az eredeti diadikus felbontas nem lenne
minimalis!

Tétel MDF.2. Ha az mxr tipust U mattrix oszlopai linearisan fiiggetlenek, akkor UC =0 egyenletbdl
kovetkezik, hogy C =0.

,

Bizonyitas: Az UC barmely oszlopat felirva > uyCy =0, J=12,...,n ahonnan uy vektorok linearis
k=1

fliggetlenségebdl cy; =0, k=12,...r, j=12,...,n.

Tétel MDF.3. Ha az r xn tipusu V T matrix sorai linerisan fiiggetlenek, akkor BV' =0 egyenletbdl kovetkezik,
hogy B =0.
Bizonyitas: Analog Tétel MDF.2-el

Tétel MDF.4. A Tétel MDF.2. ¢és a Tétel MDF.3 alapjan: Ha UCV! =0 — C =0 (matrix).



[LEM] Linearis egyenletrendszer megoldasa

Eléismeret: LU faktorizacio (diadikus felbontas)

Megoldando: Ax=Db A ismert matrix, b ismert oszlopvektor
Ismeretlen: X  (oszlopvektor)

Megoldas 1épései:

1. Az A matrix LU faktorizaciojanak eloallitasa: A= LU,
L als6 haromszogmatrix
U fels6 haromszog matrix

2. Ly =D megoldasa y-ra. Ez konnyen megy, mivel L alsé haromszogmatrix igy a megoldas feliilrol lefelé
egymas utan johet:

Vi :b_l, y, = b, — Loty stb
L Ly

3. Az Ux= ymegoldasa X-re. Ez szintén konnyt, mivel U felsé haromszog matrix, igy igy a megoldas alulrél
felfelé egymas utan johet, hasonldan az e€l6z6 ponthoz

Megjegyzés: Ha A pozitiv definit Hermite matrix, akkor numerikusan az LU-hoz hasonld Cholesky faktorizacio
eldnyos lehet.

Megjegyzés: Egy Ax =0 homogén egyenlet megoldasa az A= LU faktorizacié mellett az UXx=0 egyenletbdl
adodik. Ha U oszlopszama nagyobb, mint a sorszama, akkor a kettd kiilonbségének megfeleld szamu szabad
ismeretlen lesz.



IPBI] Projektorok és Biortogonalis vektorrendszerek

Eloismeret: Minimalis Diadikus felbontas

[PBI].1. Alapfogalmak

Def. [Projektor, Idempotens matrix]: PZ=pP — PZ_pP= P(P-E)=0
Kovetkezmény: Ha P projektor, akkor P — E is az. Definicobol behelyettesitve lathato.

Def. [Hermetikus projektor]: Olyan projektor, ahol P H_p.

Tétel PBI.1: Az egyetlen nemszingularis projektor az egységmatrix.
Bizonyitds: Ha P nemszingularis, akkor a definiciét megszorozva P~l-el balrol: P_IP(P— E)=0->P=E.
Q.E.D.

Def. [Biortogonalis vektorrendszer]. Ha adott n elemi uj,u,,...,u, illetve VlT ,Vg ,...,VrT vektorokra fennall a

Vil =68y , kl=12....n szefiiggés, akkor u, és vy vektorok biortogonalis vektorrendszert alkotnak.. Ha
r =n, akkor a vektorrendszert teljes biortogonalis vektorrendszernek nevezziik, azaz V'U = E .

Tétel PBI.2 (Egervary) Ha az r-ed rangi P projektort minimalis szamu diad 6sszegekeént irunk fel, akkor ezen
diadok oszlop- illetve sorvektorai biortogonalis vektorrendszert alkotnak.

Bizonyitas:Legyen P minimalis diadikus felbontasa:
r
P= YUy =UVT = p2_p=UvTUVT —UVT =UNTU-E }T =0
k=1
Mivel U oszlopai €s ¢és VT sorai a minimalis diadikus felbontas miatt linearisan fiiggetlenek (Tétel
MDF.1), ezért Tétel MDF.4 alkalmazasaval C = (V'U —E,) valasztassal V'U = E,, amit be kellett latni.
Q.E.D.




[PBI].1. Algoritmus biortogonalis vektorrendszer teljessé tételére

Algoritmus [Biortogonalis vektorrendszer teljessé tételére]

Input: U =[u; u, - u]ésV=[y v, - v, ](nem teljes rendii) biortogonalis vektorrendszer, ahol r < n,
n a vektorok dimenzidja, azaz

VTU = E,

.
Output: W =[w, w, - w,,]é Z=[z; z, - z,], ahol [U W{V }zEnEE

Lépések:

1.vTu egy I -edrangu projektor, mivel UVTuvT =uvT. U ésV oszlopai biortogonalis vektorrendszert
E
alkotnak Tétel PBL.2 (Egervary) szerint. —

2. Az E-UVT szintén projektor (Lasd projektor definicid), aminek minimalis diadikus felbontasa legyen:

E-UVT =wz' N (PBI/9-1)

3. (PBI/9-1) atrendezésével

VT
E=UV'+wz' =[U W]
Ameyek teljes biortogonalis vektorrendszert alkotnak. Q.E.D.

Megjegyzés: Nem teljes unitér vektorrendszer teljesse tétele szintén ezzel az algoritmussal torténik.



IMSF] Matrix spektral felbontasa

Eloismeret: Linearis egyenletrendszer megoldasa
Biortogonalis vektorrendszerek

n
Spektralfelbontas: A= Y A4 uvp =UAV'
k=1

Ahol: VIU=E —» Vv'=U"'
(U ¢ésV oszlopai biortogonalis vektorrendszert alkotnak)

A diagonalis matrix (sajatrtekekkel)
U modalmatrix (jobboldalis sajatvektorok)

Alternativ feliras (biortoganiltas figyelembevételével)

A=UAU"! — AU =UA (sajatertek-jobboldali sajatvektor feliras)
A=VT)TAVT > VTA=AVT  (sajatérték-baloldalioldali sajatvektor felirs)

Meghatarozas: Au, = AUy - (AE-Au=0 —
Sajatértek meghatarozasa: ME — A‘ =0

Sajatvektor meghatarozasa: (AE — AJu=0 (ismert A utan homogén linedris egyenletrendszer)



ISCHUR] Schur dekompozicid

Eloismeret: Biortogonalis vektorrendszerek
Spektralis felbontas

Tétel SCHUR.1 (Schur) Minden kvadratikus matrix alkalmasan valasztott unitér transzformacidval fels6 (vagy
als0) haromszdgmatrixra transzformalhato.

Bizonyitas:
1. Legyen az A tetszdleges kvadratikus matrix, amelynek a 4, sajatértékeéhez tartozo normalt sajatvektora X

XIH X =1 (X1H X; hermetikus projektor)

n
2. A PBI.1 algoritmus ez az egyetlen vektor teljes unitér vektorrendszerré tehetd: E — XIH X= > Yk ka =YY"
k=2

Ekkor: X; =[x vy, --- y,]matrix unitér matrix, azaz: XIH X, =E

3. Az A matrixot az X unitér (hasonlosagi) transformacionak alavetve:

XlH _ﬂ’l LS *_
H 0
X{ AX| = y:2 (A Ay, - Ay,]= : Ay
Ly | L0 |




4. Az A, megismételve az eljarast:

(110 0 - O]
0

X2=| Xy I3 L
_0 -

ami szintén unitér matrix, ¢s végrehajthatéd vele egy masodik unitér transzformacio:

Y L BT
0 12 ¥ .. X
sz(leAxl)xf 0 0

0 O

5. Az eljarast folytatva, az n—1 lépésben az U = X X,--- X,_; unitér transzformacioval az

UM AU matrix felsd haromszog matrix lesz..

Megjegyzés: A Schur dekompozicio az U matrix unitér mivolta miatt (kis kondicids szam) sok esetben joval
eldnyodsebb numerikus szamitasokra, mint a spektralis felbontas és eldszeretettel alkalmazzak (pl a MATLAB-
ban) olyan problémakra, mint pl. a Lyapunov vagy Riccati egyenletek megoldasa.



IMIL] Matrix Inverzios Lemma

Eloismeret: Minimalis Diadikus felbontas

[MIL].1. Nilpotens matrix polinomjanak invertalasa

Def. [Nilpotens matrix] H" = 0.
Kiindulas: A kovetkezd algebrai azonnossag: (1- X)(l XA X4t Xn_l): 1-x"

Miatrixos alak (X = xH ): (E=xH)1+xH +xPH? 4o X" TH = E-x"H" = E
— A nilpotens matrix polinomjanak inverze:

(E-xH)" =(1+XH +x2H2+...+Xn—1Hn—1)



[MIL].2. Hipermatrix faktorizacioja

A
Def [szimmetrikusan particionalt hipermatrix]. Az {C D} hipermatrix szimmetrikusan particionalt, ha a

diagonalis blokkokban szerepld A és D kvadratikus.

B
Tétel MIL.1. Ha az {C D} szimmetrikusan particionalt masodrendli hipermatrix €¢s A nemszingularis,

. . . A B E OfA 0 E A'B
akkor ezen hipermatrix egy faktorizacioja: = 1 1
C D CA~” E|0 D-CABJ|o0 E

Bizonyitas: A hipematrixbdl levonva az A blokkal generalt hipediadot:

{A B}—{A}AI[A B]{O ° }Ezhiperdiédkéntfelirva: [g X }={O}(D—CAIBIO E]

C D| |C 0 D-CA'B D-CA'B| |E

Azaz:

A B Q}A‘I[A B]+{E}(D—CA‘1BIO E]:{CEI}A[E A‘IB]{E}(D—CA‘IBIO E] -

(A B] [ E O]A 0 E A'B
C D| [cA!' EJo D-CcA'B|o E




A B
Tétel MIL.2. Ha az{ } szimmetrikusan particionalt masodrendli hipermatrix €s D nemszingularis,

o A B| |E BD'|A-BDC of E ©
akkor ezen hipermatrix egy faktorizacidja: = 1
C D] |0 E 0 D|DC E

Bizonyitas: Analog Tétel MIL.1 bizonyitasaval.

Def. [Schur komplementum|
D—CA™'B illetve A— BD™'C matrixokat az A illetve D matrix Schur komplementumanak nevezik.



[MIL].3. Matrix inverziés lemma

Tekintsiik eloszor a Tétel MIL.1 —ben is szerepld matrix felbontasat:

) E 0 E O 0 0
I. Az elsd tag: _1 = + .
CA E 0 E CA 0

Ahol
1. Az egységmatrix inverze dnmaga

2.

0 0f_. .y L 0 o] 0 o0
) 2 indexi nilpotens matrix, mivel: 1 1 =0 -
CA 0 CA 01 CA 0

[MIL].1 alapjan ennek a nilpotens matrixnak az inverze: (E + N )_1 =E-N

0 0‘1_ 0 0
cal ol |-caAal o

II. Tétel MIL.1 —ben is szerepld matrix harmadik tagjanak inverzehasonloan hatarozhatdo meg

I1I. Blokkdiagonalis matrix inverze blokkdiagonalis ahol az inverz egyes blokkjainak helyén az eredeti blokk
inverze szerepel.
%



_)
A B
C D

A B
C D

;
;

E —A'B[ A 0 { E 0}
_1 _ -
0 E | o (p-cals]'|-cA! E

'A_l N A—lB(D _ CA—1|3T1CA‘1 - A‘IB(D - CAIBTI} (|D[#0)

~(o-ca's]'ca’ (b-ca's]’

Hasonloan a Tétel MIL..2 alapjan bevezethet0 az inverz faktorizacidja:

A B
C D

A B
C D

:
;

E 0}{(# sD'c] 0 }{E —BDI}:

_pD'c E 0 D! [0 E

(A-BD'cJ” ~(a-BD'c|'BD™!

-p'c(a-Bp'c]’ D'+D'c(a-BDC] BD1] (A=0)

(MIL/17-1)

(MIL/17-2)

(MIL/17-1) és (MIL/17-2) elso6 sor elsé oszlopanak elemei azonosak, ezért a Matrix Inverzios Lemma:

(A-BD'c]' = A"+ A'B[D-CA'B) 'CA™!




[QR] Sajatérték-feladat meqgoldasa QR transzformacioval

Cél: Valos elemii matrixok sajatértek-feladatanak megoldasa altalanos esetben
Kulcsszerep: Hessenberg-féle matrix. (Csokken a szamitasi igény, ha ilyen alakon végezziik QR-t)

[Def.] Hessenberg matrix. Egy matrixot Hessenberg féle matrixnak neveziink, ha az 1> j+2, j=12,...,n-2
(na matrix mérete) egyenlOtlenséggel jellemzett indexpar altal meghatarozott elemei nullak:

f11 f12 fl,n—l fln
f21 f22 f2,n—1 1:2n

F=| 0 f3 - f50 f3,

0 0 0 f,q fn
Az eljaras lépései:
1. QR transzformacioé bemutatasa
Lényege: Egy adott ( A) matrixot ortogonalis transzformaciok (TF-k) sorozataval felsé haromszogmatrixra
(FHM) transzformalunk, amelynek féatlojaban megjelennek a sajatertékek.

Megmutatjuk, hogy a Hessenberg matrix alakja a QR transzformécidra invarians.

2. Transzformacidé Hessenberg alakra. Eljarast adunk arra, hogy barmely matrix egy als6 haromszogmatrixszal
végzett hasonldsagi TF-val fels6 Hessenberg féle alakra hozhato.

3. Hessenberg-féle matrixra alkalmazva QR transzformaciot, iteracidos modszert kapunk sajatétekek
meghatarozasara.
(alkalmas eltolasi transzformacioval a konvergencia sebessége ndvelhetd)

4. Sajatvektorok meghatarozasa rekurziv képlettel és a 2. pontban szerepld alsd6 haromszogmatrix (AHM)
segitségével.



[QR].1. A QR transzformacio

[QR].1.1. A QR felbontas

Tétel QR.1. Barmely valos A matrix felirhatd6 A= QR alakban, ahol Q ortogonalis matrix, R pedig FHM.

Bizonyitas.
Eloszor bebizonyitjuk, hogy létezik olyan S;ortogonalis matrix, hogy S;A elsé oszlopanak foatlo alatti
elemei nullak. Tekintsiik eloszor a kovetkezd ortogonalis matrixot:

[ cosdy; 0 -+ 0 sin, |
0 1 0
Spp = : : (Ez egy sikbeli forgatas)
0 1 0
| —sing,; 0 -+ 0 cosYy,

sin 4 a
Legyen a;; #0, 194, = i ._ Znl Ha a;; =0, akkor 4 -
gy 11 nl 11 nl
COSlgnl all 2

Szorzassal belathatd, hogy M, ; =S, A szorzat elsd oszlopanak utols6 eleme 0, (mivel €épp tg9
egyenletét adja.)



Hasonldan, az eredményiil kapott (mii j elemekbdl allo) matrix elsd oszlopanak 1. sora is nullazhato

| cos 9

S| =|—sin %

sin 19”

cos %

1

tg 9, -1 (Ha m{l =0, akkor % :%)

Rekurzivan folytatva eljutunk M| matrixig, amelynek elso oszlopa a fdatlo alatt zérus:

Ml = S2IS31 "'SnlA

Sl = 821831 Snl Ortogonélis

Az eljaras lépéseit a masodik oszlop diagonalis alatti elemek nulldzasara alkalmazva szintén egy ortogonalis

matrixot kapunk: S, =S5,S4, -+ Sy, igy az

M, =S,S;A matrixnak mar els6 €s masodik oszlopaban is a diagonalis elemek alatt nullak szerepelnek.

(S, matrixszal valo szorzas nem rontja el az els6 oszlopban mar meglévd nullakat)



Altalanosan, az

cos Jji sin J;i

—sinSji COS ‘9jl

Ortogonalis transzformaciokkal végzett szorzat fels6 haromszog matrixot ad, és az A matrix
T n-1 n . . .
Q" =11 [ISji szorzdja egy ortogonalis matrix.
i=1

j=i+1

Azaz

R=QTA N A=0QR

(Q.E.D.)



[QR].1.2. A QR transzformacio elballitasa

Képezziik a kovetkez6 matrixsorozatot: A =A=QR
R, :ST A
Szorozzuk meg a komponenseket forditott sorrendben: A, =RQ; = Q' A Qq
Képezziik az A, QR felbontasat: A, =Q,R,
Megismételve az eljarast, A, =QuRy =Ry _1Qy_; k=12,...(QR/6-1)
A=A

Az Ry =QuiAr & Q= AR (QR/6-2)
felirast behelyettesitve (QR/6-1) egyenletbe:
Ay = QE_I A_1Qr_ = R A Rk_ll — Az 0sszes A, matrix hasonlo, tehat sajatértékei megegyeznek.
Legyen P, =R Ry _;---Ry (FHM) ¢és (QR/6-3)

N, =Q;Q, - Qy (ortogonalis) (QR/6-4)

Ezeket alkalmazva a (QR/6-2) rekurziv osszefliggéssel egytitt: A,,; = N I AN, =P A Pk_1 : (QR/6-5)



(QR/6-1), (QR/6-2), (QR/6-4) alapjan:

Ny P =Q1Q - Qo1 Q Rk Rk - RaR;
=Q1Qs - Q1R Qk-1Rk-1 "Ry Ry

=QQ; Q5 (Qu_iRk_1)* Riz - Ra Ry (QR/7)
=Q,Q; Q2 (Rk_2Qu2)* Riz - Ra Ry
= =(QR;)" = A¥

Az A hatvany tehat az N ortogonalis és Py fels6 haromszdg matrix szorzatara bonthato!

[Def] QR transzformacio. Az A matrix (QR/6-1) szerinti rekurzids faktorizacio-sorozata az A matrix QR
transzformacioja

Ak = Qk Rk = Rk—le—l k - 1,2,...



[QR].1.3. A QR transzformacié matrixsorozatanak konvergenciaja

crr

hatarértéke fels6 haromszogmatrix.

Bizonyitas:

A feltétel alapjan az A, matrixsorozat konvergens létezik -  |ijm Ny = N
k—o0

. Ni+1=NkQx+1 . 1
+(QR/6-4) — 1im Qx4 = lim N Ny =1

k—o0 k—o0
(Kon \Y% ergenCia esetén na k -ra N covyre ke V esebbet \Y% éltOZlk
gy k C8Y

Masrészt (QR/6-5) és (QR/6-1) alapjan:

T T T Ny . =N T
Acit =N AN =QuiRisi = Rigr = QuNf ANy —Det=RiQca gy = N AN

. . . . R/8-1
— lim Rys1 = lim N AN —— Ag = 1im Acyr = lim Qi Ris) — 22D 3R,

K—o0 K—o0 K—o0 kK—o0
(QR/9-1)
Vagyis, ha A, konvergens, akkor hatarértéke valoban FHM.

Q.E.D.

Kovetkezmény QR.1. Mivel A, matrixok hasonléak az sorozat hatarértekeként adodo A, =R, FHM
foatlojanak elemei az A matrix sajatértékei.




Definiciéo [Schur dekompozicio]. A (QR/9-1) képletben eldallitott A, =R, =N OTOAINOo felbontast Schur
dekompozicionak nevezziik.

Tétel QR.3 A Hessenberg féle matrixok alakja QR-transzformacioval szemben invarians.

Bizonyitas:
Legyen F egy fels6 Hessenberg-féle matrix, amelyre a QR transzformacio:
F=F =QR

1. Az R, FHM

2. Egy FHM (R,) inverze is FHM (A7 =adjA/det A, FHM adjungaltjaban a diagonalis alatti elemekhez
tartozd minormatrixok diagondlis elemeiben lesz nulla, igy nullat ad azon a helyen az invez is.)

12 > Q; =FR;" azaz mivel R;' FHM, igy Q, j. oszlopa az F, matrix elsé j oszlopanak linearis

kombinacidja — Q; i1s Hessenberg matrix. (QR/9-B1)
[ % % x| [% % % x| %k ok x|
* % k% % % k% * % %
- % k% % %
% % % % %




A QR transzformacio alapjan:
Fy =R;Q

Mivel az R; FHM ¢és Q, Hessenberg matrix (QR/9-B1), az F, matrix i. sora a Q; matrix I,i+1,...,n soranak
linearis kombinacidja — F, Hessenberg matrix — F; Hessenberg matrixok alakja a QR transzformaciora
invarians.

[ % % x| [% % % x|k ok kx|
* ok k% * 0k k| ok ok ok %
— x % x k%
x % * x %
F R, Q

Q.E.D.



[QR].2. Transzformacio Hessenberg alakra

Algoritmus: Az n-edrendic A matrixot alkalmas Z als6 haromszogmatrixszal végzett hasonldsagi
transzformacioval hozunk felsé Hessenberg alakra:

1. Kiindulas: Tetszoleges z; vektor

(Megjegyzes: z; = (1,0,...,0)T kiindulas jelent6sen csokkenti az igényelt szamitasi kapacitast. )
2. Képezziik: Z, =Az; - |74
Ahol f,, értékét abbol a feltételbol hatarozzuk meg, hogy z, elso eleme 0 legyen.
3. Az eljarast folytatva: Zyo = Az — Fezy = fopzy — = Fezy (QR/11-1)
ahol f, (i=12,...,k) egyiitthatok megvalasztasa ugy torténik, hogy z, ., els6 k eleme 0 legyen—
— AZ=[z; --- z,]matrix alsé haromszogmatrix.

A (QR/11-1) alak felirhato matrixformaban: AZ = ZF

_Z 0 0 . _fll f12 f13 fln

211 7 .. . 1 1:22 1:23 f2n

7 - ?1 %2 ' . O F=| 0 1 . . .
. . ' : . 1:n—ln—l 1:n—ln

Z Z Z ’ 2
Lenl n2 nn _| 0 0 1 fnn |

Azaz F fels6 Hessenberg matrix alaku!

4. A Hessenberg alak eldallitasa: F =Z Vi



[QR].3. Hessenberg-féle matrix sajatértekeinek meghatarozasa QR transzformacioval

A QR.3. Tétel alapjan a Hessenberg —f¢le matrix sajatértéke a QR transzformaciora invarians —

1. Az A matrixot Hessenberg alakra hozzuk [QR].2 fejezet alapjan
2. Alkalmazzuk a [QR].1.2 fejezetben ismertetett QR transzformaciot (matrixsorozatot)

(n 3 nagysagrendli miiveletigény helyett csak n 2 kell Hessenberg alaknal)

A matrixsorozat egy FHM-hez tart (Kovetkezmény QR.1.), aminek diagonalis elemei adjak a sajatértékeit.

k
A
Konvergencia sebessége: fi(ik_)1 = ‘/1—'
i—1

Ahol fi(ik_)1 a matrixsorozat eléallitasaban a k.Hessenberg matrix

A; az 1. sajatérték.
A konvergencia nem elég nagy, ha két sajatértek kozott nincs nagy kiilonbség. —

Konvergencia gyorsitasa:

A helyett A—sl matrixszal dolgozunk, aminek a sajatértékei A; —sszamok lesznek €és a konvergencia

sebességére jelemzo

csOkkentheto alkalmas S valasztassal.

ﬂ“i —S
ﬂ’i—l —S




[QR].4. Hessenberg-féle matrix sajatvektorainak meghatarozasa
Sajatvektor: v
Sajatvektorok meghatarozasa:

(A, 1 = F v, =0 algebrai egyenletet kell megoldani.

Megjegyzés:
A Hessenberg alak az egyenlet megoldasdhoz sziikséges szamitasokat csokkenti, igy elonyosen hasznalhato.



ISVD] Szinqularis érték szerinti felbontas (SVD)

Eldismeret: QR

[Def.] Szingularis értékek. Ha az A komplex elemii, n-edrendli és r-edrangli négyzetes matrix ¢&s O'i2

(i=12,...,n)jeloli a pozitiv szemidefinit AM A matrix sajatertekeit, akkor a
O'l 20‘2...26r >O_r+1 :...:Gn :O

szamokat a szingularis eértékeknek nevezziik.

Tétel SVD.1. Legyen A tetszOleges mxn tipust komplex elemii matrix, és tegytik fel, hogy m > n. Ekkor 1étezik
olyan m-edrendt U ¢és n-edrendti V matrix, hogy

A=UDV " (SVD/14-1)
Ahol uut = (U unitér matrix)
wh = (V unitér matrix)
o) _
D= 020,220,220
On
- O -
A o;,1=12,...,n szdmok az A matrix szingularis értékei, V az AP A matrix modalmatrixa, U pedig az AAH

matrix modalmatrixa



Bizonyitas:

Jelolje az A7 A n-edrendii pozitiv szemidefinit matrix modalmatrixat V (sajatérték-sajatvektorfelbontasbol kijon,
megoldashoz: QR.3-QR.4), vagyis:

viaPav = D2

Ahol D a nemnegativ szingularis értékekbé] alkotott matrix

01
D=
On

Legyen F = AV . Akkor: F HE =D? ami diagonalis, vagyis (SVD/15-1)

ha p(A)=r=n — fHf =o? és fAf =0 I=k;i,k=1,...,n

ha p(A)=r<n — F matrix r+1,...,n oszlopvektora zérusvektor.

. . | B
Képezzikaz U, =[u; ---u, Jui=— fi=1,...,r (SVD/15-2)
Oj

unitér vektorendszert és egészitsiik ki az [uy,..., U, | teljes unitér vektorrendszerré (U P U,=1I,¢és 1,-U rUP

matrixot hermetikus diadokra felbontva 1, —U U :_' =WW ™ ahol W oszlopai adjak a hianyzo6 vektorokat)

LegyenU =[u; - u,] » U"U=E (SVDASD.GVDI-Y) y F = AV =UD— | A=UDV "




Vegll megmutatjuk, hogy U oszlopvektorai az AA H sajatvektorai. Az (SVD/14-1)-bdl:

0: 0

Vagyis U oszlopvektorai valoban az AAH sajatvektorai.
Q.E.D.

Kovetkezmény SVD.1:
A=upv" Av; = o;U;

AHUi ZO'iVi



IMPI] A Moore-Penrose féle inverz (pszeudo inverz)

Eloismeret: SVD

Tétel MPIL.1. Ha az r-edrangd mxn (m=2>n) tipust A matrix SVD felbontasa A=UDV H  akkor az A"
pszeudoinverz eléallithato

At =vDtu "

Alakban, ahol

_01_1 _
O'r_l
D* = 0 (Mxn tipusu)
0
— O -
Mert teljestl:
1. AATA=A
2. ATAAT = AT

3. (At )" = an
4 (ara)' =a*A



ILYE] Ljapunov egyenlet megoldasa

Irodalom: G.H. Golub, S. Nash, C Van Holen: A Hessenberg-Schur Method for the problem AX+XB=C

Eloismeret: LEM Linearis egyenletrendszer megoldasa
MSF Matrix spektral felbontasa
SCHUR Schur dekompozicio
QR OR dekompozicid

Feladat: AX + XB =C (Sylvester) egyenlet megoldasa X -re.

Megjegyzés:  AX + XAT = —Q Ljapunov egyenlet is ilyen tipus.



[LYE].1. A Lyapunov egyenlet megoldasi koncepcioja
Feladat: AX + XB=C (Sylvester) egyenlet megoldasa X -re.
Megoldas lépései:
1. Az egyenlet bovitése:
UAUJu XV )+ u'xv v BV )= (U ey )

Az U ¢s V megvalasztasa kiilonb6z0 szempontok szerint lehet. Lasd [LYE].2 Bartels-Stewart ¢s [LYE].3
Hessenbert-Schur modszert.

2. A hasonlosagi transzformaciok elvégzése A és B-re: A =U AU B, -V ~'BV
3. AzUF =CV  egyenlet megoldasa F -re.

4. Az AY +YB; =F megoldasa Y-ra. Ez mind [LYE].2 Bartels-Stewart ¢s [LYE].3 Hessenbert-Schur

modszer esetén is konnyl, mivel a transzformalt A = U~'AU és B, v BV specialis alakt. (Részletek
[LYE].2 és [LYE].3 helyen.)

5. Az XV =UY egyenlet megoldasa X -re.



[LYE].2. A Bartels-Stewart Algoritmus

LYE.1/2.1épés konkrétan:
QR algoritmus hasznalataval Schur faktorizaciot hajtunk végre a Ljapunov egyenlet (LYE.1)
megoldasi koncepciojaban U €s V megvalasztasanal (LYE.1/ 2.1épés) —

UTAU =R VIBTV =5

R,S fels6 (kvazi-) haromszogmatrixok
U,V ortogonalis transzformaciok

LYE.1/ 4 1épés konkrétan:

Megoldando:
RY +YST = F (F=UTCcv, Y=UTXV)

A megoldas kihasznalja, hogy a Schur dekompozici6 utan S felsé haromszog matrix, azaz Sy | =0 —

n
(R+s l)yx = fx = sy ahol Y =[y; [y, [« ]y,] F=[f|fy]]f,]
j=k+1
Azaz y, aspecidlis struktura miatt konnyen szamolhato y,,;,..., Y, ismeretében (hatratarto rekurzio)

Megjegyzés: sy ,_; # 0 esetén (complex konjugalt szamok jonnek be) az y, €s y,_; egyszerre szamolando.

Megjegyzés: Schur faktorizacio helyett elvileg a spektralis felbontast + Gauss elimindciot is hasznalhatnank,
azonban az igy definialt hasonlosagi transzformaciok nem ortogonalisak (— kondicioszamuk nagyobb mint 1)
— numerikusan nem robusztus.



[LYE].3. Hessenberg-Schur médszer

LYE.1/ 2.1épés konkrétan:

U'AU =H vIBTV =3
H felso Hessenberg matrix (eldallitasa QR algoritmusnal lathatd — QR.2)

S  felsO (kvazi-) hdromszogmatrixok
U,V ortogonalis transzformaciok

LYE.1/ 4 1épés konkrétan:

Megoldando: HY +YST =F (F=uTcv, Y=UTxv)

A megoldas hasonl6 a Bartels-Stewart modszerhez, kihasznéalja a H Hessenberg matrix ésa S felso
haromszdg matrix specialis alakjat, azaz sy ,_; =0, h;; =0,1> j+1 —

n
(H+sp Dy = i — Zklskjyj' ahol Y =y |y, [-+] Vp] F=[f | fy ]| f,]
j=k+1
Azaz Yy a specidlis struktira miatt konnyen szamolhato y_4,..., ¥,, ismeretében (hatratarto rekurzio)

Megjegyzés: sy ,_; # 0 esetén (complex konjugalt szamok jonnek be) az y, €s y,_; egyszerre szamolando:

n
=[fie 1 fid= Slsniv 1 sgy;]

Sk—1.k-1 Sk,k1:|
j=k+1

Hlyi-1 [icd+[yie ka{ S s,

Megjegyzés: A Hessenberg Schur modszer:
e Me¢g a Bartels-Stewart modszernél is stabilabb
e Numerikusan gyorsabb, mint a Bartels-Stewart modszer



[LYE].4 Hessenberg-Schur médszer kiterjesztése

[LYE].4.1. Diszkrét Lyapunov egyenlet megoldasa

Megoldando X -re: AXM + X =C AcR™M™ MeR™ CeR™" X eR™N

LYE.1/2.1épés konkrétan: U ' AU = H VIBTV =5

H felso Hessenberg matrix (eldallitasa QR algoritmusnal lathatd — QR.2)
S  felsd (kvazi-) haromszogmatrixok

U,V ortogonalis transzformaciok: U Tu=1,vTiv =1

LYE.1/ 4 1épés konkrétan:

Megoldandd: HYST +Y =F (F=uTcv, Y=UTxXV)

A megoldas hasonl6 a Bartels-Stewart modszerhez, kihasznéalja a H Hessenberg matrix ¢sa S felso
haromszdg matrix specialis alakjat, azaz sy ,_; =0, h;; =0,1> j+1 —

n n
H(ZSKijj+yk:fk - (SH+ Dy = fu —H Y5y
j=k j=k+1
ahol Y =[y, [y || ¥n] S UNRFARNR
Azaz y, aspecidlis struktura miatt konnyen szamolhato y,,;,..., Y, ismeretében (hatratarto rekurzio)

Megjegyzés: Diszkrét Ljapunov egyenletben HYST +Y =F helyett HYST —Y = F van. Ekkora megoldas:

n
(SkkH_I)yk = fk—H Zskjyj
j=k+1



[LYE].4.2. Egyenlet: AXM + LXB =C
Haaz M ¢és L nemszingularis, akkor a feladat visszavezethet6 az AX + XB = C formara:

(LA +x(BM)=Lem !



[ARE] Riccati Eqgyenlet Megoldasa

Irodalom: A. J. Laub: A Schur Method for Solving Algebraic Riccati Equation. IEEE Transaction on Automatic
Control Vol AC-24, No 6, 913-921, 1979.

Eloismeret: Minimalis Diadikus felbontas
LEM Linearis egyenletrendszer megoldasa
MSF Matrix spektral felbontasa
SCHUR Schur dekompozicid
QR OR dekompozicid

Definiciok és jelolések:
Def. [Ortogonalis matrix]: Az Ae R™" matrix ortogonalis, ha AT = A™!.

Def. [Unitér matrix]: Az Ae R™" matrix unitér, ha Al = A1

-1 0

Def. [Hamilton matrix]: Az Ae R2™2" matrix Hamilton matrix, ha J AT =—A

0 |1
Legyen | egy n-edrendil egységmatrix ¢és legyen J = { } I =3"1=-J) —

-1

Def. [Szimplektikus matrix]: Az A e R*™*" matrix szimplektikus matrix, ha J ATy =A"l



[ARE].1. Folytonos idejii algebrai Riccati egyenlet megoldasa

[ARE]1.1. A Feladat

Megoldandé ( X -re): FTX+XF-XGX +H =0 (ARE/41-1)
F,X,G,HeR™", G=G"20, H=H' >0
Feltevés [ARE[.1:  (F,B) stabilizalo par, ahol BB' =G ¢s rank(B) = rank(G)

(B a G teljes rangu faktorizacioja: lasd diadkus felbontas: Megjegyzés TRF)

(F,C) detektalhato par, ahol C'C=H és rank(C)=rank(H)

(C a H teljes rangu faktorizacioja: lasd diadkus felbontas: Megjegyzés TRF)

Def. [(Folytonos) Stabilizalhato matrixpar]. Az (A, B), AcR™", Be R™™ par stabilizal6 par a folytonos idejii
rendszerelméletben, ha rank[Al — A, B]=n minden nemnegativ valés részii komplex 1 € C esetén.

Def. [(Folytonos) Detektilhaté matrixpir]. Az (A, B) detektalhato, ha (AT, BT ) stabilizalhato.

Megoldhatosag: Ha a Feltevés [ARE].1 teljesiil, akkor a folytonosidejii (ARE/41-1) Riccati egyenletnek van
egyertelmi (pozitiv szemidefinit) megoldasa.



[ARE].1.2. Megoldés1.

1.1épés: Az ARE-hez Hamilton matrix defininialasa:

Z — F _G c R2nx2n
-H —-F'

Feltevés [ARE].1 biztositja, hogy Z sajatértékei nem tisztan képzetesek.

2. 1épés:  Z matrix spektralis eldallitasa:

-1 -A 0 nxn g or
V2ZV = AeR diagonalis,
0 A

3. 1épés:

Tétel [ARE].1. Ha Feltevés [ARE].1 fennall, akkor

Vi; V
V :{ 11 12}
Var Vo

e V,, invertalhato és az ARE megoldasa: X :V21V1_11

ahol X =X' >0




Bizonyitas:

A 2. 1épésben szereplO egyenletet atalakitva €s az els6 n oszlopat tekintve:

vlzv{_oA ﬂ - ZV=V[_OA ﬂ - z{v“}{v“}(—/\) -

Vorl Vo
FV 1 =GV, =V (-A) Iy VT * e #v!
~HVy; —F 'V, =V, (-A) [V
— V,,V|| * (ARE/43-2) V7! és (ARE/43-3) *V/ ;'

-1 -1
VoriVii 'F V21V116V21V11 =V, (AN
T
-H-F V21V11 =V, (- A)‘/n

(ARE/43-3) és (ARE/43-4) jobboldaluk egyenld, igy baloldaluk is:

-1 T -1
V21V F V21V11 GV21V11 =-H-F V21V11

(ARE/43-5)

(ARE/43-2)
(ARE/43-3)

(ARE/43-3)
(ARE/43-4)

Amit nullara rendezve €s X :V21V1_11 jelolést bevezetve lathato, hogy X =V21V1_11 a Riccati egyenlet megoldasa:

FTX+XF-XGX +H =0

Q.E.D.



[ARE].1.2. Megoldés 2.

Ugyanaz, mint [ARE].1 Megoldas 1. csak:

2. 1épés: Z matrix Schur faktorizacidjanak eldallitasa ortogonalis transzformacioval (spektalis felbontas helyett):

|:U11 U12:| UTU=|
U21 U22

UTzu=s=|>1 °12 Sj eR™ U

3.1¢épés:

Tétel [ARE].2. Ha Feltevés [ARE].1 fennall, akkor

e U, invertalhato és az ARE megoldasa: X =U, Uy, 11 ahol X =X >0

o A zart kor spektruma: o(S;; )= o (F —GX)

Megjegyzés: Tétel [ARE].2. megoldasa azért elonyos Tétel [ARE].1-hez képest, mert

e Numerikusan stabilabb Schur dekompozici6 miatt, foleg, ha tobbszords multiplicitast sajatértékek
vannak.

e A sajatvektorokat QR algoritmussal szdmova a Schur dekompozicido egyébkeént is eldall (azaz
szamitasigény megtakaritas)



Bizonyitas (Tétel [ARE].2.):

A 2. 1épésben szereplO egyenletet atalakitva €s az els6 n oszlopat tekintve:

S12 S12 U U
UTzuzs{S“ > } N zuzu{s“ > } N z{ “}:{ “}sn —
0 S22 0 S22 U21 U21

Transzformalja T € R™" az S, matrixot a diagonalis — A Jordan alakra, akkor

U U u
z{ “}T:{ “}TTISHTz[ II}T(—A)
U21 U21 U21

. , Vit | | Vi Vit | Ui , Uy
Ezt 6sszehasonlitva Z = (— A) , azaz (ARE/43-5)-¢l = T , pontosabban elég, ha T a
Vol Vol 21 21 21

sajatvektorok valahdnyszorosa, akkor is teljesiti (ARE/43-5)-06t:

Vit [~ _[Yn : 1 Ui | | Vi -1
D= T (D diagonalis) — = DT
Vi Uz Uz Vi

Azonban X =U, U ; 11 szintén megoldasa az ARE-nak, mivel
UsUf =y, DT v, DT ) =v, vy
21V 11 21 11 21V11

Es X :V21V1_11 a Tétel [ARE].1 miatt megoldas.




[ARE].2. Diszkret idejii algebrai Riccati egyenlet megoldasa
-1
Megoldandé ( X -re): FTXF-X —FTXGl(Gz +G/ xel) G} XF+H =0 (ARE/D46-1)

F,X,HeR™ G, eR™ G, eR™™ m«n G,=G) >0,H=H" >0

Feltevés [ARE].2: (F,G,) stabilizalhat6 par
(F,C) detektalhat6 par

ahol C'C =H és rank(C)=rank(H)

(C a H teljes rangu faktorizacioja: lasd diadkus felbontas: Megjegyzés TRF)

F invertalhat6
Megoldas:

Analog a folytonos esethez, csak most itt nem Hamilton, hanem a kdvetkez6 szimplektikus matrixbol kell indulni:
(Schur modszert alkalmazva)

F+GF'H —GF™' AT
Z: _F_TH F_T :| G:G1G2 Gl

(A feltételek garantaljak, hogy Z -nek nincsenek sajatértékei az egysegkoron)

-1
Megjegyzés: A zart kor spektruma: o(S;;)= G(F -G, (62 + GIT XGI) Gir XF)



