
EGYENESVONALU
MOZGASOK

A tudomdnyban - mikdnt a legtdbb dologban - a legiobb az eleiLn kezdeni.
Lewis Carroll

2.1 Bevezetes

A term6szetrll szerzett legtobb ismerettink testek mozgiis6nak megfigye-
l6s6b6l szhrmazik Ebben afejezetben egy anyagi pont, vagy r6szecske moz-
g6s6nak leir6s6val foglalkozunk. Ezt a teriiletet kinematikinak nevez?iik.
Bhr a pont geometriai fogalom, 6s nagyon kiilonbozik olyan mindennnapi
thrgyakt6l, mint egy ping-pong labda vagy egy aut6, l6tni fogjuk, hogy a

kiterjedt testek 6ltal6nos mozgilsa is konnyen leirhato egyetlen pont, a

,,tomegkoz6ppont" mozgfusfval, valamint a test tomegk<iz6ppont kortli for-
g6s6val. A test rezglst is v6gezhet, de ez abonyolult mozg6s szint6n leirhat6
a tomegktiz6pponthoz viszonyitva. igy tanulm6nyainkat egy pont vagy egy
16 szec ske e gy dim enz i6 s, e gy ene svonalf mozg6s6val kezdj i.ik.

A rdszecske sz6r6l egy kicsiny test, mondjuk egy teniszlabda, vagy egy
kis anyagcsom6 jut esztinkbe. A sz6t azonban 6ltal6nosabb 6rtelemben hasz-

n6ljuk; egyar6nt jelolheti a teniszlabd6t, a Foldet vagy akir egy galaxist is!

Amennyiben egy test mozg6sSbol csak a tomegkoz6ppont elmozdul6sa 6rde-
kel benntinket (elhanyagolva az estleges a forgiisokat, rezg6seket, vagy egy6b

bels6 mozg6sokat), akkor a test mindig egyetlen r6szecsk6nek tekinthet6.

2.2 T61 6s idf m6r6se

A kinematika a hol? 6s a mikor? k6rd6s6vel foglalkozrk. B{r ezek a k6rd6sek

egyszerfiek, a v6lasz m6gis bonyolult lehet, ha h6tkoznapi tapasztalatainkon
kiviil es6 jelens6geket vizsg6lunk. Akdr a nagy sebess6gff mozg6sok frzlkhja,

ak6r a galaxiskiizi vagy a szubmikroszk6pikus dimenzi6kban v6gbemen6

esem6nyek fizlkilja teljesen kiiliinbozik a megszokott elk6pzel6stinkt6l.
(Ezekkel az izgalmas k6rd6sekkel azonban csak a k6s6bbi fejezetekben fog-

lalkozunk.) E helyiitt a Newton f6le t6r 6s id6 fogalmat fogadjuk el, ami min-

de nnap i tap asztalatai nkb6 I fokoz ato s an fej I 6 dott ki .
A teret homogdnnek 6s izotropnafr tekintjiik. Ez azt jelenti, hogy a t6r

tulajdons6gai nem fiiggnek a helyt6l 6s ir6nyt6l. Newton szavaival: ,,Az ab-

szolirt t6r, mint olyan, nincs kapcsolatban semmif6le ktils6 hatiissal, mindig
ugyanaz 6s mozdulatlan." Az univerzumban minden test a t6r egy adott he-

lyln l6tezik, 6s az id6 mfl6s6val v6ltoztathatja a helyzetlt a t6rben. Egy ki-

vSlasztott pontszerfi test t6rbeli helyzet6t valamely kivilasztott testhez rogzi-

tett v o n a t ko z t a t d s i r en ds z er h e z klp est adhatj uk me g.
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Az idl Newton szerint szint6n abszohit, abban az frtelemben, hogy

egyenletesen telik. Nem gyorsithatjuk 6s nem lassithatjuk. Ism6t Newton

szavaival 6lve: ,,Az abszolirt, igazi 6s matematikai id6 onmag6t6l 6s saj6t

term6szete szerint egyenletesen folyik brirmilyen ktilsci hat6s n6lki.il, s m6s-

k6nt folytonosan rlllando id6nek is nevezztik." Az id6 teh6t folytonos 6s rll-

land6an el6rehalad, mril6sa pl. egy 6raszerkezetteljelezhet6.
Newton felfog6sa szerint a t6r 6s az id6 tok6letesen fiiggetlen egymils-

t6l, bilr az nyllv6nval6, hogy minden fizlkai objektumnak egyszerre kell 16-

teznre mind a t6rben, mind pedig az id6ben Lehetetlennek litszik, hogy

olyan testet k6pzeljtink el, amely a t6rben valahol l6tezlk, de iddben nem,

vagy olyat, amely lltezrk egy veges idSintervallumban, de terbeli helyzete

nincsen.
Figyelemrem6lto, hogy aterr6l6s idtircil alkotott hagyom6nyos 6s j6zan

6szen alapul6 elk6pzel6sek egy ftszer1l kidertilt, hogy naiv 6s hibtis. A pon-

tosabb kiserletek eglszen m6st mutatnak, ugyanis ezek nem egyeztek a ki-

s6rleti t6nyekkel. A vikig nagyon kiilonbozik att6l, amit h6tkoznapi tapasz-

talataink alapjrln elk6pzeliink. 86r a t6r 6s az rd5 olyan fogalmak, amelyeket

neh6z, vagy talin lehetetlen is m5s egyszeriibb fogalmakra visszavezetni, a

teret 6s id<it is egyertelmien mdrhetjilk. Ezeknek a mennyis6geknek a m6r6-

s6re olyan miiveletekethatdrozzunk ffi€g, amelyek sor6n szabv6nyositott ter-

es idii egysegen alapulo hosszirsiigm6rci eszkozoket 6s or6kat alkalmazunk.

A szabvfnyositott id6m6rt6k hosszri ideig a Fold forg6siira vonatkozi csilla-

giszati megfigyel6seken alapult. A pontos atomorak (ezek bizonyos atomok

irltal kibocsiitott elektromiigneses sugilrziis rezgesszitmiinak rlllandosiig6n

alapulnak) feltakilisa ota kideriilt, hogy a Fold forg6sa bonyolult m6don

viiltozik l:108 ar6nyban (ami 6vente kb. 0,3 m6sodpercnek felel meg). A2-l

irbra a nap hosszirsiigrlnak viitozirsitt mutatja! A mer6seket nehiinyszor l0-r3

vagy 1Q-la pontoss6ggal osszeegyeztetett atom6r6kkal v6gezt6k. A Fold for-

giisi sebesseg6t olyan t1nyez6k befoly6solj6k, mint a sarki j6gsapk6k id6sza-

kos olvadasa, a szok56r, a napfolt tev6kenysdg (ez a fold l6gkorenek korfor-

gitsitt befoly6solja) valamint a foldreng6sek. A Fold forg6s6nak villtozhsa

miatt 1967-ben a 13. Altal6nos eme Sirly 6s Mer6siigyi Konferenci6n r6szt-

vevd harmincnyolc orszdg atomi id5-szabv6nyt fogadott el.

A hosszm6rt6k etalon eredetileg eEy, a franciaorsz5gi Sdvresben Srzott

platina-iridium rird k6t jelz6se kozotti t6volsilg volt. Ezt a m6ter szabv6nyt

rigy viilas ztotthk, hogy a P6rizson keresztiil halado d6lkornek az eszaki sa-

roktol az egyenlitciig huzodo szakaszinak hossza l07m legyen. A k6s6bbi m6-

r6sek azonban azt mutattrlk, hogy a d6lkornegyed hossz6nak tizmilliomod

r6sz6t5f az etalon koriilbeliil0,0230 -kal elt6r'
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6vek

2-l Si}ra
A nap hossztisiigLnak a viitozi.sai'
osszehasonlitva az atomorilval m6rt

id6tartamot a Fold forg6siln alapul6

id6tartam m6r6sekkel
1956 57



2-2 6bra
T6vols6gok 6s m6r6siik m6dszere'
a) A ktlonlegesen kicsiny tiivolsii-
gok sokkal megbizhatobban m6rhe-
tdk, mint a nagyon nagYok, mert a

kis m6retek tartom6ny6ban tobb

b)

egymiist ritfed6 m6dszer l6tezik.
b) A csillag|szatr tiivols6gok m6r6se

a t5volsiig noveked6s6vel
egyre pontatlanabbri v6lik.

2.2TEr 6s id6 m6r6se

Tov6bbi a nagy t6vols6gok mer6-

s6re szol96lo eljrir6sok kalibr6cioja
(hitelesitese) a kisebb t6vols6gok
m6r6s6nek helyessegen mirlik.

t6vols6gok

H

t
I

proton 6s neutron
sugara

r-i makromolekul6k
molekul6k sejtek

virusok

M6dszerek elektron dffiakci6

y 6s r<intgen difrakcio

optikai nagy it6 haszn|lata

line6ris hosszm6r6s

fdnymikroszk6p

eleltronmikroszk6p

a)
t6vols6

Tr[rgyak

hegyek

neutron-
csillagok

a bolyg6k a bolyg6p6ly6k
merete sugara

a legk<izelebbi 6ll6csillag t6vols6ga
' 

(beleertve a feh6r t<irpeket) 
'

a F<ild-Hold t6vols6g a F<ild-Nap tivolsig

+
a legk<izelebbi

6116csillag
t6vols6ga

(feny6v)
galaxisok ,

r----.--------; l
atmeroje

grimbhalmazok
fitmercje

l o t  l o l

, galaxisok kiizcittr

@
I
I

a legkcizelebbi galaxis
livols6ga

radar-visszhang

ftildhoz kapcsolt hiromsz<igel6s

a csillagok
parallaxis6nak

mdrdse
I  ' r  r|  |  acepheldeKval toza-

s6nak kiertekelese

a spektrumvonalak
Dopp ler-eltol6d6s6nak

kiertekelese

Hobble-t<irv-6nv

t6vols6sm6r6k+
hasznalata

, (csillag6tmer6k) ,

c sillagiszati interferometria 6s
(els5dlegesen) a f6nyess6g-

t6vols6g <isszefiigg6s
kiert6kelese

fti6gi csillagok
jellemz6inek

vizssSlata

a szuper6ri6s csillagok
tanulm6nyozasa

a saryemovak vtzsgSlata

a galaxisok
tanulm6nvozAsa



l0 Z t Egyenesvonahi mozg6sok

Enn6l sokkal nagyobb probl6mrit jelentett azonban az, hogy a m6ter
etalon term6szeti katasztr6f6k, hdborrik, vagy rabl6t6mad6s sorSn bilrmikor
megsemmistlhetett volna. Tov6bbi neh6zs6get okozott a pontos etalon-
m6solatok elk6szit6se a felhaszn6l6 orsz6gok sz6m6ra. Emiatt 1960-ban a
hosszegyslg szabvhnyt tijra meghatiiroztftk, 6s k6t atomi energiaszint kozotti
elektroniitmenet sor6n kibocsiitott f6ny hulliimhosszhhoz kotott6k. A legrijabb
megrillapodrlst 1983-ban fogadtiik el; eszerint a hosszegys6get azzal a t6vol-
sriggal defini6ljuk, amit a vfkuumban terjed6 f6ny meghat6rozott iddtartam
alatt megtesz. Ily m6don a hossz- 6s id6egys6gk6nt elfogadott hosszrisilg 6s
id6tartam brirmikor reprodukiilhat6, ha ismerjrik a szi.ikseges berendez6sek 6s
a megfelel6 m6r6si elj6rrlsok leir6siit. Nem sziiks6ges tobb6 m6solatokat ke-
sziteni az etalonr6l! A 2-2 ihra n6h6ny jellegzetes objektum meret6nek nagy-
srigrendj6t 6s az egyes m6rettartomilnyokban haszn6latos m6r6si modszereket
mutatja.

M6rt6ke gys 6gek, m6rt6krendszerek

Az Altalilnos Sirly 6s M6r6si.igyi Konferencia rendszeresen tart ossze-
joveteleket, amelyen irj mertekegysegek elfogad6sdt ajhnlja. Ebben a konyv-
ben is tobbnyire a Suly es M6resiigyi Konferencia 6ltal javasolt SI rendszer-
k6nt (Systeme Internationale d'Unites) ismert mert6k 6s rovidit6srendszert
hasznilljuk, amit m6r az egesz vil6gon szinte mindeniitt elfogadtak.

A jelol6srendszer a kovetkez6: azokat a mert6kegys6geket, amelyeke!
tud6sok tisztelet6re neveztek el, kis kezdSbetiivel irjuk, ha a teljes ,r.,r.t ti!
irjuk. Rovidit6sril azonban a n6v nagy kezdlbetiij6t hasznriljuk. P6ld6ul:
newton (N). Az egyes 6s a tobbes sziimban a rovidit6s ugyanaz, 6s a rovidit6s
utSn nem tesz[ink pontot. Ha k6t m6rt6kegys6get egyttt haszn6lunk, akkor
kotcijellel viilasztjuk el 5ket, roviditett jeliiket azonban ponttal. P6ldriul:
newton-meter, de N.m. A m6rt6kegys6gek oszt6siit tortvonall aL, vagy negativ
kitev6vel jeloljiik. P6ldriul: m/s vagy m's-' A tobb szrimjegyff mennyisegeket
a tizedesvesszdtdl jobbra 6s balra is hiirmas csoportokra osztva irjuk le. (Pl.
123 456,789 87)

Az id6 es hosszusitg szabvitnyositott m6rt6kegys6gei a kovetkezcik:

Az idftartam egysEgez Az iddtartam alapegysege a szekundum, vagy
m6sodperc, jele: s. A mdsodperc, definicio szerint a c6zium 133-as
izotopjinak k6t meghat6rozott energiaszinde kozotti elektron6tmenet
sor6n kibocs6tott sugirzits periodusidejenek 9 192 631 770- szerese.

A hosszrisig egys6ge: A hosszrisiig alapegysege a m6ter, jele: m. A meter
az a hosszrisiig, amelyet a v6kuumban terjedci f6ny 11299 792 458 m6-
sodperc alatt megtesz.

A tort6nelem sor6n m6s idci- 6s hosszegys6geket is haszn6ltak.
Egyestilt Allamokban gyakran haszn6latos m6rtekegys6g volt p6ld6ul a
velyk (in), kib (ft), jard (yd) es a merfold (mi). 1959-ben a jardot az

1 yd: 0,9144 m (pontosan)

osszefiigg6ssel defini6lt6k. Ez egyenlrtekii a htivelyk

(pontosan)

definiciojrival. Ezek a m6rtekegysegek az angol m6rt6krendszerb6l erednek.
Konyviinkben alapvet6en mindentitt SI m6rt6kegys6geket haszniilunk. Az
Egyesiilt Allamokban 6s Anglirlban r6gebben haszn6latos egysegek alkalma-
zitsitt a m6rt6kegys6gek kozotti irtszirmititst bemutato p6ldrikrakorliftozzuk.

A Nemzetkiizi M6rt6kegys6grendszer prefixumai (el6tagiai)

Az SI rendszerben az alapegys6gek meghatilrozott t<ibbszoroseit a m6r-
t6kegys6gek neve ele tett szavacsk6kkal, elStagokkal vagy prefixumokkal
jelolji.ik. Az elStagok megmutatjiik, hogy az egyslgnektiz melyik hatvhny|-

Az
hti-



2.2Tbr es id6 m6r6se

2-3 6,J;.ra
Cezium6ra az USA Allami

Meresiigyi Hivatal6ban (National

Bureau of Standards).

val vett szorzatirol van szo. A 2-1 tilblfLzat az S[ rendszer prefixumait mu-

tat ja.N6hanyregihosszegys6getegyestudom6ny6gakbanmaishaszn6lunk,
b6tazSlegysegekfokozatosankiszorit j6k6ket.Kett6temlit i ink:

1 angstrom (A): 10-ro m

I mikron (Lr) : l0 " m

Az angstrrimc)t a XIX-ik sz1zadi sv6d fizikusrol A' J' Angstomr6l nevezt6k

el ,amikronpediga' ,nagyonkicsiny ' ' je lentesi igorogszobolszarmazlk '
A sz6mertekeket gyakran ut ig"n k6nyelmes, fn' norm6l alakban irjuk

fel, ahol tizhatvinyait haszn6ljuk u, "gy €'s tiz koze esci ert6kti sz6mok szor-

zoik6nt. Az 1926 szdmot p6ld6ut t,g21xt03-kent irjuk fel, a 0'00! 371-et

O.Jig 
j,Zlxl0-4-k6nt. (A ,ia^itt gepes programokban atizhatvitny kifejezese-

re azEbetrit haszn6ljuk, ekkor ut JA^B k6t sz6mot 1,296 E3 illetve 3'7184

-k6nt adjuk meg.

2.3 M6rt6kegYs6gek fitszfmitrlsa

Ha egy egyenletbe numerikus 6rtekeket helyettesiti'ink be, akkor mindv6gig

ugyanazokat a m6rtekegysegeket kell haszn6lnunk' Egy osszefiigg6s sebes-

s6g jelleg ii tagtrinar. ,rrJiter."gys6g6t megadhatjuk pl. m/s -ban, de barmely

m6s hosszusag es id6 mertek h6nyadot6bun is kifejezhetjiik' A sz6mitils

azonban csak akkor marad logikailag konzisztenl:.hu az adott probl6m6ban

mindigugyanazokatam€'r t lkegys6gekethaszn6l juk.Mindenhosszirs6got
kifejezheti.ink meterben 6s minden id6intervallumot m6sodpercben' nem ke-

verhetjtik ossze azonban a m6tert a kilom6terrel, ill' a m6sodpercet a nappal'

vagy az or6val.
Am6rt6kegys6gek6tsz6mitits6nakegyegyszeriim6dszereaz,haam6rt

6rt6ket az egymhsnak megfelel6 uj 6s t4i -e.t6kegysegek h6nyadosaival

szorozzuk.



vonalf mozg6sok

2-l.T6bl6zat. Az SI rendszer

3zorz6- prefixum
t6nvez6

eldtasiai
Szorz6- prefixum jel
t6n
10-'
l0-2
l0_3
10-6
l0-e
10-r2
l0-r5
l0 - rE

jel

l 0 r E

l 0 r 5

1 0 r 2

l0e

106

103

1 0 2

1 0 '

exa
peta
tera
gjga
mega
kilo
hecto*
deka*

Petddk

deci* d
centi* c
mill i  m
mikro tl
nano n
pico p
femto f
atto a

E
P
T
G
M
k
h
da

lOnwatt : 1 megawatt ( lMW)
l03m6ter: 1 kilom6ter ( I km )
10-3gramm: 1 mill igramm ( I mg )
l0-eszekundum: I nanoszekundum ( lns )

'F A legtobb kitev6 hiirom valamely tobbszorose, az ett6l elt6r6ket ritk6n hasznrlljuk. Kiv6tel

ez al6l a centi, ami a m6terrel kapcsolatban gyakran el6fordul.

l0-2m6ter:  I  cent imdter(  I  cm)

(Tov6bbi adatokat tartalmaz az A fi.iggel6k )

igy peldrlul a percben m6rt id6tartamot irgy szrlmitjuk rit m6sodpercekre,
12in

hogy megszoro zzuk a 
# 

h6nyadossal, a ldbban m6rt hosszus6got a -

h6nyadoss al szorozva kapjuk meg a hosszris6got hiivelykben. 
I

Ha egy hat hiivelyk per 6ra sebess6ggel
sodpercben kiv6njuk megadni, akkor ezt

, , ' K (  t (  ) ( t - ( ' ) ( t r t )'vleffi j l  r*,lt, t2ii)=

ebesseget liib per ma-
6don kapjuk meg:

f+

1,39  x  l0 -4  l :
S

6tsziimitilsi t6ny ez6k

Hasonl6 modon szitmithatjuk 6t egy gepko csi 72 km/6-s sebess6g6t m/s-ra:

72!y[ rooo m )f__U] _ 72ooo r = 2o m
h  \  l k m  i l 3 6 0 0 s J  3 6 0 0  s  s

-do'.i. i,er, 
"") r"k

A jelolesek haszniilatirban javasoljuk, hogy annak ellen6re, hogy

nyomtatott szovegekben gyakranhasznfilj6k a ferde vonalat az osztitsjelole-

s6re (pl. m/s), ezt a jek)lesmodot szigorilan kerilljiik el, ha egyenleteket irunk

/bl. Ekkor haszniiljunk mindig vizszintes vonalat tortvonalk6nt, mert igy sok-

kal konnyebb meg6llapitani, hogy mely mennyis6gek vannak a sz6mlSl6ban

6s melyek a nev ezSben. Ez megkonny iti a m6rt6kegys6gek egyszeriisit6s6t 6s

a sz6mokkal valo miiveleteket is.

Pontoss 69, 6rt6kes j egyek

A fizikai m6r6sek eredm6nyeinek feliriisakor kiilonbs6get szok6s tenni pl. a

4,2 m, lll. 4,20 m alakban felirt adatok kozott. Az els6 csak k6t jegyre pontos,

mig a mrisodik azt jelzi, hogy az adat h6rom 6rt6kes jegy pontoss6ggal van

megadva. Az utols6 leirt szdmjegyet tekintjilk az elsd bizonytalan iegynek.
Bizonyos m6rt6kig azonban m6g igy is el6fordulhat kett6s lrtelmezes. Az

1800 m alakban felirt adat eset6n p6ld6ul az utols6 helyen 6116 k6t z6rus je-

kriszo kigyo s
a kovetkez6 m

ft
0,0001 39 - =

S



2. 4 Koordin6tarendszerek 6s vonatko ztatilsi rendszerek

lolhet 6rt6kes jegyet, de lehets6ges az is, hogy pusztiin a tizedesvessz6 hely6t

jeloli ki. A norm6l alak felhasznillfusitval ez a,,k6t6rtelmiis6g" elkeri.ilhetS. Az-1,8'10' 
m alakban felirt szilm k6t 6rtekes jegyet tartalmaz, mig az 1,800'103 m

n6gyet. A 0,00005 szhm - amint az 5.10{ felirrisb6l azonnal l6that6 - csak

egy jegyre pontos, mert a tizedesvesszSt kozvetleni.il kovet6 z6rusok nem

6rt6kesek.
A sz6mok osszeg6ben 6s ktlonbseg6ben a tizedesjegyek sz6m6nak meg

kell egyeznie a kevesebb tizedesjegyet tartalmaz6 tag tizedesjegyeinek szii-

m6val. lgy a 472 + 3,64 osszeadiis helyes eredm6nye nem 475,64, hanem a

kerekit6ssel'kapott 476.Hasonl6an 6ltal6nos szabily az,hogy a szorz6sok 6s

oszt6sok eredm6nye nem tartalmazhat tobb 6rt6kes jegyet, mint a kevesbd

pontos t6nyez6. F.z6rt az 5,7624x2,60 szorzhs eredm6nye nem 14,8824 ha-

nem 14,9 (az 6rt6kes jegyek szilma ugyanannyi, mint a2,60 t6nyez6ben). A

kerekit6ssel azonban c6lszerii a szirmolils utols6 lepes6ig viirni.

Ebben a konyvb en az egyszeriis6g kedv66rt gyakorlati szab|lyt alkal-

mazzuk. Minden meeadott adatot eleeendSen pontosnak tekin-ttink ahhoz.

hogv a v6eeredm6nvt h6rom 6rt6kes jesvre lehessen kerekiteni. Igy pl. a 2 s-

k6nt megadott adatot a sz6mit6sok sor6n 2,00 s -kent kezeljtik.

Tudatiiban kell lenni.ink azonban annak, hogy a laboratoriumi m6r6-

sekb6l nyert adatok eset6n az 6rtekes jegyeknek a m6r6si hib6k miatt rendki-

viil nagy jelentSs6ge van, es a m6r6sek ki6rtekel6s6hez a fentiekn6l sokkal

bonyolultabb szabillyokat kell elsaj6titani. Egyetlen 6ltal6nosan elfogadott

gyakorlatra hivjuk csak fel a figyelmet. Amikor ismerjiik a kiserleti eredm6-

nyek bizonytalans6giit, akkor a meresi hib6t szok6s explicit modon is megad-

ni. Egy t6volsilgadat eset6n pl. a kovetkez6keppen'.7,75 t 0'04 m. Itt, ha nem

haszn6lunk m6s konvenci6t, akkor a megjelolt 6rt6ktartom6ny azt jelenti,

hogy a valodi ertek 66oh-os val6szinffsdggel a megielolt intervallumba, ill.

3 4o/o- os val osziniis6 g ge I az interv al I um on ki viil re e s ik.

2.4 Koordinftarendszerek 6s vonatkoztatfsi
rendszerek

Egy t6rbeli pont helyzetenek meghat|rozirsl,hoz ismerni.ink kell egy adott

pontt6l m6rt tavolsdgat, valamint azt, hogy milyen irdnyban van tdle- Ezek

legegyszeriibben irgy adhat6k meg, ha el6szor felveszi.ink egy koordinita-

rendszert. Leggyakrabban a jol ismert Descartes'-/ille, vagy der6kszogii

koordin6tarendszert haszn6ljuk. A koordiniitarendszer felv6tel6hez ki kell

jelolni annak kezd5pontjht, az origot,6s meghathrozott ir6nyokat, a tengelye-

ket, F,z lehetdve teszi a t6rbeli pontok helyzet6nek azonosit6s6t az ottg6hoz

es a tengelyekhez k6pest. Kideriil az is, hogy minden koordindtarendszer,

amely egym6shoz k6pest nyugalomban van, igen szoros kapcsolatban van

egym6ssal, mert a testek mozgirsinak fontos jellemzcii a kiilonbozS koordi-

n6tarendszerekben m6rve egyenlclek egym6ssal. Egy mozgo test sebessdge 6s

gyorsulasa peld6ul minden ilyen rendszerben ugyanakkora. Az egymishoz

k6pest nyugv6 koordiniitarendszerek osszess6ge vonatkoztatisi rendszert

k6pez. Vonatkoztat6si rendszert kapcsolhatunk p6ld6ul egy atommaghoz, a

laborasztalhoz, egy forgo iir6llom6shoz, a Naphoz vagy az iillocsillagokhoz

stb.

( m )

( m /

2-4 S.}.ra
Egy P pont helyzetdt a sikban
Descartes-f6le koordin6tSkkal adjuk
meg (x1, yr): (3 m, 2 m)

' A ..kerekites" aztjelenti, hogy az utols6 megmarad6 jegyet v6ltozatlanul hagyjuk, ha az

elhagyott 5-n6l kisebb, de eggyel noveljrik, ha az elhagyottjegy 5 vagy nagyobb.
' R"n6-Descartes (1596-1650) francia matematikus-fi loz6fus, az analit ikus geometria kifej-

lesztdje. 6 k6szitett el6szor - a der6kszcigii koordin6tarendszer felhaszniil6s6val - grafi-

konokat fiiggv6nyek 6br 6zol6sir a.
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A r6szecske helye., A r6szecske helye
rr1 id6pillanatban I 12 id6pillanatban

l l
t i

_f__r____!_+ !
0 r  i  :

l - - l [ - - - _ + !  :

l-'rz -i

2-5 S,}.ra
Az egydimenzi6s koordiniltarendszer
origojiival 6s tengely6vel jelolhetci ki.
A tengely pozitiv irinydt a melle irt -r
jelzi.

A 2-4 6bra egy sikbeli Descartes-f6le koordin6tarendszert mutat be.
Tengelyei mer6legesen metszik egym6st az orig6ban, 6s a tengelyekre
egyenl6 hosszris6gokat (sk6l6t) vitttink fel. Az egys6gek dimenzioj6t (tobb-
nyire z6r6jelben) mindk6t tengely mellett fel ttintetjiik. A tengelyek az ori-
got6l indulva kijelolnek egy-egy ir6nyt, amelyeket x-szel 6s y-nal jeloltink.

A koordinifiikat a nyil irriny6ban pozitivnak, az ellent6tes irilnyban pedig
negativnak tekintjilk. A sik minden pontja egy szilmprlrral jellemezhetS,

amelyet x 6s y koordinatdlcnak neveziink. Egy pont koordinrit6i a tengelyektdl
m6rt tilvols6gokkal egyenl6k. A 2-4 6br6n bejelolt P pont p6ld6ul az y ten-
gelyt<il 3 m tiivolsilgban az x tengelyt6l pedig2 m trivols6gban van; igy a P
pont x 6s y koordinifiiri (3 m, 2 m). Az elsd szitm mindig az x, a milsodik pe-
dig azy koordin6t6t jeloli.

2.5 Hely, elmozdulfs, sebess6g 6s sebess6gvektor

Ahhoz, hogy egy r6szecske t6rbeli mozgirsitt leirjuk, azt is meg kell monda-
nunk, hogy egy adott pillanatban milyen gyorsan 6s milyen ir6nyban mozog.
Az az elk6pzel6s, hogy egy test egy adott terbeli helyen van 6s kozben mo-

zog,kenyes 6s nehezen erthet6 probl6ma 6s a 2000 6vvel ezelStti filozofuso-

kat is rendkivtili m6don izgatta. Zenon (i.e. 450135) gorog filoz6fus peldriul

tobb, azota hiresse viilt paradoxont is alapozott a sebess6gfogalom zavar-

baejtd von6saira. A neh6zs6gek ma m6r 6rthetSek, hiszen a sebess6g fogal-

mifi a Newton (1642-1727) 6s Leibniz (1646-1716) iital kifejlesztett diffe-

renciiiszitmit6s el6tt nem is lehetett pontosan definirilni. A kovetkezdkben a

sebess6g fogalm6t nagyon gondosan 6rtelmezzi.ik 6s magyarilzzuk, mert

egyike a mechanika legalapvet6bb fogalmainak. Itt vezetji.ik be azokat a

szabv6nyos jelol6seket is, amelyeket a kovetkezdkben majd folyamatosan
haszn6lunk.

Vegytink fel mindenekelStt egy egydimenzi6s koordindtarendszert, je-

loljiik ki az orig6t 6s a pozitiv x tengelyt (2-5 6bra). Tegyiik fel, hogy a P

r6szecske a f, iddpillanatban az xrhelyen van. Ha a rtszecske mozog, akkor a

t, idiplllanatban uj, x, helyre keriil; 1zt mondjuk, hogy a r6szecske elmoz-

dulisa xz-xt. Ezt gyakran a gorog / jellel fejezzik ki, ami iitalihan egy

mennyis6 g megvaltozdsara utal.lgy az

Elmozdul6s A , x - ( x z - r r )

A Ax kifejez6sek mindig az adott x mennyisl,g vegsri 6s kezdeti 6rt6k6nek

kiilonbseg6t jelentik. A pozitiv Ax 6rtdk pozitiv x irinyt, a negativ -x irilnyu

elmozdul6st jelol.
Az ritlagsebess6get a piiya ment6n megtett teljes rit 6s a megt6tellhez

sziiks6ges osszes idci h6nyadosa adja.

(2-r)

(2-2)Atlagsebess6g
, Gszes ft

Atlassebess6s:
Gszes id6

Tegyiik fel p6ld6ul, hogy 3 6ra alatt 150 km t6volsrigba jutottunk el. A teljes

irtra vett 6tlagsebess6g (megtett rit )/(osszes id6;: 150 km/3 h:50 km/h.

Figyeljtik ffieg, hogy az ittlagsebess6g nem ad inform6ciot a mozg6,s r6szle-

teir6l! Lehets6ges, hogy az ift egy r6sz6t 65 km/h - sebess6ggel tettiik meg,

majd megiilltunk, hogy f6nyk6pfelvetelt k6szitstink, 6s a tov6bbiakban 60

km/h sebess6ggel haladtunk. A most definirllt iitlagsebess6g term6szetesen a

mozgis iriiny6rol sem mond semmit.
A kovetkez6kben az egyenesvonalir mozg6s ir6nyilnak figyelembev6-

tel6re defi nirllj uk a vu,, 6tl agsebess 6 g-vektort.



2.5 Hely, elmozdul6s, sebess6g es

Atlagsebess6g

Vektor'

Elmozdulas
v ̂ tt = 

6rr* td6

Lrc (* ,  -  x,)
Y  ! , r  -a t r  

L t  ( t ,  -  t , )
(2-3)

Itt vu,, az elmozdul6s el6jel6t6l fiigg6en pozitiv 6s negativ is lehet. A pozitiv

6rt6k azt jelenti, hogy a sebess6g a pozitiv.r iriinyba mutat, a negativ pedig

azt,hogy a sebess6g -x irhny6. A kovetkezl p6lda segit abban, hogy az ifilag-

sebess6g 6s az ifilagsebess6g-vektor kozotti ktilonbs6get viliigosan meg6rtsiik.

Egy atl'ta egyenes riton kocogva 30 perc alatt 6 km-t tesz meg. Ez-

ut6n megfordul 6s 20 perc alatt 2 km-t visszagyalogol. Hatinozzuk

meg: a) az atllta elmozdul6s6t a kiindul6 helyzethez k6pest, b) 6tlag-

sebess6get a teljes irton, c) ritlagsebess6g-vektoriit a teljes irton, d) az

dtlagsebess6g-vektort a futva (kocogva) megtett szakaszon, e) a gya-

I o golva me gtett szakaszr a vonatkoz6 iitl agsebes s6 g-vektort.

MEGOLDAS

Els6 l6pesk6nt, vinlatot k6sziti.ink a mozg6sr6l, a 2-6la itbrin bejelol-

jiik, hogy a koordin6tarendszer kezd6pontjriul az atllta kiindul6si he-

ly6t vflasztjuk, valamint megjeloltiik a mozg6s jellegzetes pontjait is.

A kovetkez6kben a megoldiis sor6n felhaszn6lt jelol6seket es adatokat

csoportositjuk:

hely idd

kocogiis ro: 0 /r : 0

x ,  : 6  k m  / '  : 3 0  P e r c
gyalogl6s xz:4 kmr / r :50 Perc

a) A fut6 az x0: 0 pontbol indult 6s az xz:4 km pontba jutott el.

A Ax elmozdul6s a v6gs6 6s kezdeti 6rt6k ktilonbs6ge:

A x  =  x z - x r  = 4  k m - 0 - 4  k m

b) A mozgits sor6n megtett osszes 0t 6 km + 2 km : 8 km, az'(tt

megt6telehez sztikseges teljes idci pedig 30 perc + 20 perc : 50

perc (2-6lb ribra). A teljes irtra vonatksz6an az

Atlagsebess6g : Yt*tt",Tl, = #- = 0,1 60 
km

- --- -a 
Gszes id6 50 Perc Perc

c) A teljes irtra vonatkozo 6tlagsebesseg-vektor:

v , { t r  = & =  x z - x o  = i l - - o ^ = o , o 8 o  k m

L t  t r - t o  5 0 p e r c - 0  P e r c

Ismetelten felhivjuk a figyelmet arra, hogy a vfitozitsokat mindig a

vegsci es kezdeti 6rtek killdnbsegekent kell kisz6mitani.

d) Az itt futva megtett rlszlre sz6molva; a kezdeti 6s v6gs6 hely- 6s

i d6ko ordi nithk rendre :

r o  = 0 k m ,  / o  = 0 P e r c '  x ,  = 6 k m ,  / r  = 3 0 P e r c

Helyzet /o: O-kor

I
I
i
I
|  ,  t * - - - ' t  - , a

ol  2  1  6  (k rnr

!- 
irz .------*l 

i
l- -rr.----.-.-----------*l

( a l

( k m  t
6

4

2

2-6 i,}.ra
A 2-l p6ld6hoz

20 30 -10

( b )

""  
{perc;

t

Az 6tlag6rt6k m6sik jele a betii felett elhelyezett von6s va,r = V (olvasd v6 feltilvon6s)



vonahi mozg6sok

lgy az atllta 6tlagsebess6g-vektora erre a szakaszra

v ; , t = y  - x r - x o  = . 9 k - - 0 ^  = 0 , 2 0 0  
k m  

( k o c o g 6 s )a t '  
A , t  t r - to  3Operc-0  perc

e) A gyalogolva megtett szakaszra a kezdeti 6s v6gs6 hely- 6s idciko-
ordiniitSk rendre:

r r  =  6km,  t r  =3}perc ,  xz  =4km,  tz  =  S0perc ,

I 6ta 6tlagsebe s s6 g-vektora a gy alo glitsi szakaszon

az at-

L x  x z -  x t
v  ! . 1  

-

. r t  A r  t  - ta L  o 2  o l

4 k m - 6 k m

50 perc - 30 perc
= 2k- =-o,loo9 (.etu)

2}perc perc

a) A P, es P, pontokat osszekot6

e gyenes szakasz meredekse ge
Ax/A t.

l''arr-l
l- Afz -*l
l + n f , +r  - . r  ' l

b) A At id6tartam rovidi.il6s6vel
az adott iddtartamhoz tartoz6
v6 gpontokat osszekot6 egyenes
szakaszok meredeks6ge a gor-

be P, pontbeli 6rintSj6nek

ir6nytangens6hez tart (Pr-et a tt

id6pillanat hatir ozza me g).

2-7 S,}.ra
Egyenes vonalon mozg6 r6szecske
hely-id6 grafikonja

, A negativ elcijel azt jelenti, hogy a sebesseg irinya-x.

Figyelmeztetes: Az atllta teljes mozg6s6nak iitlagsebesseg-vektora
nem egyszerften a fut6si 6s gyalogl6si szakaszra meghatitrozott sebes-

segek ifilaga, hiszen a k6t mozgirsszakasz nem azonos ideig tartott.

A PILLANATNYI SEBESSEG

Az el6z6 szakaszban definirllt 6tlagsebesseg 6s iltlagsebess6g-vektor csak

akkor igazin hasznos, haamozg6st eg6sz6ben akarjuk jellemezni. A mozg6s

finomabb r6szleteire figyelve definiiilhat6 a pillanatnyi sebessbg, ami a moz'

gilst egy adott idcipillanatban jellemzi. Mivel ezt a fogalmat legegyszeriibb
grafikus fton bevezetni, tekintstik a2-Tlaitbrdt, ami egy mozgo pont helyze-

t6t mutatj a az id6 fiiggveny6ben. Az ihr6n is l6thato gorbevonalir grafikon

eset6n arra a kovetkeztet6sre kell jutnunk, hogy a test a mozgits kezdetekor
gyorsabban mozgott, mint a v6g6n. (Ezt onnan vehetjiik 6szre, hogy a hely-

koordin6ta a mozgiis kezdete kozel6ben 1 m6sodperc alatt tobbet v|ltozott,

mint a mozg6s v6gsci szakaszin.)
A 2-3 egyenlet szerint a tr, t, id6intervallumra az i$lagsebesseg v,i,l =

Ax/At. Ez az ardny a t, idcipillanathoz tartozo P, pontbol a t, id6plllanathoz

tartozo P, v6gpontig tarto egyenes meredeks6ge. Tekintsi.ik most a 2-7lb 6b-

rftt. Az egyre rovidebb Atr, A\, Ata,"", id6intervallumokat v6ve, a kapott

egyenesek meredeksdge fokozatosan novekszik. Amennyiben a /r rendkiviil

kicsinny6 viilik, akkor a Ax/Ar meredekseg a gorbe r, id6pillanatbeli 6rint6-
j6nek ir6nytangens6hez kozelit. Ebben a hatfrl,rtek-kepzesi folyamatban az

id6intervallum rovidiil6s6vel a helykoordin6ta is egyre kisebb lesz 6s egyen-

k6nt mind /x, mind At zerushoz tart. A Ax/At arany (melyet killdnbsegi hd-

nyadosnak is neveziink), egy jol meghat6rozott lrtekhez, a /, idcipillanathoz

tartoz6 erintS ir6nytangens6hez tart.Eztazerteketnevezzikatr-heztartozo v

pillanatnyi sebess6gnek. A fentiekben leirt hat6rlrtlk-kdpzesi folyamatot

matematikbilag a kovetez6k6ppen j eloljiik :

Pillanatnyi
sebess6g, v
(a r iddpontban)

i . Ax dx
v =  l l m - = -

^t-+0 A/ dt

Szavakbaflr ,,A v pillanatnyi sebess6g a Ax/A/ ki.ilonbs6gi h6nyados hat6rer-

t6k6vel egyenl6, mid6n At zlrushoz tart." A hat6r6rt6ket Ax/A/ -vel jeloljiik

6s az x(r) fiiggv6ny t szerinti derivrlltjdnak nevezztik. A r-beli pillanatnyi se-

bess6g geometriai jelent6se, mint m6r emlitettiik, az x(t) ./iiggveny gra/ikon-

jan a t pillanathoz tartozf pontban hilzott drintd irdnytangense. (Ha az x(t)

gorbe alakja analitikusan is megadhat6, akkor a derivii|s algebrai irton is

elv6gezhet6. N6h6ny fiiggv6ny deriv6ltjiit a G-I fiiggel6k tartalmazza.) Meg-
jegyezzik, hogy a pillanatnyi sebessdg kifejez6s helyett, ha nem 6rthet6 f6l-

re, gyakran roviden csak sebesseget mondunk.

P; pontbeli erintd



2.5 Hely, elmozdul6s, se 6s sebess6gvektor

A 2-8 6brin a pozitiv x tengely ment6n mozgo r6szecske helyzet-idf
fiiggv6ny6bri$a lSthato. A rdszecske el6szor apozitiv x irinyba mozog, majd
sebess6g6nek iriiny6t megviiltoztatva visszat6r a kiindulo pontba. A tt idf-
pontban a gorbe meredekslge pozitiv, igy a pillanatnyi sebesseg is pozitiv
ir6nyba mutat. A t, a meredeks6g 0, ami azt jelzi, hogy (ekkor fordul meg a
test) a sebess6g z6rus. A /3 id6pontban a meredeks6g negativ, s ez azt mutat-
ja, hogy a sebess6g negativ irrinyri.

A pillanatnyi sebess6g nagysiiga megegyezik a pillanatnyi sebesseg
abszoltit ertekevel. A kovetkez6kben rovid magyarhzatot fiizi.ink a sebesse-
gekkel kapcsolatban gyakran zavart okoz6 n6hiiny t6nyhez. A sebess6 g szot -

amint milr kideri.ilt - sokf6le 6rtelemben haszn6ljuk, mert maga a fogalom
igen sokr6tii. Sebessegnek nevezzik a pillanatnyi sebess6gvektort, de gyak-
ran a pillanatnyi sebess6g abszolft 6rt6ket is. Hasonlok6ppen az 6tlagsebes-
s6g sz6t haszniiljuk a megtett rit 6s osszes id6 hrinyadosdnak jelol6s6re, s
gyakran az itlagsebesseg-vektor helyett is. (Az utobbit a teljes elmozdul6s 6s
az ehhez szriks6ges id6 hrinyados6val 6rtelmezti.ik ) A roviditett szohaszn|lat
fitalihan nem okoz gondot, amennyiben azonban az emlitett fogalmakat egy-
szerre 6s egym6st6l megkiilonboztetve kivilnjuk haszn6lni, akkor mindig a
fogalom pontos nev6t kell haszn6lni.. Fclhivjuk tov6bbii a figyelmet arra,
hogy ha a pillanatnyi sebess6g definiciojiihoz hasonlo elj6r6st kovettink a
megtett utakkal, akkor a pillanatnyi sebess6g abszolft 6rt6k6vel megegyezci
skal6ris sebesseghez jutunk. Az |tlagsebess6gek eseten ez nem teljesiil, hi-
szen az 6tlagsebess6g nem egyezik az |tlagsebess6g-vektor nagysirgival. Az
indianapolisi 500-as aut6verseny gyciztese pl. (beleertve a depokban valo
megdll6sokat is) 256 kmlh 6tlagsebess6get 6rt el. A verseny c6lpontja azon-
ban megegyezett a starthellyel, igy a teljcs elmozdul6s 6s ennck megfelelcien
az atlagsebess6g-vektor is z6rus. Nagyon fontos teh6t, hogy a megtett utra 6s
az elmozdul6sra sz6mitott dtlagsebess6gek kozotti kiilonbseget biztosan ert-
si.ik. Szerencs6re azonban a kovetkezSkben tobbnyire egy adott idcipillanatra
vonatkoz6 sebesseg6rt6kekkel foglalkozunk, ahol az |tlagsebessegekkel kap-
csolatos problema nem lep fel.

Egy pontszerii test az x: l0l fiiggv6ny szerint v|ltoztatja helyzet6t,
ahol x-et m6terekben, t-t pedig miitodpercben merjiik. Hatarozzuk
meg; az 6tlagsebesseg-vektort a) 2 s 6s 3 s kozotti idciintervallumban,
valamint b) a2,0-2,1 s-ig tarto idciintervallumra.

MEGOLDAS

Vazoljuk fel el6szor az x(t) grafikont (paraboldt kapunk). Jclolj i ink bc
neh6ny jellegzetes hely- 6s idcjert6ket! (2-9 fhra.) Vezessiik be az
alSbbi je lo leseket:

helyzet

r r  = 4 0  m  t l

o 2

t 1

a) A 2 s es 3 s kozotti idSintervallumban az 6tlas. sebess6g-vektor:

Angol nyelven ezek a fogalmak kevdsb6 t6veszthet6k {issze, mert kiilon sz6 jel6li a sebes-

s6g abszolirt ert6ket (speed) es a sebessdg vektort (velocity) .

x2

x .
J

id6
= 2 , 0  s

= 2 , 1  s

= 3 , 0  s

2-8 i'}.ra
Egyenes vonalon mozgo r6szecske
he I yzet- i d6 ftggven y tbraj a

2-9 6,}.ra
A 2-2 plldi.}roz



_ y = x 3 - x t  _  9 0 m - 4 0 m  _  5 0 m  = 5 0 . 0 a
L t  t t - t r  3 s - l s  l s  s

b) A tr :2,1 s id6pontban a r6szecske az x2:  l \P :  10'(2,1)2:  44,1

m helyen van. A 2,0 s-2,1s id6tartamra vonatkoz6 iltlagsebesseg-

vektort a

A x  x , - x r  4 4 , 1 m - 4 0 m  4 , l m  , , ^ f f i= -  = - = - = - - - -
L t  t r . - t ,  2 , l s - 2 , 0 s  O , l s  s

osszefiigg6s adja.

A deriv6lt definiciojriban szerepll hatfurlrt6k-kepz6si eljiirris illusztr6-

l6s6ra hajtsuk v6gre a v=;i$* =# miiveletet az el6z5 p6ld6-

ban szerepll x : l\f fiiggv6ny szerint mozgo.r6szecske pillanatnyi

sebess6g - idd fiiggv6ny6nek megh atfirozhs|ra. Utmutatils: Vizsg6ljuk

xrhelyzetet a t, 6s tr: tt+ At id6pontban.

MEGOLDAS

Tekintsiik a Ax: xz-xt kicsiny elmozduliist, amelyet a rlszecske egy

rovid At : tr-t, id6tartam alatt tesz meg. Hajtsuk v6gre ezutin a

Lx dx
v = rrm - = -- hat6r6rt6k-k6pzesi miiveletet mid6n At tart z6rus-

N4o Lt dt

hoz. A r, id6pillanatban a r6szecske a

x r  = l Y l

helyen, kis id6vel k6s6bb, 4 tz: tt + At idcipontban pedig a

x, = lo(t, + Lt)z = ro[ri + 2tAt+ (Ar)'� ]

r Lx = 20tAr + 10(Ar)2

helven tal6lhato. A At idl alatt bekovetkez1 Ax elmozdul6s a

Lx  =  x ,  -  x t  =  ro [ l i  +  2 t ,L t  +  (Ar )2  ] -  ro r i

L x = 2 0 t t  L t + 1 0 ( A r ) 2

alakban adhat6 meg. Kovetkez6skeppen ^ + kiilonbs6gi h6nyados:
A,t

+ = 2ot, +to(At)
Lt

A At id6tartamot z6rushoz kozelitve a m6sodik tag is z6rushoz tart, s

ekozben az els6 tag 6rt6ke vftltozatlan, igy a /, idSpontban a v, pilla-

natnyi sebess6g

=  l i m  
M  

= 2 0 t ,
N--+0 fif

ad6dik. Mivel a /, id6pontra vonatkoz6an semmilyen kikot6st sem



tetttink, a kapott osszefiigg6s tetsz6leges / id6pontban 6rv6nyes. Az
6ltallnos sebess6g - idd fiiggv6ny tehilt:

A v: v(t) grafrkon egyenes vonal 6s pozitiv 6s negativ r 6rt6kek ese-
t6n egyaritnt 6rv6nyes. Figyeljiik meg, hogy t:2 s eset6n v: 40,0 m/s
sebess6g ad6dik. Ez az eredm6ny igen kozel esik az el5z5 p6ldrlban a
2,0 s - 2,1 s iddintervallumra kapott vu,,:40,1 m/s frtlkhez.

A k6s6bbiekben gyakran hasznilljuk majd az el6z6 feladatban kapott
iiltalilnos szabiiyt, ha x m6sodfokri fiiggv6ny (azaz x :Cf , ahol C iilland6),
akkor a v : dx/dt derivrilt v:C't lineiiris fiiggv6ny, ahol C' a C-t6l kiilonbozci
iillando. Altakiban fennrill

Ha x = Ctn , akkor + - nCt"-t (G-1. fiiggel6k 5. szabdty)
dt

A 2-10 ihra mutatja a miisodfokri fiiggv6nyekre vonatkoz6 szabiiyt.
A v: v(r) fiiggvenydbra minden pontban az x:"r(r) fiiggvenyilbra megfelelci
pontbeli 6rintcij6nek meredeks6g6t adja meg. Negativ t 6rt6kek eset6n a me-
redeks6g is negativ es abszolirt 6rt6kben anniil nagyobb, min6l meredekebb a
gorbe. A t :0 pontban az 6rtnt5 ir6nytangense z6rus. Pozitiv /-ertekekre pe-
dig pozitivvri v6lik.

2.6 A gyorsulfs

A leg6rdekesebb mozgrisfajtirk azok, amelyeknek a sebess6ge villtozik. Min-
denki, aki milr vezetett aut6t, s riil6pett a gizra, tudja, hogy mindennapi 6rte-
lemben a gyorsulas a g6pkocsi sebess6genek novekedes6t jelenti. A fizik6ban
azonban ez a kifejezes Sltaltrnosabb ertelmet nyer 6s a lassul6st is mag6ban
foglalja. Ha a At : t, - t, idltartam alatt egy test pillanatnyi sebess6ge Av :

vr- v,-6rt6kkel viiltozik, akkor iltlagos gyorsuliisa definicio szerint

Atlagos
gyorsuliis

A definici6 tartalmazza mind a gyorsul6st (au,, pozitiv), mind pedig a lassu-
l6st (au,, negativ). A gyorsul6s tehiit az idSegys6gre es6 sebesslgviitozits. Az
SI rendszerben ez m/s osztva miisodperccel, azazmls2.

A pillanatnyi gyorsul6st a pillanatnyi sebess6g definicioj6hoz hasonl6an
hat6r6rt6kk6nt 6rtelmezhetjtik, azaz a pillanatny.i gyorsul6s a AvlA/ ktilonbs6-
gi h6nyados hatiir6rt6ke, mid6n A/ z6rushoz tart' .

Parabola:

\.=to
\

0
( a )

Egyenes:
v  v :  c ' t

( b )

2-10 6bra
A b) ribr6n l6thato egyenes vonal min-
den pontban az a)-6briin l6thato para-
bola 6rintdjenek dxl dt meredeks6g6t
adja meg.

Pillanatnyi
gyorsulils

Av
A . r ,  =  -

A,t

Av dv
a =  l l m  - = -

N)0 Lt  dt

(2-s)

(2-6)

Szavakban: ,,e gyorsul6s egyenl6 a LvlAt kiilonbs6gi h6nyados hatiir6r-
t6k6vel, midSn At zerushoz tart. Ezt a hat6rert6ket a sebess6g idci szerinti
deriv6ltj6nak nevezziik 6s dvldt-vel jeloljiik. a v: v(r) grafikonon a r pilla-

natbeli a gyorsul6st a sebessdggrafikon t idripillanathoz tartoz6 pontjdban

meghuzott erintd irdnytangense adja meg. A gyorsulds sz6 az esetek tobbs6-

A pillanatnyi gyorsul6s m6sodik deriv6ltk6nt is kifejezhet6. Mivel

d v .  d ( d x \  d 2 x
U = - ,  a ! = - l  - t = - - - - - - -

d t  d t \ d t )  d t "
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2-ll6bra
A 2-4 plldfthoz

1
2

2
1

geben pillanatnyi gyorsuldsl jelent, ha kifejezetten au,r-r6l kivilnunk besz6lni,
akkor az atlagos gyorsulas kifejez6st hasznSljuk.

A gyorsul6s fogalm6nak meg6rtes6t segitheti a kovetkezo nehiny meg-
jegyzes. Ha egy test sebess6ge 6s a gyorsulilsa azonos elcijelii, akkor a test
gyorsul. Ha mind v mind a pozitiv, akkor a test pozitiv ir6nyban, ha pedig v
6s a is negativ akkor negativ iriinyban gyorsul. Amennyiben a gyorsul6s es a
sebess6g irhnya ellent6tes, akkor a test lassul. Ha p6ldriul v pozitiv 6s a nega-
tiv, akkor a test pozitiv iriinyban lassulva mozog. Amennyiben a sebess6g
negativ es a gyorsuliis pozitiv, akkor a test negativ ir6nyba mozog es lassui.

2.7 Az egyenesvonalf egyenletesen gyorsul6
mozgils kinematikai egyenletei

Miutiin definiilltuk az egyenes vonalon mozg6 pontszerii test x helyzetet, v

sebesseget ds a gyorsuldsdt, most n6h6ny, a feladatmegoldilsban rendkiviil

hasznos kinematikai osszefiiggest vezetiink le. Ezek az osszefiigg6sek semmi

olyan irj informrici6val nem szolg6lnak, amit a helyzetre, sebessegre 6s gyor-

sul6sra vonatkoz6 definiciok l6nyeg6ben ne tartalmazn6nak. Megis olyan

hasznos osszefiiggeseket fejeznek ki explicit form6ban, amelyek az egyenes-

vonalti mozg6ssal kapcsolatos feladatok megoldSsdnak kiindulopontj6ul

szolgSlhatnak.
Kiindul6sul vegytnk fel egy egydimenzi6s koordin6tarendszert, amely-

nek tengelye a vizsg6lt r6szecske mozg6s6nak ir6nyriba mutat. 86r a ke-

scibbiekben 6ltaliinosabb esetekkel is foglalkozunk, most szoritkozzunk az

Az x: 0 pontbol indulo r6szecske a 2-llla i,brin lfthat6 sebess6g -

idci fiiggv6ny szerint mozog. V6zoljuk fel a pillanatnyi gyorsul6st az
idci fiiggv6nyeben! Tiintesstik fel a mozgas jellegzetes pontjainak
megfelelS numerikus 6rt6keket is!

MEGOLDAS

Az a gyorsul6s meghat6rozishra haszn6ljuk fel az a :dvldt osszefiig-
gest. A derivrilt azokban a tartom6nyokban, ahol v line6risan v6ltozik
/-vel ,  megegyezikaAvlAt k i i lonbs6gi  h6nyadossal .  A /o:0 6s / ,  :2 s

idciintervallumban a fiiggv6nygorbe meredeks6ge pozitiv es 6llando 6s az

[ ' r -o l
\ s )
( 2 s - 0 )

osszefiigg6ssel adhato meg. A /, : 2 s 6s tr: 4 s kozotti id6inter-

vallumban a meredeks6g 6s igy a gyorsul6s is z6rus. A tr.: 4 s-tol a

t, : 5 s-ig tarto szakaszon a fiiggvenygorbe meredeks6ge negativ es

6 l l a n d o :  

[ o -  r l )

.  o '- ;=t}=|;=-2r
A 2-ll ib i,}.rdn a 2-11la ihr6n megadott sebess6g - id6 ft iggv6nynek
megfelelS gyorsul6s - id6 fiiggv6ny kithato.

L v  ( r '  -  u o )
u t -'  

A l  ( t , - t o )
- 1 *

)
It

I
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dllandf gyorsuld,sil mozgilsok vizsg6latdra. Ez a mozgiis el6g gyakori, igy
mozognak p6ld6ul a Fold kozel6ben szabadon es6 testek, amelyek g gyorsu-
l6sa 6llando (felt6ve term6szetesen, hogy a l6gellenrllliis elhanyagolhat6). A
kovetkez6kben a jelol6sek egyszerfisit6s6re az id6m6r6s lo:0 kezdeti id6-
pontot mindig a mozghs kezdet6vel azonositjuk. Az6rt, hogy a megoldiis a
legiitalfinosabb kezdeti felt6teleket kiel6gitse, feltessztik, hogy d kezdeti idci-
pontban adott az x"kezdeti elmozduliis 6s v,, kezdeti sebess6g. Allando gyor-
sul6sf mozg6sok eset6n az a prllanatnyi gyorsuliis megegyezrk az au,, 6tlagos
gyorsukissal:

v - v o

t - 0

amibril itr endezlssel a

v = vo * at (6lland6 a eset6n)

osszefiigg6shez jutunk. Ez a kinematikai feladatok megold6siiban rendkivtil
hasznos un. els6 kinematikai egyenlet. Ha ezt a sebess6g - id6 osszefiiggest
grafikusan rlbr6zoljuk (2-12 6bra), akkor a kapott egyenesbcil geometriai
megfontol6sokkal megkaphatjuk, hogy hogyan viiltozik a r6szecske helyzete
az id6ben. Gondolkozzunk a kovetkezSklppen Legyen d to:0 id6pontban a

kezd6sebess6g vo. Egy k6s6bbi t iddpontban a sebesslget a v: v0+ at eqye-

nes adja, amelynek meredeks6ge 6ppen a: LvlAt. Az 6,brin az egyenes alatti
satirozott teriilet ket reszre bonthat6. Az also, sotetebb t6glalap tertilete vot, a

fols6, enyh6bben 6rnyekolt h6romszog tertilete pedig ll2(v-v)t Osszeadva

ezeket a tertileteket, azt kapjuk, hogy

I v ^ + v )
Ter i i le t : l  '  l l

\ 2  )

Az utobbi formul6banta zilrojelben eppen a kezdeti 6s a vegsebessEg ittlaga
szerepel, ami a gyorsul6,s iillandos6ga miatt t verr: AxlAt iitlagsebesseg -

vektorral egyenl6. Felhaszn6lva, hogy /o:0 kovetkezt6ben fennii l a At: t-
osszefiigg6s, a Ax: x-xr, valamint a Ax: v,i,rt formul6k egybevet6s6b6l azt
kapjuk, hogy

Meredekseg' I

Av

A,t

[ A r " e v . n e s a l a t t i l  l ,  ,  (  ,  u ^ )
|  

- -  
l = v ^ t * - [ v - v ^ l t = l v ^ + - -  "  l t

f t e l j c s t e r i i l e t  I  
"  

2 '  
v '  

\ . "  2  2 )

Arny6kolt
tertilet: vet

rd5

(  v , ,  +  v)
x  -  xo : lT  

) ,  
(d l land6 a esetdn)

(2-7)

(2-8)

Osszehasonlitva a k6t utolso egyenletet, l6thato, hogy az x-x' eredri elmoz-
duliis megegyezik a v : v(t) grafikon alatti teriilettel. Az ered6 elmozdul6s es
a sebesseg - id6 fiiggvenyilbra alatti teriilets egyez6se nemcsak rllland6 gyor-
suliisir mozg6sokra, hanem iiltal6nosan is igaz,6s akkor is felhasznillhato, ha
bonyolult esetekben a sebesseg, nem-linerlris fiiggvenye az id<inek.

Behelyettesitve a (2-7) egyenletbe a v: v0 * a/ osszefiigg6st, majd az
eredmenyt ffirendezve megkapjuk a miisodik kinematikai egyenletnek neve-
zett formuliit:

' A ftiggvtnyt 6brizol6 gorbe alatti tenilet dimenzi6ja a v6ltoz6k 6ltal reprezent6lt fizikai

mennyis6gek dimenzi6jinak szorzata. P6ld6ul a 2-11 irbrd,n sebes.siget szorzunk iddvel,

hogy tertiletet kapjunk, ami most ftosszilsag dimenzi6jir:

I 
hossz 

lliaol = lhosszl
I  iao l ,  

- - ,  r - - - - - - r

sebess6g



I ,
x = x o * vnt * ^ at- (6lland6 gyorsulils eset6n)

v v )
(2-e)

(2-10)

A harmadik szint6n nagyon hasznos kinematikar
hatunk el, ha a (2-7) 6,s (2-9) egyenletekb6l eliminrlljuk
a

v '  =  vo '  +2a(x-"0)  (6 l land6aeset6n)

egyenlethez rigy jut-
az id6t. Eredmdnvtil

formul6t kapjuk.
Ez utobbi osszefiigg6s olyan feladatok lehet hasznos, amelyekben az idSt
nem ismerjiik.

A kinematikai egyenletek tov6bb egyszeriisithet6k, ha a koordiniita-
rendszer kezddpontj6t ott vessziik fel, ahol a r6szecske a t0:0 idSpontban

tart6zkodik. Ekkor ro : 0 6s igy k6t kinematikai egyenlet is egyszeriibb6 vri-

lik. Term6szetesen az orig6 nem mindig v6laszthat6 meg igy, amennyiben

azonban ez lehets6ges, akkor m6r kezdett6l fogva eggyel kevesebb param6-

terrel kell dolgoznunk.
Mivel a kinematikai egyenletek a tov6bbiakban rendkivi.il hasznosak,

m6gegyszer osszefoglaljuk 6ket. Minden egyenesvonalu, egyenletesen gyor-

sulo mozgdssal kapcsolatos probltma a kdvetkezri hdrom egyenlet /blhasz-
ndlasdvaI oldhat6 meg:

Tovdbbi hasznos dsszeJilggdseket kaphatunk az ifilagsebess6g felhasz-

n6l6s6val. Ha a gyorsuliis 5lland6, akkor:

x = x o * v u r r t

(2-r4)

(2-1s)

A fenti egyenletek - mint m6r hangsirlyoztuk - csak 6llando gyorsul6s mel-

lett 6rv6nyesek. Ha a gyorsul6s iddben viltozlk, akkor az rntegritlszilmit6s

felhasznilliis6val nyerhetiink a sebess6gre es a helykoordin6t6ra vonatkoz6

osszefiiggeseket (2-6, 2-7 p6lda). Megiegyezz;Jk m6g, hogy bir a helykoor-

dinrlta jeloles6re mindig x-et haszn6ltunk, term6szetesen hasonl6 egyenletek

irhatok fel az y 6s z iriinyir egyenesvonalir mozg6sokra is.

Megjegyzes az el6jelelcre vonatkozoan: A kinematikai egyenleteket

mindig pontosan a (2-11) - (2-15) formul6kkal megadott alakban kell felirni.

A kinematikai egyenletek ugyanis b6rmely koordiniitarendszerben azonos

form6ban ervenyesek, tekintet nelkill arra, hogy milyen iranyt vdlasztottunk

pozitivnak, ill. negat[vnak. Egy speciSlis koordin6tarendszer kiviilasztilsa (s

ezzel egyiitt a tengelyirilnyok kijelol6se) teh6t nem v6ltoztat az 6ltal6nos ki-

nematikai egyenletekben szerepl6 mennyis6gek kozotti kapcsolatokon.

A koordin6tarendszer villasztits csak az adatok ill. a param6terek elcijel6t

befoly6solja.
A szabadon es6 testek gyorsuliis-vektora peldrlul mindig lefel6 mutat.

E vektor nagysrlg6t mindig g jeloli.

v o + v
l ,
v i t l  

-

2

(2-rr)

(2-r2)

(2-r3)

Az egyenesvonalf egyenletesen gyorsul6 mozgris
kinematikai egyenletei

v = v o * e t  I
l , l

x = x0 * vot +- at- 
i  

(6l land6 gyorsulds eset6n)

)  2  ^ t  r  I
v - = v o  + / . a \ x - x o )  

|
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A gravit6ci6s gyorsuliis

a fold felszin6nu g:  9 ,81  m/s2

(h6rom 6rt6kes jegyre)

Amennyiben a felfel6 mutat6 ir6nyt vrllasztjuk pozitivnak, akkor a gravititcr-
os gyorsul6s hely6re a k6pletekben -g-t kell irni, ha v6laszt6sunk szerint a
lefel6 mutat6 ir6ny apozitiv, akkor a gyorsul6s +g-vel egyenl6.

A fiigg6leges mozgiisok eset6n a hely jelol6s6re az y-t haszniiljuk.
A koordin6tarendszer orig6ja legyen abban a pontban, ahol a labda a
/o : 0 id6pillanatban volt. Ekkor a kezdeti helyzet yo koordinhtbja z6-
rus. A v6lasztott pozitiv iriinyt egy rovid, a pozitiv ir6ny fel6 mutat6
tengelydarabkilval j elolj iik.

A pozitiv irfny felfel6 mutat

v
A pozitfv ir6ny lefel6 mutat

v o :  0 v o : 0

+ Tv 0
I

Felt6telezve, hogy a./bffble mu-
tato iriiny pozitiv, a labda gyor-

sul6sa ar:  -9,8 m/s2.

Adatok: ar: -9,8 mls2

V o : 0

v :  -4 ,9  mls

v : ?

Felt6telezve,hogy a le./bl6 mu-
tato iriiny pozitiv, a labda gyor-

su l6sa  ar :9 ,8  m/s2 .

Adatok:  ar= 9,8 mlsz

v o : 0

v :  4 ,9  mls

v : ?
Osszehasonlitva ezeket a mennyis6geket a kinamatikai egyenletekkel

6szrevehetjiik, hogy a (2-13) egyenletben a keresett ismeretlen kiv6-

tel6vel minden m6s mennyis6g 6rt6k6t ismerjiik. igy mindk6t esetben

ugyanazt a kinematikai egyenletet kell felirnunk.

Kezddsebess6g n6lkiil elejtettiink egy
9,81 mls2 Hol lesz a labda abban a
4,9 mls. Oldjuk meg a problemiit irgy
v6lasztjuk pozitivnak es irgy is, hogy a

MEGOLDAS

Altalinos egyenlet

v ' = v o ' + 2 a ( l - y o )

labdrlt. A gravitiicios gyorsulils
pillanatban, amikor sebessege

is, hogy a felfel6 mutat6 irinyt
lefele mutat6t.

Altal6nos egyenlet
.t 2 ^ / 

yo)v -  = v o  +  / 0 \ y -

I

v

I

Ha mrlsk6ppen nem rendelkeztink, akkor a tankonyv tovribbi r6sz6ben g-t mindig a fenti

ertekkel vesszrik egyenl6nek. Val6j6ban a Fold forg6sa miatt g-nek a tenger szintj6n m6rt

6rt*e is v6ltozik a fbldrajzi sz6less6ggel. Ezt a,,centrifug6lis" hat6st a14. fejezetben trlr-

gyaljuk. A g loldrajzi sz6less6ggel val6 v6ltozdsilhoz az ishozzhjilrul, hogy a tengerszint-

nek a Fold kozeppontj6t6l m6rt tdvolsrlga is v6ltozik.



Figyeljrik meg, hogy b6r el6re tudjuk, hogy a baloldali - oszlopban y
6rt6ke negativ lesz, m6gsem vessztik figyelembe ezt a negativ el6jel-
nek a k6pletekben val6 feltiintet6s6vel. A k6plet a pozitiv iriny kivtl-
laszt6s6t6l fiiggetleniil 6rv6nyes. A v6geredm6ny negativ el6jel6t ma-
ga a megoldrls adja.

A szim6rt6kek behelyettesitdse A szr[m6rt6kek behelyettesit6se

[o,nT)'  
= o2 +z 

[e,a'*)(r-ol[-+,rl)'
\  s /

/ \
24.0Y=[ - rs .ez) lv

s  \  s ' ) '
Megoldva y-ra

24,0 -:-
S "

l = r _ - 1 , 2 2 m
-]r..62+

^ L

S

Mivel a./blfble mutato irrlnyt vii-
lasztottuk pozitivnak a negativ
elcijel azt fejezi ki, hogy a labda
1,22 m-rel kiindulopontja alatt
eri el a megadott sebess6get.

/ \
24.0! - l  w.oz* lu

s  \ .  s ' ) "

Megoldva y-ra

24,0+
- Y =  

s  = 7 , 2 2 m

D,62+
Mivel a lefble mutat6 irSnyt v6-
lasztottuk pozitivnak a pozitiv
eredmeny azt jelenti hogy a labda
1,22 m-rel kiindulopontja alatt
eri el a megadott sebess6get.

' : ! adt

2.8 A kinematikai egyenletek levezet6se
differe n ci 6lszrimfti s s al

A kinematikai egyenletek az differenci6l- es integr6lszilmitiis felhaszn6l6s

nagyon egyszerfien kaphatok meg. Ez alevezet6s azonban csak azok szitmilra

f esz 6rthetci, akik az integrirl fogalmiival 6s neh6ny miiveleti szab6llyal trszt6-

ban vannak. (A konyviinkben felhaszniit integriil6si formul6kat a G fiiggelek

tartalmazza.)
A

, d v
e s  a : -

dt

definirllo egyenletek a derivSl6si miivelet megforditiisiival az integritliissal a

l �y - l v d t  e s
J

alakban is kifejezh et5k. illando gyorsulds eseten a sebess6gre

, = l a d t - o l a t - a t * C ,

ad6dik, ahol a C, integrilliisi 6lland6 a ,,kezdeti felt6telek" figyelembev6tele-

vel hatiirozhat6 ffi€g, azaz t: 0 iddpontban a sebess6g v : v0.Behelyettesitve

a kezdeti feltetelt a.

egyenletb e aztkapiuk, hogy 
v: at * ct

vo:  (a) ' (0)  + C'

ahonnan C, : 0. Ezzel6ppen az elsS kinematikai egyenlethez jutottunk:

v -- vo + at (6lland6 a eset6n)

dx

dt
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TovSbb l6phettink a levezetlsben, ha a sebess6gre kapott kifejez6st be-
helyettesitjiik a helykoordinhtht meghat6roz6 integr6lba.

|  ,  l r  \  '
" = 

J vdt = 
J (ro + at)dt

x = v o t + ! a t ' * C ,
z

A C, integr6l6si rilland6t ism6t a kezdeti felt6telekb6l hatirozhatjuk ffieg,
azaz abb6l, hogy l: 0 id6pontban a mozgo test az -ro helyen van. Ebbcjl
azonnal adodik a milsodik kinematikai egyenlet:

l "
x = x0 * vot * - at 

- (6lland6 gyorsuliis eset6n).

Az elsd tag a r6szecske kezdeti helyzete, azaz a helykoordrnhta a t: 0 id5-
pontban, a miisik kdt tag osszege pedig eppen a (0, t) id6intervallum al6bbi
ered6 elmozdul6s. Az eredm6ny megegyezik a geometriai megfontolisok
alapjhn levezetett 2-12 egyenlettel. Ezen nem is csodiilkozhatunk, mert a k6t-
f6le levezet6s - a grafikus 6s az analitikus - l6nyeg6ben egyenert6kii, hiszen
az integritl geometriai jelent6se 6ppen a gorbe alatti teriilet. A harmadik ki-
nematikai egyenlet az elsd kettcib6l puszt6n algebrai iitalakitiissal ad6dott,
ezert a differenciiiszfimitiis alkalmazisa itt nem sziiks6ses.

Egy a t: 0 idcipillanatban a koordin6tarendszer origoj6bol indulo re-
szecske a pozitiv x tengely ment6n mozog. Helyzete az id6 fiiggv6-
nylben az

ftiggveny szerint viitozlk, ̂ n": -:uket m6terben r ert6ket miisod-
percben m6rjiik. Hatdrozzuk meg a) a v sebess6get, b) 6s az a gyorsu-
l6s ta  t :2s  id6pontban.

MEGOLDAS

a) Mivel v: dxldt, deriv6ljuk az x: x(r) osszeftiggest
(A deriv6l6si szabitlyokat a G fiiggelek tartalmazza.)

id6 szerint.

d x  d  r .  r \
1 , - 1 1  -  -  

l 4 t ' l - l 2 t z
d t  d t \  /

ab-
kell

b) A gyorsul6st a sebesseg-id6 fiiggv6ny deriv6ltja adja.

ahol a 6rt6ket m/s2-ben, / 6rt6ket m6sodpercben merjiik
Az egyenletben szerepl6 24 egyitthato m6rt6kegys6ge m/s3, ami
szint6n abb6l kovetkezik, hogy az egyenletnek dimenziora helyes-
nek kell lennie. A gyorsulils 6rt6ke a t:2 s id6pontban:

I e r
1 2 r
yen
tbar

n l

ahol v 6rt6k6t m/s-ban,
Vegyiik 6szre, hogy a
b6l adodik, hogy az eg
l e n n i e .  A t : 2 s i d d p o n

. , _ lv  - l

odp
f m r
nen
;69 |

?gy
. n 6
yet

ben
!ke1
rf€I I

elv,

rtek
:i6l
ehe

lperc
m6rtt

enzic

e beh

aSOl

at6
dim

:naro
< dim
bess6

t
1 2  I

rrt6k

egy
,nlett

a n a

m )
1 l

s '  /

) t n
iittt
rek
seb

' 2 s

m
th
k

)

3k6t
gyiit
etne
A S C
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s6vel:

Util
ge
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6zt
ttestes

o = 4 = 4 ( r 2 t z ) - 2 4 1
d t  d t x
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Egy szrink6n csrisz6, nagy gyorsul6sok hatrlsrlnak vizsgiiathra szol-

96lo kis6rleti raklta az

a = 3 t + 5

osszefi.igg6s szerint gyorsul. Milyen messzire jut el t: 2 s idcitartam alatt?

MEGOLDAS

A koordin6tarendszer origojrlt vegyiik fel a szin kiindulo helyzet6ben,

dv
azaz t :0 iddpontban xo:0 6s v, , :  0.  Az o-A osszef i iggesbci l  ko-

vetkezik, hogy
dv - adt

: (3/+5) osszefiigg6st es integrriljuk' az egyen-

(2-t6

= J(rr  +s)dt,

f  v '  -  I '
l - + ) r l
L 2  . l o

( 2 , '  )  ( 1 0 ) '  , , )- l - - + 5 r l - l  "  - 5 { 0 )  |
( 2  /  [  

2  " )

A sebesseg v = 4l o.nnicioj6bol adodik, hogy dx : vdt. irjuk be az
dt

utobbi osszefiigg6sbe a v fiiggv6nyre kapott (2-16) eredmenyt 6s in-

tegrriljuk az egyenletet a t: 0, ro: 0 kezdeti felt6tellel !

' n  ' r ( 1 t 2  
)

) a x  -  J I ; + 5 t  p t ,
o  o \  -  /

T  ,  ^  r l  I

- , r  |  3 t '  5 t '  l l
l x l "  = l - + = l lL r '  

L 6  2 ) 1 ,

( t ,  5r, )  | .  (o) '  s(o) '  )
r - 0 = l - +  l - l  "  +  !

[ 2  2 , 1  l .  2  2  
)

t 3  5 t 2
x (2 \  -

2 2

Helyettesitsrik be az a
let mindk6t oldal6t:

io"
0

v 0  -

v - 0

?'t2
y -  L - 5 t  .

2

t:2 esetln

/ r \ r  s / r \ 2\ ' )  " \ ' l
*- i--f  t '4,0nt1

'  Ahatv6nyftggv6nyintegr6l6siszab6lya(G-II Fiiggel6k)

! t ' d ' = \ + c
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Az 6rint6 meredeksbge a /3 id6pontban egyenlS
v pillanatnyi sebess6ggel a /3 id6pontban.

Elmozdul6s

DIFFERENCIALAS

\

I

T \
INTEGRALAS

sebess69

DIFFERENCIALAS
l u
l {

A t :0 6s r : /r krizcitti idciinter-
vallumban a gorbe alatti egyenl6a mozgo
test x helyzet6nek megv6ltozilshv al.

gyorsul6s

A t:0 6s / : ttkozotti idcitartamban
a gcirbe alatti teriilet egyenlci a v
sebess6g megv iitozhs|v al.

2-13 6bra
Az itbra bemutatja az orig6b5l a z6rus kezd6sebesseggel indulo 6s a pozitiv x

tengely ment6n mozg6 test elmozdul6s-, sebess6g- 6s gyorsul6s- id6 fiiggv6-

ny6t. A / : 0 6s t : t, kozotti idcitartamban az elmozdul6s-id6gorbe meredek-

s6ge egyenletesen n5, 6s ennek megfelel6en n6 a sebess6g is. A r' 6s /, inter-

vallumban a gorbe meredeks6ge 6llando, ezert a sebesseg is konstans. A /o

id6pontban az elmozdul6s-idcigorbe meredeks6ge z6rus, igy a sebess6g is

z6rus. A (tu-tr) id6intervallumban az elmozdul6s- id6gorbe meredeksege ne-
gativ, igy itt a sebess6g is negativ. V6gi.il ro idcipont ut6n a test nyugalomba

keri.il, teh6t a sebesseg is z6rus. Az itbrajol mutada, hogy a sebess6g az el-

mozdul6s-idci fiiggvEnyilbra meredeks6g6vel egyenl6 (LxlLt: v). A sebes-

s6g-id6 gorbe meredeks6ge pedig a gyorsul6s (AvlAl) : 0.

Integr6liissal forditott ir6nyban v6gezhetjtk a miiveleteket. Kezdetben a
gyorsul6s rillando. Az id6 mirl6siival a gyorsukis-id6 iibra alatti tertilet adja

a sebess6get (amelynek 6rt6ke kezdetben zerus). Mivel a teri.ilet egyenletesen

n6, a sebess6g viitozirsitt egy egyenes szeml6lteti. Hasonlok6ppen a sebes-

s6ggorbe alatti tertlet noveked6se meghat\rozza a elmozdul6s-id6 fiiggvenyt.
(Ez ut6bbi szint6n zerusrol indul. Megmutathat6, hogy mivel a sebess6g-id6
gorbe egyenes vonal, az elmozduliis parabolikusan viitozlk az idSvel.) A ro es

to kozotti id6tartamban a sebess6ggorbe az y tengely alil kertil, igy a gorbe

alatti tertilet negativ, ez aztjelenti, hogy az elmozdul6s csokken. P6ld6nkban

a sebess6ggorbe alatti teljes teriilet pozitiv, ez1rt az elmozdukls v6gs6 6rt6ke

is pozitiv. A gyorsulisgorbe alatti osszterillet z6rus, azaz a v6gsebess6g -

mik6nt a kezdeti is - z6rus.

T'
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I
S

/ l
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I
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I
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Egyenesvonalir mozg6sok

2.9 Az elmozdulels, sebess6g 6s gyorsulis ktiziitti
iisszefiigg6s grafikus 6rtelmez6se

Az x(t), v(r) 6s a(r) mennyis6gek grafikus 6brhzol6sa 6rdekes 6s hasznos osz-

szefiigg6sek felismer6s6re vezet. Tegyiik fel, hogy ismerjiik egy adott moz-

g6s x(r) elmozdul6s-id6 fiiggv6ny6t. A sebess6g, mint megiillapitottuk, az x(t)

fiiggveny id6szerintideriv6ltja, azaz minden pillanatban megegyezlk az x(t)

fiiggv6nygorbehez hrizott 6rint6 meredelcsegevel (2-13 6bra). Hasonl6keppen

a gyorsuliist egy adott pillanatban a sebesseg-idti fiiggv6nygorbe erintdienek

miredet<sege adja meg. Ezek az osszefiigg6sek lehet6v6 teszik a sebess6g -

id6 6s gyorsuliis - id6 fiiggv6nyek gorb6inek grafikus meghat6rozils|t a hely

- idd fiiggv6nygorbe alaPj6n.
Az elj6rris azonban forditva is miikodik. Egy fiiggv6ny integr6l6sa geo-

metriailag a.fiiggvenygrirbe alatti teriilet meghatdrozdsa. igy adott v(t) sebes-

s6g-id<i fiiggv6ny eset6n az elmozdul6s-idci fiiggv6nyt irgy kaphatjuk meg,

hogy a sebess6g-id6 gorbe alatti teriiletet a t: 0 idc5ponttol kezdve 6br6zoljuk

"t1aA fiiggv6nyeben. (Ez az eljinhs nem adja meg a kezd6 pont xo koordin6-

t6j6t, hiszen ez akezdeti felt6telekb6l adod6 integr6iSsi 6llando. Fizikailag xo

6rt6ke a koordin6tarendszer kezdSpontjrlnak megvillaszt6sStol fiigg.) Az a(t)

gyorsul6s-idri ftiggv6nyb6l a fentiekhez hasonl6an kaphatjuk meg a sebes-

s6g-id5 {iiggv6nyt.

2.10 A dimenzifitnalizis

Alapvetden a fizikai egyenletek csak akkor teljesi.ilhetnek, ha a benni'ik sze-

repl6 tagok dimenzi6ju uronor. Ennek alapj6n egy egyenlet ,,osszhangia"

ellen6rizhetri. Mit jelentenek a dimenzi6k? A sebess6g dimenzi6j6t p6ld6ul

ugy kapjuk, hogy hosszusagot osztunk id<ivel. Ezt [v] : [L/T] osszefiigg6ssel

i.iotltit. vegyiik Eszre, hogy a dimenzio nem azonos a mert6kegys6ggel!
-A 

hissztisdg 6s idri dimenzi6t jelent, amelyek mertekegys6ge pl' m6ter, ki-

lom6ter, ill. m6sodperc, 6ra, 6v stb. Ahogyan a hetkoznapi eletben alm6kat

nem adhatunk iissze autokkal, ugyanugy afizlkai egyenletekben sem adhat6k

ossze nem ,,osszeillS" tagok. Az egyenletekben csak azonos dimenzioju tagok

szerepelhetnek.

P6ldak6nt vizsg6ljuk meg a dimenziok egyez6se szempontjrlbol a kovetkez6

kinematikai e gyenletet.

x = x o * v o t + L a t 2

Dimenzi6k: rrl=r,r.[+],"r.Ht,"'l
Az egyenletben szerepl6 numerikus egytitthat6knak (a jobb oldal utolso tag-

laAai ttz) nincs dimenziojuk, igy a dimenzi6analizis szempontjrlb6l nincs

jelent6s6gtik, elhagyhat6k. A dimenzi6kkal az algebtai mennyis6gekhez ha-

sonl6an szilmolhatunk. Az azonos dimenzi6kkal, pl. tortet egyszeriisithetiink,

igy adott esetben azt kell kimutatnunk, hogy az egyenlet minden tagja hosz-

szirs6g dimenzi6jir.

rrr = r,r . [+]r n.lft)r,' I
[r] = [z]+ [r] * [L]



2. I 1 P6ldAk - magyarinattal 29

A dimenzi6analizis a feladatmegold6s sor6n a sz6mol6si 6s egyes ese-
tekben az elvi hib6k felderit6s6nek hasznos m6dszere. Amennyiben egy
egyenletben nem osszeill6 dimenzi6k szerepelnek, hib6t kovettiink el. Ter-
m6szetesen a dimenzi6beli egyez6s m6g nem biztosit6k arra, hogy helyesen
sz6moltunk, hiszen a dimenzio n6lkiili sz6m6rt6kekben tevedhetti.ink.

2.ll P6ldfk - magyarfzattal

A fizika tankonyvek p61d6i elsd pillant6sra gyakran unalmasnak es egyiigyti-
nek tiinnek. Semmi izgalmat nem 6rziink, ha azt kell kiszSmitanunk, hogy
hov6 jut el 2 s alatt egy elhajitott t6rgy, vagy mennyi idci alatt csirszik le a
lejt6n egy j6gdarab. Az adott feladatok mogott azonban figyelmet lekotcj
gondolatok, rejlenek. A newtoni mechanika az alkoto emberi szellem egyik
csucsteljesitm6nye. A mechanika tanul6s kezdet6n azonban - ahhoz, hogy a
fizikai gondolat elesen kirajzolodjek - egyszeri, a lenyegtelen reszletek ozo-
n6tcjl mentes problem6kkal kell foglalkoznunk. Jgy mindig 16 tudunk mutatni
az adott problema leiriisa mogott htzodo gondolkozdsi modszerre is. Ez az a
m6dszer, ami pl. lehetSve tette, hogy ember l6pjen a Holdra!

Ebben a fejezetben olyan peld6kat v6lasztottunk, amelyek megold6si
m6dszere tetszdleges kinematikai feladat megoldfsira alkalmazhato. A meg-

old6sok elkeriilhetetleniil hosszadalmasak es reszletesek, hiszen ,,hangosan
gondolkozunk", hogy megmutassuk a mechanikai probl6m6k megold6s6ra
haszn6lhato 6ltaliinos m6dszereket. Term6szetesen az olvas6t6l (di6kt6l) nem
v6runk hasonl6 r6szletesseggel kidolgozott feladatmegold6sokat. A ,jo ma-
tematikai stilus" azonban eppoly term6szetes kovetelm6ny, mrnt az irodalmi
essz6kben a szep.magyar fogalmazhs. Gyakran neh5ny magyarazo szo ele-
gendci ahhoz, hogy egy feladat gondolatmenete konnyen kovethetcj legyen.

Alkalmazzuk ezeket a magyarirzatokat. (Eml6keztettink arra a sok bosszirs6g-
ra, amit a tuls6gosan tomoren megirt tankonyvek megertese okoz.) Legyen a
megold6s minden l6pese krist6lytisztat. Kiikindsen fbntos, hogy a kezdeti le-
pes vilagos leg1,en, s biztosan kideriljdn, hogy a megoldas milyen alapelvre

dpill /el. Ez azzal a tov6bbi el6nnyel is j6r majd, hogy a tanul6s sor6n min-

denki egyre logikusabban rendezi gondolatait, s ah|zifeladatok megold6sa is

konnyebb6 v6lik.

Egy labd6t a 2-141a /}lrftn l6thato m6don 20 m/s sebess6ggel felfel6 ha-
jitottunk egy szakadek sz6l6r6l. A neh6zsegi gyorsul6s 6ft6k6t vegyiik

l0 m/s2-nek! a) Milyen magasra emelkedik a kiindulo pontt6l a labda?

b) Mennyi idci mulva lesz a labda 25 m-rel kezdeti helyzete alatt?

MEGOLDAS

l. Ismerjiik fel a /bladatt[pust; a TaUda egyenesvonalf, egyenletesen
gyorsulo mozg6st v6gez, teh6t alkalmazhatok a kinematikai egyen-

letek!
2. K6szitsiinkvdzlatot a feladathozt (2-13lb 6bra) Vegyiink fel egy

fiigg6legesen felfel6 mutat6 y tengelyii koordin6tarendszertl Az

orig6 legyen a labda elhajit5si helye!
3 Allitsuk ossze az ismert adatokat 6s az ismeretleneket! (Ugyelji.ink

arra, hogy osszeill6 m6rt6kegys6geket haszniiljunkl Ez most nem

okoz gondot, mert az adatok Sl-m6rtekben vannak megadva.)

( a )
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I

r _ l _
( b )

vo :20  m /s

2-14 6bra
2-8 plldithoz



Egyenesvonahi mo

a) Hatilrozzuk meg el6szcir, hogy milyen magasra jut a labda!
,,R6szprobl6mak6nt" a p6ly |jitnak csircspontj 6n z6rus v6gsebess6-
get el6r5, felfel6 hajitott labda probl6m6jrival kell foglalkoznunk.
l o  : 0

vo : 20 m/s
(Az y irilnyt felfel6 viilasztottuk pozitivnak,ezert aleferc
mutat6 gyorsul6s negativ.)

v

v
4. Hasonlitsuk rissze az adatokat ds az ismeretleneket a kinematikai

egyenletekben szereplS mennyisegekkel! Megrlllapithat6, hogy a
(2-13) egyenletben a keresett t6volsrig kiv6televel minden m6s pa-
ram6tert ismeriink. irjuk fel az ftltalfnos k6pletet, oldjuk meg y-
koordiniltira, majd helyettesitsiik be az adatokat'l

v 2  = v o ' + 2 a ( l - y o )

-  2  2  o- (2q '+
y = } * ! o =  7  

t i  * o = 2 0 mza z [ - to+  I
b) Most azt ateljes id.6tartamo, o:*r.; 

'u 

u a labd.aa levegdben
tdlt, mindaddig amig 25 m-rel a kiinduklsipont al6 erkezik. Ve-
gyiik 6szre, hogy a mozgfrst nem sztiks6ges k6t r6szre bontani.
Nem kell tehiit elSszor meghat6rozni azt az id6tartamot, amig a
labda a csricspontra 6r, majd ehhez hozziadni a csircspontb6l val6
es6s idej6t. A kinematikai egyenletek, ./ilggetlenil attol, hogy a
labda /bubl6 vagy leJbl| mozog, mindaddig valtozatlan.formaban
ervdnyesek, amig a labda pusztan a gravitacio hatdsara mozog.
Igy akezd6- 6s v6ghelyzet koordinitajht a kepletbe beirva a kapott
egyenfetb6l meghatirozhato a mozgits id6tartama an6lktil, hogy
bilrmilyen kozbiilsci idd tartamot figyelembe kellene venni. A b)
k6rd6s term6szetesen rij problemiit vet fel, ekkor a vegsebesseg
m6r nem z6rus az y: -25 m helyzetben, s a meghatiirozando isme-
retlen a t id1.

l o :  0

vo : 20 m/s

a : -10 m/s2

l : - 2 5 m
t - n
L _ :

v : ?

(Ha ezt az ri j adatsort hasonlit juk rissze a
kinemat ikai  egyenletekkel ,  akkor meg6l-
lapithaduk, hogy a (2-12) egyenletben a I
id6 az egyetlen ismeretlen param6ter.

Mint  mindig,  ism6t az 6l ta l6nos egyen-
lettel kezdjrik.)

: - 1 0 +
S-

- 0
_ ( )

Azilltalitnos egyenlet: ! = lo+v.t +! ot'

Az egyenlet m6sodfokf, ezert elSszor , .rokk.nd hatvanyai szerint
r endezzik, maj d behel yette sitj iik az adatok sz6m6rteke it :

y o * v o t + ! a t 2  = O

Ezt a l6p6st i l let6en k6t iskola l6tezik. A tan6rok egy r6sze amellett van, hogy a feladatot
el6szor param6teresen oldjuk meg, s a szilm6rt6keket csak a v6g6n helyettesitsi.ik be.
(,,Kevesebb a hiba, ha betiikkel sz6molunk, mint ha numerikusan.") M6sok azt javasoljiik,
hogy a szrlm6rt6keket azonnal helyettesitsrik be a kiindul6 egyenletekbe. (,,Szabaduljunk
meg azonnal a z6rus 6rt6kii tagokt6l, 6s szerezztink gyakorlatot a hib6tlan numerikus sz5-
mol6sban!") E m6dszerek krizritt a konyvet tanit6 taniirok bizonyiira v6lasztanak majd.
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*t-to $xr 
2 y+ 1zo *xtl*[0-(-2s m)] = s

2 '  s r "  s

Egyszeriisitve, majd tlnyezSkre bontva az egyenletetn , azt kapjuk,
hogy 

t2 - 4t- 5 = 0 (ahol r-t masodpercben meryiik)

( r - s ) ( r + l ) = s
5 s  6 s

Mivel a kinematikai egyenlet a mozgiist csak
ben a peld6ban az egyenlet negativ gyok6rnek
megold6s teh6t

t > t" eset6re irja le, eb-
nincs frzrkai 6rtelme. A

Hamis gyiikiik

A kinematikai feladatok megoldiisakor - amint az eloz6 peldiiban ad6d6 r: -

I is mutatja - gyakran kapunk olyan megoldiist, amelyne.k nincs frzlkai 6rtel-
me. A m6sodfokri egyenlet negativ gyoke fizikailag a kovetkez6 feladat meg-
old6sakent 6rtelmezh et6. E gy labd6t az y :0 pont alatt 25 m-rel fiigg6legesen
felfel6 hajitottunk. A labda a t:0 idcipillanatban 20 m/s sebess6ggel erkezett
az y:0 pontba. Mennyi idrivel ezel6tt hajitottuk el a labdrlt? Ilyen 6s hasonl6
problem6k /Jtald}ran milsodfokf egyenletre vezetf feladatok megold6sakor
meri.ilnek fel. (A kinematik6ban tobbnyire akkor, ha az id6 az ismeretlen.) A
r: 0 id6pontnak, mint a mozghs kezdet6nek a megvilasztirsilal rogzitjiik
azokat a kezdeti felt6teleket, amelyek mellett a kinematikai egyenletek meg-
hatirozzitk a mozgits lefolyrlsrit. A kinematikai egyenletek azonban a t: 0
iddpiltanat elcitt, azez a multra vonatkoz1an is teljesillhetnek - ha az egyib

./eltetelek valtozatlanok. A 2-8 plldihan azonban ezek nem teljestlnek.
Egyes feladatokban azonban mindket megoldils drtelmes lehet. Ha p6l-

ddul azt k6rdezti.ik volna, hogy mikor lesz a labda 9,5 m magasan az elhajitits
helye felett, akkor k6t megoldiist kaptunk volna, amelyek mindegyike helyes

6s kielegiti a feladat felt6teleit. A labda ugyanis felfel6 haladva es visszafel6

esve is rltmegy ezen a ponton, s ez k6t kiilonbozd id<Spillanatban kovetkezik
be. Minden olyan./bladatban, amelynek megolddsa soran tobb vegeredmenyt
kapunk, a./izikai.felteteleket kell megvizsgalnunk, s ennek alapjdn kell el/b-
gadni vagy eh,etni a megoldasokat.

Egy g6pkocsi 54 km/o sebessegr61 4 mlsz lassulSssal egyenletesen le-

f6kez. a) Mekkora utat tesz meg a f6kezes elsci k6t m6sodperceben?
b) Mekkora sebess6ggel mozog a 2 s id6tartam veg6n az aut6?

c) Mennyi id6 alatt 6ll meg a g6pkocsi? d) Mekkora a teljes f6kft?

MEGOLDAS

g l y o  
. v t  

v 2 : 0

l + -  - -+> - - - l
l 0 - v ^ l

f1

2-15 ribra
2-9 plldithoz

, l

A g6pkocsi mozg6sa egyenelvonalf, egyenletesen gyorsulo mozg6s,

teh6t alkalmazhat6k a kinematikai egyenletek. Keszitstink elSszor

Ha a szorzatt6 alakit6s ,,r6n6z6sre" nem megy, akkor a m6sodfoku egyenlet 6ltaliinos

megold6k6plet6t haszn6ljuk a gyokok meghatrirozis6ra (E Fiiggel6k).

H a  a x 2 + b x + c : 0 ,  a k k o r  x - - b ! t l  
b "  - 4 a c

za
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vhzlatot a mozg6sr6l, vegytink fel olyan koordin5tarendszert, melynek

kezd6pond6ban van a g6pkocsi r: 0 id6pontban. (2-15 rlbra) K6t kii-

lonbozci t6vols6got kell bejelolntink, az a) es b) kerdls az elsS k6t m6-

sodpercben megtett irttal, a c) 6s d) pedig a teljes f6kirttal kapcsolatos.

A toviibbiakban &z ,,1" index az els6, z ,,2" index pedig a m6sodik

szakaszra vonatkozik.

a) Legyen x, a t,:2 s alatt megtett irt. A m6rt6kegys6gek egyeztete-

s6re az 54 kmlo kezd6sebesseget m/s-egys6gekre sz6mitjuk 6t'

Ehhez az (l m/s)(3,6 km/o) ittsz5;mithsi tlnyezSvel kell megszo-

rozni az 54 km/o sebess6get.

v o :  5 4
m

t \  -

S

A g6pkocsi lassul, teh6t gyorsul6sa negativ. All itsuk ossze az

mert adatokat 6s az ismeretleneket:

A kinematikai egyenleteket 6ttekintve
litthato, hogy (2-1l)-bcil a kerd6ses idci

meghat5rozhato. A
v2 :  vo+  a t2

k6pletb6l indulva, s kifejezve /r-t behe-

lyettesithetjiik az adatok sz6mertek6t:

l s -

(L6that6, hogy a (2-12) egyenletb6l a keresett

tdvols6g meghat6rozhato. igy induljunk ki ebbSl

a k6pletbSl 6s helyettesitstik be az adatokatl)

I
! = ! o * v o t + ! a t 2

' ) = 3 0 m - 1 0 m : 2 0 m

Az elsci 2 s eltelt6vel az aut6 sebesseget a (2-10) egyenletbcil hat6-

rozhatjuk meg. Behelyettesitve az adatokat:

v r  = V o  + a t l

y r  =  l S I l + t - s  } X  2 $ ) = ( l s -  l 0 ) +  =  5  I
S  S .  S  S

c) A megSll6s pillanat6ra vonatkozoan (c) 6s d) k6rdes) a kovetkez5

adatokkal 6s ismeretlenekkel kell dolgoznunk:

- m
a :  - )  - T

:t

t r : 2  s

x o : 0

x t :  ?

x  =o+( rs fx '  i l . : [ - t  ] ) , - '

b)

v o :  1 5

v z  : 0

a :  - 5

t  : J

r o : 0

x z :  ?

0 - l s - ! 1
S

t 2
- m_ . ) -- ^ 2

s

Minthogy a f6kez6si idcit m6r meghat6roztuk, az x2 f6kutat akir a

(2-12), akin a 2-13 k6pletb6l kifejezhetjiik. Peldak6nt a (2-13)

k6pletet irjuk fel. Kifejezve xr-t es behelyettesitve az adatokat, azt

kapjuk, hogy:

m

S

m
-
s

d)



2. 1 1 P6ld6k - magyarinattal
a a
J J

, r '  =  , o '  *  2a (x ,  -  " o  )

2 2
v 2 - v o

* r . = T

/  \ 7

I  m ' \ -
0 - l  l s - l

\  $ /
= - - - 0 - 2 2 , 5 m

I  m l
? t  _ 5  _  |-1. .  "  

$ ' )

Egy motoros 180 km/o sebess6ggel sziiguld az autophly6n, ahol a ma-
ximiilis megengedett sebesstg 120 km/o. Egy ttjelzt ti,bla mogott rillo
rendSrmotoros 6szleli ezt, 6s abban a pillanatban, amint a sziiguldo
motoros atitbla mellett elhalad, nyugalombol indulva egyenletes gyorsu-

l6ssal utinaered. Mennyi id6 alatt 6ri utol, ha gyorsul6sa 5 mf s2 '!

MEGOLDAS

A megold5s elsci lep6sekent vegytink fel egy koordiniitarendszert,
melynek kezddpontja az tfijelzl ti,*:�l|nii van 6s x tengelye a mozgbs
ir6ny6ba.mutat. (2-16 ihra). Az M index a motoros, a P index pedig a
renddr mozg6s6nak adatait jeloli.

2-16 irbra
2-10 p6ldithoz

I-il- x
' 

l(vr'do=180 kmio Vu vu: 180 km/o
Motoros: f4r-  - - - i ->

;N,j--------l

.  ( vp )n :  O  vp  :  ?

Rendcir,l- 
-----

'rP --------+l

( a )

r P : T M

A kovetkez6 feladat a sebesseg ert6kegys6genek 6tsz6mitiisa

s6sre.

m

S
egy-

= 5 0

Csoportositsuk az ismert adatokat es az ismeretleneket:

(u*  ) , ,  =  
[ t  

*o

( , rn )
kr')l '  ; I
T)l ";u-t

f.t," E )
ai.u-,i{, ""*i

m

S

Motoros

(ur ) , ,  =  50  m/s

a u  = 0

vM = 50 m/s

Renddr

(uo  ) , ,  =  o

a p  = 5  * / "

v p  = ' l

.  - )

t  - ' )

*  - t )
n M  - '

t  u  = ' ' !

A 2-16 6bra vhzlatajol mutatja, hogy a motoros es a rend6r ugyanak-

kora utat tesz meg a tal6lkoz6sig, s a k6t mozg6s idcitartama is egyen-

16. igy a t id6 eset6n az indexeket elhagyhatjuk. Mindk6t esetben a (2-

l2) egyenlet alkalmazhat6, es mivel az elmozdul6sok egyenl6k

x n  =  x r l

/ \ l  I
( u *  ) o  ,  * t a ^ t ?  =  ( r , '  ) o  + i  a , , t 2

osszefiigges adodik. Rendezve, majd /-re megoldva az egyenletet, az

adatok behelyettesit6s6vel a

j t ' ,  -  a , ) , '  =  ( ( , . ) ,  - ( r * ) , ) t

Motoros



2 / Egyenesvonalf mozgdsok

0-50 11
S = 2 0 s

t ,
t lo ,

eredm6nyt kapjuk.

A fenti p6ld6n jol megfigyelhetji,ik, hogy a virzlat milyen hasznos segit-
s6get ad a megoldris kulcs6nak felismer6s6hezl A vizlat kiemeli a probl6ma
dont6 pontjiit, ,,a tal6lkozhst", azaz azt, hogy mindk6t szem6ly ugyanoda 6s
ugyanabban a pillanatban 6rkezik. Az adott esetben meg az is fenn6ll, hogy
ugyanonnan 6s ugyanakkor indultak. Ezeken a t6nyeken - amelyek a megol-
d6sban dont<i szerepet jiitszanak - a vLzlat n6lkiil esetleg konnyen 6tsikla-
nilnk. Altakiban a./izika./bladatokmegolddsdnak./bntos kezdci lepese, hogyio
vdzlatot keszitsilnk, amelyen a jeldlLseket, s emellett annyi tovdbbi in/brmd-
ci6t rdgz{tiink, amennyit csak lehetseges. Ajo 6bra segiti gondolkozd:sunkat!
Egyszerff lehetSs6get ad a jelol6sek bevezet6s6re, s alkalmas lehet arra, hogy
v6ratlan, s a probl6ma egyszerii megold6srira vezetS osszefiigg6seket fedez-
ziink fel.

Q) o- ( , '  ) , ]

; [ ' - ' : )

Osszefogtalds

Az egyenesvonalfi mozg6sok leiriisakor bevezetti.ik az
egydimenzi6s koordiniitarendszert, kijelolti.ik az origot
6s az x (vagy y, lll. z) tengely pozitiv ir6ny6t. Ezutin

defini6ltuk a kovetkez6 mennyis6geket:

Helyzet: x

Elmozduliis: Lx = xz - xr

Atlagsebess6g-vektor: u^ -X=ffi

Atlagos gyorsul6s '. a,,= + = !" 
- ''l

- - ( t  
N  ( ' ' ' - " )

Az igy bevezetett mennyis6geknek nagysdguft (a m6r-
t6kegys6ggel egytitt) 6s pozitiv, ill. negativ ir6nyuk van.

A A szimb6lum a sz6ban forgo mennyiseg megviilto-

zitsitt jelzi. Pl. Av : v2 * v,. (Figyelji.ik meg, hogy a vii-

toz6st mindig az adott mennyis6g v6gsci 6s kezdeti erte-
keinek kiilonbsege adja meg!)

A kinematikai jellemzSk pillanatnyi ertdkdnek de-
finicioja a kovetkez6:

Helyzet: x

,
A megtett irt segits6g6vel kepzett dsldt idriderivalt meg-
egyezik a pillanatnyi sebessdg abszohit ertekevel. (Az
6tlagsebessegekre vonatkoz6 analog 6llit6s nem igaz,
hiszen az slt iitlagsebess6g tobbnyire nem egyenlS az
6tlagsebesseg-vektorral.)

A fenti definiciokbol n6h6ny, a feladatmegold6sban
rendkivtil hasznos kinematikai egyenlet vezethet6 le.
Ezek a kovetkez6k:

Kinematikai
egyenletek

')
v -

'  
+ 2 a ( x -  " o  )

Az iillando gyorsul6sir mozg6.sok eset6n hasznos lehet
az alihbi k6t osszefiigges is:

Ezek az osszefiigg6sek csak iillando gyorsul6s mellett
6rv6nyesek. Ha a gyorsuliis az idSben viiltozik, akkor a

v - tad t 6 s  x - J v d t

osszefii996seket kell hasznillni.
A formuliik egyszertbb6 v6lnak, ha a koordin6tarend-
szer orig6ji$ a to:0 6s & xo:0 felt6teleknek megfele-

l6en v6lasztjuk meg. Az y 6,s z irhnyf mozg6sra hasonl6
kinematikai osszefiigg6sek irhatok fel.

v = v o + a t

I  ,  
(d l lando gYor-

x  =  xo  *  vo /  * -  a t  
-  

su lds  ese len )
z

va i

Lx dx
l l m - = -
tt-+o [1 dt

Gvorsul6s: a= t im 4' Lt-+o fil
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)

3 .

4.

A mozg6sokkal kapcsolatos feladatok a k<ivetkezS,

szabv6nyos m6dszerrel oldhat6k meg:

(1) Megdllapitjuk, hogy milyen tipusu./bladattal van
dolgunk. Ha a gyorsuliis 6lland6, a kinematikai
e gyen I eteket alkalm azzuk.

(2) Vdzlatot keszitilnk. Krjeloljiik a kezd6pontot 6s a
p ozitiv ten ge I yir6nyokat, v al arn i nt fe I tiinte tj tik az
alkalmazott jelol6seket. Az itbrhra annyi infor-
m6ci6 keri.iljon amennyi viligossri teszi a fel-

adatok kiilonbozS r6szei kozotti osszefiigg6seket.
(3) Csoportositsuk az ismert adatokat 6s a keresett

mennyisdgeket. Ugyeljiink arra, hogy azonos
m6rt6krendszert haszn6ljunk ha sztiks6ges
sz6mitsuk ifi az adatokat.
Hasonlitsuk ossze az adatsort a kinematikai
egyenletekben szerepl6 mennyis6gekkel. Ha le-

Kdrddsek

l. Ha olyan vonalz6val rendelkezi.ink, amellyel inter-

poliicio alkalmazftsiival a millim6ter tized r6sz6ig

tudunk m6rni, akkor h6ny szinal€kos hibiival m6r-

het6 meg e konyv egy lapjrinak hossza es vastags6-

ga? Az utobbi esetben 6rdemes egy kicsit elgondol-

kozni, mert taliilhato olyan m6dszer, amellyel a

m6r6s hib6ja nagymertekben csokkenthetS.
T6rgyaljuk meg azokat a m6dszereket, amelyekkel

a Fold-Hold t6vols6g m6rhetci.
Soroljon fel n6h6ny ismetlcidci jelens6get, amely az

idci mer6sere szol96lhat!
Tudjuk, hogy ha egy egyenlet mindk6t oldaliit

nlgyzetre emelji.ik, akkor az egyenl6seg tov6bbra is

fenn6ll. Hol a hiba a kovetkezd okoskodilsban:

l0 fi l l6r : 0,1 Ft. 100 fi l l6r : 0,01 Ft. (Megjegyzes:

Prob6l juk k i  a l0 cm:0,1 m egyenl6s6ggel  is ! )

5. Alapozhato-e mert6krendszer a tomeg, hosszirs6g es

sebesseg alapmennyisegekre?
6. Robinson Crusoe a lakatlan szigeten nem rendelke-

zett hossz, tomeg es idci m6r6sere szolg6lo eszko-

zokkel. Hogyan dolgozhatott volna ki mer6si eljin6-

sokat 6s m6rt6krendszert?
7 . Mozoghat egy thrgy 6szak fele, ha gyorsul6sa d6lre

mutat?
8. Megfordulhat-e egy test mozgds6nak ir6nya, ha

gyorsul6sa mindv6gig 6llando?

Feladatok
2.3 M6rt6kegys6gek itszdm ithshr a

2A-l A legkozelebbi csillag 4x103 km trlvols6gban van

triltink. Ha Napunkat (a Nap iitm6rcije I ,Exl}n m) egy 7

mm ifim6r5jii cseresznyemaggal szeml6ltetjiik, akkor

milyen tiivol lesz a szomsz6dos cseresznyemag?

2A-2Diszkosz alakir galaxisunk 6tm6rcije 105 f6ny6v.

Legkozelebbi galaxis szomsz6dunk, az Androm6da,

mintegy 2 millio f6ny6v t6volsrigban van t6liink. Gala-

xisunkat egy 25 cm 6tm6rcijii kist6ny6rral jelk6pezziik'

Milyen tilvolsiigra tegytik tSle a kovetkez6 kist6ny6rt?

hets6ges, akkor az orig6t a t: 0 id6ponthoz tar'
toz6an vegyiik fel, hogy x0 ne szerepeljen a ki-
nematikai egyenletekben.

(4) A megoldfs utiin vizsgrlljuk meg, hogy a kapott
eredm6nynek van-e ,,6rtelme". A furcsiinak tffn6
eredm6ny arra utalhat, hogy hibit kovettiink el.

A gravit6ci6s gyorsulils nagys6g6t g-vel jeloljtik

(g:9,81 m/s2). A Fold felszine kozel6ben g lefelE mu-
tat. Az, hogy elSjele pozitiv vagy negativ, att6l fiigg,
hogy apozitiv ir6nyt felfel6 vagy lefele vessztik fel.

A dimenzioanalizis az egyenletek m6rt6k szerinti
os szehasonl itrisiinak me 96l lapit6s 6ra szol grll. C sak azo-
no s m6rt6kegys6 gben ki fej ezett mennyi s 6 geket szabad
osszeadni.

9. Ellenkez6j6re viiltozhat-e egy test gyorsuliisiinak

ir6nya, ha kozben mozg6s6nak ir6nya nem v6lto-

zik?
10. Filmfelv6telt k6szitettiink kiilonboz6, puszt6n a

gravit6ci6 hatiisilra mozg6 testekr6l (a l6gelleniill6s

befolyrlsa itt elhanyagolhato). A filmet forditott

iriinyban jiitsszuk le. Erv6nyesek-e a kinematikai

egyenletek a filmen l6thato mozg6sra? (Az eljririis a

t+-t cser6nek felel meg.)
11. Soroljunk fel nehiiny olyan jelenseget, amely akkor

is val6s6gosnak tiinne, ha a r6la kesztilt filmet for-

ditva jfttszanilnk le! Gyiijtstink olyan jelensegeket

is, amelyek eset6n konnyen felismerhet6 lenne,

hogy a filmet forditva vetitettiik! Milyen illtal6nos

ki.ilonbs6gek rillapithat6k meg a k6t jelens6gcsoport

kozott?
12. Egy szabadon esd testr6l k6sztilt film szerint a test

lefel6 mozog 6s lefel6 is gyorsul. Felfele vagy lefel6

gyorsulna a forditva vetitett filmen liithato t6rgy"'?

"' Atveve a ..Gondolkodtato /izika" I. kcitet L.Epstein 6s P'Hewitt

(1979) 14. old., Insight Kiad6, 614 Vermont Street, San Francis-

co, USA 9410'l

2A-3 Az egbolton a t6vols6gok oly nagyok, hogy a

csillagiiszok a kove tkez6 speci6l is tiivo lsiige gys6 geket i s

bevezett6k:

I f6ny6v: Az a t6vols6g, amit a v6kuumban terjed6

f6ny I 6v alatt megtesz (a f6ny sebess6ge

300x10E m/s).
I csillagiszati egys6g (AU): A Foldp6lya rltlagos

sugara. A Nemzetkozi Csillagiiszati Egyesill6s

definicioja szerint
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I  AU = 149600 x 106 m.
1 parsec (pc): Az a tiivolsiig, amelyb6l I AU hosz-

szrisrigir szakasz I szogmiisodperces liit6szogben
kithato.

Fejezzik ki a f6ny6vet 6s a parsec-et m6terben!
2A-4 Az atomok inm6r6je koriilbeltil l0-'0 m, az atom-
magok6 pedig kb. l0-r5 m. Hriny mm lenne az atommag
iitm6r5je, ha az atom iim6r(5j6t 2 m-re nagyitanilnk?
2A-5 Erdemes megjegyezni, hogy egy 6vben kortilbeliil
tr xl07 m6sodperc van. H6ny szinallkos hibrlt jelent ez
a kozelit6s?
2A-6 An6lkiil, hogy az ifiszitmit6si t6nyez6knek ut6na-
nlzne,hatdrozza m€g, hogy h6ny m6sodpercb6l 6ll egy
6v! Az eredmenyt fejezze ki tudomiinyos jelol6srend-
szerben! (Erdemes 6szrevenni, hogy az 6rtekes jegyek
0,5o%-os pontossiiggal megegyeznek n-vel. Igy kony-
nyebb megjegyezni az 6v 6s a mSsodperc kozotti fontos
ifiszttmilitsi tdny ez6t.)
2A-7 Hiiny Hold m6retii test t6rfogata lenne egyenlS a
Fold t6rfogatiwal? (A sztikseges adatok azL Fiiggel6k-
ben tal6lhatok meg.)
2B-8 A tfvoli galaxisok f6ny6nek voros eltolodiis6b6l a
fizikusok arra kovetkeztettek, hogy minden galaxis t6-
volodik t6liink, es a t6volodiis sebess6ge ar6nyos a gala-
xis tiivols6giwal. EA fejezi ki a v: Hr Hubble-tbrvdny,
ahol v az r t|volsiigban elhelyezked6 galaxis t6volodiisi
sebess6ge, ll pedig az un. Hubble-konstans. H 6,rt6k6t
nem ismerjtik pontosan, a jelenlegi becsl6sek szerint
ert6ke 50 6s 90 km/s/Mpc (Mpc:megaparsec) koz6 esik.
a) Tegyiik fel, hogy H -- 55 kmis/Mpc! Sziimitsuk ift ezt
az lrtdket m/s per 106 f6nyevre! b) Gondolatban fordit-
suk meg minden galaxis sebess6g6nek iriiny6t, de te-
gyiik fel, hogy a sebess6g nagysiiga a tov6bbiakban
valtozatlant Ennek alapjfin megbecsiilhedtik, hogy
mennyi idcjvel ezelftt volt minden galaxis egy pontban.
Az ,,Univerzum kor6t" ekkor a

elmozdulas r I
t=-  osszef i iggesalapj6n -=- -ra

sebess6g Hr H

becsiilhetjrik. (A becsl6s termlszetesen onkenyes es sok
tekintetben pontatlan. Ez az eredm6ny valosziniileg
tflbecsiilt, mert az Univerzum kezdeti t6gul6si sebesse-
ge a testek kozotti kolcsonos vonz6s miatt bizonyira
sokat csokkent, mig jelenlegi 6rt6k6t el6rte.) Hathrozzuk
meg az univerzum igy becstilt kor6t billi6 evekben!
c) Mennyi lenne ez akor, ha a Hubble-konstans ert6k6t
H : 90 km/s/Mpc-nek v6lasztandnk?

2B-9 Hatflrozzuk meg percekben az egy 6ra es az egy
mikro6vszinadnyi id6tartam kozotti elt6r6st! Melyik
hosszabb?
28-10 Bizonyos olajok a viz felszin6n molekulfi-vastag-
s6gnyi r6tegben tertilnek sz6t. Becsiiljiik meg egy olajmo-
lekula m6ret6t, ha egy 2,5 mm i$m1r6jti csepp szetteri.ilve 9
cm 6tm6rcijii, kor alaKr foltot alkot a viz felszin6n!

2.5 lJelyzeto elmozdulis, sebess6g 6s sebess6gvektor

21.-ll A f6ny terjed6si sebess6ge kozel 3x108 m/s. Ha-

tinozzuk ffieg, hogy mennyi idci alatt teszi meg a f1ny az

egy atommag ifim6r(5j6vel (2x10-t5 m) egyenl6 tiivolsii-
got!
2A-12 Egy g6pkocsi 28 km-es utat tett meg v6gce\6ig.
Az ttt els6 9 km-es szakasza v6rosi utakon vezetett, ahol
az aut6 27 kml6 6tlagsebess6ggel mozgott. Az itt fenn-
marad6 r6sz6n a g6pkocsi autopillyiin haladt. A teljes
menetid6 4l perces volt. Mekkora volt a kocsi iitlagse-
bes se ge az aut6pirly 6n?
2A-13 A kaliforniai San Andreas tor6svonal k6t oldal5-
nak osszeillS alakzataibol a geol6gusok arra a kovet-
keztet6sre jutottak, hogy a k6t, eredetileg folytonosan
illeszked6 sziklafal mintegy 20 millo ev alatt 325 km-t
csriszott el egymrlshoz k6pest. Hat6rozzuk meg az el-
mozdul6s iltlagsebess6g6t centim6ter per evben! Meg-
jegyz6s: A Hollister kozel6ben fekvci tertileten az elcsir-
szds sebess6ge jelenleg koriilbeliil 6 cml6v, koriilbeliil
ilyen sebess6ggel n6nek a kormeink.
2A-l4Hathrozzuk meg, km/s-ben, hogy milyen sebes-
s6ggel mozog a Fold Nap kortili piiyhjfin. (Az adatokat
vegytik az L fuggelekb6l.)
2,{-15 Egye* amerikai autopiiyirkon kb. 1,6 kilomete-
renk6nt (m6rfoldenkent) szdmozott oszlopokat helyez-
nek el, hogy segits6k az aut6sokat sebess6gmer6 orrljuk
ellen6rz6seben. Mekkora id<i telik el k6t oszlop kozotti
tdvolsrig megt6tele sor6n, ha a gepkocsi sebess6ge I l0
kml6ra?
2A-16 A Los Angeles 6s San Francisco kozotti kb. 680
km-es tiivolsilgot egy gepkocsi 8 ora alatt teszi meg.
Mekkora az ifilagsebess6ge? Fejezztik ki az eredmdnyt
km/6-ban 6s m/s-ben is!
28'-17 Egy aut6s I km-t l5 km/o sebess6ggel tett meg.
Mekkora sebess6ggel kell megtennie a kovetkezl kilo-
m6tert, hogy a teljes k6t kilom6teres utszakaszofl az
6tlagsebess6ge 30 km/o legyen?
2B-18 Egy futo a 100 m-es vhgtaszhmot 10,3 s-os ered-
mennyel nyerte meg. Egy m6sik fut6 10,8-as id6vel
futott be. Felt6ve, hogy az atlltitk a teljes t6von egyen-
letesen futottak, hatinozzuk meg, hogy milyen tilvol volt
a m6sodik futo a c6ltol, amikor a gySztes itszakitotta a
c6lszalagot!
28-19 A 2-17 t.bra egy egyenes vonalf piiyin mozgo
16szecske elmozduliis-idci fiiggv6nyi'br|jix mutatja.
a) Hatilrozzuk meg a mozg6s 6tlagsebesseg6t & t,:2s es
/,:5s idSintervallumra! b) Melyik idcipil lanatban zerus
a mozg6s sebess6ge? c) Mekkora a / : 10s id6pontban a
pillanatnyi sebess69?

2-17 6bra
A 2B-19 feladathoz
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2.6 Gyorsulis

2A-20 Egy motorker6kprir 5 s alatt gyorsul fel 0-rol 97
km/o 6rt6kre. a) Mekkora az 6tlagos gyorsul6sa mlsz-
ben? b) H6nyadr6sze ez a gyorsul6s a neh6zs6gi gyor-
sul6snak?
2A-2lEgy baseball-labda l0m/s-os v6gsebess6ggel
roptil ki a dob6 kez1b6l. Mekkora volt a labda 6tlagos
gyorsuliisa, ha tudjuk, hogy a dobo keze 0,8 m hosszir
szakaszon egyenes vonalban gyorsitott a a labdfit?
28-22 A 2-18 ribra n6gy kiilonboz6 mozg6s hely-idd
fiiggv6ny6briij6t mutatja. Allapitsuk meg minden eset-
ben, hogy a gyorsuliis pozitiv, negativ vagy zerus!

2-18 irbra
A28-22 feladathoz

2A-23 Egy golfiitds sor6n a kezdetben nyugv6 labda 31
m/s-os sebessdggel repiilt el. Mekkora volt a labda ritla-
gos gyorsul6sa, ha az iit6 l,l7 ms iddtartamig 6rintke-
zett a labdrlval?
2A-24 A 2-19 ibra egy egyenes irton nyugalombol in-
dulo motorker6kp6ros sebesseg-idd fiiggv6nyribrijat
mutatja. a) Mekkora a motorker6kpiiros dtlagos gyorsul6sa
& to : 0 es t: 6 s id6tartamban? b) Allapitsuk meg
(kozelitcileg), hogy mikor 6ri el a gyorsulils maximiilis
6rt6k6t 6s mekkora a gyorsulds ebben a pillanatban!
c) Mikor z6rus a gyorsuliis? d) Mikor veszi fel a gyorsu-
l6s legnagyobb negativ 6rt6ket es mekkora ez az 6rt6k?

2-19 6bra
A2A-24 feladathoz

2A-25 Egy asztronauta leejtett egy kalap6csot a Holdon.

A kalapfcs 1,55 s alatt 6rt a talajru. Az L Ftiggel6kben

megtal6lhat6 a Hold vonz6sa miatt fell6pci gravitiici6s
gyorsulis. Hathrozzuk meg ennek felhasznill6s4val a
kalap6cs v6gsebess6g6t !
28-26 Egy g6pkocsi sebessdge 9 s alatt 4 m/s-r6l egyen-
letesen 7 mls-ra novekszik. a) Mekkora a kocsi gyorsu-
l6sa? b) Ezutln az aut6 egyenletesen lassulva 12 s alatt
meg6ll. Mekkora a gyorsul6s ezen a szakaszon?
c) Mekkora az iitlagos gyorsul6s a mozg6s teljes 2l s
id6tartama alatt?

2.7 Az egyenesvonalf, egyenletesen gyorsul6 mozgis

2A-27 Leejtetttink egy kovet 2 m magasrol. Mennyi id6
alatt lrkezik a talajra?
2A-28Egy l0 m/s sebess6ggel halado teheraut6 10 s
alatt egyenletesen gyorsulva megketszerezi sebess6g6t.
a) Hat6rozzuk meg a gyorsulils6t! b) Mekkora utat tesz
meg ezalatt a teheraut6?
2A-29 Egy labd6t 16 m/s sebesseggel felfele hajitor
tunk. a) Mennyi idri alatt 6r piilyhjfinak csricspontj6ra?
b) Mekkora a labda sebess6ge abban a pillanatban, ami-
kor 8 m+rel van az elhajitrisi hely felett 6s felfel6 mo-
zog? c) Hatilrozzuk meg a labda maximiilis magass6giit!
2A-30 Egy labdrit 20 m/s kezd6sebess6ggel feldobtunk.
a) Mennyi id6 alatt 6ri el pfiyhjilnak csircspontj6t? b)
Milyen magasan van ekkor? c) Mekkora sebess6ggel
6rkezik vissza a labda kiindulo hely6re?
2A-31Egy 2O m/s sebess6ggel halad6 gdpkocsi egyen-
letesen fel6re csokkenti sebess6g6t e:2 mls2 6rt6knek
megfelel6en. a) Mennyi idci sziiks6ges ehhez? b) Mek-
kora utat tesz meg ezalatt?
2L-32 Egy labdrlt 12 mls sebess6ggel fiigg6legesen fel-
fel6 hajitottunk. Hol van, mekkora 6s milyen ir6nyri
sebess6ggel rendelkeztk a) I s 6s b) 2 s id6pontban az
elhajitrls ut6n?
28-33 Egy kovet 50 m m6ly kritba ejtetttink. Hathroz-
zuk meg, hogy mennyi idci mirlva halljuk a k6 csobba-
n6srlt! (A hang terjed6si sebess6ge 330 m/s.)
28-34 Egy g6pkocsi l5 m/s-os egyenletes sebess6ggel
egyenes titon halad. Abban a pillanatban, amikor egy
parkol6 motoros rend6r melle 6r, a rendSr 2 mlsz 6llan-
do gyorsuliissal iildozni kezdi: a) Mennyi id6 alatt 6ri
utol a rend6r az aut6t? b) Mennyi utat tesz meg ezalatt a
rendSr 6s mekkora a sebess6ge a talfikoz6s pillanat6-
ban?
2B-35 Egy 6rmet 4 mls sebess6ggel dobtunk fel. Meny-
nyi id6 alatt 61 0,50 m,magasra? Mi6rt kapunk k6t
eredm6nyt?
28-36 Egy labd6t a 2-20 iibr6nak megfelel6en egy sza-
kad6k sz6l6r6l felfel6 hajitottunk. A labda 5 m magasra
emelkedik, majd l5 m m6lyen 6r talajt a szakad6k aljrln.
a) Mekkora volt a labda kezd6sebess6ge? b) Mekkora
sebess6ggel csap6dik a talajba? c) Mennyi ideig tart6z-
kodik a labda a leveg6ben? )
28-37 Egy mozg6 pont 4 m/s sebess6ggel a pozitiv .r
irilnyban mozogva halad ilt a koordin6tarendszer orig6-
jrin. Bizonyos id6 eltelt6vel, az x:4 m pontban, sebes-
s6ge -2 mls (azaz negativ x ir6nyban mozog). Tegyi,ik
fel, hogy a gyorsuliis illlando. a) Mekkora a gyorsulils?
b) Mennyi id6 telik el mig a mozg6 pont az orig6b6l az
x: 4 m koordinifiiljit pontot negativ irilnyban haladva
el6ri? c) Milyen t6vols6gra jut el a mozg6 pont a pozitiv
x irilnyban?

- '

v
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2-20 6bra
A28-36 feladathoz

28-38 Egy csapb6l egyenletesen csopog a viz a 30 cm-
rel lejjebb elhelyezett mosogat6ba. A csepeg6s iiteme
olyan, hogy amikor egy csepp becsapodik, akkor a ko-
vetkezl mhr a levegdben van 6s a harmadik 6ppen le-
szakad a csapr6l. Hatinozzuk meg, hogy hdny csepp
esik le percenk6nt.

2.8 A kinematikai egyenletek levezet6se differenci-
iilszhmitirs felh aszn 6k{s 6v al

28-39 Egy reszecske az a : l2t (Sl-egys6gekben) osz-

szefiigg6snek megfelel6 gyorsul5ssal mozog az x ten-
gely ment6n. A r: 0 id6pontban a r6szecske nyugalom-

ban van es az orig6ban talSlhato. Hatinozzuk meg a) a

pillanatnyi sebesseg-id6 fiiggv6nyt 6s b) a hely-id6

fiiggv6nyt.
28-40 Egy, az x tengelyen mozg6 r6szecske sebess6g-
-id6 fi iggveny6t a v: 4 + 2t - 3F egyenlet adja meg.

A /: 0 id6pil lanatban a r6szecske az x:8 m helyen

v: *5 m/s sebess6ggel halad 6t. a) Hatinozzuk meg a

mozg6s elmozdul6s-id6 fiiggv6ny6t! b) Mekkora a 16-

szecske legnagyobb sebessege +x ir6nyban?
28-41Egy, az x tengely ment6n mozgo r6szecske hely-

zet6t  Sl-egys6gekben az x:2+3t -  4 l  osszef i igg6s

adja meg. a) Mi az egyes tagok egyiitthatoinak a dimen-

zi6ja? b) Vezesstik le a sebess6g-id6 es c) a gyorsulSs-

id6 fiiggv6nyt! Hathrozzuk meg tov6bb6 d) a r6szecske

maximillis x ir6nyir elmozduliis6t 6s e) azt az id6pontot,

amikor ez bekovetkezik!

2.9 Az elmozdulis, sebess6g 6s gyorsul6s grafikus

szeml6ltet6se

28-42 Egy reszecske az x:2 m helykoordin6trljri pont-

bol indul 6s a 2-21 ribra gyorsul6s-id6 fiiggv6nygorb6-
j6nek megfelel6en mozog. Vrizoljuk fel a fontosabb
numerikus 6rt6kek feltiintet6s6vel a) a sebess6g-id6, b) a

hely-id6 grafikont a mozg6s els6 7 m6sodperc6re!

2-21 6rbrt
A2B-42 feladathoz

28-43 A 2-22 6brhn egy egyenes fton halado renddr-
motoros piiy|jinak sebess6g-id6 fiiggv6nyihr|ja li*-
hato. Mrlsoljuk ifi ezt az itbri./- egy papirlap kozepere. a)
Rajzoljuk meg az elmozdul6s-idci fiiggvenyihr6t ponto-
san az el6z6 ibra f616, ugy, hogy az idStengely eppen a
sebess6g-idci fiiggveny id6tengelye fole essen. b) Raj-
zoljuk meg ehhez hasonloan a gyorsulSs-idd fiiggveny-
thritt a sebesseg-id6 ihra alatt. Az 6briikon tiintessiik fel
az elmozdul6s- ill. gyorsuliiskoordin6ta nagysrlg6t a
jellegzeteqpontokban. c) Mekkora a motoros pillanatnyi
gyorsul6sa a t:6 s idcipontban? d) Hatiirozzuk meg a
motoros helyzet6nek a koordinf,itdjit a t : 6 s idcipont-
ban. e) Mi lesz a v6gs6 helyzete a motorosnak a /: 9 s
id6pontban?

2-22 irbra
A 28-43 feladathoz

28-44 Egy motoros nyugalombol indul es egyenletesen
gyorsulva 8 s alatt 24 mls sebooseget 6r el. Ezutin 12
m6sodpercig ezzel a sebess6ggel mozog, majd f6kezni
kezd 6s 6 m6sodperc alatt megrill. Keszitsi.ink vtrzlatot a
hely-id6, sebess6g-id6 6s gyorsukis-id6 fiiggvenyr6l!
A fiiggv6nyitbrilk tor6s- 6s inflexi6s pontjain tiintessiik
fel a megfelelS koordin6ta6rt6keket is! A fiiggv6nyrlb-
riikat a2-13 d}rrirhoz hasonl6an rendezve, egymds lolott
p6rhuzamos id6tengelyekkel rajzoljuk meg !
2B-45 A 2-23 rlbra egy egydimenzios mozgist v6,gz6
test sebess6g6t mutatja. Vrlzoljuk fel az elmozdul6s-idci
6s a gyorsukls-id6 fiiggv6nyrlbriikat. Tiintessiik fel a
megfelel6 numerikus 6rtekeket is azokon a pontokon,
ahol a sebess€gfiiggv6ny meredeks6ge megv6ltozik!
At:O id6pil lanatban a test az x:2 m helyen van.
A fiiggv6nyilbrikat rendezziik a 2-13 i,}rrirhoz hasonl6
m6don!
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2-23 6rbra
A2B-45 feladathoz

2.10 Dimenzi6analizis

2A-46 EllenSrizztk a ,' = ,1 * 2ax kinematikai

egyenletben a dimenziok egyez6s6t!
28-47 A fon6linga T peri6dusidej6nek azt az iddt ne-
vezzik, ami alatt a mozg6s egy teljes ciklusa lezajlik.
A fon6linga leng6sideje az inga I hossz6t6l 6s a g nehlz-
s6gi gyorsukist6l fiigg, A peri6dusid6 ennek megfelel5-
en T : (konstans) f', d alakban adhato meg. Allapitsuk
meg az a 6s b kitev6k 6rt6k6t dimenzi6analizis segits6-
g6vel! (Gondosan fogalmazzunk, a megoldils jol 6rthet6
legyen!)
2B-48 Ha a l6gellen5lliis elhanyagolhat6, akkor az elha'
jitott testek R vizszintes hajitrlsi trivolsiiga csak a 0 haji-
t6si szogt6l, a v. kezd6sebessegtSl 6s a g neh6zs6gi
gyorsulSstol fiigg. a) Hatrlrozzuk meg dimenzi6analizis-
iel, hogy adott hajit6si szog mellett hogyan fiigg a haji-
t6si tilvols 69 a kezdcisebess6gtcil es a nehezsegi gyorsu-
l6stol! Eml6keztetiink arra, hogy a frzlkirban a szoget
tobbnyire a dimenzi6 n6lkiili radi6nban m6rjiik. b)
H6nyszoros6ra n6 a hajitrisi t6vols6g, ha a kezdeti se-

bess6get megk6tszerezzik? c) Hogyan valtozna ahajit6-
si t6vols6g a Holdon, ahol a gyorsul6s l/9-ed rtsze a
foldinek?

Tovibbi feladatok

2C-49 Egy 3 m/s sebess6ggel siillyedci hcil6gballonbol
homokzs6kot ejtenek ki. a) Hatilrozzuk meg a homok-
zs6k sebess6g6t a Foldhoz k6pest a kiejt6s ut6n I m6-

sodperccel. b) Milyen tiivolsrlgba jut egy m6sodperc
alait a homokzs6k a ballontol, ha a zsak kiejt6s6nek
pillanat6ban a ballon siillyed6si sebessege 2 mls-ra

csokken?
2C-50 Egy lift 0,2 mls2 gyorsuliissal indul 6s ugyanek-
kora lassul6ssal iill meg az egymitstol 4 m t6vols6gban
l6vci emeletek kozott. Mekkora az a minimSlis id6tartam

ami sztiks6ges k6t szomsz6dos emelet kozotti t6vols6g
megt6tel6hez?
2C-51Egy 45 m magas hidrol kovet ejtettiink egy fo-

ly6ba. Mekkora v kezdeti sebesseggel hajitottuk ut6na I

m6sodperc mirlva a kovetkezd kavicsot, ha egyszerre

6rkeztek a vizbe?
2C-52 M6soljuk le a 2-24 f,l:ltitn klthato sebess6g-idd

ftggv6ny6br6kat! Kozvetlenil az 6tm6solt grafikonok

alatt rajzoljuk meg a megfelel6 elmozdul6s-idci 6s gyor-

sul6s-idci fiiggvenyilbrrikat! Az x: 0 helyzetet a /: 0

idcipontban vegytk fel 6s minden idStengelyen hasz-

n6ljuk ugyanazt a l6Pt6ket!

L , , h n n ,

2-24 6bra
A2C-52 feladathoz

2C-53 Egy felfel6 dobott konnyii labda helykoordin6-

tfla az y:7t-491 fiiggveny szerint v6ltozik, ahol y-t

m6terben, r-t pedig m6sodpercben m6rjtik. Hatilrozzuk

meg aj a labda v" kezd6sebess6g6t 4 to:0,pillanatban

b) sebess6 g6t a t: 7,26 s idcipillanatban, valamint c) a

gyorsuliis6t!

2C-54 Egy, az origobol indul6 test a 2-25 ihra szerinti

gyorsul6ssal egyenesvonalit mozg6st vegez. Rajzoljuk

meg a mozg6s sebess6g-idci 6s elmozdul6s-idci fiigg-

vlnyihri l j6t. Tiintessiik fel a t:2,6, 8 6s 10 id<ipontok-

hoz tartoz6 sebess6g- es helykoordin6t6k 6rt6ket!

n
- 1

2 4 6 8 1 0 1 2
t-J

2-25 6bra
A 2C-54 feladathoz e

2C-55 Egy foldalatti vasrit a tervek szerint maxim6lisan

1,5 m/s2 gyorsul6ssal, ill. lassul6ssal mozoghat. a) Hat6-

rozzvk o€g, hogy minim6lisan mekkora idd sziiks6ges

ket rillomris kozotti 800 m trivols6gir ut megt6tel6hez! b)

Hatirrozzuk meg, hogy ennek sor6n milyen maxim6lis

sebesseget er el a szerelvenY!

2C-56 Egy 6pi.ilet tet6p6rkinyinol lehullo tegla 0,2 s id6

alatt halad el egy 2 m magas ablak el<itt. Milven maga-

san van aphrkiny az ablak fels6 szele felett?

2C-57ldegen 6gitestekrdl 6,tkezett betolakod6k ellen

vivott iiriitkozetben a foldi tirhajo (A iirhaj6) 300 m/s

sebess6ggel iildozi az idegeneket (B ffrhaj6), akik 270 m/s
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sebess6ggel menekiilnek. A k6t ffrhajo ugyanazon egye-
nes ment6n mozog 6s a sebess6geket ugyanahhoz az
inerciarendszerhez k6pe5t ismerjiik. Amikor a k6t iir-
hajo t6vols6ga 8000 m-re cstikken, az A haj6 parancs-

noka 75 mls2 gyorsuliissal mozg6 rakltfit 16 ki. Mennyi
id6 alatt 6ri el a rak6ta a betolakod6t? (A szrimitiisokat a
m6r fe lha szniit inerci arendsz erben v 6 gezziJkt )
2C-58 Egy forgalmi l6mpa olyan keresztezSd6sben 6ll,
ahol 40 km/o sebess6gkorlifiozits 6rv6nyes. A keresz-
tez5d6,s fel6 a maxim6lisan megengedett sebess6ggel
g6pkocsi kozeledik. A kocsi maximdlis lassul6sa 2 mls2,
a vezetS reflexideje 0,5 s. a) Tegytik fel, hogy a g6pko-
csi maximiilis sebess6ggel haladt 6s 3 m/s2 egyenletes
lassul6ssal f6kezett. Milyen messzire volt a kimp6tol a
f6kez6s megkezd6s6nek pillanatiiban (amikor a lilmpa
eppen s6rgilra viiltott), ha 6ppen a stop-vonalon iillt
meg. b) Milyen hosszri volt a siirga jelz6s id6tartama,ha
a liimpa pontosan a kocsi megiill6srinak pillanatiiban
viiltott pirosra?
2C-59 A 42 km 6s 194 m6ter hosszri Los Angeles-i ma-
ratoni t6vot 1987-ben Art Boileau nyerte 2 ora 13 perc 6s
9 miisodperces id6vel. a) Mennyi volt Art Boileau 6tlag-
sebess6ge? b) A 34 km-es jelz6snel Boileau 2,5 perccel
vezetett a miisodik helyen fut6 ellenf6llel szemben, aki a
c6lvonalon 30 m6sodperccel a gy1ztes utiin haladt 6t.
Tegyiik fel, hogy Boileau a tdvot v6gig egyenletes se-
bess6ggel tette meg, valamint, hogy amikor a gylztes a
34 km-es jelhez lrkezett, akkor a miisodik helyen futo is
vele azonos sebess6ggel futott. Mekkora 6tlagos gyor-
sul6ssal kellett ezutfun a miisodik helyen futo atl6t6nak
mozognia?
2C-60 K6t aut6 vakmer6en frontiilisan rohan egymiis
fel6 iitkoz6si probap6lyin. Sebess6gtk rendre 25 m/s 6s
35 m/s. A k6t vezetS ugyanabban az idcipontban lep a
f6kre 6s megiilklsig egymiissal egyenlS 6s egyenletes
lassul6ssal mozog. Ezzel a lassul6ssal 20 m/s kezddse-
bess6gr6l indulva 4,7 s alatt tudniinak megrlllni. Milyen
tiivol voltak egymrist6l a g6pkocsik a f6kez6s megkez-
d6s6nek pillanat6ban, ha 6ppen a frontiilis osszeiitkoz6s
elott tudtak megrillni?
2C-61Egy k6darabka v6lik le a kirt perem6r6l 6s a viz-
be hull. a) Milyen m6ly a krit, ha a k6 csobban6s6t a
lev6l6s ut6n 2,4 m6sodperccel halljuk meg? (A hang
sebess6ge az adott h6m6rs6kleten 336 m/s.) Mekkora
hib6t koveti.ink el a m6lys6g meghatilrozinhban, ha a
hang terjed6s6hez sziiks6ges id6t elhanyagoljuk?

2C-62Egy elk6sett utas 3 m/s sebess6ggel rohan az
iillomrlsr6l 6ppen indulni k6sziil6 vonat ut5n. Az utas a
sinek ment6n fut 6s m6g xo tilvols6gban van a h6tso aj-

t6t6l, amikor a szerelv6ny 0,5 m/s2 gyorsul6ssal elindul.
a) Rajzoljuk meg az utas x"(r) hely-id6 grafikonj6t a

/o: 0, ro: 0 kezdlfeltltelekkel! Ugyanezen az ibritn

rajzoljuk meg a szerelv6ny v6g6nek xr(t) gorbeseregdt

kiilonboz6 szabadon villasztott x" 6rt6kek mellett! Abrri-

zoljunk olyan eseteket is, amikor az utas el6ri, 6s olya-
nokat is, amikor lek6si a vonatot! b) Hat6rozzuk meg a
legnagyobb xo t6vols6got, amikor az utas m6g el6ri a

vonatot!
2C-63 K6t szomsz6dos metr6iillomiis tiivols6ga 430 m.

A foldalatti szerelv6ny gyorsulilsa I m/s2. Hatirozzuk
meg a) a k6t meg6llo kozotti irt megt6tellhez sziiks6ges
minim6lis id6tartamot. b) az ilyen mozg6s soriin el6rt
maximiilis sebess6get 6s c) a mozg6s iltlagsebess6get!
K6 szitsiink v ilzlatot az elmozdulils- id6, sebes s6g-id6 es
gyorsul6s-idd fiiggv6nyr6l. Jeloljiik be a grafikonokon
azon pontok koordinfitilit, amikor a vezetS a gyorsit6sr6l
iltkapcsol a fdkezesre.
2C-64 Galilei egy irn. -piratlan szhm" szabiiyt iilapi-
tott meg a szabadon es5 testek mozgitsitra vonatkoz6an.
A szab6ly a kovetkez6: Ha egy nyugalomb6l indul6 test
az els6 miisodpercben 5 m-t tesz ffieg, akkor a kcivet-
kezSben 3x5 m-t, a harmadikban 5x5 m, a negyedikben
7x5 m 6s igy tov6bb. Mutassuk ffieg, hogy ebbcjl a sza-
brilybol az x: 5f irt-id6 osszefiigg6s adodik, ahol x a
teljes utat, t pedig a teljes eltelt idcit jeloli!

(Utmutatrir, 
: 

k - n(n+ t) t z

2C-65 Egy nyugalombol indul6, komputer vez6relt met-

r6szerelv6nyt a robotpilota a mozgis elsd 5 m6sodperc-

6ben az x: Af torv6ny szerint gyorsit. Hatfirozzuk meg
a) a sebess6get, valamint b) a gyorsuliist az rd6 fiiggv6-
ny6ben! c) Mekkora az A egyitthat6 6rt6ke (bele6rtve a
dimenzi6t is) ha a nyugalombol indulo szerelv6ny se-

bess6ge az induliis ut6n 5 m6sodperccel 4 m/s?

2C-66Egy leejtett k6darab irtjiinak a talajra 6rkez6s
el6tti utols6 harmad6t 1,0 s alatt teszi rr€g. Milyen ma-
gasr6l esett le a h6 le ak6?



AZ I_23 FE JF'ZNTE,K PARATLAN
SZAMOZASU FELADATAINAK
MEGOLDASAI

II. Fejezet

2A-l
2A-3
2A-5
2A-7
2B,-9

2A-tl
2A-13
2A-15
2B-t7
28-19

2B-21
2B'-23
2A-25
2A-27
2A-29
2A-31
2B-33
2B-35
28-37
2B'-39
28'41

28-43
2B-45

x ( 1 0 )  : 2 2  m

28_47 a= *;b 
__ _+

2C-49 a) 12,8 m/s b) 5,90 m
2C-51 12,2 mls

2C-53 a) 7 m/s b) -5,35 m/s c) -9,8 m/s2

2C-55 a) 46,2 s b) 34,6 mls
2C-57 14,2 s

2C-59 4,83 x l0-r m/s2
2C-61 a) 26,4 m b) 6,89ort

2C-63 a) 41,5 s b) 20,7 Y c) 10,4 I
S S

2C-65 a)  v :3Af  b )  a :  6At  c )  0 ,0533 m/sr

200 km

1 f6ny6v  :9 ,46  x  l0 r5  m;  I  pc :  3 ,09  x  1016 m
0,447%0
49,4
7,40 perc; az ora hosszabb

6,67 x l0-22 s
1,63 cmlev *
55 ,4  s
lehetetlen
a) 1,20 mls b) 7,00 s c)  -1,54 m/s
(kozelitcileg)

62,5 mlsz

2,65 x l0o m/s2
2,59 mls
0,639 s
a) |  ,63 s b) 9,96 m/s c)  I  3,1 m

a) 5,00 s b) 75,0 m
3,34 s
0,804 s;  0,0127 s

a) -1,5 m/s2 b) 4 s c)  5,33 m

a) 6f  b)  3r
a)  2  m;3  m/s ;  4  mls2  b)  v :  3  -  8 r

c)  -8 m/s2 d) 0,375 s e) 2,56 m
c) -4 m/s d) 34,0 m
x ( 2 ) : 2  m ;  x ( 4 ) :  6  m ;  x ( 6 ) :  1 4  m ;

III. Fejezet

3A-1
3A-3

3B-5

3A-7

3B-9
3B- t l

3B-13
3A-15
3B-t  7
3B-19
38.21
3B-23

3C-25

3C-27

3C-29

3C-31

3C-33

3C-3s

3C-37

3C-39

a) 7 osztitsr6szt b) 36,9'; 5 oszt6sr6sz

a )  C - - 6 i + 5 y ; D - - 2 i + 7 )

b) C :  7,81;39,8";  D :  7,28; 106"

C : 5 , 3 9 ; 2 1 , 8 o ;  D : 6 , 0 8 ;  8 0 , 5 " ;  E :  1 0 , 8 ;

248,2"

a )  C - i - 2 2 ; 2 , 2 4 m

b )  D - 4 i + 5 ) - 6 2 ; 8 , 7 8 m

2,50 m/s

a) 4,87 km; 61,4" d6lnyugatra b) 23.3 m/s

c) 13,5 mis; 6l ,4" d6lnyugatra

I 6,1 o a horizont alatt
1 3 , 6  m
24,J mls
55,4 m/s

a) I I , l  m/s b) 24,7 mls; 26,5" a ftggcilegest6l
a) 21,9 m b) 2,74 s c)  1 4,1 m

d) 2l ,4 m/s; 1 3,9" a fiiggcilegestcil

a )  6 i - 2 y + 2 2  b )  2 i + 4 i - 6 2

c )  6 i  + s i - 8 2
(.2,44 m, 1 1,9 m)

v,.7 sin 20
p -  "

o
6

A vfiasz adott.

u^Fsin t I
v v
l t n - - '  

) o

A v6lasz adott.

[  "  
. l "

y - ( t s l ) x - |  ; - j  ^ -  l r '
l z t r , ,  c o s 0 ) ' l

/ t s e )
6 = a r c  t e l  -  |'  " \  2  )

IV. Fejezet

4A-l a) 8,73 x 10-3 rad b) 0,030 rad

4B-3 91.70


