Folyamatszabalyozas

Csinalok boritot, hogy legyen 100. oldal
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1. elbadas

Folyamatszabalyozas

Folyamat: idében valtozé (mas széval dinamikus) rendszer, élettani/bioldgiai
rendszer, miszaki/korhazi berendezés, stb.

Szabalyozas: folyamat befolyasolasa, adott cél érdekében torténé moddositasa,
leggyakrabban egy jellemzé adott szinten tartasa (pl. hémérséklet)

Szabalyozasi kor

Egy fizikai mennyiség vagy anyag fog valtozni id6ben, ez a folyamat.
A folyamatnak vannak bemenetei, olyan jelek, amiket a folyamat kivilrél kap, vagy
ezekkel probaljuk befolyasolni.

Lavaris/
Disturbance
Beavatkozé jel/ | . f
L h?.;lh'.llf.'u?.ntl
Controller jellemad /
Action Output
Folyamat I
u v

Amikor egy folyamatot szeretnénk jellemezni, akkor meg kell rajta mérni, ami alapjan
el szeretnénk donteni, hogy olyan allapotban van, amilyenben szeretnénk, hogy
legyen, vagy nem.

A mérni kivant értéket valamilyen érzékeld segitségével fogjuk vizsgalni, ami
megprébal neki egy olyan értéket adni, ami egyetlen szammal leirja, ezt hivjuk
kvantitativ értéknek.

Lavaras/
Disturbance
Beavatkozd jel/ | . :
L h?.;lh'.llf.'uknfl
Controller jellemad/
Action Cutput
Folyamat ‘
L ¥

Erzékelé |

Ha pl. fUtésrdl beszélink, a hdmérséklet a mért érték, és allitani is ezt szeretnénk.
Hogy befolyasolni tudjuk, a mért értéket a szabalyozéhoz kell tovabbitani, ami egy
beavatkoz6 jellel a folyamatot majd szabalyozza. A folyamat kimenete egy
hémeérsékleti érték, ebbdl az érzékelé ebben a példaban villamos jelet allit eld. Ezt
O0sszehasonlitja egy referencia jellel (azzal, hogy mennyi legyen a hémérséklet). Ezt
hivjuk hibanak, megmutatja, hogy mennyivel tér el a kivant érték a valésagtol, és
ezzel dolgozik a szabalyozé.



Lavaras)/

Disturbance
Beavatkozd jel/

" . d Szabilyozott
Referencia jel/ Hiba/ . - i
Controller jellemzd/
[I1]lll| ’ f
Error . i Action Output
- Szabalyozé ——o— . Folyamat
¢ [T v

Visszacsatolis/

Feedback

Erzékeld

¥4

A szabalyozé a hiba ismeretében dontést fog hozni, amire kiad egy jelet, ami a
folyamatot az aktualis allapotabdl kibillenti, a fltéses példan példaul a fiitétestbe
kerul6 melegvizet éllitia azzal, hogy egy szelepet nyit vagy zar. Magyarul lesz egy
eszkozunk, ami a folyamatot befolyasolni tudja.

Osszegezve: van egy szabalyozé, ami befolyasolja a folyamatot. A folyamat egy
idében valtozé jelenség, ennek valamilyen jellemzéjét akarjuk mérni, ezt a mérést
az érzékeld végzi. Az érzékeld ebbdl egy jelet hoz létre, azt valamilyen formaban
tovabbitja. Lesz egy osszehasonlitds a kivant értékkel, amit a szabalyozo
figyelembe fog venni, hogy megfeleléen tudja beallitani a beavatkozé jelet.

Minden folyamat esetén vannak olyan mikoédések, amiket nem tudunk megfigyelni,
az érzékel6 nem tudja érzékelni, ezért a szabalyozéba nem tudjuk eljuttatni, igy a
szabalyoz6 allapotat, vele egyltt a szabalyozét jellemzét moédosithatja. Ez a
zavaras, és emiatt létezik a szabalyozo.

Szokasos elnevezések:

Zavaris/ zavard jellemzik

Beavatkozo jel Disturbance
"l'ﬁ'l’l‘l“'l‘ﬂ I"._“' Illl:;‘it Ir'.lll_'.'llu Ivl," I.I ," u, H-‘;.-'lh-.ih-“zn“
Alapjel If Controller | jellemzd/
Input Error Szabalyozo Action Folyamat Output
—»
e/, /v " (C) u (P) v
Visszacsatolis
Ellendirzd jel/
Feedback Erzékels

z/e,

Még egy példa - tempomat: érzékeld: kerék szdogsebessége, szabalyozott jellemzé:
sebesség, folyamat: auté haladasa
Az emberi test is rengeteg példat ad szabalyozasra: hormonok, cirkadian ritmus, stb.

Nyilt/zart szabalyozasi kor

Egy fontosabb példa - telefon automatikus fényereje: referencia jel: megadott
fényer6, szabalyozott jellemzé: valodi fényerd, viszont ezt nem tudjuk mérni, nincs
érzékeld ra. Ezt hivjak vezérlésnek, avagy nyilt huroknak:



Lavaris

d

Referencia jel I | Szabdlyozott
r - Beavatkozd jel jellemid
Vezerlo * Fﬂli'fan"lat
u ‘ v

e Hogy a telefon a kiils6é fényerére be tudjon allni, azt tekintjilk zavarnak, amit
viszont mar tudunk érzékelni, ezt hivjuk zavarkompenzaciénak, igy mar tud kilsé
zavarokra egy olyan jellemzét szabalyozni, amit nem tud mérni:

Favaris

d

| Szaljdlyozott

Beavatkozd jel TN
T +  Vezérlé » Folyamat H—— .
| u | ,
¥

Referencia jel

Lavar jel

Fs

Erzékeld !
l

e Ahol az érzékel6 a szabalyozott jellemzét is méri (a legelején bemutatott
szabalyozasi kor), azt zart koérnek hivjuk, és nagyon fontos, hogy ott van

visszacsatolasunk:
Zavaris
d
Hiba | . Szabdlyozortt
|tl-ﬂ-n-;.;-:-.. jel jiel —— Beavatkozd jel —— jellemzd
' u v

Visszacsatolis |

Erzékeld

£

e Kildnleges példa - vizforralas tlzhelyen: szabalyozott jellemz8: viz hémeérseéklete,
vezérlé: gaz mennyiségét allitja, beavatkozo jel: tliz. Mi a visszacsatolas? Ott allok
és nézem.

e Teszt: melyik nyilt és melyik zart hurok?



Szabalyozas Vezérlés (zavarkompenzacioval)

Erzékeld
sIerv
, szahmyogé [ Vezérld
/\ berendezés berendezés
) | /\
Erzékeld
sSZaerv
‘._
11 —
= LT
—r

Megoldashoz jeldld ki ennek a sornak a folytatasat.

e A zavarkompenzacio természetesen szabalyozasnal is bevethet, nem koéti semmi a
nyilt hurokhoz/vezérléshez. A bal oldali abrara ugyanugy atiltetheté a jobb oldali
érzékeld szerv, és akkor a kettdé egyutt mikddne.

e [Egy szabalyozasi kor a valésagban:

My, Anyag
Killnbség E, | |enorgin
képzd
Xa Xy Szabalyozé | * Beavatkozd | *n N Iranyitott X,

" berendezés b szerv — | folyamat [
Alapel Rended- Beaval- Modos ot
kazdyal hozdpal jollemzt

Ay Anyaq

xr — Xu = xu Ey enargia

A Erzékeld % |
Ellendrza jel szerv Szabalyozott jellemzo

Ezen az abran a centrifuga példajaval élink: a beavatkozé szerv a motor, az
iranyitott folyamat a fordulatszam.

Szabalyozasi kor a gyakorlatban

e Beavatkoz6 szervek: szelep, motor, fiitéelem
o Erzékels: fizikai mennyiség érzékelése, jelatalakitas
o Tipikus példa: digitalis hémeérd, tavolsagérzékeld, nyomasszenzor

Folyamatszabalyozasi feladat megoldasanak lépései

1. Folyamat mikddésének megértése
o Megprobaljuk valamilyen fizikai vagy mas teruleti ismeret alapjan a folyamatot
jellemezni
o Az el6z6 pontban talalt figgvények paramétereit (kimenet, bemenet, allapot)
meghatarozzuk
2. Szabalyoz6 megtervezése
o Tervezés, szimulacioval tesztelés
o Valds rendszer tesztelése



2. elbadas

WC-tartaly vizszintszabalyozasa

e A vizszint egy j6 paraméter, hogy mennyi viz van benne

e A viz tetején egy uUsz6 van, a csaphoz egy kar kéti, ez a kar egy mechanikai
kapcsolaton keresztil fogja a szelepet vezérelni. A szelep vezérli a beavatkozo jelet,
amihez a referencia jel az uszé legfels6bb pozicidja lesz (ahol a szelepet teljesen

elzarja)
Szabalyozé
berendezés +
beavatkozé -
szerv Et‘;zabagvozptt
erendezes
e Py . o A Anyag
A8 A, Kiilonbség Usz6 tdvolsdga legfeliilrdl E | |energa
B képzd
- P szelep szelep
4 Ya £ Szabalyozo | ¢ Beavatkozd | Um [ranyitott
1T berendezés szerv folyamat
| Aapiel F::;;ee‘l E;:O‘f;‘l Médositot
Uszé legfeliil Jellemz6 B
x nyag
- e=Uu,- ep A,| | energia
Ay &
E,
e, vizszint | Erzékelb v
Erodkeld Ellenérzé jel Sy Szabalyozott jellemzé
SZerv ljS Zé

e A jel absztrakt dolog, nem mindig konkrét jel (pl. elektromos), itt példaul a vizszint
ellenérzd jele valéjaban az uszot tartd kar elmozdulasa.

Nyilt és zart hurku szabalyozas, roviden, Ujra

e Nyilt hurkd szabalyozas (vezérlés)
o A beavatkoz¢ jelet folyamatos allapotvaltozé mérése nélkil allitjuk elé
o Egyszerlen megvaldsithatd, de ismernunk kell pontosan a rendszert és a
mikodeési korulményeket, kildnben hianyos modellt alkotunk réla, amitél
pontatlan lesz a szabalyozas
o Nem hasznalhaté, ha nem ismerjlk a modellt vagy a mikddési
korilményeket, vagy valtozasok kovetkeznek be a rendszerben
e Zart hurku szabalyozas (szabalyozas)
o Folyamatos beavatkozasra van szikség, folyamatosan mérink és
beavatkozunk, igy pontos lesz, kisebb valtozasokat toleral
o Altalaban bonyolultabb megvalésitasu

Térdreflex-vizsgalat

e A patellaris int a mdgdétte talalhaté Uregbe egy
kalapaccsal belitik, ettél a szalag nem ér el olyan tavolra, ami
a négyfejl combizom megnyulasat fogja eredményezni,
Patellar lényegében megrantjak azt az izmot. Az izom ugy érzékeli,
L/ tendon mintha hirtelen megnyult volna, de probalja a hosszat

_ Tibial megtartani, inkabb 6sszehuzodik.
" _tubercle




Az izomrostok k&z6tt vannak nyulasreceptorok, amik ingeriletté alakitjak a
megmozdulast. A nyulasreceptorokhoz egy idegsejt kapcsolodik, ami ezt az
ingeriletet a gerincvel6be szallitia, ahonnan egy idegduc egy olyan idegsejthez
szallitja az ingert, ami az izomrostokat tudja iranyitani, és igy 6sszehuzédasra tudja
ingerelni nagyon gyorsan.
A nagy kitérést a labban az okozza, hogy az uUtés utan az in azonnal visszanyeri az
eredeti allapotat, tehat ez egy pillanatnyi fizikai hatas, és a rendszer nem tud vele
|épést tartani.
A rendszer, amit szabalyoztunk, az a combfeszit§ izom. A szabalyozott jellemzé az
izom hossza. Ezt az izomorso fogja érzékelni. Akkor fog ingeriletet kiadni, ha
megvaltozik a hossz, tehat az izom hosszanak valtozasat adja ki magabdl
visszacsatolasként, ellenérzé jelként. A szabalyozd, ami a gerincvel6i idegduc, egy
hibajelet fog kapni, ezt bioldgiai rendszerben nagyon nehéz definialni. A kalapacs
utése egy pillanatnyi rovidulés, ami a rendszert az egyensulyi allapotabol kizokkenti,
zavarast jelent szamara.

Lavardis:

Megnyilds az Gtés hatisira

Beavatkozd jel: d
Ingeriilet a
mozgatd ideghdl Kimenet: izom hossz
Gerincveldi - Combfeszitd
idegdic izom )
'&'“lh.-..r.:l.t'h'.llulﬁ.\:
1'.:r,_,.ikl.],'; !il.ll.'gll
:ing:'riilf.'l: )
lzomorso

&

Alkossuk meg a rendszer elemeinek modelljét: a bemenetek és a kimenet
kapcsolatat kell leirnunk valahogy. Ezeket egyenletekkel leirhatjuk, ahol bal oldalt a
kimenet, jobb oldalt pedig a bemenetek kapcsolata lathato.
o Szabalyozott rendszer: combizom
m L=L -G *f
L: az izom hossza az ingertlet alapjan
fe: a mozgatd idegbdl a combizomba érkezé ingerilet nagysaga, a

neve efferens ingerulet
m G ilyen mértékben szamit az ingerilet (aranyossagi tényezd)

[ LO: az izom hossza, ha nincs mozgato ingerulet
[ Loés Gmkonstans, tehat ez egy egyenes aranyossag lesz

m Azért kivonas, igy forditottan egyenes az aranyossag, mert az izom
hossza az ingerilet hatasara csdkken
o Erzékels: izomorsé
m f =G*L (ennek a neve: afferens ingerulet)

m fraz izomorson megjelend ingerulet

m L:azizom hossza



u GS: aranyossagi tényezg, ilyen mértékben szamit az izomhossz
[ Gskonstans, tehat ez is egyenes aranyossag
m Itt is egyenes aranyossag van, hiszen Gskonstans, és mivel az izom

hossza egy egyszerl pozitiv mértékegység, eléjelvaltozas nincs
o Szabalyozd: gerincveldi duc
[ fe =G * fa(ennek a neve: efferens ingerilet)

m Valdjaban csak az izomorsén megjelend ingeriletet szorozza, igy ha
nagyon akarnank egyszerlsiteni, az érzékel6t és a szabalyozot
egyetlen elemmé tudnank redukalni, fa-t behelyettesitve:

f = GC*GS* L, ez még mindig egyenes aranyossag, mert GC is

e
aranyossagi tényezd, igy konstans
o Helyettesitsik be a képleteket a folyamatszabalyozasban hasznalt betlikkel,
hogy kénnyebb legyen 6sszehasonlitani az abrakkal:

m L =L0—Gm* fe=>y=L0* Gm*u

u fa=GS*L=>Z =GS* y

] fe=GC*fa=>u=GC*Z

| fezGC*GS*L:u =GC*GS* y
Lavaris:
Megnyiilis az Gtés hatdsdra
d

Beavatkozd jel:
Ingeriilet a

mozgatd ideghdal Kimenet: izom hossz
Gerincveldi - Combfeszitoé
idegdiic g izom y—L
Visszacsatolis:
Erzékeld idegi
ingeriilet ;
lzomorso
z— 1,

e Mikor marad mozdulatlan a combfeszité izom? Ha nem valtozik az ingeriilet,
folyamatosan ugyanazt az ingerlletet kapja a combfeszit6 izom, mivel egy
ingerulethez egy hossz tartozik. Mikor nem valtozik az ingerlilet? Ha az izom
hosszabdl pontosan olyan ingerilet jon létre a teljes szabalyozasi koron keresztll,
tehat olyan ingeriletet allit el6 a mozgatd idegben, aminek eredménye ugyanaz az
izomhossz. Ezt hivjuk egyensulyi helyzetnek.

e Hogy lassuk, milyen pontokon all el az egyensulyi helyzet, el6szdr is vegylk a
rendszerink harom elemének a kimeneteit egy koordinatarendszerben szemléltetve,
ahol a bemeneti valtozo6 és a kimenet aranya szerepel:



10

Zavards:
Megnyulas az iités hatasdra

fe Gain = G, Beay .lll\fl}.’ﬂ jel:
Ingeriilet a
mozgatd ideghdl et izom hossz
i L Gain = -G =
u=f M r= ],

Iy i

Erzékeld idegi . .
ingeriilet / Gain = Gg .
. g
#=f,
L

Ha ezeket Osszeillesztjik az egyezb tengelyek szerint, akkor egy kdézbs abraban
tudjuk ket abrazolni:

MUSCLE (PLANT)

SPINDLE ([FEEDEACK) SPINAL CORD (COMTROLLER)
L

Ez az &bra leirja, hogy mi torténik, ha
egy adott hosszUsagu az izom, SRR
olyankor milyen hatasok Iépnek fel. Ha [ SO .

az izom nagysaga L, akkor le tudom L}----- g
olvasni, hogy az felefferens ingerulet /}E ¥

tartozik hozza. Ennek eredménye a ¢ & & & iy ey | %
gerincvel6i idegduchan az fa1 afferens ool P

ingerulet. Az afferens ingerllet alapjan E L e
mar latjuk, hogy mekkora L' hosszra e ot

fog az izom huzodni. G, - il G.
Semmi mast nem kell tenni, csak a két SPRNOLE (FEEDBACK |, SPRAL CORD (CONTROLLER)
hosszt 6sszehasonlitani, hogy lassuk,

ez a helyzet egyensulyi-e, vagyis nyugalmi-e a rendszer.



Statikus rendszerelemzés

e Ezt a rendszert nagyon kdnnyen egy koordinata-rendszerré lehet alakitani, viszont
els6re ez nagyon sok magyarazatra szorul:

L Muscle
L=L.G

Ty fy

o A csbdkken® egyenesen a combizom hossza, vagyis a szabalyozott folyamat
lathatd, amit mar leirtunk egyszer: L = L0 — Gm * fe

o A ndvekvd egyenest is leirtuk, csak nem ebben a koordinata-rendszerben. Ez
az érzékel6 és szabalyozd (izomorsd és idegduc) egyesitett képletébdl
adodott, ami ez volt: fe =G * G * L, csak atrendeztik L-re, hogy az legyen

bal oldalon (hogy eredményként, azaz magassagi tengelyként tudjuk
lerajzolni, mint a masik fliggvényt), ezaltal fe jobbra kerdlt, ami mar a

hosszanti tengely, vagyis amihez aranyositjuk az eredményt.
o A kozbs képlet (az egyensulyi helyzetet leiro L3) ugy jon ki, hogy azt

vizsgaljuk, milyen f, értéken egyenl6 a két gorbe. Az eredménye azt mondja
meg, hogy adott hosszhoz milyen egyensulyi fe tartozik. Lépésenként:
m Az egyik egyenlet mar eleve fe-re volt felirva, csak a grafikonra L-re
rendeztik, de eredetileg ez volt: fe = GC * GS * L

— _ * A _re-
m AzL = L,—-G_ ferendezese fe re:

° L_L0= _Gm*fe
° LO - L= Gm i fe
L,~L
° fe = G
m
L —L
m Az egyensulyi pont tehat c - GC * GS * L, ezt L-re kell rendezni:
m

o L —L=G *G *G *L
0 m c s
e Az egyszerUség kedvéért legyen x = Gm* GC * GS, majd a

végeén visszairjuk, mert igy révidebb levezetni.
° L0 —L=x*L

11



. 0o~ _ o L _ "
= T L L L
L
° 1+x=—0
L
L L
e L = = .
1+x 1+G *G *G
m (s N

Ahol a két egyenes metszi egymast, ott a rendszerlink egyensulyi allapotban van.
Ezt az abrat barmilyen rendszerre felrajzolhatjuk, egyik gorbe (mert nem mindig
lesznek a valdsagban a képletek tokéletesen egyenesen aranyosak) a szabalyozott
rendszer, a masik egyenlet pedig a szabalyozé elemek hatasa, a metszéspontjukon
(amib8l néhany rendszernél tdbb is lehet) pedig az egyensulyi helyzet olvashaté le.
Foglaljuk 6ssze az eddigieket: meghataroztuk a rendszer elemeit, a folyamatot, és a
szabalyozot, a koztik fennallé jeleket. Ehhez az kellett, hogy megmondtuk, milyen
valtozoval jellemeztik a folyamatot és milyen kapcsolatok vannak az elemek kozott.
Megmondtuk, hogy mit tekintlink az adott rendszer melyik elemének (pl. izomorsé az
érzékeld), utana felirtuk az egyenleteket, ennek a szakszer(i neve modellezés. A
folyamat, az érzékeld, és a szabalyozé modelljét allapitottuk meg matematikai leiras
segitségével. A matematikai modellel kapcsolatban mar kilénb6zé kérdéseket
tehettlink fel, példaul a statikus karakterisztikat és az egyensulyi allapotot hataroztuk
meg, vagyis hogy milyen helyzetben nem fog a rendszertnk inger ala kerdlni. A
rendszermodelliinket nem mérés alapjan, hanem a kilonbdz6é fizioldgiai térvények
alapjan hataroztuk meg.

Statikus vs. dinamikus rendszermodell

12

Az eddigi modelljeink id6tél figgetlen leirasuak voltak, tehat “ha ilyen értéki az egyik
jel, akkor olyan értékli a masik jel”, de valojaban, ha kivaltunk egy ingertletet, nincs
azonnal hatasa. Ez a modelliinkben nem volt benne, tehat az ugynevezett statikus
modelljét adtuk meg. A valésagban dinamikus rendszerekkel fogunk foglalkozni.

A statikus rendszerek kimeneteit kdzvetlenil meghatarozzak a bemenetek, az
Osszefuggés id6ben valtozatlan. A rendszer ennek megfeleléen algebrai
kifejezésekkel leirhato:

Beavatkozd jel:
Ingeriilet a

mozgatd ideghdl Kimenet: izom hossz

- Combfeszito
u— i, izom y—£
Beavatkozd jel:
Ingeriilet a

mozgatd ideghbol Kimenet: izom hossz

L=L,- Gy,
F; 0 M I

Statikus rendszer elemzése nagyon egyszer(i, a kimenetekbdl egyszeriien meg
tudjuk hatarozni a bemeneteket:



MUSCLE (PLANT)

fo

A dinamikus rendszerek (minden fizikai rendszer) kimenetei fiiggnek a korabbi
bemenetektél és/vagy a rendszer kezdeti allapotatdl, tehat “emlékezettel
rendelkezik”. Ez azt jelenti, hogy ugyanarra a bemenetre az emlékezetétdl fliggben
mashogy is reagalhat. A kimenet és bemenet kozotti kapcsolat idében valtozhat, ez
azt jelenti, hogy lehet késleltetés a rendszerben. llyen rendszereknél mar
differencialegyenleteket, azok rendszerét hasznaljuk.

Elettani szabalyozasok tipikus jellemzéi

Ezek a rendszerek altalaban bonyolultak, mert kilonb6z6 szempontok szerint
Osszetettek. Az elsd fontos szempont, hogy ezek a rendszerek tdbbcélu rendszerek,
tehat egy élettani rendszer tobb dolgot is befolyasol, példaul a légzési rendszer
feladata a gazcsere és héleadas, vagy a verejtékezés a hédmérséklet-szabalyozas
mellett anyagcserére is valo.

A rendszer elemei nagyon be vannak agyazodva a kornyezetikbe, igy nagyon nehéz
6ket jellemezni, példaul egy izomrost megnyulasa sem trividlis. A
rendszermodellezés és paraméter-meghatarozas szinte lehetetlen, nagyon durva
kozelitéssel lehetséges, hiszen a miszaki rendszerekkel ellentétben nem mi
tervezzik 6ket, és nem tudjuk kiemelni 6ket a kdrnyezetlkbdl.

Mlszaki rendszereknél is gyakran van, hogy kilonb6zé szabalyozasi korok
egymasba vannak agyazva, amikor egyik kér a masik alapjait hatarozza meg, és
nem o6nalldan mikodik. A fizioldgiai rendszereknél még inkabb gyakori, példaul a
combunkat nem csak az ismertetett szabalyozasi kor kezeli, tdbb izom van, és
tudunk agyi ingerekkel is hatni ugyanannak az izomnak a hosszara, tehat itt
keresztkapcsolat van kilonbdzé szabalyozasi korok kozott:
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Koztes Combhajlité |
idegsejt izom

Egyéb
nyujto izom
Beavatkagzd jel:
||lgl:rl_l it 2 l Lavaras: Megnyilis @ d
mozgatd ieghdal +]
Gerincvelol - Combfeszito -—+t- —
idegduc izom Kimgnet: izom hossz
v
Visszacsatolis:
Erzékels idegi
ingeriilet .
lzomorso
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Ezek a rendszerek adaptiv rendszerek. Ez azt jelenti, hogy a rendszernek a

paramétereit is tudjuk valtoztatni a kornyezettél fliggéen. Erre j6 példa a combizom

tudatos mozgatasa, vagyis ha akarjuk, az izomorso ingeriletét fellil tudjuk biralni:
Iranyitd (gamma)

wdegn ingeriilet ) Kozponti !
idegrendszeri
kozpontok
l Lavardas: Megnyulis
+
Gerincveldi - -
ideaddic —— Combfeszito
g Mozgato idegi izom
ingerilet
Erzékels idegi
ingeriilet -
lzomorsd |«

|

Ezen az abran azt latjuk, ahogy a kdzponti idegrendszer az izomorsot felll tudja
biralni, hogy az ne adjon ki semmiféle ingeruletet, mikézben a combfeszitdé izmot egy
sajat jellel mozgatja meg. llyenkor ugyanugy feszil az izom, de nem szdl bele
semmilyen masik rendszer. Ha rendszertechnikailag nézzik, akkor az torténik, hogy
a kozponti idegrendszer az izomorsé paramétereit megvaltoztatja, példaul az
egészet megszorozza 0-val, tehat nem az lesz az egyenlet, amit korabban leirtunk
hozza, hanem Iényegesen kuldnbdz6, hogy az akaratlagos tartasnak ne alljon ellen.
Gyakran talalhatunk a rendszerbe éplilt negativ visszacsatolast, tehat nincs alapjel,
amihez képest hibat szamitunk, egyszeriien a visszacsatolast vesszik negalva,
példaul azt mondjuk, hogy az izomorsé jele mar énmagaban egy rendelkezé jel,
vagyis a hiba:
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Hol kerult a negativ el6jel a rendszerbe? Az izom miikddése hozta ezt, ugyanis inger
hatasara nem hosszabb lesz, hanem rovidebb, ez o6nmagaban negativ
visszacsatolast jelent. Alapjelet nem tudunk mondani, mert nincs fiziologiai érték, ami
ezt jelentené.

Nem minden rendszer linearis, mint korabban irtam, siman lehet gorbe is egy
ingerulet, ettél fuggetlenul minden, amit eddig tanultunk, ugyanugy mukodik, ha
megnézzik a combizom szabalyozasahoz a valésagban hasznalt modellt:

Nem linearis tulajdonsagok e
figyelembe vétele: AN

10 T

» Szabalyozd: gerincveldi dic

]
]

{ o s
ft =.fn g o 4 + Contoler)
» Szabalyozott rendszer: comb )’_5 e
L=L,-G,f. > L=l-—t— Lo
o~ Gnfe 0.5° + /3 ] |
« Erzékel6: izomorsé i |

fd = GsL 9 fﬂ = GsL 'Ep"'sl"', Gs=o"6

e i 1

[+ T1] a2 Q4 LT oA 18
Efigrent Pagural freguency, i, (aridary unds|
Mindezek alapjan azt mondhatjuk, hogy a fiziolégiai feladatok megoldasa a
miszakiakkal szemben jéval bonyolultabb, a kévetkezé abran példaul egy komplex
jelenséget, a sejten bellli fehérjeszintézist lathatjuk a koérnyezeti kapcsolataival

sematikusan:
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Itt a sejt olyan fehérjéket gyart, amik a sajat mikddését fogjak majd befolyasolni.

Enzim midkodésének szabalyozasi modellje

e Ha van egy enzim, és van valamilyen kiindulasi anyag, akkor az enzim egy
folyamatgyorsitoként hat, vagyis az enzimbdl és a kiindulasi anyagbol egy koztes
termék fog el6allni, ami utana enzimre és végtermékre fog bomlani:
E+SoX->E+ P,ahol:

E: enzim

S: kiindulasi anyag (szubsztrat)

X: koztes termék

P: végtermék

e Nem minden reakcidban lesz az enzimbél és kiindulasi anyagbdl kdztes termék, az
vissza is alakulhat, mint az egyenlet mutatja is.

e Egy ilyen reakcié gyorsasaga az enzim mennyiségétdl és koncentraciojatol fugg,
amit egy differencialegyenlettel lehet leirni. Vegyuk példaul az enzim mennyiségének
alakulasat az idével:

A vErsak X
dt EX XE

o O O O

dE
° g az enzimnek az id6egységbeli valtozasa

o - kEX az enzimbdl koztes anyagga alakulas sebességét jellemzé konstans.

Azért negativ, mert az alsé indexben lathatd, hogy az E — X iranyba
haladunk, tehat az enzim ettél az atalakulastol fogy.

E * S a két anyag, aminek a koncentracidjatol fligg ez a reakcié

+k, a kdztes anyagbol enzimmé alakulas sebességét jellemzd konstans.

Ha olyan reakcionk van, hogy a koztes anyag nem alakul vissza enzimmé,
példaul egyszerlien E + S — X, akkor ez a tag nincs. Erdemes megvizsgalni
az egyenlet mindkét oldalat, ugyanisa E + S & X — E + P példaban akkor is
szerepel ez a tag, ha X nem alakul vissza, tehatE + S - X - E + P.

16



e Miutan lattuk, hogy egy tagra mi alapjan irjuk fel az egyenletet, a kdovetkezbkre is
oldjuk meg. Tudjuk, hogy negativ elbjellel szerepel az, ami a reakcidban massa
alakul, és pozitiv eléjellel, amibdl ez a tipusu anyag lesz. Tehat irjuk fel a maradék
matematikai modellta E + S & X - F + P reakciora:

o —d5= -k *E*S+k *X
dt SX XS

od—X—(k +k )*E*S—(k, +k )*X -k X
dt — EX SX XS XE XP

m Itt harom kilén tagot is latunk, elsé az E + S-b6l X-é alakulas,
masodik az X-bél E + S-é alakulas, harmadik pedig az X-bél E + P
képzbdése.

dP
dt

=k X
XP

dE. dS dX dP

dt + dt + dt + dt = 0, vagyis egy

atalakulast annak mindkét oldalan, ellentétes eléjellel fel kell tlntetni. A

o Fontos észrevennink, hogy

dpP dX
legegyszeribb példa a0 a2 itteni kpr tag szerepel negativ eldjellel a T

egyenletben, mert ott megsziint X lenni, P pedig létrejott ugyanannyi idé alatt
ugyanannyi X-bél.
e Jelfolyamabrara alakitva igy néz ki a folyamat, ez csak a miveletek dobozba irasa:

(ennek felrajzolasa nem ez a targy)

Hormonok mikodésenek szabalyozasi modelljei

e Kinetikus hormonszabalyozas hatasvazlata, ez alapvetéen a simaizmok
0sszehuzodasat befolyasolja:

A hormon valamilyen médon ki fogja fejteni a hatasat (jobb felsé rendszer) és az
0sszehuzodast, ami valamilyen idegrendszeri észleléssel (jobb alsé rendszer), majd
ez valamilyen idegrendszeri kdzvetitéssel fogja a termeld mirigy mikddését
befolyasolni (fels6é kd6zéps6 rendszer).
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e Ha anyagcsere-szabalyoz6 hormonrél van sz6, a hormon lényegében a véraramba
jutva fogja megvaltoztatni az adott szovetnek a metabolikus egyensulyat, ami a
véraramon keresztil fogja a mirigy mikoédését szabalyozni:

]

e Ezek a témak j6l demonstraljak, hogy a jel absztrakt fogalom, és rengeteg kozvetitd
kdrnyezet |létezhet.

Feladatok

1. lrd fel az A — B reakcié matematikai modelljét!
Megoldast a kdvetkezd szakaszt kijeldlve talalsz:

2. rdfelaz E + S — P reakcié6 matematikai modelljét!
Megoldast a kdvetkezd szakaszt kijeldlve talalsz:

3. irdfelaz E + S & P reakcidé matematikai modelljét!
Megoldast a kdvetkez6 szakaszt kijelOlve talalsz:

18



3. el6adas

Enzim mikodésének alapos ismétlése

Az anyagok (Enzim, Szubsztrat, stb.) mennyiségei id6ben valtoznak, ezért
dP
beszélhetlnk differencialegyenletrdl. Leirhatnank ket ugy is, hogy T kXPX(t),

csak az id6 megjeldlését elhagytuk, mert igy is elég kifejezd, ha tudjuk, hogy az
anyagok aktualis mennyiségérél beszéllnk.

A k érték, ami az anyagok kozti atalakulas sebességét mondja meg, konstans. Hogy
miért, gondolj bele példaul a radioaktiv anyagok felezési idejébe: x anyagbdl adott év
utan x/2 lesz, majd ugyanannyi év utan x/4, tehat adott id6egység alatt
ugyanannyira (1/2-szeresre) szorzédott a mennyiség. Pontosan ezt latjuk ezeken a
képleteken is, hogy adott idéegység alatt mennyi alakul at.

Egy fura helyzet kognitiv disszonanciat okozhat: A < B — A. irjuk fel az
egyenletrendszerét:

dA
=~ kAt Kk, B
4B _
=k, A=k, B

Hiaba lehet B-bdl két kildbnb6z6 modon A4, kB 4 magaba foglalja mindkett6t, ezért csak

egyszer kell szerepelnie.
A korabbi eléadds E + S < X - E + P reakcidja felrajzolhaté abraval is, amin
egyszerlien csak meg kell keresni a diszkrét éleket (tehat a két kXE-t elég egyszer

venni), amibdl mar ugyanazok a differencialegyenletek felirhatok:

Ez azonban nem teljes reprezentacio, és nem ajanlott ez alapjan dolgozni, ugyanis
sehol nem jelzi példaul, hogy E és S egyszerre, egy oldalon Iép reakcioba X felé,
tehat £ nem csak egyszerlen kEX * E-ként, hanem kEX * E * S formaban kerul a

differencialegyenletekbe.
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Egyszerl kérdés, statikus vagy dinamikus a rendszer? A valaszt itt jellheted ki:

Egy bonyolult rendszerben sok szabalyozasi kor szerepelhet, és kulénésen fontos
elem a negativ visszacsatolas. Ez biztositja, hogy a rendszerek meg tudnak
kozeliteni egy kivant értéket. A negativ mellett pozitiv visszacsatolas is |étezik.
Fontos, hogy az adott érték a szabalyozéba milyen maédon keril vissza. Az enzimes

feladat a targy elsé példaja, ahol pozitiv visszacsatolas is szerepel:
3

o SN W kP kP

dr de

[

b

A pozitiv visszacsatolasnal eléfordulhat, hogy a rendszerbe visszakerulve gyorsitja a
jellemzé ndvekedését, ez akar végtelen névekedést is okozhat. A negativ és pozitiv
visszacsatolas kozt az alapvetd kilénbség az, hogy a negativ valamilyen maédon
képes korlatos lenni, stabil allapotot el6idézni, mig a pozitivval ez nagyon nehéz.
Sajnos az élettani rendszerekben nagyon gyakran taldlkozunk pozitiv
visszacsatolassal is, amik ugy lehetnek stabilak, hogy a rendszerbe valami negativ
visszacsatolas is bekerdl.

Fiziologiai rendszerek modellezése

20

Mit neveztiink modellnek? A modell a valés rendszernek a folyamata, az absztrakt
leirasa. A modellezés célja, hogy a val6sag melyik jellemzdjét szeretnénk kiemelni.
Ami a valésagbdl nem érdekel, azt nem visszik be a modellbe, ez kilondsen
érvényes fiziologiai rendszereknél. Példaul nem érdekes, hogy a combizom-reflex
vizsgalatanal pontosan milyen fliggvény alapjan nyulik meg, csak az, hogy
valamilyen iranyba és mértékben megnyulik.

Elettani rendszerek modellezésénél a modellalkotas alapvetéen két Iépést fog
jelenteni. Egyik a modell elemeinek az azonositasa, ezeknek valamilyen modon
torténd jellemzése, a bemenetek és kimenetek meghatarozasa. Masik a modell
strukturajanak, felépitésének a kialakitasa, ebbe beletartozik az is, hogy milyen
konstansok és paraméterek fogjak befolyasolni. Ez utdbbi mivelet neve
paraméterbecslés.

A modell felépitéséhez el6szor eldontjiuk, milyen szempont alapjan szeretnénk
jellemezni a modellt. Ez miiszaki rendszereknél sokkal kénnyebb, mert ott a
kimenetek és bemenetek egyértelmiek. Egy miszaki rendszer elemeit és a
kapcsolatukat is mi terveztik meg, azokat mar ismerjuk.



Természetesen szikség van az adott tudomanyagban szerzett tudasra és
szemléletre az egész modellalkotashoz, példaul az enzimes példaban bioldgiai
tudassal hozta valaki 1étre a modellt, ami alapjan dolgoztunk:

Physiological
system

| > K
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Modeling

Assumptions )
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Modell identifikacio

Egy konkrét rendszer strukturajanak,
illetve paramétereinek meghatarozasa.
Ha nem lehet konkrét tudassal
hozzaallni, akkor kisérletezéssel
oldhat6 meg, vagyis kontrollalt
bemenetek esetén megnézzuk, mit fog
a kimenet valaszolni (egy rendszer
adott bemenetre adott kimenetét
valasznak hivjuk).

Természetesen meg akarjuk vizsgalni,
hogy a létrehozott modell mikddik-e,
ezt hivjak modell validaciénak. Ez azt
jelenti, hogy Uuj, még nem probalt
bemenetekkel teszteljuk a rendszert,
amir6l a modellt alkottuk, ¢és
ellen6rizzuk, hogy ugyanazt
valaszolja-e, amit a megalkotott modell.
Ha nem, akkor finomitani kell. Ez a
finomitas iterativ  folyamat, t6bb

Iépésben kdzelitiink a kivant pontossag felé.
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Folyamatszabalyozas orvosi alkalmazasa: stroke-terapia
izomstimulacioval
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Az alapja egy elektromiogramm, ami azt az ingeriletet méri, amit a beteg sajat maga
valt ki, aminek a hatasara azt gondolja, hogy fel tudja emelni a karjat. Ezen kivil két
elektréda all mellette, amik nem méréeszkdzok, hanem képesek izmot stimulalni, 6k
lesznek a beavatkozé jel.

Ahhoz, hogy a rendszer mikodni tudjon, a kar aktualis helyzetét is meg kell
hatarozni, tehat hogy a beteg mennyire emelte fel a karjat, erre szolgal az IMU.

Az egész azért bonyolult, mert sok szabalyozasi rendszerrdl beszélink. Egyik a
beteg sajat mozgatasa, amely egy idegi ingertiletet fog kivaltani. Masik az, ami a mi
beavatkozasunk. Harmadik, hogy erre mit valaszol a kar.

Technische

reference recruitment stimulation intensity .
ilk T, ;\] r'.k\
Ik
arm weight support recruitment .
e NS stimulator
controller Ak controller — /
(k]
support | pWe FES-evoked EMG activity A|k]
factor | (recruitment) { EMG amplifier & l: 4
P e PN - - filteri -
! trial to trial 4 volitional EMG activity 5[k acardn.
' adaptation |
R T . |
; shoulder abduction angle

Nagyon nehéz kivalasztani valami mérhetét, ami alapjan az elektromos rendszer
dolgozik, ez lesz a kar abdukcids szdge. Emellett vizsgaljuk azokat az idegpalyakat
is, amik a visszacsatolast adjak a mozgasrol. Ezek az idegpalyak a stroke-tdl
sérllhettek, és a jeliket meg kell proébalnunk eljuttatni a kdzponti idegrendszernek,
ez a terapia célja. Akkor hatasos a terapia, amikor az akaratlagos ingerrel aranyos az
abdukcio, tehat a beteg tudatosan vezérli a karjat.

A terapia ugy miikédik, hogy a stimulatort évatosan beallitva felemelgetjik a kart, és
ezt Osszevetjik azzal, amilyen mozgast a beteg valéban akart. Ami ingereket mérink
a beteg idegein, annak mértékében hatarozzuk meg a sajat stimulusunkat, és ezt
kisérletezéssel finomitjuk, vagyis az erésitési tényez6ét valtoztatjuk.

A Kkulénb6z6 rendszervaltozok utan egy k betit talaltunk, pedig eddig id6rdl
beszéltink, és azt t-vel jeldltik. Valdjaban ugyanugy id6rél beszélink, csak nem
idében folytonos fliggvényekrdl, hanem diszkrét mintavételezésrél, ami az id6é adott
kdézonkénti pontjait irja le:




<~ | 9 10 11 12 13

(ami az abran Si, az az S[k])

Digitalis rendszerek mindig igy latjak az idét, értékekben, nem pedig fuggvényként. A
k a mintavételezési periddus szamat fogja jelenteni, ezek az abran jeldlve vannak.
e Az eszkdz szabalyozasi kére ez:

Ay

beteg dltal kivdltott
{_1.-} . .
szabdlyozd ‘ ingerilet
pe aA - ) =)

‘1.'1
beavatkozd jel

ﬂl?z- 2" order AG
system M -
(unity gain)

e A szabalyozott jellemzé az elmozdulas (az abdukcids szdg kuldnbsége két méreési
id6pillanat kozt). A szabalyozé tortje mutatja, hogy aranyos az er@sitési tényezé a
beteg altal kivaltott ingerllettel. A beteg altal kivaltott ingerllet a rendszer bemenete
lesz, 6sszeadddik a beavatkozo jellel, ezt a két értéket kell a visszacsatolas alapjan
szabalyozni.

e A megalkotott rendszert lehet szimulalni, hogy adott erfsitési tényezdék mellett
hogyan fog viselkedni. Itt lathatd, hogy adott erésitési tényez6kre milyen modon
reagal a rendszer, mennyi idé utan mekkora szégben emeli a beteg a kezét:
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Ez rendszerelemzési szempontbdl a rendszermodell felallitdsa utan a kulénb6zé
bemenetek alapjan a kimenetek szimulacidja, ezutan kdvetkezik a validacio:
J A —rest position
- B — maximal volitional elevation
- C — maximal elevation with 100% support
J D — maximal elevation with 70% support




4. eldadas
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Azyszabalyozon, "5.’."-;;?::5 visszacsatolasa

e Altaldban van egy folyamat, és egy szabalyozo, ami szabalyozza a folyamatot, egy
olyan stabil allapotba allitja, amibe szeretnénk. A folyamat egy dinamikus rendszer,
amit differencialegyenletekkel tudunk leirni, és ebbél kifolydlag a szabalyozé is egy
dinamikus rendszer, amit szintén differencialegyenletek irnak le.

e Tartozhat a szabalyozohoz egy alapérték vagy alapjel, ami azt a szintet mutatja meg,
ahova a szabalyozott folyamatot szeretnénk hozni.

e A szabalyozé eléallit egy olyan jelet, ami valamelyik jellemzdjét a szabalyozott
folyamatnak modositja.

e Jellemzben a szabalyozott jellemz6rél van egy visszacsatolas, amit az alapjellel
Ossze tud vetni, kuldonbséget tud képezni, ami alapjan tudja, milyen tavol van attdl a
szinttél, amit el kellene érni. Ez alapjan ugy allitia elé az iranyitd/szabalyozé jelet,
hogy akar kilengésekkel, de stabil értékre hozza a szabalyozott jellemzét.

e Akar tobb alapjel és iranyité jel is 1étezhet.

El6retekintés

Ez a fejezet csak bemutatja, hovéa fogunk eljutni. Probal minél érthetébb lenni, de a

vektorok és matrixok a kbvetkezé fejezetben lesznek értelmesen elmagyarazva.

e A szabdlyoz6 és a szabalyozott folyamatnak is lehetnek belsé allapotvaltozoi, amik
leirjak a folyamatot. Ezekbél is lehet tobb. Altalanossagban a szabalyozd és a
folyamat is egy ilyen tag, bemeneti jelekkel, allapotvaltozokkal:

(1) —Dl —» x;(1)

w1y —m —p» X7
Dmamikus

e MIMO tag

(1) _H - (7

=1 n=1
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Ezt differencialegyenlettel tudjuk leirni. Mint az el6z6 abran latszik, xl-t(jl xn-ig n

darab Aallapotvaltozéja van. Dolgozatban 1-2, de A&ltalanossagban eléfordulhat
barmennyi. Az allapotvaltozas sebességét formalisan irjak le a diffegyenletek. Ez egy
olyan egyenletrendszer, ahol bal oldalon az egyes allapotvaltozok derivaltjai
szerepelnek, jobb oldalt pedig az 6sszes allapotvaltozét és bemeneti (gerjesztd)
jelet felhasznalva valamilyen fliggvényen keresztil eléallituk a derivalt jelet.
Altalanosan a fels6 formak irnak le 1-1 dinamikus tagot:

dx . (1)
: = i (x| (L)ons. X, @), 1, 00)..., u;.(f))
dt :
dx , (t)
X 5 =f (xl(r),___, X (L), ()00 u}.(r))
dt
dx (1)
(6 e X, (Ot @)y (1))
dt
dx (1)
f— = f, (xl(f),..., . (L) W2 RN j(r))
dt

]:[>'.<>;‘<=’-.<=S<*******zk*»**************II

dx (1)

dt

Az als6 az altalanos megfogalmazasa, ahol x egy vektor (hamarosan taglaljuk),
vagyis tobb érték egységbe zarva, u is vektor, és a figgvény is vektorként kezeli
Oket.

Mi altalaban linearis rendszerekkel fogunk foglalkozni, és f ezekben olyan fliggvény,
ami az x és u egy linearis kapcsolatat irja le. Itt jonnek be a matrixok, de még ne ijedj
meg, ez is el lesz magyarazva:

= f(x(r),u(ﬂ]

[dx (1)]

I di‘ I |_all at! s a[u_IF'xL(r)-l |—bll bll T bi;—ll_M!(r)1
| (!):,;,(r) | I aj] aﬂ e az” : xz(f) I | bE] J)ZE 1:’3_;' I { Hl(f)
Iz [ ) ) ) ) + : : :

| . | I : 5 3 5 l c I | = 7 5 a |l 3 ‘
| dx ()| |a, a,, - a_]||x(0)] [bm L T J [u ;(’)J
T el e D
\—,—_’

de (1)
dt

.3
(B % % o s o o ok ok ok ok ok ok sk s ok ok sk o ok ok o R o ok ok ok ok sk sk sk ok ok ok ok kR R ok R ok ok ok ok ok ok )

dx (1)

= Ax (1) + Bu (1)
dt

Egy allapotsebesség-vektort kapunk a bal oldalon, ami el6all egyrészt az
allapotvektorbdl (x(t)) és a gerjesztévektorbdl (u(t)), tehat az allapotjelekbdl és a



gerjesztbjelekbdl, és az altalanos leirasat, a lent lathatdé linearis egyenletet
hasznaljuk erre. Ebben A és B egy konstans matrix.

Ennek a diffegyenletnek a megoldasat keressuk, altalaban egyenletrendezéssel
megoldhaté. Egy olyan flggvényt kereslink megoldasnak, ami egy olyan id&beli
lefolyast ad meg, ami megoldja ezt a differencialegyenlet-rendszert, tehat minden
egyes idépillanatban igaznak bizonyul ez az egyenletrendszer.

Komplex szamok

N: nig... izé... természetes szamok: 0 és pozitiv egészek.
Z: Zorro, amugy egész szamok halmaza, a negativakat is beleértve.

X —5x +6=0: megoldoképlettel kbnnyen megoldhato, X, = 2, X, = 3.

x* — 5x + 2 = 0 mar nem oldhato meg egész szamok felett.

R: racionalis (tortként felirhatd) és irracionalis (tortként nem felirhatd, végtelen
hosszu, ismétlédést nem tartalmazo tizedestortek, pl. ) szamok, azaz valés szamok
halmaza.

A valés szamok halmazan mar van megoldasa az el6bbi egyenletnek:

X, = 2.5 +1/4.25, X, = 2.5 —1/4.25.

x* — 5x + 8 = 0 mér a valés szamok felett sem oldhaté meg, mert a megoldoképlet
gyoke alatt -7 lenne, negativ szambdl pedig nem tudunk gyokét vonni. Erre talaltak ki
a komplex szamokat. A j imaginarius/képzetes szamrol elmondhatd, hogy

o j= \/—71

o ji=—1
Ezzel mar meg tudunk talélni olyan gyokoket, amik a valés szamok halmazan nem
értelmezettek. A komplex szam altalanos alakja z = x + jy.

o Az x-es tagot hivjak valos résznek (real(z)).

o Az y-os tagot hivjak képzetes résznek (imag(z)), €s a j, vagyis a \/— 1

valahanyszorosa.

o Gyakorlatilag egy szamparral dolgozunk mindig.
Altalaban komplex sikon szoktuk ezeket abrazolni, és sokféleképp leirhato.
A vizszintes tengely a valés, a fiiggbleges
tengely a képzetes. Ezen a sikon berajzolunk
egy vektort abba a pontba, amit meghataroz a
komplex szam. A vektor hossza r, az x
koordinataja a valds rész, y pedig a képzetes.

z = x + j * y (ezt hivjak algebrai alaknak)
z =1 * (cos(p) + j * sin(p)) (trigonometrikus
alak)

X z=r*¢e ? (exponencialis alak)
X Ez a harom leiras pontosan ugyanazt a komplex
rColo szamot adja meg a komplex sikon. Ami kellhet:

r = abs(z) = (x2 + yz) (egyszerten

v

Pitagorasz)
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@ = arc(z) = arctg(y/x) (egy azonossag)
Komplex szamok Osszeadasa:
(x,+Jy) + (g, +jy) =& +x)+jy, +y)=x+jy
o Itt azt kell észrevenni, hogy ezek valdjaban mind egyszerli szamok, semmi
kilénleges jeldlés nincs. A zarojelek egyszer(i zardjelek, csak azért
hasznaltuk, hogy az dsszetartozé szamparokat elkilonitsik. Ahhoz, hogy ez
még evidensebb legyen, el8szor csak bontsuk fel ket, elvégre ezek csak
Osszeadasok, teljesen mindegy, hol vannak a zardjelek: x, +jy, +x, +jy,

igy mar nehezebben latjuk, hogy a két komplex szam az indexében
elkilénUlé szampart jelenti, viszont egyszerlien eljutunk a masodik pontig.
Egyszerlien kiemeltltk a j szorzot, és mar el is allt az, amivé
egyszerisitettik.

o A végén fura lehet, hogy miért x + jy jott ki. Ez csak annyit szimbolizal, hogy
egy olyan uj szamot irunk fel, ahol a valés rész az el6z6 tag alapjan x +x,a

képzetes rész pedig szintén az el6z6 tagbol 0sszeadva y, v, lesz.

Miutan rajéttiink, hogy a komplex szamok valéjaban egyszer( valés szamok parjai,
amik kézul az egyik meg van szorozva j-vel, mar latjuk, hogy:

o 0=0+0%*j

o (x tJjy) -, tjy)=x +jy —x,—jy,= & —x)+jy, -y,)=x+]jy

A szorzas mar egy picit nehezebb, de csak annyit kell tudni hozza, hogy 6sszegek
szorzatanal minden tagot minden taggal szorzunk:

(x1 +jy1) * (x2 +jy2) =x1*x2 +x1*jy2 +jy1*x2 +jy1*jy2 =..

Ezen a ponton meg kell allnunk, és az utols6 tagot vizsgalnunk, ugyanis j értékét
behelyettesitve lesz kdnnyi dolgunk:

2
Jy, iy, =ity Ty, =N 1= 1y fy, =1y fy, = -1y fy, = -y Ty,
Kezdjuk tehat eldlrél, de igy helyettesitsiink be:
(x, +Jy) ", +Jjy,) =x *x, +x *jy, +jy Fx, -y Fy, =
x, %%, =y, *y)+j x Fy, +y Fx)=x+jy

Az osztashoz el6bb ismerni kell ezt az azonossagot: (a + b) * (a — b) = a - bz,

illetve tudni kell, hogy ha b j-vel van szorozva, akkor annak négyzete — 1, igy az

egyenlet a’ + b’ lesz. A komplex osztas levezetve (nyilvan nem kell tudni fejbél, csak
példa):
Xy, Xy, XHy, %y, Oty Ty )+, -y

- - . - . _. - 2 ; 2 -
Xy, %1, X1y, X0V, x2+]y2
* * Kar __ay X
(x1x2+y1y2) _*(y1x2 yle) .
2, .2 tJ 2 .2 Xty



Sokkal egyszeriibb azonban exponencialis alakban szamolni, mert ott csak ki kell
vonni egymasbdl a kitevoket:
x +jy. r *ej(pl r
1 1 1 1 Jjle,—e) o . . , . , .
=—*¢ ' * =1 innen visszaalakithaté x + jy formara az

x2+jy2
2
ismert alakokat hasznalva.

Térjunk vissza a X' —5x+8=0 képletre, és oldjuk meg a masodfoku egyenlet
megoldoképletével:

54254178 5+/—7 54197 5447
S _ —Zr= —C{= _]\f=2.5ij*x/1.75

2

X
1,2

Polinomok megoldasa Matlabban

A komplex szamokra azért van nagy szikségink, mert gyakran fogjuk polinomok
gyokeit keresni. El6revetitve példaul majd a stabilitasvizsgalatnal. A komplex
masodfoku egyenletnek mindig két megoldasa van, nincs olyan, hogy nem
értelmezhet6. Altalanossagban elmondhatjuk, hogy egy egyvaltozés n-edfoku

. -1 "
polinomnak (@ *x" +a  *x"  +.+a *x +a = 0)ngydke van,

A Matlab nem a hagyomanyos polinomalakban varja el a leirast, hanem roviditve.

Egy vektort kell feltdltenlink az egyutthatokkal (an, a e @ ao), ami szimbolizalja a

teljes polinomot, az x hatvanyokat kitalalja maganak. Vegylk példaul azt az egyszeri

polinomot, hogy x> = 1. Ennek a valés szamok felett egyedil az x = 1 megoldasat
taldlnank meg, a tdbbire pedig nincs megolddképlet, ezért szilkséges a Matlab.

Atrendezve az egyenletet igy néz ki: X —1=0. Egészitsuk ki teljesre is, hogy
tényleg evidens legyen, mik az egyttthatok:

1* X +0*r +0*x +0*xX +0*x—1=0

Jol latni, hogy az egyutthatok 1, 0, 0, 0, 0, és -1, tehat Matlabban egy ilyen elemekbél
allé vektor irja le a polinomot. Egyszerien igy adjuk meg neki:
[1I 0/ 0! 0, 0! _1]

Egy vektort Bnmagaban beirva és entert nyomva a Matlab csak kiirja eredményként,
mert egy konstans vektor nyilvan sajat magaval egyenlé. Hogy eltaroljuk, és a
késébbiekben tudjunk ra hivatkozni, egyszeriien adjunk neki egy nevet, és tegyuk azt
egyenlévé a vektorral. A Matlabban az egyenléség nem matematikai egyenléséget
jelent, hanem hogy a bal oldalan all6 kifejezés atveszi a jobb oldalon all6 értéket. igy
tehat, ha a polinomunknak a poly nevet szeretnénk adni, akkor ezt kell leirni:

poly = [1, O, O, O, O, -1]

A Matlab a roots paranccsal mondja meg a gyokoket. Ez egy egyetlen paraméteres
fuggvény, ami azt jelenti, hogy a neve utan zaréjelben egyetlen vektort var. Ezt

megtehetjik ugy, hogy egyszerlien megadjuk ott a vektort:
roots([1l, O, O, O, O, -11])
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e Ez mar kiadja az eredményt, viszont sokkal atlathatobb, ha mentett értékekbdl
dolgozunk. igy a javasolt leiras, miutan a polinom mar régzitve lett:
roots (poly)

e Mindkét kéd eredménye ugyanaz az 5 gyok, mivel 6toédfokd polinomunk volt:

ans =
-0.8090 + 0.5878i
-0.8090 - 0.5878i
0.3090 + 0.9511i
0.3090 - 0.9511i

1.0000 + 0.0000i
e Amit az eredményen latunk, hogy a Matlab mindent négy tizedesjegy pontossagban
ad meg, még az 1-etis 1.0000 + 0.0000i formaban irta fel. Az i jelenti jelen
esetben a j komplex szorzét. Hivatalosan ez a jele. Azért hasznaljuk a targyon mégis
j-ként, mert gépirasban nem keverhet6 az 1-el, és kézirasban is sokkal kdnnyebben
megkllénboztethetd.

Matrixok

e A matrix szamok téglalap alaku elrendezése, vagyis tablazata, és egy nagyon jo film.
e A targy csak kétdimenzidés matrixokkal foglalkozik, amiknek m darab sora és n darab
oszlopa van. llyenkor mondjuk, hogy a matrix m * n-es. A matrix egy elemére ugy
hivatkozunk, hogy amennyiben a matrix neve A, akkor a. . Ez az m-edik sornak az n

-edik elemét irja le. Tehat egy matrix igy néz ki:

an 12 @3 ... Ol ] @12 @13 ... Qi

Qg a3 23 flan fia) 1232 123 I2n

A= a3 32 @33 s 3n vagy 3] 32 33 R I3n
"

L @m Am2  Om3 cee Opmn | 1 Am2  Qm3 cee OQmn

e Mi a szdgletes leirast hasznaljuk (és a Matlab is), a Wolfram szokta a kerekitettet.
Mindkett6 elfogadott és helyes.

e A vektor is valéjaban egy matrix, csak egyetlen sorral vagy oszloppal. Ettél fliggéen
hivjuk sorvektornak vagy oszlopvektornak:

sorvektor oszlopvektor
[{1] as ess gy ] ]
12
| Om |
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Az 1x1-es matrixot skalarnak hivjuk, akarcsak az dnmagaban allé6 szamot, ugyanis
minden 6nallé szam felfoghat6 1x1-es matrixként.

Léteznek specialis matrixok, amiket egyszerlen is tudunk jel6lni. Vegyunk egy olyan
példat, amikor a matrix négyzetes (n sor és n oszlop), €s minden eleme 0, kivéve a
féatlo (ahol a sor és az oszlop szama egyenld, tehat a bal felllrél indulé atlo), ezt
nevezzik el diagonalis matrixnak:

[ a,, 0o - 0 |

A= df(lg [all ’a32 "7 ’ann ] =

diag (A)

A diagondlis matrixot nagyon szeretjik, mert mindent sokkal egyszeriibben ki lehet
hozz4 szamolni.

Amennyiben egy diagonalis matrix atldojanak minden eleme 1, annak a neve
egységmatrix, és jele In, ahol I azt jelenti, hogy identity, n pedig a sorok és oszlopok

szama:

1 0

I = diag [1,1,- 1] =

I

[ 0
}o | - 0
E :
|

0 0 - 1

—

]
l
|
|

|

e
I=diag (A)

Az egységmatrix kulonlegessége, hogy ezzel szorozva barmilyen matrixot pontosan
ugyanazt kapjuk.

Megkulénbdztethetjlk még a zérus matrixot, aminek kulénlegessége, hogy minden
eleme 0:

[0 0 0 |
}0 0 () }
mn _} }
[0 0 Om)
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Fontos szerepe van még a matrix transzponaltjanak, ami azt jelenti, hogy felcseréljuk
a sorokat és oszlopokat, tehat Iényegében az atléra tukrozunk:

i_all ap, am_I Fan a, aml}
A I Y @ 5 Qs I: AT = a, Q3 Y I
| | | |
Laml amE o aan Lalu alu e aumJ

B e e —— _—— —— - — — - -

m sor . n oszlop n sor . m oszlop

Ebbél belathatd, hogy sormatrix transzponaltja az oszlopmatrix lesz, ami mikodik
visszafelé is.

Két matrix 0sszeadasa egyszerllen annyi, hogy elemenként dsszeadjuk 6ket, bal
felsét a bal felsbvel, és igy tovabb. Ezt formalisan ugy irhatjuk le, hogy ¢ = A + B
esetén ¢, =a, + bi'j. Ugyanez érvényes a kivonasra.

Mivel az 6sszeadas és kivonas pontosan ugyanaz, mint egyszerl szamoknal, ezért
kommutativ (A + B = B + A) és asszociativ (zarojelezés majdnem mindegy). Az
egyetlen feltétel, hogy csak akkor érvényes az Osszeadas és kivonas, ha a két
matrixnak ugyanannyi sora és oszlopa van.

Egy matrixot megszorozhatunk barmilyen k skalarral, ilyenkor egyszeriien minden
elemét szorozzuk k-val. A skalarral valé osztas ugyanez, minden elemet osztunk.
Matrixok szorzasa ugy mikddik, hogy minden sor és oszlop dsszes elemét
paronként szorozzuk. Hogy egyszeriibben érthetd legyen, elészdr szorozzunk egy
sorvektort egy oszlopvektorral:

c,=la, a, - a,]

4byta by, +- +a,b,
) i i 1 J i

Sorban haladva rajtuk, szorozzuk 6éssze az elsé elemiket, majd adjuk hozza a
masodik elemek szorzatat, majd a harmadik elemek szorzatat, amig még van elem.
Ebbél lathatd, hogy két matrix csak akkor szorozhatd, ha a bal oldali szélessége
megegyezik a jobb oldali magassagaval.



e Egész matrixokat ugy szorzunk, hogy az el6bbi példat kiragadjuk, és minden egyes
sor-oszlop parosra megcsinaljuk:

n oszlop

Isor

loszlop

A(m=l)

C =AB(m=n
8 dp .- im=n)

q}=a‘.rb”+a E'b2;'+ 2 .a,-,b,}-

m sor

e \Vegylnk egy egyszerl példat:
(2 3 He)
3 46
Ragadjuk ki bel6le a sorok és oszlopok parositasat, majd oldjuk meg az ismert
modszerrel:

tlEJ.( ] (3 4;.( ]

6/=1%542%6=17 és 6/=3*5 4 4*6 =39 Mar csak
a megfeleld parok helyére kell az eredményeket illeszteni, ehhez nagyon j6 mddszer,
ha egyszerlien a kdvetkez6 médon rajzoljuk fel a szorzast:

(o)
(5 4)(s9)

Papiron igy szoktuk leirni, hogy ne kelljen kilén parositgatni.
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Néhany gyakorlo példa matrixszorzasra, el6szor probald 6ket egyedil:

[2 51 [1 41 [2+15 8+40 1 [17 487
7 6]s 8] 718 2swas| |25 7]
\_—v__._d\_._._v____/ \___‘,___J
A B C
[1 6] F ' [2+18 5+ 24 7+67] [20 29 13 ]
2 5 7
I4 2}- =I8+6 20 + 6 28+2I=I14 28 30E
Ls 4 1
|3 5] ————— [6+15 15 + 20 21+5] |21 35 26 |
——— B — e
1 C
[1 6|
[2 5 71 | [2+20+21 12 +10 +357] [43 577
e, 4 2, = =
[3 4 IJ | | L3+16+3 IS+8+5J [22 31J

B * " D
A

Az utolsé két példan jol lathatd, hogy a matrixszorzas nem kommutativ, tehat nem
mindegy, hogy melyik matrixot szorozzuk melyikkel. Nem csak az értékek, de a
méretek is teljesen megvaltozhatnak. Ett6l még asszociativ (barhogy zaréjelezhetd)
és disztributiv(A * (B+ C) = A*B + A * ().

Egy 2x2-es matrixnak van determinansa, amit az abszolut értékének jeldlink, és
definicié szerint ez a képlet:

la b
A= ‘A|=ad—cb
e al

Az A matrix determinansanak jele: det(A). Mivel determinansa csak 2x2-es
matrixnak van, de sziikséges nagyobbakhoz is, kitalalhaté ra. Azt talaltuk ki 3x3-as
matrixra, hogy az elsé sor minden elemét beszorozzuk olyan 2x2-es matrixokkal,
amik ugy maradnak, hogy az els6 sorban kivalasztott elem teljes sorat és oszlopat
tordljuk. Amit még hozzateszlnk, hogy az el6jelek valtakoznak, igy lett a képlet ez:

[a b ¢

A=Id e fl |A|=a

e h i

A négyzetes (n * n-es) matrixokat hivjuk kvadratikusnak. Egy kvadratikus matrixnak
lehet csak determinansa, és 4x4-esre hasonld6 modszerrel jdbnne ki. Lebontjuk
3x3-asok szorzatara, majd azokat 2x2-esekre.

Diagonalis matrix determinansa egyszeriien az 6sszes elem szorzata.

A transzponalt matrix determinansa egyenlé az eredeti matrixéval.

Vezessik be azt a fogalmat, hogy karakterisztikus polinom. Ennek jele K, és igy
szamoljuk A matrixra: K(A) = det(Al — A) = |M — A|. Ezt ugy képzeljuk el, hogy
van egy matrix, aminek minden eleme a f6atléban A, a tébbi pedig 0, és ebbdl vonjuk
ki A-t, ami jelen példaban egy véletlenszer(i matrix:

A 00 142
D.lD]—[BE-B]
00 a 26 4

A kivonast mar ismerjuk, az eredmény egyszer(:

e f d e

h i

d f

g i

-b +c =a(ei —hf )=b(di — gf )+ c(dh — ge)

g h




A-1 -4 -2
[—3 A-b6 —3]

-2 -6 A1-4
Ennek a determinansa a karakterisztikus polinom:
X - 11 + 6

e A karakterisztikus polinomot példaul Matlabban oldhatjuk meg, ha olyan magas foku,
hogy nincs hozza megoldoképlet. A gydkeit ugy fogjuk hivni, hogy sajatérték, és a
jelik Ai, ahol i az, hogy hanyadik gyok (a sorrend mindegy, csak kulénbéztessik meg

Oket).

e Minden sajatértékhez tartozik egy sajatvektor, ami annyit jelent, hogy ezzel a
vektorral kulon-kuldon megszorozva a matrixot és a sajatértéket ugyanazt az
eredményt kapjuk, tehat: A * v = A * v.

e A komplex sajatértékeknek minden esetben a sajatértékek kozt lesz a konjugaltja is,
vagyis az a szam, aminek a képzetes része — 1-szeres, tehat vagy gydkparok
vannak, vagy valos szam a gyok:

jimag(s)
T A K(2)=0 karakterisznikus
egvenietlehetséges gvokei
T i3
T
s e real(s)
oy
w1 Jf

e Inverz matrix: olyan matrix, amivel az eredeti matrixot szorozva egységmatrixot

kapunk. Jele: A~ A formalis leirasa: A * A" = I. Ennek kiszamolasa egy olyan
nehéz feladat, ami mar kis matrixokra is fejtorést okoz papiron, ezért Matlabot
hasznalunk.

Egyszerl matrixmiveletek Matlabban

e A legtobb kis matrixos feladatot konnyl kézzel elvégezni, de azért egy 10x10-es
matrixot mar nagyon nem szeretnénk igy.

e Matrixot ugy viszink be, hogy az egy sorban lévé elemeket ,-vel valasztunk el, mig
a sorokat ;-vel. Az utolso két példa matrixai Matlabban tehat:
A =11, 6; 4, 2; 3, 5]
B=1[2, 5, 7;, 3, 4, 1]

e Innentdl mar elég megadni egy egyszerl miveletet, példaul kiadjuk parancsba, hogy
B*A, erre a Matlab azt mondja, hogy:
ans =
43 57
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22 31,
ami pontosan az, amit korabban kiszamoltunk.
Az aposztroffal lehet transzponalni, vagyis sorokat és oszlopokat felcserélni, tehat az
A’ parancsot kiadva azt az eredményt kapjuk, hogy
ans =

1 4 3

6 2 5.
Itt az els6 oszlop volt az 1, 4, 3, abbdl lett az els6 sor, illetve a korabbi masodik
oszlopbdl (6, 2, 5) lett a masodik sor.
Determinanst a det parancs szamol, egyetlen paramétere egy négyzetes matrix.
Probald ki példaul a korabban megadott A és B matrix szorzatanak kiszamolni a
determinansat! Az egyik szorzasra vonatkozo parancs a det (A*B), masikra pedig a
det (B*A).
Sajatértékeket és sajatvektorokat az eig flggvény szamol, ugyanugy egyetlen
paraméteres bemenettel. Tébbféleképp lehet hasznalni. Ha csak egyszerien leirjuk,
akkor egy oszlopvektorban mondja meg a sajatértékeket:

eig (A*A’)
ans =
0.0000
10.5536
80.4464

Ha viszont a sajatvektorok is kellenek, akkor két kimenetet kell neki adni:
[V, E] = eig(A*A’)

Itt az elsd kimenetét, ami a sajatvektorok sora, V-be menti el, mig a sajatértékeket
egy E matrixba, ennyit jelent ez a formatum. V-ben oszlopvektorok allnak egymas
mellett, mindegyik egy-egy sajatvektor, mig E-ben a f6atlo tartalmazza a

sajatértékeket:

Vo= E =
0.4805 0.5966 0.6428 0.0000 Q 0
0.4462 -0.79732 0. 4065 0 10.5536 0
-9.7350 -0.0915 0.5493 o} 0 EO0.4484

Inverz matrixot az inv (A) vagy A*~-1 parancs allit el6. Természetesen A nem fix,
lehet barmi a kezdeti matrix.

Egyenletrendszerek matrixokkal
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Vegyunk egy sor hasonld egyenletet, ahol a konstansok masok, de az egyutthatdk
mindig ugyanazok. Ezt hivjuk linearis inhomogén egyenletrendszernek:

— * * *
=a X a X +.+a X
Y1 11 1 + 12 72 Fot 1n “n

=a. *x a_*x +.+a *x
Y, 21 1 + 2, 2 Foot 2n

2 n

— * * *
=a X a X a X
ym m,1 1 + m,2 2 ot m,n n



e Amit leirtunk, az valojaban két oszlopvektor kapcsolatat fejezi ki:
[ v, 1 [a, a, v ay, | x|
[Y2|_| % %2 7 Gan || T2
L}r:rJ |_aml m?2 anm J I_xﬂJ

———————_——_——_—,— | ——
y A:m sor , n oszlop X

Ez még rdvidebben: y = Ax. Annyi tértént, hogy az y-okbdl (amik az eredmények
lesznek) és az x-ekbél (amiket meg akarunk majd hatarozni) lett egy-egy
oszlopvektor, az 6sszes konstansbél pedig egy matrix. igy fogunk majd leirni minden
egyenletrendszert, csak y majd derivalva lesz a feladatok formaja miatt. Ez az
egyenlet a tanult tulajdonsagok miatt atrendezheté gy, hogy x nagyon egyszeriien
eléalljon. El6szdr mindkét oldalt szorozzuk A inverzével:
At vy =aT" Ay
Jobb oldalt az inverz és az eredeti matrix szorzata tudjuk, hogy az egységmatrixszal
egyenld:
AT y=1%*x
Az egységmatrixszal szorozva barmit ugyanazt kapjuk, igy el is all a végeredmeény,
mert egyik oldalon mar csak x marad:
x=A"*y

e Matrixokat egyszerlilen ugy derivalunk, hogy minden egyes pontjaban allé elemet

derivalunk egyesével. Az integralds ugyanigy mikodik.

Szabalyozasi rendszerek leirasa

Térjunk vissza az el6adas elejére:

berendezes . 2
alrendszere (C : '

I ]

4 szabalyozo (Controller ! ! zavardjellemzok(u.) .4 folyamat(Process) !
\ . 4 .

I I :

| i l l !

alapertek(y ) ‘ i ) :
alapjel (u,) ! iranvit ! szabalyozott |
. " ;. A szabalvozo : jel (u : I A zzabalvozott jellemzo () :
folvamat > .

I

1

]

I alrer.ldszere (P

A folyamat dinamikus rendszer, a szabalyoz6 szintén. A szabalyozé a bemeneti
alapérték és a szabalyozott jellemzé visszacsatolasa utan olyan iranyité jelet allit el6,
ami a szabalyozott jellemz6t olyan szinten tartja, ahol szeretnénk. Dinamikus
rendszereknél lehet belsé visszacsatolas is. Dinamikus tag = tébb bemenet, tdbb
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kimenet:

3!_,(2'} E— l — |'
uAr) —m —» (7
Dmmamikus
MIMO tag
uit) —» —» (1)
21 nz1

A bemenetet (ui) hivjuk gerjesztésnek, a kimeneteit (xi) pedig allapotvaltozéknak. Az
Osszességuk:

u(t) = [ul(t), uz(t), uj(t)]T: gerjesztésvektor, azért transzponalt, mert
oszlopvektor

x(t) = [x 1(1:), xz(t), xn(t)]T: allapotvektor, szintén oszlopvektor

Amire kivancsiak vagyunk, hogy mi az a fliggvény, ami alapjan az allapotvaltozok
(igy az allapotvektor) valtozik, és mennyit. Ezt ugy irhatjuk fel, hogy az

allapotvaltozokat derivaljuk:
dx (1)

= £ (0 O 2, (Ot (O (1))

dt

dx , (t

x__() = (xl(r),,._, X, (0)su (2)sss uj(r))
dt

dx (1)

— o (6 Oy 2, @ty )y w (D))
dt

dx, (1)

xz— — o s GO )
dar

ﬁ***************************]l

Sl Fx(e),u()

dt
Ez atalakitva vektorokka:
[dx (1) ]
I I |_an a, an-lFx: f)-l }—bn blz blj—H_ul(t)jl
| | Ial] a,, ixﬂ I)I |b b, b,, ||u1(r)[
} df' {‘|= s s [ [

: | || |

| d | |_anl arii e arin J Lx (I)J b"' bﬂ? bﬂf ui t)
L J i A D _\EH = B o \_:I_J_I

(h d (f)
dr

x

dx ()
dt

= Ax (1) + Bu (1)



Az eredményt ugy kell értelmezni, hogy A matrix megadja, hogy az allapotvektor
valtozasa (a derivalt) hogyan fiigg az allapotvektor allapotatdl, B pedig azt, hogy
hogyan, milyen sulyozassal fiigg a gerjesztésvektortdl. A-t ugy hivjuk, hogy
allapotmatrix, B-t ugy hivjuk, hogy bemeneti matrix.

Teljes egészében igy néz ki egy nemlinearis és egy linearis rendszer, nekink a
linearis a fontos:

dx (1) dx (1)

= flx(r), u(r)) = Ax(t)+ Bu (1)
dt dt
y(r)= glx(t),u(r)] y(t)=Cx (1) + Du (r)
nemhnedn limedns

Lathato, hogy felll differencialegyenlet, alul pedig egy egyszer(i egyenlet. Ez azért
van, mert a rendszer két dolog szerint mikoédik: egyrészt valtoznak az
allapotvaltozok a gerjesztés és az aktualis értékeik szerint (ezt szimbolizélja a
derivalt tag), illetve a bemenetre van a rendszernek kimenete (y(t)), ez valamilyen
szorzok szerint szintén fliigg az allapotvaltozok helyzetétél és a gerjesztéstdl is.
Ugyanez leirva mashogy, mert ez a fejezetben a legfontosabb:

A linearis rendszereknek harom lényeges eleme van: bemenet (gerjesztés),
allapotvaltozok, és kimenet (gerjesztésvalasz). Az allapotvaltozok idében
folyamatosan valtoznak a régi értékeik és a gerjesztés szerint, a kimenet pedig az
allapotvaltozok jelenlegi értékeitél és a gerjesztéstol fiigg. Minden fliggés mértékét

egy matrixszal valo szorzas jelenti. Ezek az A, B, C, D matrixok, és ugy hivjuk
Oket, hogy allapotter-modell, avagy allapotteres leiras. Ami egyenleteket
megadnak (fent, sarga dobozban), ugy hivjuk, hogy allapotegyenlet.

Ertelmezziik egy kicsit, mit is jelent az A, B, C, és D matrix:

Y

D

A

F 3

Kdzépen talalhatok az integratorban az &llapotvaltozék. A matrix jelenti a belsd
visszacsatolast. Lathatd, hogy x-et, vagyis az allapotvektort csatolja vissza, és
szorozza be valamennyivel. Ehhez hozzaadddik a gerjesztés B-szerese, és ez az
Osszeg fogja jelenteni az allapotvaltozok idében kovetkezd értékét. A valaszon (y)
azt latjuk, hogy szintén vezet felé az allapotvektorbdl egy szorzé, ez a C, és flgg a
gerjesztéstél is, ahonnan egy D szorzén keresztll adodik 6ssze.

Ez volt a linearis rendszer. A nemlinearis annyit jelent, hogy olyan kapcsolat van a
tagok kozt, ami nem leirhatd linearisan (példaul szorzas vagy hatvanyozas), de
ilyennel nem fogunk foglalkozni. Csak megemlitjik, hogy létezik egy olyan mddszer,
amit Euler-médszernek hivunk, és numerikusan segit kdzeliteni a folytonos dolgot.

39



Egyszerlen vegyunk fix id6kdzonként iddpillanatokat, és hasonlitsuk 6ssze 6ket.
llyenkor atlépunk egy diszkrét rendszerbe:

dx (1)
—— = flx(t),u(t)]
dt

s sk sk sk sk sk sk ok sk ook sk sk sk sk sk sk sk ook sk sk sk sk sk sk ok ok sk sk sk ok sk sk ook ok ok

dx (1) x[(k + DT |- x(kT)
— ~ fIx(kT ), u(kT )]

12

dt it=kT r
x[(k + DT 1= x(kT )+ fIx(kT ), u(kT)x T

-

— —

merekség lépéskiz
Itt mindéssze annyit irtunk le, hogy a differencialegyenletnek vettik adott pontjait
adott |épéskdzzel, és a kildnbségiikbdl (ami technikailag a derivalt) ki tudtunk talalni
egy meredekséget.

Laplace integral-transzformacio

e Linearis dinamikus rendszerek allapotegyenletének analitikus megoldasat tdmogaté
eljaras. Sajatossaga, hogy a t idétartomanyban a differencialegyenletekkel megadott
modellt s operator tartomanyban algebrai egyenletekké alakitja, ahol mar
kénnyebben, kdézbdnséges algebrai atalakitasokkal rendezheték és kiszamolhatok.
Mivel az eredmény Laplace-térben (operator tartomanyban) keletkezik, inverz
Laplace-transzformacioval vissza kell térniink idétartomanyba.

dx(t) ax(t)
: ﬂﬁ(ﬂ':ﬁﬂ(ﬁ] —>Laplace transzformacic — L] dt =) +Bu)
y(#) = Cxl(f) + Dut) ¥ty =Cx)+ Du(f)
i3 trtomcvy ' cverdicr iartomdm J
differenciilegvenlet (riddtartomany) algebrai egyenlet (s operitor tartomany)
e Laplace-transzformalni csak linearis egyenleteket lehet.
(00)
e A Laplace-transzformacio képlete: F(s) = L{ f(t) } = f f( * e dt
t=0
e Neéhany Laplace-transzformailt:
1
L1} =
a*t
L{e }= s—a

W
L{sin(wt) } =
S —w

L{k* fO} = k* F(s)
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Ezek természetesen mikddnek visszafelé is, féleg a masodiknak lesz jelentéséege.
Ha latsz egy egyszeri reciprokot, kbnnyen vissza tudod irni valami exponencialis (e
hatvany) fliggvénnyé.

e Beszéljunk egy picit a 6(t) fuggvényrdl. Ezt hivjuk Dirac-deltanak, és egyszerlien
annyit jelent, hogy mindenhol 0 az értéke, kivéve 0-ban, ahol 1:

12 e NN RN MR
10 |- A .
08 [ .
06 .
04 [ s

02 |- .

00 |

02 L Lo v vany Lo o [
2 -1 0 1 2

A Dirac-delta Laplace-transzformaltja egyszerlien 1, azonban késleltetést le lehet
vele irni. Ugy tolhatjuk el ezt az 1-es értéket jobbra, mondjuk 2-vel, hogy kivonunk
belll 2-t: §(t — 2). Mivel az eredeti fUggvény 0 értékre lesz1,at — 2 = 0, vagyis a
t = 2 idépillanatban lesz 0. Altalanossagban Th a késleltetés jele, és az ennyivel vald
—s*T
késleltetést Ugy irjuk le, hogy 6(t — T,). Ennek a Laplace transzformaltja e T
e Inverz Laplace-transzformaciéhoz nem kell tudni a képletet, csak a korabban leirt (és
a Laplace-tablazatban szerepld) fébb transzformaltak alapjan kell dolgozni.
e A Laplace-transzformacio linearis mivelet, ez azt jelenti, hogy ha egy dsszeget
transzformalunk vagy inverz transzformalunk, kilén-kilon transzformalédnak a

tagok:
L{ax(t) + bu(t) } = ax(s) + bu(s), ugyanez igaz inverzre.
dx(t
e A derivalt transzformaltja: L{ i:l(t) }=s*L{x(t)} — x(0) = s * x(s) — x(0), tehat

Laplace-térben a derivalas csak szorzés. Az s-sel valé osztas pedig integralas lesz,
mivel az a derivalas forditottja, ahogy az osztasnak a szorzas.

e A Dirac-deltanal mar lattuk, hogy az eltolas egy e " formaban jelenik meg,

altalanositsuk ezt barmilyen fuggvényre: L{u(t — T)} = P u(s). Ezt hivjak
eltolasi tételnek.

Derivalas Laplace-transzformacioval

Ami itt van, elég ismerni. Semmilyen konkrét szamolast nem kell vellik végezni.

e Mind a folyamat, mind a szabalyoz6 egy olyan rendszer, amit egy-egy
differencialegyenlet ir le. Mindegyiknek van bemeneti jele és kimeneti jele. Ha a
diffegyenletet attranszformaljuk Laplace-térbe, egy ugynevezett atviteli fliggvényt
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kapunk. Ezzel mar csak egy szorzas az egész egyenletrendszer:

u(t) Differencial- | 1(r) 1(s) Awviteli v(s)=Ms)u(s)
, egyenlet Pl Sfiggvény, Wis)
Leirazarido tartomanyaban Leiraz az s operatortartomarryaban

¥(r) a differendalegyenletmegoldasa W), v(O=L ()}

A dinamikus rendszer matematikai modellje:
d"yr) d" 'y dy (1)
+a +ta

a“ n 1 n-1 n—1 + a,,y(r) =
dt " dt dt
d"u(t d" u(t du (t
= b, ( )+ b, E ) -+ b, ( )+ b, u(t)
dl’m dt m— df

Ez visszavezethet6 differencialegyenletek rendszerére, de most nem ez a cél,
hanem hogy Laplace-transzformaljuk. Altalaban leosztjuk az egészet a legnagyobb
foku derivalt szorzéjaval, hogy legalabb az 1 legyen:

d"y(t) a, d"y(1) a, by d"u(t)y b, d" u(r) b,
i e e e (B i ——+ -+ —u(?)
dt a, dt' g a, dr' aomndt & a,
Ezeknek az osztott tagoknak adhatunk kuldnleges jelélést, mondjuk h-t és g-t:
d"y@ d" 'y d"u(t d"u(r)
yn( J +hl+]()+---+h”y(t)= go - )+gl m_f - e ()
dt dt dt dt

Ebbél mar a konstans és a derivalt Laplace-transzformaltjat ismerve el6all, hogy:

n —

S"y(s) + h]s"_ly(s)-k o+ h, y(s)= gosmu(s) + gls’ lu(s) +-+ g u(s)

Ez pedig szummaval is felirhato:

n m
n n-k m—k
s +th5 v(s) = ngs u(s)
k=1 k=0
Teljesen logikusan gondolod, hogy mi a franc szikség volt arra, hogy leosszuk a,
taggal az egészet, mivel ha az nincs, akkor nem kell bevezetni a h és g hilyeséget,

, n e pas s s s .

€s az s sem lesz kilon eset a szumman kivul. Na ezt én sem tudom. Mindegy,
inkabb csak osszuk le a két oldalat ugy, hogy y(s) legyen bal oldalt, és akkor
megkapjuk az atviteli fUggvényt jobb oldalt, a gerjesztés transzformaltjaval szorozva:

bys" +bs" "+ 4 b +b " g et -
§ § T} g% g5 g, (S g
}‘(S) = 0 | 1 m=1 m L{(S) = 0 1 : m =1 m U'(S) - W (S)H(X)
n n= n n=
a,s” +ags +--+a . s+a s+ hs +--+h . s+h
n-1 n 1 n-1 n
S L P S o M ) ——— e
W (s) W (s)




e Ezeknek a felirasoknak vannak kulonb6zé gyokei, amik altalanosan igy néznek ki:

G(s) g,5 +gs +--4+g Ss+g

m

Wi(s) =

n

H (s) s + h]s”_ e b s R

(%= M S= 2, SRR =) B

“G-p)s—p)As-p)

B I N r, N e - y(s)

sS—p, I—R, S =l u(s)
A kozéps6 lehet érdekes, ez a zérus-polus alak. Minden egyes z értéken az egész
eredmény 0 lesz, mert lathato, hogy ha s mondjuk pont = zZ,, akkor s — z,= 0, igy a

telies szorzat is 0. A pdlus ugyanez, csak a nevezében, tehat azt jelenti, hogy a
polusok pontjan az egyenlet nem értelmezett, kvazi téréspont. Az utolsé forma a

P " . P . *t L re
részlettortes alak, amin azt fontos észrevenni, hogy az e’ Laplace-transzformaltja,
tehat nagyon konny( beléle inverz transzformaini.

Rovid 6sszefoglalo

Van folyamat és szabalyozd, mindketté dinamikus rendszer. Allapotvaltozéik vannak,
amiknek az id6beli valtozasat differencialegyenletekkel irjuk le. Ez derivalt = 6sszetevok *
allapotvaltozok + Osszetevék * gerjesztés. Vagy kiszamoljuk kozelitéses mddszerrel, vagy
attériink Laplace-tartomanyba, ahol egyszer(i atalakitasokkal szamolhatjuk.
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5. el6adas

Alapfogalmak
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Bizonyos szintli absztrakcidéra van szikség, amit mar 30x lattunk, de most megint
mashogy lesz:

zavarkompenzacio ||

Uz

4 -
)4 A szabalyozo A szabalyozott
’ berendezés - folyamat
v alrendszere alrendszere
’ s C (controlier) P (process)
| Xe(f) xp(1)
9 ‘ —

belsé visszacsatolds

allapot—visszacsatolas

¥ negativ visszacsatolasa (fo visszacsatolds)

Uj dolog a folyamat belsd allapotvaltozoinak visszacsatolasa a szabalyozdba, de ez
ritka. Az abra csak azt mutatja, hogy létezhet ilyen, nem igazan fogjuk hasznaini.
A cél a folyamat leirasa, hogy helyettesiteni tudjuk valami matematikai modellel.
A folyamattal teljesen egyenértékii egy masik dinamikus rendszer, ami
egyuttmikodik a folyamattal, ez a szabalyozé berendezés. Kimenete a szabalyozo
bemenete, és legfontosabb bemenete az y, ami a szabalyozott jellemzd kivant

referencia értéke, tehat azt szeretnénk elérni, hogy y legyen minél inkabb olyan, mint
y, A szabdlyoz6 megkapja az y valddi értékét is (f6 visszacsatolas), ezzel tud

kilénbséget szamolni a referenciahoz képest, és ugy moddositja u-t, hogy attél a
folyamat végén y egy jobban kivant értéke jelenjen meg. Ezt hivjak negativ
visszacsatolasnak, mert a szabalyozé jel a referencia és a visszacsatolas
kulénbségétdl fuggden all elb.



Fordulatszamszabalyozo6

wVi=eV=AE

Bttt Berenderininll +U; A szabalyozoﬂ folyamat Erzékelo szerv
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Ez egy szerkezeti vazlat, nem absztrakcio, hanem megmutatjuk, hogy a szabalyozott
folyamat a motor, a szabalyozo6 pedig all egy érzékel6 szervbél, egy kilénbségképzé
szervbdl, és egy er6sitd szervbdl. Negativ visszacsatolas van kialakitva annak
érdekében, hogy az w szdgsebesség ugy valtozzon, ahogy azt az alapjel elbirja, és
ha a terhel6 nyomaték ezt meg akarja valtoztatni, akkor ez a struktura ugy miikédjon,
hogy a kapocsfeszultséget valtoztatva a szogsebesség terhelés miatti csokkenése
visszaalljon az eredeti szintre.

Hogy ezt a szerkezetet létre tudjuk hozni, elektronikai ismeret szikséges. A
kuldnbségképzést példaul ugy koétjik be, hogy az alapjel és a dinamoéval mért
ellendrzdjel feszilltségét egymassal szembe kapcsoljuk, igy a kettd kozt megjelenik a
kulénbség, igy lesz beldlik rendelkez6 jel, ami a kettd kilénbsége (r = u - e).

Az er6sité egyszerlien egy fix értékkel szorozza a bemend rendelkezé jelet, hogy
el6alljon, amit kapocsfeszultségnek hivunk: u, = kc *r.

A szabalyozott folyamat maga az egyenaramu motor, aminek tulajdonsaga, hogy
minél nagyobb a kapocsfesziiltség, annal nagyobb a motor szbgsebessége. Ez a
feladat szempontjabdl egy nagyon kedvezd motor, aminek ha megduplazzuk a
feszlltségét, a fordulatszam is kétszeres lesz, vagyis a feszlltség és sebesség kozt
linearis a kapcsolat. A motort terhelés lassithatja, ez szintén linearis. Minél nagyobb
a terhelés, annal kisebb a fordulatszam, és pontosan annyiszorosan, amennyire nétt
a terhelés.

Ezt a szabalyozast aranyos szabalyozasnak hivjak, mert a bemenetek és kimenetek
kozt mindig aranyos a fuggvénykapcsolat.

45



Szintszabalyozas

Szabalyozott folyvamat

Szabalvozo berendezes

Beavatkozo szerv
(tolozar)

. S >
Hidraulikus |
- szervomotor

Kilonbségképzo
rudazat

g=ufNQ2ghy=aNh
Hidraulikus Alap]cl képzo szerv I Szintérzékelo
erosito (elofeszitett rugo) ‘ (szilffonmembran)

e A szabalyozott jellemzd a jobb oldali tartaly szintjének helyzete. Ezt befolyasolja a
két bearamlé hozam, viszont u technikailag zaj, nem tudjuk befolyasolni. A cél, hogy

a két bearamlé hozom olyan szintet tartson fent, ami a kiaramlé g hozam mellett
tartja a h magassagot.

e A viz szintjét a tartaly aljan mérheté p nyomas alapjan tudjuk meghatarozni, ezt
erévé alakitjuk at, és ez lesz a hibajel. A referencia ugy all el6, hogy egy ellentétes
rugoerét adunk a masik oldalon. Ez a K kar valéjaban egy oldalra dél6 rud, amit a
nyomas balra, a rugderd jobbra tol. Minél balrabb tolja a nyomas ezt a kart, végsé
soron annal jobban zarja a bearamld szelepet. Ha a nyomas megsziinik, a szelep
nyilik, né a bearamlas.

e Annyiban azonos ez a szerkezet a fordulatszam-szabalyozassal, hogy a bemené
jelet a zavard jel kompenzalasara hasznaljuk fel. Itt csak a hidraulikus erésitdé a
kalonlegesség, mert nyomast erésit és rakapcsolja egy szelepet zaro tolozarra.

e A szabalyozast nagyon jol leirja, hogy amit keresunk, az
dy(t) = [um(t) + uz(t) — q(t)]dt, tehat idében mennyire valtozik az a szam, amikor

a befolyd folyadékmennyiségbdl kivonjuk a kifolyd mennyiséget. Ez viszont nem

linearis, mivel q(t) a nyomastdl fligg, ami gyokos: q(t) = pu * f *2 * g * y(t). Ezt
most nem szamoljuk végig, de ebbdl lehet a valosagban kitalalni ra szabalyozét.

Modellalkotas

e Akarmilyen szabalyozasrdl beszéllnk, szikséges megalkotni a folyamat és a
szabdlyoz6 matematikai modelljét, mert tényleges szamitasokat csak ezeknek a
birtokaban tudunk elvégezni.
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e Az egyendaramu motornal minden egyes erfsités és parhuzam allandéval van
szorozva, ezt ugy hivjuk, hogy aranyos szabalyozas. llyen rendszerekben minden
kimenet a bemenetnek konstansszorosa. Az ilyen rendszerekhez hozzarendelhetlink
egy olyan hatasvazlatot, amelyben azt tintetjuk fel, hogy egy kimenet melyik
bemeneteknek a fuggvénykapcsolata:

i B o R = o e i
i Aszabalyozo berendezés i ! I 1 A szabalyozott folvamat :
I 1 1 - iy ]
i i | i
Mg ﬁ - [ - | = !
' 1 i 1 i I
e o€ = - 4 = 1p( : .

B N Tr(Uae) |—>| u=sr(r) _F__’i ™) fo(11.u:) i

i Kiilonbség képzés Szabalyozo : 1: Motor !
] [ ]
i ) i H i
i e=fe(y) i ‘; ;
] (] 1 )
i - i i i
i Erzekelés i :: E
; H i

zaréjelen belll felsorolt valtozok a részei. Semmi konkrét egyenletrél nincs szo, csak
felsorolas, példaul e = fE(y) esetében:

o e: hibajel.
o f, az E-nek nevezett flggvény jeldlése, ez fog hivatkozni a hibajel

kiszamitasara, ami a valésagban valamilyen egyszer(i szorzasa lesz a
bemenetnek.
o y:abemenet, ami alapjan fE szamol.

Ennek a hatasvazlatnak az a Iényege, hogy az 6sszefligg6 tagok olyanok, aminél az
Osszefliggé bemend jelekhez elébb-utébb egy allandé kimeneti jel tartozik. Az ilyen
rendszerek altaldban tehetetlenek, igy el6bb-utébb beall egy allanddsult allapot,
vagyis ahol allandé bemeneti jelhez allandé kimeneti jel tartozik.
Fordulatszam-szabalyozas esetében ez minden tagra igaz.

e Vonjunk kapcsolatot a nagyon régen tanult statikus elemzéssel, hasonlitsuk az itt
latott abrak elemeivel, példaul a kildnbségképzés igy néz ki az itteni abrakon:

q . r
- : r=re(na.e) }—D
Ed

Es ez a statikus karaktere, vagyis a bemenet (e) és kimenet (r) viszonya, illetve az
atirata olyan abrara, ahol a konkrét matematikai mivelet latszik, ami ebben a tagban
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végre van hajtva:

1.0, allando

r=kel1i ~¢)

4\ Erosito /T\'

=

LU .«"=l!..' L~
"'f%f b |—o (1)

e Ugyanigy helyettesitsik be az er8sit6t, ami maga a szabalyozo:

-
—>

)

=) >

A kimend fesziiltség (u) itt egyszerlien a bemend feszlliség (r) konstansszorosa,
vagyis u = kT * r, aminek a karakterisztikaja egy egyenes, azt abrazoljuk igy:

n=kxyr

e Kovetkezik a motor, ami maga a szabalyozott folyamat. Bemenete a
kapocsfesziltség (u) és a zavarjel (uz), kimenete a szogsebesség (y):

Ezt alakitsuk at igy:

- u-;>0, allando

‘ l:

V=)

Amit a grafikon szemléltet, hogy a sziikséges er6sités a zavarjel mértékétdl figgéen
jobbra tolédik el, az adott szint fenntartdsahoz nagyobb bemeneti feszliltség kell.
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Mar csak az érzékel6 maradt, ami a szabalyozott jellemz6 alapjan allit eld
ellenérzéjelet, ez is egy linearis kapcsolat:

Amik itt el6alltak, azok az allandésult allapot flggvénykapcsolatait jellemzd
matematikai kifejezések. Ezek most rendkivil egyszeriiek, mert mindenhol linearis a
kapcsolat.

Valojaban tényleg csak az allanddsult allapot esetén igazak a linearis kapcsolatok,
ugyanis egy-egy elem valéban pontosan ugy mikddik, ahogy leirtuk, de lehet egy kis
késleltetés id6ben, amig beallnak arra az értékre, példaul a motor a tehetetlensége
miatt lassan all be a megadott feszlltségtél fuggd értékre. Amint ez megtorténik, és
allandosul az allapot, Ujra igaz az egyenletrendszer.

Rendszer mérése

Csinalhatunk olyat, hogy egy ponton felvagjuk a kort, és bekdtlink egy jelmérét és
egy jelforrast:

Jelmeéro ‘ Jelforras ‘ "
— y U:=0
g —pp = e 7] ¥ ¥
. ; JAéfK(Ih.(") r H:f'[{}'_} . .l'=ﬁ’(”-”:) —_—
Kiilonbség képzés ExGsid Motor
— e=e(r) |e
Erzékelés

Ez tokéletes arra a feladatra, hogy kulénb6z6 bemeneti (i, mint input) jeleket
megadva az adott ponton megnézzik, hogy mi allna el ugyanott adott id6 utan (o,
mint output). Ha a jelforras ugyanazt az értéket adja, amit a jelméré mér, akkor olyan,
mintha ez a szerkezet ott se lenne.

Altalaban az ilyen felszakitasokon a jelet ugrasszeriien megvaltoztatjuk, tehat 0 idé
alatt egy teljesen masik értékre allitjuk, majd azt vizsgaljuk, hogy a rendszer mennyi
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id6 alatt all be arra az értékre. Rajzoljuk fel pontosan, mi is torténik:

inb— }' —
Jelforras i(2)=rslr)=i51(1),
e |
! g
i Ar N

RS -D{r w=fx{(r) T 1o=kgis
i > t

| L > =) b o=k
a 4

i L I
T et - ef() TP esdekhn

A ” ‘

| b I P
t ————r, P =f(uame) 2
. S ; —>

rg Hgg

0o=kg(1i s—-Agkpfrio)

Jelméro |«

Az el6z6 ijesztébnek tind abran valéjaban semmi kilénleges nincs. Jobb oldalt
egyszerlien azt nézzik meg, hogy a felszakitas helyétél merre megy a jel, mire
ugyanoda visszajut. Berajzoljuk a koztes utra a nemrég vegigvett elemeket, amiktol
jobbra a konkrét képleteket irjuk le.

Bal oldalt mar kell is értelmezni a dolgokat. Az adott jelek id6beli valtozasat irjak le,
fuggbleges tengely az érték, vizszintes az id6. A bemend jelet ugy hivjuk, hogy
ugrasvalasz, avagy Heaviside-figgveény. Negativ idében 0 (ez egyszerlen annyit
jelent, hogy amig nem mérunk, nem adunk ra jelet), majd egyszer csak hirtelen
rakapcsolunk valamekkora magas értéket. Minden rendszerben ennek a
segitségével tudjuk vizsgalni, hogy adott értékek milyen gyorsan allnak be egy adott
szintre. Egyszer csak adjuk a referenciat, a rendszer pedig a gerjesztés kezdetétdl a
sajat tempojaban probalja elérni. Innentdl mar az 6sszes tag késleltetése lathato,
vagyis hogy milyen gyorsan vagy épp lassan érik el azt az értéket, amit az
allandésult allapot képlete mond.

Az abran valdjaban kétféle késleltetést lathatunk. Az egyik a korabban leirt
késleltetés, vagyis hogy mennyi idé alatt éri el az adott elem a kimeneti értéket. A
masik az, ami miatt egyre késébb kezdenek el megmozdulni a cél érték felé, és egy
ideig 0-n maradnak: ez egy olyan késleltetés, példaul az elektronikabdl fakadoan,
ami technikailag a rendszer “feldolgozasi ideje”. Ez utdbbit hivjak jelkésleltetésnek,
és egy helyen latjuk nagyon jol m{ikdédni: az érzékel6 Iényegében a motor jele, csak
idében eltolva, mert az érzékelés azonnali és pontos, csak a kimend jel jelenik meg
idében kicsit késébb. A kulonbségjel nyilvan az, hogy az érzékeld jelét kivonja valami
konstans értékbdl, természetesen itt is késik az egész egy kicsit.

Amikor minden késleltetés lezajlott, a felnyitott ponton a bemeneti és kimeneti jel
azonos kell legyen:



ro R

Ennek vonzata, hogy ha a felnyitast megszuntetjik, akkor az allapot, amit elértink, a
rendszerben ott fog maradni. Ez azt jelenti, hogy a statikus karakterisztikaban
egyensulyi helyzetet allitottunk be:

e Az egyensulyi helyzetet ez a latszolag bonyolult abra irja le:

l’ 1:0

e=fe(y)=Azy ¥ ARpr—— y=fo(r.u:) L

érzékelés Solvamat YN

A An, zavarojel
valtozas hatasa az
¥(f) szabalvozott
jellemzore, ha
jelkesleltetés csak a
folvamat y és wu
jelei kézétt van.

r<fx(tiq.e)=kgln—e) — > u =fy(r)y=krr

g kiilonbségképzés beavatkozds

e Valdjaban semmi mas nem térténik, csak mivel az egyik egyenlet (a motor a jobb
felsé negyedben) nem linearis, ezért nem kifelé né és csdkken a négyzet, mint a régi
el6adasok példajanal, hanem elmozdul. A z6ld és narancs négyzet ugyanugy egy
egyensulyi helyzet, csak mas zavarjelet kompenzalva.
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Egyensulyi helyzetet ugy talalunk, hogy elkezdjuk kigydijteni a képleteket:
y=k *u—k *u

p z z
e = AE *y
r = kK * (ua —e)
u=k *r

T
Szépen lassan egyre tovabb behelyettesitjik y-ba a még tovabb kifejezhet6 tagokat:
yv=k *u—-k *u =k *k_ *r—-k *u =k *k_*k *(u —e) —k *u =

14 z z 14 T z z 4 T K a z z
kp*kT*kK* (w,—A*y) —k *u
Legyen kp * kT * kK = K (ez majdnem a kdrerdsités, ami azt irja le, hogy a kor végén
hanyszorosan kapjuk vissza az u referenciat), igy kdnnyebben rendezziik y-ra:
y=KH?* (ua—AE*y) —kz*uzz K*ua— K*AE*y —kZ*uZ
y + K*AE*y= K*ua—kz*uz
y*a+ K*AE) = K*ua—kz*uz

K*u —k *u

a Z 4

Y =T 15Kk* A (a korerGsités itt K * A , val6jaban ennyiszer kapjuk vissza y-t)
E

Az eredményen latszik, hogy kizardlag u, és u , tehat a rendszerbe kivilrél bemend

jelek alapjan meg tudtunk allapitani egy olyan értéket a szabalyozott tényez6hoz (y),
ahol az egyensulyi helyzetbe kertl. A képletben minden mas konstans. Hasonlo
maodon minden statikus karakterisztikabdl kiszamolhaté az egyensulyi helyzet értéke.
Az y ismeretében mar végig lehet szamolni az dsszes tobbi egyenletet, hogy a tdbbi
értéket megkapjuk.
K megvalasztasa, és az alapjan az er0sitések kitalalasa fontos lehet, vegylnk
példaul egy olyan példat, hogy a zavarjel szabalyozas nélkul 10%-kal valtoztatja meg
a szabalyozott jellemz6t. Ezt szeretnénk 1%-ra csdkkenteni. Vegylk y-nak azt a
_kZ*uZ
1+K*AE

részét, ami a zavarjelr6l szdl: Egyszerlien tizedére szeretnénk

csokkenteni a fels6 tagot. Szabalyozas nélkll természetesen nincs osztas, de az igy
létrehozando6 szabalyozo6 célja az, hogy ez 10 legyen, tehat 1 + K * AE = 10, avagy

K * AE = 9. Természetesen mi alkotjuk meg a szabalyozét, igy a két értéket ugy

véltoztatjuk, ahogy csak szeretnénk. igy végtelen sok megoldas van, csak a fizikai
hatarokat kell betartanunk, amikor |étrehozzuk az eszkézt, példaul ne legyen
1000-szeres erdsitd benne, inkabb hasonlitsanak egymashoz a szorzok.
Ertelmezziik ezt a részt is:
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Amit itt latunk, az az, hogy u megvaltozasaval, amennyiben nem lett volna
szabalyoz6, y oda csodkkent volna, amit az abran Yy jeldl, és ez sokkal jobban

kizOkkentette volna a rendszert. Itt a vizszintes tengely az id8, és lathatjuk, hogy a
szabalyozé az 1-es pontba (ami nagyon balra y,-€es jelélést kapott) szabalyozta

vissza a rendszert, sokkal stabilabba téve ezzel. Lényegében az y-t kizOkkentettik,
de visszatornazta magat egy jobb helyzetbe. Minél jobb a rendszer, annal jobban
kozeliti y O-t u modositasa utan.

EgyszerUsitett statikus elemzés

Egyszerisitsuk egy kicsit a kort:

~

C<A\[~>P lu;

U, w— ; u y
u=fc(uay) ! y=fe(u.u-) -
" ol >

Itt azt irtuk le, hogy a folyamat és szabalyozé is leirhat6 egyetlen fuggvénnyel, mivel
allandé bemenetekre allandd kimenetet vesznek fel. Ha a szabalyozdé bemenete
ugyanaz az u_ és y, akkor mindig ugyanaz az u a kimenet. A folyamat is ilyen,

ugyanarra az u €s u bemenetekre egyféle y-t adhat csak. Ugy hivjuk ezt a

jelenséget, hogy 6nbeallé tag. Mind a szabalyozé, mind a folyamat 6énbeallé tag.
Még szemléletesebben adja meg a viszonyokat, ha felrajzoljuk, mibdl allt el6 a most
felrajzolt hatasvazlat:
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Valojaban a szabalyozasban résztvevd tagokat tomoritettik egyetlen tagga. Ez is
egy teljesen valds absztrakcio.

Az igy felrajzolt rendszerben lényegében csak u és y kapcsolata all fenn. A
szabalyoz6 y alapjan u-t valtoztatja, a folyamat u alapjan y-t. igy mindkettét fel lehet
egyetlen grafikonra rajzolni, és az alapjan kévetkeztetéseket levonni:




{ o Ml

A szab ii[_\'Ll[U u=fe(uq. y) ' A f'o].\'mnat‘]:fp(u:g_ uw)
statikus karakterisztikaja statikus karakterisztikaja
ugr=allando, paraméter H iz=allando. paraméter

. A szabalyozas eredménye:
= u-p=allando Api<<Ayy

L. siknegyed

Stabilis rendszer esetében Au=allando zavarajel
valtozas hatasara a rendszer a Py egyensilyi
pontjabél a Py egyensulyi pontjaba ..megy at”. Az
atmenet a folvamat y=fp(u-p.u) és a szabalyvozo
u=fc(uqo.y) statikus karakterisztikainak—. valammt
az  y(1), ul(n) egyfajta  1dofiiggvények
grafikonjaival szemléltethetd. Ez utébbiak csak a
dinamikus modellek alapjan hatarozhatéak meg.

f\/ ................................................................

A folyamat karakterisztikdja ugyanaz, mint a masik abran. Egy kék gorbe azt jelzi,
hogy adott u értéken egy ahhoz parosuld u iranyitdjellel milyen y-t, azaz

szabalyozott jellemzdbi értéket vesz fel. Ha u valtozik, a gorbe fel-le mozog, de

ugyanaz marad.
Ha a folyamat karakterisztikajan Kkijel6ljik a PO egyensulyi pontot, akkor ezen a

ponton at kell, hogy menjen a szabalyozé, ami altalaban ellentétes a folyamat
meredekségével. Minden u értéeknek egyetlen metszéspontja lesz ezzel az

egyenessel, és az lesz az a pont, ahova a szabalyozé a rendszert allitani fogja.
Természetesen a szabalyozd piros egyenese is emelhetd vagy lejjebb vihetd, ez a
referencia értéktdl fugg.

Vegyuk ismét azt a példat, hogy mi torténik, ha u értéke hirtelen ugrik. Ugyanaz lesz

a hatasa, mint az el6z6 abran: lecsokken a P0 pontrdl n-re a szabalyozott jellemzd,
de a szabalyozo6 vissza fogja tolni Pl-be, a jobb oldalon lathat6é id6beli valtozas

alapjan. Kis oszcillacié utan, de elér egy jobb értéket. Ebbdl Iathatd, hogy minden
allandosult allapot a szabalyozé egyenesén lesz rajta, mindig metszéspontra viszi a
rendszert.

Ha nem lenne szabalyozé, az u valtozasa egyenletesen téritené ki y-t, ezt a

mértéket mutatja meg Au_ és Ay,. Ugyanerre az uz-beli valtozasra a szabalyozott
kizOkkentés (Ayl) sokkal kisebb. Az u nyilvan nyugodtan elmozdulhat, az a mi jelunk,

nekink csak y szamit. Meghuzhatjuk a piros vonalat ugy is, hogy sokkal kisebb
meredekségl legyen, és akkor még magasabban vagna a csdkkent u gobrbéjét, még

kisebb kitérést okozva. Ennek sokszor fizikai korlatai vannak, azért nem tokéletes
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minden szabalyozo6. Ettél fuggetlenul természetesen minél nagyobb korerésitést
érdemes valasztani, amekkorat csak lehet, mert attél fligg ez a meredekség.

Van egy masik probléma is: ha egy nagy koérerésités nagy késleltetéssel parosul,
akkor a kilengés megné. Ez azért torténik, mert folyamatosan adja ra az erésitést,
ami az adott értékbe eljuttatja a szabalyozott jellemzét, de az mar rég ott van, csak
az érzékeldn at még a szabalyozasi koér ezt nem latja, szoval erfsiti tovabb. Ezen az
abran példaul azért van kilengés, mert tul nagy az erésitése a szabalyozo kdrnek.

Ha tul nagy a kilengés mértéke, az is eléfordulhat, hogy a rendszer mar nem képes
semmilyen modon szabalyozni magat, mert minden kilengés utan visszaforditott
erfsités messzebb és messzebb viszi a jellemz6t a kivant ponttdl, egyre
nagyobbakat leng ki, mig el nem éri a fizikai hatarokat. Erre egy példa a mikrofon
gerjedése. Ezt hivjuk ugy, hogy elvesziti a rendszer a stabilitasat, vagyis instabilla,
azaz labilis rendszerré valik.

Fontos kérdéskor, hogy milyen feltételek kellenek ahhoz, hogy példaul ezen az dbran
aP —P, atmenet egyaltalan létrejdbhessen. Ha az egyik karakterisztika nem linearis,

akkor sokat nem lehet tenni, csak kisérletezni. Ha viszont minden karakter linearis,
arra van megoldas, de mar nem pusztan algebraval:

Stabilitasvizsgalat
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Vegyuk Ujra a rendszerek egyenleteit:
y = kp *u + kz * u (igen, ez régen — volt, de most ugy dontoéttek, hogy ez lesz)
e = AE *y
r = kK * (ua —e)
u=k *r
T
Egy érdekes matrixot kell alkotnunk beldllik. Vegylk végig minden egyes rendszer
kimeneti valtozéja (y, e, r, és u) utan, hogy az a tobbibdl hogy all 6ssze. Egyszerien
igy szemléltetjik, bal oldalt a fent lathaté sorrendben szerepelnek, és az oszlopok

sorrendje is ugyanez. Valéjaban mindegy a sorrend, csak az oszlopok és sorok
ugyanugy kdvessék egymast:

y e r u

Y

e

r

u

Vegylnk egy példat, hogy hogyan lesz a korabbi egyenletekbdl egy ilyen sor,
példaul:

y =kp*u +kZ*uZ

Ezt olyan alakra kell hoznunk, hogy a *y + b *e + c *r + d * u = e. Nekunk
ebbdl a, b, c, és d kell, mert azok mennek a tablazatba. Az e értéke teljesen mindegy.
Ez jon ki a kiragadott sorbdl:

y —kp*u =kZ*uZ

Itt kivalasztottuk a hasznos tagokat balra, a haszontalanokat jobbra. Természetesen



a hianyzo tagok is ott vannak, csak a szorzé 0.
y+0*e+0*r—kp*u=kz*uz
Innen mar be is irhatjuk a szamokat a tablazatba, y helyére 1-et, u helyére — kp-t, a

tobbi pedig 0. Kitdltottem a tobbit is, hogy ne menjen ezzel az id6:

y r u | maradék
y 1 0 | -k, k.u.
e | Ag 0 0
r 0 | kg 1 kyu,
u 0 0 | -ky | 1 0

e A szélére kiirtam, hogy a felirt képletek mivel egyenlék, azaz a korabban
haszontalannak hivott tagokat.
e A valtozék matrixa kell neklnk, leginkabb a determinansa, amit jel6ljunk D-vel:

I RS

I 11 o0 o -4 1 0
-4 1 0 0
D =det 0 i 1 'ij_' 1 O—kp 0 kK 1 =l+kp.45kxkrzl+k
A M g | 0 0 -k M

10 0 -k 1 |

e Kell még néhany spéci matrix. Minden egyes valtozéra szikségunk lesz olyan
formaban, hogy a sajat oszlopat lecseréljik a maradékra. Példaul y esetében:

ku. 0 0 -k
P ot 1 0 0 1 0
0 1 0 0
D, =det =kulky 1 +hplkpu, —ky 1 |=ka +k, (=Dkgu,(kr) = kpkekyu, + k..
’ kyu, kp 1 0 o o o
0 —k 1 0 0 -k
0 0 -k 1|

e Es itt jon a csoda, ugyanis barmelyik rendszer korerésitését megkaphatjuk, ha
elosztjuk az adott rendszer D matrixat a teljes szabalyozé korével, vagyis a f6 D
matrixszal. Pontosan ezt szamoltuk ki, amikor korabban a négy egyenletet egymasba
helyettesitettik. Ez az allanddésult allapot képlete:

D_= kikrk ju, +k.u. kikik, ! k. kF u k.

: e g,
1+k °

ahol k = kK * kT * kp *AE. Ezt a k tagot kerestuk, vagyis ami k/(1 + k) alakban

- 4, + . u. =
D l+kpkik Ay  1+kphkik Ay ° V\+kpkik Ay ©  1+k Ag

felirhato, annak ezt a részét.
e |tt a tObbi rendszer korerbsitése, de ugyse lesz belble példa, csak legyen itt, ha
szeretnél szamolast gyakorolni:

1 ku. O -k, 10 ku, -k 1 0 0 ku,
-4 0 0 0 -4 1 0 0 -4 1 0 0
D= D = B
0 kpu, 1 0 0 ky ku, O 0 kg 1 ku,
0 0 -k 1 o 0 o0 1 0 0 -k O
Dk ' . LEE D kk LRER
e=_* k u + Ak u . ki u — Arkek, u, u=—"= Kicks u, — Agkikrk, u,

D 1+k ° 1+k ° D 1+k ° 1+k ° D 1+k °  1+k
e Ami nekunk fontos, hogy megkaptunk egy olyan fliggvényt, ami az adott rendszert a
két bemeneti valtozéhoz irja le:
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k u, ku, k k.

-

v= fal(tig.ti.g) = - = V40 + .o
].“'-" k AE 1 L k 1 T k l - k

Ez o6nmagaban helyettesitheti a teljes hatasvazlatot, barmelyik rendszer

szemszdgébdl leirhatjuk a teljes kort. Lényegében megoldottuk a linearis

egyenletrendszert barmelyik valtozora.

Egyszerisitslk le a rendszert pusztan kdrerGsitésre:

l Uz

—> M kx B kb B e PO—TP

L »

Ag

Es nézziik meg igy y-t:
k k.
4 1+k sl l——k b
Latjuk, hogy ha k hatalmas, akkor k/(1 + k) tart 1-hez, tehat a rendszer kimenete
lényegében egyenld lesz a referencia jellel, kZ/(l + k)-t pedig 0-hoz tart, tehat a

zavarjelet eltlnteti.
Lattunk mar példat a labilis rendszerre, nézziink meg egy ilyet ujra:

k>k+ labilis rendszer

i& i k<kp: stabilis rendszer |

.1‘.-10 k:“::
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: u-(r)
adN

t
Ip )

Itt latszik, hogy ahogy ndveljik k-t, mi lesz a hatasa annak a két egyenletnek, amiket
az el6z6 pontban targyaltunk. Az y ugyanaz marad, a kitérést leiré tag pedig egyre



kisebb. Azonban ha tul kicsire akarjuk, a szabalyozé mar nem fog ingadozas utan
beallni egy stabil pontra, hanem elkezd divergalni.

e A kkn tag neve kritikus korerGsités. Az ennél kisebb korerésitések mind stabilak, az

ennél nagyobbak mind labilisak. Mi térténik egyenléségnél? Jogos a kérdés: nem all
be sehova, és nem is lesz divergens, egyszerlien szinuszt ir le a végtelenségig.
Hogy hol van ez a kritikus kérer8sités, azt késébb vesszik.

e Azt is megdfigyelhetjik, mi lenne, ha nem szabalyoztuk volna a rendszert: egyszerlien
kitér annyival a szabalyozott jellemzénk, ami a zavaras.
Kitekintés
Ezek leginkabb érdekességek, amiben jok, hogy felfrissitik az eddigi tudast, és

segitséglkkel kdnnyebben magyarazhaté el random rendszer.

e Az angolszasz irodalom a kovetkez6 abrakkal irja le a nyilt és zart korli szabalyozast:
Disturbances Disturbances
Energy and/or material Conrolled variable  Energy and/or material Conrolled variable
- —p| Process — — - »| Process o
open—loop ™, closed-loop h J
Final conrtol = Final conrtol ] Measuring
element < emircie: element < Controller (g means
Desired value of controlled variable Desired value of controlled variable
Pontosan ugyanaz, amit mi vettlnk, nyilt kdrnél nincs visszacsatolas, csak mashogy
rendezi a dobozokat.
o A kovetkezd egy vitorlazorepulé szarnyat vezérld rendszer, piros keretekben
kiemelve a félig angol, félig német kifejezéseket:
Centering High-pressure " |:|

spring oil supply : t |:|
f \ Permanent vT\ ,A_,

[

1
[F(W{j ] 1| N ‘

magnet I )| Controll
| WV Py J stickt

2 1
Return I

line

Aerodynamic

Electromagnet control surface

) 1 Slide

g

I Elekroh\-'drauliclsel'\'omechnuism

Van egy botkormany, amit atalakitunk feszlltséggé. Ez abbdl all el6, hogy A és B
lapot eltoljuk egymastél. A-t mi mozgatjuk, B-t pedig a szabalyozé. Ha ellentétesen
allnak egymassal, akkor nincs aram, tehat az elektromagnes nem ad jelet a
szabalyozo korre, igy a szarny marad a helyén. Amint a szél a szarnyat elmozgatta,
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B is el fog csuszni, Ujra lesz aram az elektromagnesben, amitél a szabalyozé
visszaloki a szarnyat. A hidraulika mikodése, hogy a magnes kimozditasaval egyik
vagy masik oldal nyoméasa atkeriil alulra, ami elmozditja a szarnyat tarté kart. igy
tudunk egy egyszerl botkormannyal oriasi er6ket kifejteni, hatalmas ellenerékkel
(tébbszaz km/h-s széllel) szemben. Egy utasszallité is ugyanilyen elven mikadik,
csak “kicsit” nagyobb méretben és tdébb biztonsagi berendezéssel.

e Van extrémebb méd a tankban Iévé vizmennyiség szabalyozasara:
Flow retiction T
4\ ' Flapper Turnbuckle
Air supply —> /
Diaphragm — ]
il S [ Float
[ 7 :
] |
— 4
In flow = —>
Itt mindOdssze annyi torténik, hogy ha fogy a viz, akkor a felszinén lebegd
biszembaszom lerant egy kart, amitél egy nyomas alatt tartott Iégkamra nyomasa
kiszOkik a szabadba. Viszont bal oldalt kbézépen egy olyan kamra volt, ami egy
membran két oldalan ugyanolyan (nagy) nyomast tartott. Most, hogy fellil kicsi lett, a
nagy nyomas feltolja a magasba a membrant, amihez hozza van erdsitve a szelep,
igy megnyilik a vizfolyam, és Ujra telik a tank. Ha tele a tank, visszazarédik a T-vel
jeldlt sapka, nem fuj mar ki levegét, megné bent a nyomas, masik iranyba tolédik a
membran, és zarddik a tank.
Jelek
e Egy jelet négy csoportra osztunk, de ebbdl kettd Iényeges:
Folytonos ideju jel (FI) Diszkreét idejii jel (DI)
f

Analég jelek — £ Sk
[— HTTHTTH
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Folytonos értékii

Folytonos értékii

A\ i
_|_-I_|j ’_r : — Digitalis jelek

> 1 > =

Diszkrét értékii (kvantalt) Diszkrét értékii (kvantalt) i

o Analdg jel: barmilyen értéket felvehet, akar irracionalis szam is lehet.



o Digitalis jel: korlatozott, hogy hany értéket vehet fel, példaul 2 biten csak a 00
(0), 01 (1), 10 (2), és 11 (3), azaz 4 szam allhat el6. Lehet, hogy egyenl6 az
értékek kozti tavolsag, de az sem baj, ha nem.

Folytonos idejl jel: minden idépillanatban értelmezett

Diszkrét idejl jel: csak adott id6pillanatban értelmezett, itt viszont kdtelezéen
azonos a tavolsag két iddpillanat kozt. Egy ilyen id6pillanatban vett értéket
mintanak nevezunk. llyenkor nem az id6, hanem a minta szama alapjan
hivatkozunk ra, hogy melyik pontot vizsgaljuk.

o A valoésagban szinte minden analég jel folytonos, és minden digitalis jel
kvantalt.

o Kvantalt jel: adott id6pillanatokra mondtuk meg az értékét, nem konkrét
fuggvényként irtuk fel. Példaul ugy irtuk le, hogy t = 0-ban 2, t = 1-ben 3...

e Alaposan tanultunk mar az egy bemenetli és egy kimenetl tagrol, amit SISO-nak
hivunk:

() . SISO > IO

G=1) tag (=1)

Itt j jelentené a bemenetek, k pedig a kimenetek szamat, de mar a névbdl
kovetkezik, hogy ezek a szamok 1-ek.
e A tag linearis differencialegyenlete, vagyis a rendszeregyenlet ez volt:
a d"y(r) . nf”",t_-(lr) N— d""}_-(r) ta 1M-fm'(f) "y d™u(r) e n’""%igr_) il a’”""n_(‘r} . du(r)
dr" dr" dar"™ t dr™ dr™ ar™™ dr
(linearis, mert dsszeadasokbal all)
e Ez n-edrendi, ami azt jelenti, hogy a fuggvény, amivel dolgozik, maximum ekkora
hatvanyu tagot tartalmaz. Epp ezért valamilyen szorzéval minden hatvany szerint
derivalva van idében a kimenet, ahogy a gerjesztf jel is (az lehet kisebb hatvanyu).
e Az a kérdés, hogy ha adott az u(t), akkor a kimenet hogy valtozik. Ezt ugy hivjuk,
hogy meg kell oldani a differencidlegyenletet.
e Laplace-transzformalasa utan el6all az atviteli figgvény, ami leirja, hogy
Laplace-térben hogyan kell szorozni u-t, hogy y-t kapjunk. Ennek az az elénye, hogy
a végtelen derivalasbol egyszerl algebrai mivelet lett, a probléma az, hogy egy
kitalalt, s operator tartomanyban kell miatta dolgozni. Ez volt sus:
m ni=1 m-=i ¢
e bys” +bs”  ++bs  ++ by s+ b, e B(s) u(s) = W(s)u(s)

n n-1 n-i .
QS +ais +-tas o+ a,s+a, A(s)

+b_u(t)

W(s).a lgebrafdrr
e Az atviteli tagok egy masik kategériaja a multiple input, multiple output, vagyis MIMO
tag, aminek tdbb be- és kimenete lehet:

o —p| MO Ly o

G>1) tag, x(1),(n21

dx(1)
dt
w(t) = Cx(1) + Du(r)

Ax(t) + Bu(r)
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Itt A az allapotmatrix, B a bemeneti matrix, ez irja le a tag belsé valtozasait idében, a
kimenet pedig csak egy egyszerl algebrai egyenlet.

MIMO tag esetén mindenhol matrixok vannak, még atviteli fliggvény helyett is atviteli
matrixot hasznalunk. Mivel a Laplace-térben nagyon extrém, nem vesszik alaposan,
csak emlités szintjén ilyen cukisag lesz bel6le (az oktatd is kifejezte, hogy szivbaijt
kap téle, széval tényleg hagyjuk):

x(s) = (s = A)"" Bu(s)

Cadj(sI — A)B + det(sI — A)D

det(sI — A)

Wis) m;‘:ehnum'r

y(s) =[C(sI - A)"' B+ DJu(s) = u(s) = W(s)u(s)

Az el6adas utolsé témaja, hogy miféle tagok léteznek, elséként az dnbeallo tag:

y yv=flu)
R AN ¥

i) Il"” -
I T - 1o
- > ¢ r

ol idealis

Van egy bemend és egy kimend jele. Ugy viselkedik, hogy éallandé bemenetre
allando kimend jelet allit elé (ezt a masodik abra, a statikus karakterisztika irja le),
viszont idében nem azonnal teszi ezt, hanem a jobb oldali abran lathaté méddon,
valamilyen gyorsasaggal odaér és ott is marad. llyenekkel foglalkoztunk egész eddig,
és ilyenekkel fogunk szinte kizardlag késébb is.

Azért meg kell emliteni, hogy vannak differencialo jellegi tagok is:

8 A

y(1)

——> ——>

Semmiféle karakterisztika nem irhaté fel hozza. Barmilyen allandé jelet is kap, a
kimenet allanddsult értéke mindig zérus.

Ennek az ellentéte az integraldé tag, aminek barmilyen allandé gerjesztésre
végtelenbe fog tartani az értéke, valamilyen képlet alapjan:

LI I|' |

wir)

A hidraulikus erésitd és a szervomotor is ilyen tag volt, zérus bemenettel maradtak a
szintjukdn. Innen is latszik, hogy a tag ugy mikodik, hogy valamilyen médon a
bemenetet folyamatosan hozzaadja a belsé értékéhez, és azt adja kimenetként.
Szintén nincs statikus karakterisztikaja, mert nem tud allando értéket adni semmilyen
alland6 bemenetre.



Az utolsé tag is statikus karakterisztikatél mentes, de 6 allandé bemenetre mar be

sem all sehova, csak oszcillal, de legalabb nem 16 ki a végtelenbe, 6 a lengd tag:

i\

g

wr)
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6. el6adas

Az elb6z6 elbadas teljes dsszefoglaldsa 63 percen keresztil nagyon j6 elbeszélésben
megtalalhaté az eléadasfelvétel elején.

Dinamikus rendszerek matematikai modelljei

u(t): bemendjel vektor (jx1) MIMO I: integralo alaptag
x(?): allapotvektor (nx1) u(®) ==p] rendszer —— (1) F,G: ﬁiggﬂ'én}'generétorok
w(#): kimenéjel vektor (kx1) 15) (D 135 I:  osszegzo alaptag
x(0): az allapotvektor kezdeti értéke . ¥(0)
I
u(r) F dx(f)/dt z# x(f) S y(o=glx(n),u(n)]
_ o —=P| M0O.u)] —Pp J’ SN »| 0] =P
Allapotegyenlet-reprezenticio
ax(f) i ﬂ Az x(1) belsd vi told - i
(it z x(f) belsd visszacsatolisa
7 = /HO0) : Hatésvazlat
o) = g[_\(,): “(.,.)] Az u(1) direkt hatasa y(r)-re

Innen igazabdl mar mindent ismerlnk, probald meg leirni az abrat. A megoldas igy
sz0l: a MIMO rendszer egy j darab bemeneti, k darab kimenet(, n allapotvaltozés
tag. Az allapotvektornak (ami az allapotvaltozok 6sszessége), van egy kezdeti értéke
(x(0)). Ezek az allapotvaltozok id6ben valtoznak, amikhez felhasznalja a korabbi
értékeit és a bemenetet is valamilyen szorzéval. Lathatd, hogy az allapotvaltozék az
x(t) jelként jelennek meg a hatasvazlaton, és ezeket a bemendjel (u(t)) vektoraval
egyutt valamilyen flggvény szerint az F tag atalakitja, majd kiadja az iddbeli
valtozasat az allapotvaltozoknak (dx(t)/dt), és ezt hozzaadja a jelenlegi értékikhoz
(ez I, azaz az integral6 alaptag). Innen mar csak G-t kell leirni, ami az allapotvaltozok
jelenlegi értékét és a bemendjelet valamilyen fliggvény alapjan kifejezi kimenetté.
Hogy miért szerepel kilén bemenetként x(0)? Mert ami szamokat az I 6sszeadogat
folyamatosan, azt irja le, hogy az elmult idében mennyit valtozott x(t). Tehat hogy az
allapotvektor t-beli értékét megkapjuk, mikdézben a tag csak a valtozasat jegyzi meg,
hozz4a kell adnunk a kezdeti értéket is.

Ha a rendszerink linearis, vagyis minden fliggvénye szorzasokban és
Osszeadasokban leirhatd, nagyon leegyszer(isddik a dolgunk:

Linear Time Invarians = P . E x(0) P
systems (LTI rendszer) w By _ @n/dt x(?) Cx
=P B = = = j = i C YO=Cx(H)+Du(t)
z
z

dx(t 0} - () ®
;‘(f) = Ax(?) + Bu(r) x(7) belsd visszacsatolisa
] P
J9) = Eatl) +00) 4 & P A: dllapotmitrix  (mxn)
. - B: bemeneti matrix (%)
I: integralé alaptag Az u(r) direkt hatasa y(7)-re > C: kimeneti mitrix (k)

L: dsszegzd alaptag

D:durekt  matrix (k%))

P: ardnyos (proporciondlis, idékésleltetés nélkili) alaptag
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Innen is ismerink mindent: A az allapotmatrix, ami az allapotvektort médositja sajat
maga alapjan, ehhez hozzaadddik a bemenet B-szerese, ami a bemeneti matrix.
Ugyanaz keril az integralé tagba, mint az el6z6 példaban, csak mar a hatasvazlaton
is két szorzat dsszegeként latjuk. Ugyanez a kimenet, ahol a C (kimeneti matrix) az
allapotvaltozok szorzatat, D (direkt matrix) pedig a bemenet szorzatat allitja el6, ezek
Osszege a kimenet.

A dx(t)/dt-t hivjak még néha allapotsebességnek is, mert idébeli valtozast ir le.



Koordinitas alak—

ax,(1)
dt

Kauzalitas tétele: a rendszer akkor kauzalis, ha a kimenet létrehozasaban u-nak csak
az a komponense vesz részt, amelyik nem elézheti meg a kimeneti jelet. Magyarul
nem volt jele azel6tt, hogy a rendszer bekapcsolt volna.

A linearis rendszerre mar érvényes a szuperpozicié elve, mig a nemlinearisra nem.
Ez minddssze annyit jelent, ha ismerjuk egy bemenet és egy allapotvektor melletti
kimenetet, és egy masik ilyen bemenet-allapotvektor parra is, akkor a kett6 6sszege
azt a kimenetet fogja adni, mintha a kimenetuket 6sszeadtuk volna.

Ez a rendszer linearis iddinvarians. Ez azt jelenti, hogy amikor kezdem a bemenetet,
akkor jelenik meg a kimenet is. Ha t = 2.5 masodpercnél adok ra jelet, akkor a
kimenet is t = 2.5 masodpercnél kezd el nem zérus szamokat mutatni.
Természetesen itt is az a kérdés, hogy ha ismerink minden kezdeti elemet, a
matrixokat, a gerjesztést, és a kezdeti allapotvektort, akkor hogyan valtoznak idében
az allapotvaltozék és a kimenet?

Kifejthetjlik a rendszer reprezentaciodjat a matrixokat behelyettesitve:

x@| [ay ap -~ &, |[x® [Byy - bl,.r—f 7
| | . hl(f)
d|x@| |ay ap - ay || %@ |bn - by S T
dr il S I M : ‘()
| u
'\.‘:(r)_ I_a':l a, - a, I_'\.v: (!) |_b‘:1 o b-:j | -—J—- d\(()
0 = = ——=Ax(f)+ B
i s e Mitrix alak— AR
Fooiad [ x(e g Eacl
0] fau @ = a|| S0 [dy - dy][me ¥(®)=Cx()+ Du(®)
2 = (- : @\, | . - i :
l_:("_)- len € ' Ch-ix,,‘(r) ldn  dy _Jl(fi_
¥ () ( Culi Dib=j) ")

Itt annyit latunk, hogy az allapotvaltozok idbbeli valtozasat leiré sor n darab
elsérendi differencialegyenletet tartalmaz. Egyszerlien Osszeadja x-ek és a-k
szorzatait, illetve b-k és u-k szorzatait, egy egyenletben egy-egy sornyi a-t és b-t
felhasznalva, tehat egyszerii 6sszeadasokrél és szorzasokrol beszélink az iddbeli
valtozasban. Egy-egy sor igy néz ki mind a derivaltak kézill, mind a kimenetek kozul:

=a, () +apx, () +--+a,x, (1) + -+ +a, %, () + b1y (D) + byuy () + -+ + b, () + -+ + by (2)

vilt)y=cpxy (O +ep () +--+epx, () +- - e X, () +dqun (D) + dpuy (O + -+ d g, (O + -+ d yu (1)

Logikus, hogy ha az éllapotvaltozék valtozasat le tudjuk irni derivaltként, akkor erre
egy hatarozott integralt felirva 0-tél t-ig megkaphatjuk, mi x(t) konkrét értéke. Ezt
alapbdl nehéz kiszamolni, de valaki mar Laplace-transzformalta és visszaszamolta
nekink:

r

(7)) = e (0) + je‘“'"jﬁn(r)dr és WH=Cx(#)+Du(f) = C{e'"_\'((}) - Ie'*”'ﬂBu(r)dr |+ Du(f)

r=0

Ezt a matlab az 1sim(A, B, C, D, u, t, =x0) fuggvénnyel rajzolja Ki
grafikusan, visszaadja y valtozasat, az id6 valtozasat, és x valtozasat is. Az 1sim azt
jelenti, hogy linear simulation.

Technikailag ez a felirds az egész matrixos felirds megolddképlete. Hasznal olyan
dolgokat, amik miatt nem adjak feladatnak, pl. e-t hatvanyoz matrixokkal. Egyediil
akkor lenne barmilyen realitasa kézzel, ha egyetlen eleme van x-nek, tehat A skalar.
Itt is fel lehet tenni a kérdést, hogy allandé bemenetre lesz-e allandé kimenet, vagyis
a rendszer stabilis-e. Akkor lesz az, ha a kdvetkezé 1étezhet:
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dx0
* E3 j— J—
A x0+B u0—0—>dt—0

— * *
y==C x0+D U,

llyenkor:
* —- *
A X, = B u,
Viszont a matrixalgebra szabalyai szerint matrixszal osztani nem lehet, igy A
mashogy megy a masik oldalra, lattunk mar hasonlot:

-1 -1
A *A*x0= - A *B*u0
-1
I*x0= - A *B*u0
-1
X,= = A *B* u,
e Azt még fontos megjegyezni, hogy azért jelenti ez a képlet, hogy stabil a rendszer,
dxo
mert ha FTo 0, akkor az integratorban semmilyen valtozas nem torténik, tehat X,
konstans marad. Mivel a bemenetrdl elére eldontottik, hogy konstans, és a kimenet
az allapotvektor és bemenet fliggvénye, az is konstans lesz, mert minden mas
szorzo (C és D matrix) is konstans.

e A megoldoképlet x(0)-szerinti részét ugy hivjak, hogy sajatmozgas (mert az
integrator a sajat bemenetét integralja, az u(t)-t6l fliggd részét pedig ugy, hogy
gerjesztett mozgas (mert csak a gerjesztéstél fligg), és a szuperpozicié elve miatt
Ossze szabad 6ket adni, mert egyik a csak bemenet alapjan szamitott kimenet, masik
a csak allapotvektor alapjan szamitott kimenet, és ebbdl a kettébdl all dssze a
rendszer.

e SISO-ban a dolgunk sokkal kénnyebb:

Linear Time Invarians o) P Bu AVt ! "‘Oﬁ < ¥
AP Ris > B =pi—p J‘ Lp—otp C & ety 3,(£)=C(1) +Dus(1)
ax(f) =D oy " belsd vissaacs: E @) P e
= Ax(r) + Bu(r) o(f) belsd visszacsatolasa
dt | Hatasvazlat
¥(7) = Cx(r) + Du(r) 4 |4
P: aranyos (proporciondlis) tag Az u(r) direkt hatasa yv(f)-re Lﬁ A (n#n) matrix
I: integralé alaptag = J B (n=1) oszlopvektor
L. dsszegzd alaptag C (1=n) sorvektor

66

A2/2. dbra. Lineiris SISO rendszer illapotegyenlet-reprezenticiéja és hatasvazlata  D=d (1x1) skalir

Mivel egyetlen bemeneti értéke van, ezért D matrix 1x1-es, tehat egy d skalart
hasznalunk, B bemeneti matrix egy oszlopvektor, hogy az egyetlen bemenetbdl
minden allapotvaltozé kulon kezelhetd legyen, C pedig egy sorvektor, hogy azt az
allapotvektorral szorozva egy skalart kapjunk, amit hozza lehet adni d * u(t)-hez.

A teljesen vastag vonalak jelzik a skalarokat, az “Uregesek” pedig a vektorokat.

A korabban felirt képletek is drasztikusan egyszerisodtek. Természetesen egy MIMO
rendszer képletével is le lehet irni a SISO-t, de kdnnyebben dolgozunk igy:



..\'1(.?} ay  ap e @y, | .'\'[(.?) -‘511

|
i| o .(!) ¥ a;z f{:-; -":Ff) +: b.n u(®)
dr | T e 2 : | : I
\_I’r (f) a,y Gy o Gy, Xy (f) I_b-.‘l_l d\(f)
. Txn A(men) “Hn BGeD) . - = Ax(r) + Bu(r)
Koordinitas alak— ' _ - Mitrix alak—| dr
| %) 3(0) = Cx(?) + Du(d)
X% (1)
yO=ley e @) R |+ d u@)
com | D)
3@ ]

e |tt pontosabban latszik, hogy a kimenet csak akkor lehet skalar, ha egy sorvektort (ez
a C) szorzunk az allapotvektorral, ami egy oszlopvektor.

e Van egy még egyszer(ibb verzidja az egésznek, amikor az allapotvaltozok szama is
1. Ezt hivjak ugy, hogy elsérendl linearis SISO rendszer. Ott mar matrixok
sincsenek, és az egyensulyi allapot is egy sima egyenlet:

X(Dma=xo= —a'buy=—(b/a)u, = allando
W)= = Vo= cxp+duy = (—ca'b+d)us= (—cb/a+d)u, =illandé
e A hatasvazlat is még egyszeribb, minden vonal tomor:

LTI clsérendi SISO - PRy S 1l
- u (1)/dt g x(f)
rendszer b ’ [ e (22 » © WO=ex(t)y+dult)
Allapategyenlet G=D x(r) belsd visszacsatoldsa (n=1) k=1)
d:}’)_ =) +bu()| . St
r - > . .
W) =ex(d) +duls) Az u(1) direkt hatasa y(f)—re ol 4 a!(?ff)ih Zl::i:: fnag::f;;{?k
e |tt mar a megoldokeéplet is baratsagos:
F r r
x(r) =" x(0) + Ie‘"”‘”bu(r}q’ r () =ex()+du(t) = d " x(0) + Ie“"' Ybu(r)dr |+ du(r)
r=0 rml

e Ha u, konstans, akkor mar tényleg nagyon egyszerii a megoldéképlet:

r f

X, (1) = Ie"“'”bucdr =" J.e'""rfr bu, =¢"| Le"” !b.r.-:, =ie“'(e"" =1)u, o A l[1 -e™ Ju,

|f
\—a =0 -a \—-a)

Teld

2 stabilitas 2 vizsgalat

e Egy dolog nagyon fontos a hatasvazlaton, hogy mikor lehet stabil a rendszer.
Gondoljuk végig az a értékeire.

o Ha a > 0, akkor az integrator folyamatosan megkapja a sajat értékét, és ezt
az egyre nagyobb szamot adja hozza, tehat exponencialisan né minden
hataron tul. Ez labilis.

o Ha a = 0, akkor az integrator nem kapja meg egyaltalan x(t)-t, viszont u(t)-t
igen, amit folyamatosan dsszeadogat, egyre tobbet, és linearisan, de szintén
minden hataron tul né. Ez is labilis.

o Ha a< 0, akkor az integrator értékébdl folyamatosan kivonja az
allapotvaltozok valahanyszorosat, igy biztos nem 16 ki a sztratoszféraba. Azt
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bizonyitottuk ezzel az elmefuttatassal, hogy a stabil rendszer a értéke biztos
negativ.

o Szemléltethetjik grafikusan is, hogy a sajatmozgas, a gerjesztett mozgas
kulén-kulon és egyitt is csak a < 0 esetén stabilak:

: sajitmozgis L &0 e _(’i”"_-)_’ L v=exgtd | a0 F. u(H)=1(7)
a>0/ labilis x(0)20,u()=0 | ) I|' /e R ——
x(=e"x(0) | gerjesztett | =0 ! g
s | ois u(f=u, i todHbe
: | a=0 mozgis -,r.__—...,](r), . .’f y i ok !
a=0 labilis | x(0)=0 cbA—a)td |- 97 .
) bA=a)up [---f - > - : [#”Ta<0 stabilis
a<0 stabilis / a<0 stabilis d onbenllorx.a% 4 1v(o0)
% ~ . |differencialé j. j
t 1 TEeaa e

| ¢ t
11—a) 1A—a) 1A—a)

A jobb oldali abran a gerjesztd jelink konstans 1, de csak id6ben 0-t6l, tehat ismét
egy Heaviside-fuggvénnyel van dolgunk. A vastag kék gorbét, vagyis erre a
gerjesztésre adott valaszt ugy hivjuk, hogy atmeneti fliggvény. Ha az atmeneti
fuggvény beadll valahova, a rendszer stabilis, ha végtelenul ndvekszik, akkor a
rendszer labilis.

Gondoljunk bele a SISO helyzetébe ugyanebben a témaban: az egyaltalan nem jo
gondolatmenet, hogy az allapotmatrix minden eleme negativ legyen. A sajatértékeket
kell vizsgalni, azoknak kell mindnek negativnak lenni. Egy n * n-s matrixnak n
sajatértéke van, mind negativ kell legyen, hogy stabil rendszert kapjunk.

Egy energiatarolés aranyos tag
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Az els6rendi SISO rendszernek egy specialis esete, jele: T.
Egyszeriien annyit jelent, hogy nincs direkt hatas, vagyis a bemendjel nem adddik
kozvetlenul a kimenethez:

1) i
=% =Ly a<om b0 c=0 J ' :
a

ha a<0 () i A jelkésleltetésre jellemzo un. Iy linearis
"T _ wy 12 Tr szabalvozasi teriilet, értéke I,=kT
't x(1)
b ’ — J » c > T prea——
. _ . _0.6321k o et .
P ,1‘ ( 1==a{ +bu(r) : : W(O)=k(1-e~T)
Wny=ex(r) ' A [ W5T)=0.9933k | w(eo)=k

u(r=1(1)

T=1/-a) ST=Si(-a)  t=w
llyenkor a < 0 esetén a teljes rendszer ugrasvalasza (vagyis ha a bemenetre
Heaviside-fuggvényt kapcsolunk, az arra megjelend kimenet) egy exponencialis
fuggveény lesz.

Ez egy aranyos tag, mert adott bemenetre adott kimenetet allit el6, csak az
valamilyen Kkésleltetéssel jelenik meg a bemenet és a kimenet koézott. Ez a
késleltetés idében 1/(— a) ponton lesz. Nyilvan nem valddi késleltetésiink van, mert
az algebrai képletekkel nem lehetséges, hanem azt hivjuk késleltetésnek, amikor egy
olyan pontot ér el a kimenet, ami mar kb. az, amit el szerettiink volna érni. Ezt a
pontot a t = 1/(— a)-ra valasztottuk bemondasos alapon. Az 5/(— a) iddpillanatban
mondhatjuk, hogy szinte teljesen, de legalabbis 99.33%-ban elérte a kimenet értékét.
Erdekesség, hogy a vilagoskék teriilet pontosan k/(— a).

Azért hasznaltuk k-t kimenetként, mert a bemenet 1, igy a kimenet, ami normalis
esetben a bemenet * korerdsités, most 1 * korerosités.



e A differencialegyenletes formaja is nagyon leegyszeriisddik:
ay(t)
dt

¥ + v =ku(®), k=(bc)(—a)=0: arviteli ténvezé6, T =1/(—a)>0 idé allando
Stabilitasvizsgalat: Tokyo Drift

e \Vegylk at Ujra a MIMO rendszer karakterisztikus polinomjat, ami igy jon ki, és az
alsé képlet az:

’71 U . 0— ._ﬂ'“ a]. 1 f. _all _a].: _GI ]
0 1 - 0 a i a., —-a A—as -a
K(A) =det( Al —A)= »‘.‘ R s - - = * = ! = -
LO 0 | La a,, a,, | —ay -a A—a,, |
I A ) = AN

KAD=A"+hA ™+t b _i+h =(A-ANA-A)(A=-2)=0
e Amik ennek a gyokei (}\i), azok az allapotmatrix sajatértékei. Az utolsé egyenlet bal

oldala a polinom forma, a jobb oldali pedig a gyokdket felsorolé forma. Ha a gydkdok

mind negativok, a MIMO rendszer stabil, ugyanis 6sszességében ez a jelenség azt

irja le, hogy barmiféle értéket szorzunk a matrixszal, mindenképp valami negativ

szorzoju tobbszordsét adja vissza, tehat ugy viselkedik, mint amikor SISO-nal a < 0.
e Mivel megoldoképletet fejbdl mindenki csak masodfoki egyenletre ismer, emellett a

harmad- és negyedfoku egyenlethez |étezik, de azok tébb oldal hosszuak, mindig

Matlabot hasznalunk:

K = poly(A); % ez a karakterisztikus polinomja A-nak

lambda = roots(K) % ezek K gyodkei

e ROovidithetd egy Iépéssé ezzel a fliggvénnyel, ami azonnal a sajatértékeket irja ki:
lambda = eig(3)
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/. el6badas

Problémafelvetés
e Vegylink egy példat:

Lx

l'r_ { e :( 7 ¥
' - g TV \
| ke s

47|
'Sa

pyl Kx i
F } U
W= “i:ﬁ; 3 ?

Innen mindent ismerink. Bal felll a hatasvazlat, jobb felll felrajzoltuk MIMO tagként.
Bemenetei a kivllrél érkezé jelek, kimenetei, amik eléallnak a rendszeren belll
barhol. Bal alul az egyensulyi pontot Iatjuk, jobb alul pedig a statikus karakterisztikat.
e Eddig statikus karakterisztikdkon mutogattuk, hogy néz ki, ha a rendszer instabil.
Ezzel csak az a gond, hogy bemutatni tudjuk rajt, de meghatarozni nem.
e Tanultuk ezt is:
AT 1a] ‘%

) Ho
@k AR
Ez azt irja le, hogy a korerGsités novekedésével a kimenet egyre kbzelebb van a
bemenethez, és egyre jobban elnyomja a zavarjelet. De még mindig nem mondja el,
hol van a hatar, ami felett a ndvelése instabilitast okoz.
e A hatasvazlatban egyszerlien cseréljik ki a k-kat W-kre, hogy atviteli fliggvényeknek
hivhassuk 6ket. Most formalisan csak ennyit csinalunk:
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e Ezen az abran mar minden egyenletnek a transzformaltja szerepel. Az atviteli
fuggvény ugyanis a leirt figgvények Laplace-transzformacioéjabol all el6, és a
kimenetek és a bemenetek transzformaltjai kozti kapcsolatot irjak le:

_ Vs s
Fa s -

{};ﬁ_ 2 ;
W) = e

L=

=4

e Ami tortént, hogy a jelekbdl fliggvény lett, mig eddig skalarok voltak, az erésitd
szorzokbdl pedig atviteli fliggvények. Ezek is algebrai egyenletek, de nincs kbze
derivalashoz.

e Linearitési tétel: Ha Osszegeket Laplace-transzformalsz, kulon-kilon kezeld Oket,
mint integralasnal. A konstans szorzo is kiemelhet6. Azt is tanultuk mar, hogy a
derivaltbol egy szorzas és kivonas lesz, de azért irjuk fel ujra mindkett6t:

() Lia(d) £ bu(t)} = aL{x(r)} £ bLi(1)} = ax(s) £ bu(s)
L'{ex(s) £ difs) )= eL ' {x(s)} £ AL (s) } = ex( 1) £ ddr)

[ (i) |
2) L ‘::) L= sLix(r)} - 2(0) = =x(3) - x(0)
e Meég néhany fontos ismétlés, a legfontosabb transzformaltak:
1
{10} =
L a‘t, 1
le } =",

)
L{sin(wt) } =
S —w

L{k*f®)} = k*F(s)

—e<t< S ' Aridotartominyban az o o 7 A pélus—zérus eloszlas
=0 o A1) belépd idofiiggvény ' H Q abrija

——— Bt ek - —-;&—-'-—-]‘—O—‘—‘ > +

0<t<m A0 [ ’ é w —polus (p), Ap)==

A komplex szamsikon az e
© —zérus (2.), Az.)=0

A0 _lI » ! As) polus—zérus eloszlasa B - %,

e Bal oldalt egy belépd fuggvényt latunk. Annyit jelent, hogy idében 0-tél visszafelé
mindenhol 0, utana lehet barmi.

e Jobb oldalt a polusok és zérusok eloszlasat lathatjuk a bal oldali fuggvénynek. Polus
az, hogy melyik értékeken nem értelmezzik (mert nullaval osztas lenne beléle), a
zérusok pedig azok a pontok, ahol az értéke 0. Ezek komplex értékek. A gyokok
szamabdl tudjuk, hanyadfoku a fliggvény: hetedfoku a nevezé (mert 7 pdlus van),
hatodfoku a szamlaldé (mert 6 zérus van). Ezek komplex konjugalt parok vagy valos
gyokok. Ha kérdezik, hogy mi a szingularitas helye, az a poélust jelenti.
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e Valasszunk egy olyan c valds értéket, ahonnan huzunk egy fluiggdlegest, és minden
polus balra van téle:
Az /() képfuggvény . Azt gérbe /
1 - el - - - - > - 4
szmaulzu helye: c+foo N, joo
(FOIM:I ‘_ ‘_',_ — r'l--'c-jm
;:". ‘:: I ;’ '..:‘;'.'
+ ' 4
£¥s ff— + D e L
=2 2 .
A I -
= L -
VL LI -
¢ -0 5 -
Utana egészitsik ki egy zart gorbével olyan médon, hogy annak és a c egyenesnek
a belsejében legyen minden pélus.

e Az egyenes menti integral értékét a zart gérbe szabja meg. A zart gorbe integralja a
polusokhoz tartozé rezidumok dsszege. Ezekbdl a kifejtési tétel ad id6figgvényt,
egyszerdsiti az inverz transzformaciot:

[ a9 M
fO=C{f ()= 2Dy _ZB)
- N(5) — dN(s)
as |,
Ezen a ponton mondta meg a tanar, hogy képletet nem tanulunk, csak alkalmazni
kell tudni. Szerintem ezt alkalmazni se kellene.
e Korabban vettik mar rendszeregyenlet transzformaltjat:
ay@ ,d ) a(r) a (1) d™" (1) au)
-L! -I-...d-,' _._-i-; - - . - — 2
dr ar- - 0= & dr & dr- B M) nmzm

[dy0) , 700 () |, ] duo, a 'y i) |

. - + ) = Fa—— —. i L omm - —_—
N "7 IR A i L Eami g+ &MO)y
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g

" +hs™ + o Fh S+ = (g + ST+ o +ESTENS)
W) EE BT BT e ) w W ()uk)

s +hsT et h_s+h

Ennek az a legfontosabb része, hogy y(s) = W(s) * u(s), tehat az atviteli figgvény

ugy adja meg a kimenetet, hogy szorozzuk vele a bemenetet. igy jon ki az atviteli

fuggvény:

W(s)m G(s) s +g2s 4t g s+g L )G)
H(s) s +h_s+h 1(3)

Innen is az elsé és utolsé tag a legfontosabb.

Vettik a kilonb6zd formakat is:

nzm

+ s e



Wis)= S6) L 26) _gs"+gsT 4 tpste, | S

Zgl:..._

G=z)s-2)--(s=2.) _ ?

H(:-:.)

H(s) 143) s*+hs™

sk s+ h

® e e 8 il

F F.

$=p,

S=p;

BT T T N
43 he i -f-;}..- - | § G2

r Z F,
S-p, 4&43-p

e De innen egyetlen dolog fontos: a pélusokat latjuk a nevezében, tehat azok dontik el
a rendszer stabilitasat. Innentdl mar tudjuk is, miért a negativ valds félsik a stabilis:

-------

J (mag)

I T iy * o

Yr¥r — polus(p)
O O — zérus (2)

W(s)y-e=0
TS mpimee 111
I: p multiplicitisa

+ (real)

i O ----------

: : - *

I EC |

N e e W

: A »

i Hrssssss e =f

| o #r

: P o

. Stabilis félsik | Labilis félsik

Ugyanis ha a flggvénylnk csak

a pozitiv tartomanyban létezik, akkor negativ

szamokat kivonva bel8lik semmiképp nem kaphatunk nullat.

Ez a legjobb

magyarazata annak, hogy mindig a negativ gyokoket kell keresni és annyira j6 a

negativ visszacsatolas is.

o A kovetkezd abran csak annyi a Iényeg, hogy zérus lehet pozitiv valos félsikon, nem
lesz t6le labilis a rendszer, csak polustol.

W(sy=G(sYH(s) Stahilic falaile
______ e fr —pélus W(py==
: W} 4/ 'Y O —zérus W(E)y=0
i L ¥leo G
| i ' | - . -
| —*'}-——-O-ﬁ*r-—f—+—r + — O > + At 0> +
| e ] : R ‘
| 2 Yo .. -0 L. o S eeeeeas
| A ‘ L S
___________ ]

stabilis, minimal fazist rendszer

stabilis, nem minimal fazisi rendszer

labilis, nem minimal fazish rendszer

e Hogy mi az a minimal fazis, amiatt ne aggddj, nem a targy része.
e Lassunk arra is Ujra példat, hogy mi van akkor, ha egy valds pélus pozitiv, 0, vagy

negativ:
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A valés tengelyen lévd lehwiséges valés p polus:

a) b))
<0, stabilis 720, labilis
[ J
tagokkal hasonlé dolgot mutat, csak szinusszal:
-~
P18
: - » +
o4
' a<(), stabilis
P e =ff
a) eset poom o
itrpu':fﬁ
b)) eset
a=0
oszcillator !!!
>+
c.) eset
* >0, labilis
B[R
[ J

S FRF:T]

Arpidude

rrodse Rewanse

e

gc)m:bm.wmi 5

................

| a)eset p<O, stabilis Thag |

Tree pec )

Kilonféle [ ) negativ, ) zérus és ¢ ) pozitiv] valés p pélusokhoz
tartozd sulyfiiggvények: w(fy=L {W(s)}

Sosem cseng le a rendszer, ha nem negativ minden valés polus. Ugyanez komplex

0-ba, ami a cél lenne egy ilyen vizsgalatnal.
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Tire (s82.)

Kiilénféle konjugalt komplex pélusparokhoz [2) negativ valos
részh, 5.) zérus valos részi, ¢ ) pozitiv valés részi] tartozd
silyfiiggvények w(f)=L ' (¥1s)}

Lathatd, hogy csak a negativok miatti sulyfuggvény (igy hivjak a felrajzolasat) tart
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Allapotegyenlet megoldasa Laplace-transzformaciéval

e JOn a finom rész, ezt szamoljuk at:

=0 o () + But)

mr:n = Cx(f) + D1r)

e Néztlk, hogy kibontva n darab diffegyenlet:

[x (r} a,, a. a.|[x (N

d x:(7) .| % Oz a., || x:() %

drl P & : :
'I‘_l:l')_ |8y g a. x, (0
F.T-U)- -C._, I'.',_-. f:-. Fxl{'f:l'
J"::(ﬂ' | f:.-: '-'.: ‘: -".-:{’} -
LV (’}_ LTt e JLXs U]

Wl

e Eztis néztuk, hogy Laplace térben mi lesz:

sx(5) = x(0) = Ax(s) + Bu(s) — (/-
M) = Cx(s) + Drs) = C{(s] = A)™'[x(0) + Bid(5)]} + Di(s) = C(s] -

d'.a.(:

29 . axtr)+ Butt)

J(CI = Cx(7) + Dut)

BRGENFRRERRN RN RE R RN E RN RN RN RN R RN RER N BN ER RN RN RN RN RN RN RN RER RN

A)x(s) = x(0) + Brs)

8, &, b, |[#@]
b, b b, || u(D)
b, o, o 1w (9
- n - 4 -
d, d; -~ 4, u@
d, d - d, || u()
dy d,; d, ||u, (0
- —— - '.'__,'_".-

—

= C(s] = A)™" x(0) +[C(s] = A)™' B+ Dlas) = C(s] = A)™' x(0) + W(z)u(s)
e Nyilvan ezt se kell tudni levezetni, csak tudjuk, miért van. Oda kell eljutni, hogy W(s)

is egy matrix, amit atviteli matrixnak hivunk:

x(s) = (sI -

)(s) = W (s)(s)

AV 'Bis)= @(5)Bi(s) és S(s)w(s]-A)"'
We)= [C'[n" -Al'B+D ]M_’:} = [Cﬁ:}ﬂ +D ] 1) = W(s)as)
W()=Clsl- A" B+D=C9(5)3+ D

-

(3(9)]
»:(s)

()

(W,.(3)
m;l(:'j

W (s)

()
W..)

W) -

()]

W, ()

")

e Felirhatunk bel6le soronként minden egyes kimeneti értéket:

1 ‘*‘”} L{Ax()+ B}
Liy(O)}= LCx(D) + Didr)}

x(3) = (sI = A)"'[x(0)+ B1A3))
A x(0) + C(s] = )™ Bi(s) + Di(s) =

1(s)

" )]

_": (‘:J_

75



V()W (u (s Wl . .+ We(duds)y*. . . +W(s)uls)

W:(3)
W) == *‘~‘.~'_:h::_‘"--:-_—4-—b V(s W () ds)y=. .. =Wi)uls)=.. +Wis)uls)
- Pl el .
us\s) —Pp e -2 ;1 =B () =Wa()u(s)=. . ~Was()us(s)y>.. +Wi(huls) — W=W()u(s)
- - - = » wl2) =W (Dus)+. . .+ Wl r+. . .+ Wl )z
]T-r(:}

Komplex szamok valodi jelentése

o |smétlés megint! Beszéltlik, hogy létezik r * A alakja a komplex szamoknak. Ez azt
jelenti, hogy lehet sugaruk (innentdl amplitudod) és egy elforgatasuk:
;A

|

-~

rcolo
Az elforgatast hivjuk fazisnak. A tovabbiakban vele fogunk dolgozni.
e A SISO tag W(S)sz*oo = W({ * w) frekvencia fuggvénye. Egyszerien annyit jelent,
hogy s-t lecseréljuk j * w tagokra, és ezzel a behelyettesitéssel szamolunk.
e Egy rendszer képes ugy mikdodni, hogy ha szinuszos bemenetet adunk ra, akkor

annak frekvenciatdl fliggéen modosulhat az amplituddja (kimozdulasa), a fazisa
(eltolasa), vagy esetleg mindketté:

Wr=alw)sinfwi+e(w)]
Vaua(w)=abs ¥{jw)
plw=arcWjw)

> ol

PR

a{c-;]: v wl=2x
) :

_.‘|. :1

Lathato, hogy az amplitudé valtozott (1-rél ymax-ra) és a fazis eltolodott (¢p(w)

eltolassal). Mar csak a jeloléseket kell értelmezni. Latjuk, hogy a bemenet egy 1
amplitudoju 1 Hz-es jel (a frekvencia a korfrekvencia szorzdja). A kimeneten két
fuggveény jelenik meg. Az a(w) az adott korfrekvencian az amplitudo erdsitése (ezt
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W(s) mondja meg, ahogy a kovetkezét is), @(w) pedig a fazis eltolasa. Ezeket a

szinuszfuggvény megfeleld pontjain helyeztik el, ezt a jobb felsé képlet mutatja.

e Latunk egy olyan fuggvényt, hogy abs(W(j * w)). Mitis csinalunk itt? Menjlunk kifelé

rétegenként:

o j* w: Ez egy olyan komplex szam, aminek csak frekvenciat adtunk, egy
komplex szorzéval, hogy egy felfelé mutaté nyil legyen, aminek hossza a
frekvencia. Az atviteli figgvény ezt valahogy megvaltoztatja. Nézziik meg 6t.

o W@ * w): Ami az atviteli figgvényben egy frekvencia magas vektorral
torténik, az két dolog. El8szér is megnyujtia valamilyen hosszura, és
elcsavarja valamennyire. A hossza fogja jelenteni, hogy adott frekvencian
mennyit erdsit, és az elfordulas szbége fogja jelenteni, hogy mennyivel tolédik
el a fazis (elvégre a fazis egy sz6g).

o abs: Egy komplex szam egy vektor. Amit ez a fliggvény mond, az az abszolut
értéke, vagyis a hossza. Ez Pitagorasz-tétellel szamolhaté. Ha a szam

x + j * y, akkor a hossza \/xz + yz.

o arc: Ez volt a masik fuggvény, ami ismeretlennek tinik. Ez egyszerien a
vektor elfordulasanak szoge: arctg(y/x).
o Kézi szamolasra példa (ami feladathoz tul durva, csak legyen itt):

£ et ¢ 1a 4 ) f
_:M + .l_\f.l‘) = w - :”1:,':] -5 n'(;) = ‘1{4 B = G@) > H'(_‘:(_:J = ﬂ"[_,'}l = bl = G["“ @)
dr {s) 3s+4 H(3) = Jje+d H(jo)
W (o) = G(jo) _Jo+2 (3jo+d) 8+30" +jo(d-6) 8+30° = -20
7 H(je) 3je+d (-3jo+d) 4 +0Ga) 16+%° “16+9%°
o
] —  |Gljo)| G J_w_ +8°  NovgZ-eng’®
W(jo)=absW(jeo)e ey . e & : -
C [#(e)| ;,]4 +(3o)°
K@) = absT¥(ja) = firealW (j@)] +[magV (j@)] =-—oad2*?) deid | 4+’
@)= abslW(jo) = J[realW(jo)] +[imagh(jo)] = - - :
J J & U abs(3 jo +4) G(J' +16 16+9%
o(@) = arclF (jo) = arcG( jo) = arcH(jo) = nrcrgﬁ - nrcrgﬁ - nrc'.'g—mmg F(jo) - mrfg—_ f'”
2 4 reallW(j) 30" +8
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e Ha Kkirajzoljuk az itt megkapott fuggvényeket ebben a konkrét példaban, mar
lathatunk értelmezhetd dolgokat:

b

relV’ | reW=reali¥(jw) L - » W
2 p.L
re(@) = SQ_. :lsﬁ e 92" +16
’ﬂ;'; ______ ? ) " imWV=imagW{jew)

e

(@) _
re(@)

-Ja

(@) = arcig

= arcig

- -

3w +8

o(w) fizismenet

Nyquist helygbrbe Atmeneti figgvény

A fels6é sor egyszerlien a valds és képzetes rész kirajzolva, nem olyan fontosak

nekiink. Adott helyen ennyi és annyi a frekvencia és a fazis, ennyit mutatnak.

e Lett egy a(w) fuggvény. Ez egyszerlien megmondja, hogy a neki megadott w
kérfrekvencia milyen erésitést kap. O az amplitidémenet bal kézépen.

e A fazisrdl is beszéltink mar, neki is van menete, tehat kirajzolhatdé gérbeként, jobb
oldalt latod kdzépen.

e Bal alul a Nyquist helygdérbe mar egy érdekesebb forma. A konkrét atviteli figgvény

lehetséges értékeit rajzolja ki a szamsikon. Azt mutatja meg, hogy mikdzben w

befutja a 0-t6l co-ig tartd intervallumat, ezt a félkort jobbrdl balra, az amplitudé (ami

hasonlit a valos részre, mint azt lattuk) folyamatosan csékken (ezt a korabbi gérbék

bizonyitjak), a fazis (ami hasonlit a képzetes részre) pedig egyre jobban kitér, majd

Ujra eléri a O-t (ezt a viselkedést is latni a korabbi grafikonokon).

Gerjesztbjelek tipusai

e Dirac-delta: §(t). Ha csak egy impulzust adunk a rendszernek t = 0 id6pillanatban,
de vizsgaljuk, hogy arra id6ben mi a valasz, azt ugy hivjuk, hogy impulzusvalasz.
Sulyfuggvény néven is ismert. Valahogy igy fog kinézni egy ilyen mérés:
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Unit Impulse Response, hit)

' T T 1 1 T T
! ! : ! ! : Output vit}=h(t)
Ll R R proseee A Fa Input fit)=5(t)
065 k-mmme- RN NPT o S T - ________ NS S S ]
0 :
O I T S SN AN S S AN
4 05 0 05 1 15 2 25 3 35 4

Time, (s}
Kék a bemenet, zold a kimenet.
Heaviside-fliggvény: ¢(t). A tananyag elején végig ezzel szamoltunk. 0-rél 1-re
kapcsolja a bemenetet t = 0-ban. Amit erre valaszol a rendszer, azt hivjuk
ugrasvalasznak, mert a figgvényt egységugrasnak is hivjuk, ugyanis egy egységet
ugrott fel t = 0-ban.
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8. el6adas

e Egy kis abra, hogy miért is MIMO minden zavarjeles rendszer:

MIMO
rendszer — Wl Wglshyalsit Wa(s)uds)=
= Walslyuls) + Wads)uds)

Wi |

YAS) ; " Pule) ® ulsl= T (slyls) + Pals)uds)
UAS) et —— () j 5

p Puls) h(s)= TP g(shy(s) + Wogs(s)s(s)
| byl
! ——» Tals) :

Kiilsd jelek i Belso jelek
(=) e e =)

e Minden belsd jel, nemcsak a vezérl6jel, de még a hibajel is felirhatd a bemenetek
valamilyen atviteli fuggvénnyel valé szorzataként.

Holtido kezelése

e Ha Laplace operator tartomanyban van egy e hatvanyunk, az késleltetést jelent, azt
mar vettik. Viszont ezzel bajban vagyunk, mert nem tudjuk visszatranszformalni.
Inkabb koézelité fliggvényt alkalmazunk, ez Matlabban a pade:

W (s)= GoS" +gs" Tt g St Gn e, _Gpi(9) osTh = Gpi(s) Gu(s) _ G,(5)
P s" +hs"" +--+h_s +h, H,.(s) H,.(s) Hy(s) H,(s)
Gpr(s)/HpT(s) =expl=sTh)

18T, G6T)* (T’ _
o2 Gi®) 2 " 10 120 _ 120-60(sT,) +12(sT;)° — (sT,)’
Hy(s) |, sT, , (sT,)’ 5 (sT,)” 120+ 60(sT,) +12(sT,)" +(sT,)’
2 10 120

(N=3)

80



9. el6adas

1. feladat

Vegylk ezt a rendszert:

dx
F=ax+u
y=x
a= —0.8

Helyettesitslink be, ugy egyszer(ibb:

dx_
dt

y=Xx

—0.8*x+u

Stabilis?
Igen, merta < 0.

Mi lesz az allandésult allapot egységugras esetén?

dx
Ez egyszer(ien annyit jelent, hogy TS beallt 0-ra, mikdzben u egy konstans érték,

tehat nem valtozik tovabb a rendszer:
0= —-08*x+4+u

0.8*x=u

Mivel egységugrasrol van sz6, u = 1:
0.8*x =1

x =1.25

Matlab megoldas

a=-0.8

b =1 % mert nincs kiillon szorzds a bemenet és az integralé kozt

c =1 % mert nincs kildon szorzads az integralé és a kimenet kozt

d = 0 % mert nincs direkt jel

sys = ss(a, b, ¢, d) % csindljunk beléle rendszert (ss = state space)
dcgain(sys) % ez szamolja ki, hogy mi térténik, ha a derivalt 0
step(sys) % ugyanez grafikonon, hogy mennyi idé mulva &ll be ;)

Szamoljunk atviteli fliggvényt!
y(s)

W(s) = u(s)

-t keressUk. Két képletiink van, és egyikbél kell kifejezni a masikat,
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hogy ez teljestlhessen, ugyanis y(s) mindig x(s) fuggvénye, és x(s)-ben lesz u(s),
tehat valahol behelyettesités lesz.

y = x Laplace-transzformaltja y(s) = x(s)

dx
= - 0.8 *x +u Laplace-transzformaltja
s*x(s) —x(0) = —0.8*x(s) + u(s)

A rendszer ugy indult, hogy x-et semmi nem piszkalta korabban, ezért x(0) = 0,
tehat ezt a tagot elhagyhatjuk.
s*x(s) = —0.8*x(s) + u(s)
s *x(s) + 0.8 * x(s) = u(s)
x(s) * (s + 0.8) = u(s): hasznaljuk az y(s) = x(s) képletet, emiatt sima
behelyettesités:
y(s) * (s + 0.8) = u(s)
y(s)*(s+0.8)
u(s) B
y(s) 1
u(s) " s+0.8 W(s)

Szamoljuk ki a rendszer a véalaszat!
Ez annyit jelent, hogy y(t)-re vagyunk kivancsiak, ami az inverz
Laplace-transzformaltja y(s)-nek. Ezt ki tudjuk mar fejezni. A gerjesztés (u(s)) még

1
mindig egységugras, ennek tudjuk, hogy a Laplace-transzformaltja Py tehat:

¥() =75 4)

1 1

.

y(s) = s+0.8 s s°+0.8%s

Hogy a rendszer valaszat tudjuk, ezt kellene inverz Laplace-ozni. Ez viszont mar
csak Matlabban opcié, ha leirjuk szamlalé és nevez6 vektorként, és beadjuk az
ilaplace fuggvénynek.

2. feladat
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Vegylk ezt a rendszert:

o — - | [ A
| . \ | ' —
4 4 - AN | |I
A
| l

Mi az atviteli fliggvénye?
W-ket latunk, ez a rendszer Laplace-térben van. Valdjaban u(s) és y(s) a be- és



kimenet, csak ez nincs felirva, mert gyorsabb volt igy. Dolgozzunk is valamit, vegyuk
végig a lehetséges utvonalakat. Egyrészt nagyon latszik, hogy Wl-en keresztll

kozvetlenul eljutunk y-ba, tehat az els6 tagja y(s) dsszegének w, * u(s). A masodik
tag mar nem ennyire evidens, de egyszeri. Az y jel negativan visszacsatolodik w,
szorzora Wz-n keresztul, tehat ez a tag — W1 * W2 * y(s) lesz. Rakjuk 0ssze:

Y(s) =W *uls) =W, *W,* y(s)

Rendezzik tovabb, mert y(s) pontos figgvénye kell:
y(s) + W *W, * y(s) =W * u(s)

Emeljuk ki y(s)-t:
yis) * 1+ w, * Wz) =W, * u(s)

Es u(s)-re osztassal el6 is all az atviteli fliggvény:
w

(O 1
W) =) = W W, Wy
_ ) _ e B Ao e
Legyen W, <11 ©S w, 12 Szamoljuk ki az eredé atviteli fliggvényt!
Matlab, kulénben itt leszlnk estig:
s = tf('s’)

W1l=1/ (s + 1)

W2=1/ (s + 2)

We=W1/ (1 +W1*W2)

Ennek eredménye, amit a Matlab ki fog dobni:
52+35+2

53+4sz+6s+3

R
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Par dolog tovabb Matlabban, pl. hogy lesznek atviteli fliggvénybdl allapotmatrixok:
== [A, B, C, D] = tf2ss( wWr.Mumerator{l}, Wr.Denominator{l} )

A =
-6 -2
1 a 0
[a] 1 e
B =
1
o
Q
=
1 3 2
D=
Q

Stabil a rendszer?

Matlab megoldas egyrészt a rendszer ugrasvalaszanak vizsgalata:

sys = ss(A, B, C, D)

step (sys)

Itt lathatd, hogy beallt egy konstans értékre, tehat stabil. Egy masik médszer az
allapotmatrix sajatértékekeinek vizsgalata:

eig(a)

A sajatértekek Matlab szerint:

— 1.5 + 0.866i

— 1.5 — 0.866i

— 14+ 0i

Mivel mind negativ, a rendszer stabil.

Vizsgaljunk stabilitast Nyquist és Bode alapjan!

Itt a W1 bemeneténél felnyitott kor atviteli figgvényét kell vizsgalni, tehat mi térténik a
jellel, mig eljut W1 elél ugyanoda. Egyszerlien atmegy Wl-en, majd Wz-n, €s
visszatér ugyanoda. Tehat egyszeriien Wo =w, * w,. Ezt Matlabban beadjuk a

nyquist flggvénynek, és:



0.4

0.2

01

0

0.1

Imaginary Axis

0.4 -

Nyquist Diagram

Real Axis

Itt csak annyit kell latni, hogy — 1 + 0i nincs a felrajzolt forman belll, igy a rendszer

stabil. A bode parancs eredménye ugyanugy W0 bemenetre:

Bode Diagram

=

Magnitude (dB)
3

Phase (deg)

10t

10"
Frequency (rad/s)

Itt az a kérdés, hogy ahol a felsé elkezd esni, ott az alsén — 180° felett vagyunk-e.
Mivel igen, a rendszer stabil.

3. feladat

e Adott ez a fizikai rendszer:
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kv callapitisi dllandé [pl. 4 Ns/'m]

86

+— ) 44— mm Az objektum

dr
d? J.'? 4{? SISO tag
T =P“'.| Wi — R'EI“::‘M 'i—’ j.[ fl
S— ¥y
Hatasvazlat
awr) -
p— i . A mechantka: rendszerre hato u(7) erd (a
[ i 4 genjesztés) az m tomeg y(7) elmozdulisit
ulf): erd [‘qu |*I'mfn|5‘jf|. gﬁ]fﬁﬂﬁ ﬂI:‘ F:I d'":ir:] |a "n“ﬂl?i‘lZ” hﬂm lﬂﬂ.‘
w(7): elmozdulas [m], kimendpel, valasz m—= +¢,¥(t) =u(r)
Paraméterek dr dt o Arendszeregyenlet
m: tomeg [pl. 1 Ns*/m] d"y(t) alall 0)- k din) ¢ W0 ~ (most mdsodrendii, dllando
¢ rugdallandd [pl. 3 N/m] T TR S egviitthatofi,

linearis differencidlegvenlet)

Latni rajt, hogy egy tdmeget egy rugé és egy csillapité tag is tart a bal oldalan. Ezt a
tdmeget akarjuk jobbra huzni egy bizonyos erével, ez lesz a gerjesztéjel, a kimeneti
jel pedig az elmozdulasa a nyugalmi helyzetébdl.

A kék balra mutatd nyilak a legy6zendé erék. Felll el6szér a rugdé van felirva (amin
latszik, hogy minél nagyobb az elmozdulas, annal nagyobb erét fejt ki ellentétes
iranyban), téle jobbra a legyézendd tehetetlenség. Lent a csillapitd tag hatasa latszik.
A rendszeregyenletet megkapjuk a feladathoz, az eddigi csak az értelmezése volt:

ﬂl'ln -;.' [ﬁ.(i"j 1|{~f]| ‘EU}
dr f

O 1R _o
r m mar n

Az els6 egyenlet egyszerl, egyszerlien a harom ellenerét kell ellensulyozni azzal,
hogy helyben tartjuk a testet, tehat az 6sszeguk a gerjesztdjel.

A masodik ugyanez, csak felirva masodrendl egyenletként, atrendezve a
legmagasabb derivaltra.

Rajzoljuk fel a hatasvazlatat!

Al i\
B by
) A at| |
u_(i;ﬁ 4/ B—G7 { e
,D’ A;" £ | I‘_.f._ A |
1l .
[y
LI

Ertelmezziik, hogy jétt ez ki:
o Egy derivalasi fok egy integratort jelent. A képletben az van, hogy y-t
derivalgatjuk. Ha egy derivaltat integralunk, csokken a fokszama. Ezért a



nagyobb foku derivaltba fut be a gerjesztés, majd folyamatosan halad
integratorokon keresztul, amig teljesen le nincs derivalva, és y nem lesz
belble.

o Altalaban az integrator kimenetét x jelzi, de itt tdbb is van. Legyen az indexe
az, hogy hanyadik derivalt integralasa, igy az elséfoku derivalt integralasa
lesz x,,a masodfokué X, Késdbb latjuk majd, hogy a szamozas mindegy.

o A masodik képlet alapjan berajzoljuk a visszacsatolasokat. Latjuk, hogy a
masodrendi derivaltra van felirva, ezért oda koétjuk a szorzokat. Van egy 1/m
szorzd u(t) elétt, ehhez csak egy szorzét kell berajzolni. Van egy — kv/m-es

visszacsatolasa az els6érendll derivaltnak, tehat az integrator kimenetét
visszacsatoljuk ekkora szorzéval. Ez egy negativ visszacsatolas, de a negativ
szorzo6t nem kotelezd az dsszeadodhoz irni, most a dobozba irtuk. Az utolsé
tag az y(t)-t szorozza, vezessiink tehat onnan is egy visszacsatolast.

Irjuk fel az integrétorok egyenleteit!

Kezdjuk xl-ével, az a konnyebb. Egyetlen bemenete és egyetlen kimenete van, és

d
igazabdl a hatasvazlaton is latszik, hogy az integrator bemenete d_3t] ezt akarjuk

ay _
dt —
-nak, ami a kimenete, az X, nevet adtuk, ezt gyorsan cseréljik is ki. Ugyanazt fogja

dx

: . ) . 1
jelenteni, csak egységes lesz a feliras: = X

felirni, és az egyetlen jel, ami ebbe fut, az X, Ez annyit jelent, hogy X, Mivel y

dx

A kovetkezob feliras tehat d—tz-é lesz. Ezek mind ott vannak az abran, spéroljunk az

dx c k

a2 B « , P
idovel: ar - m X T x2+m u. Most a rendszert fogjuk egyszerUsiteni,

ezert javasolt olyan formaban felirni, hogy X, balra, t6le a magasabbrendi derivaltak

jobbra (itt csak xz), majd végul a gerjesztés. Mar csak a kimenet kell, nem tul nehéz:
y=x,.
Alkossuk meg az A, B, C, D matrixokat!

Lathattuk, hogy ez mar egy MIMO egyenlet, mert tobb derivaltunk van. Erre mar
ismertlink egy format:
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dx (1)
Car
dx , (1)
@

(O 5 Oty 1, 0)

=y o @) 0 0) 0 @) (6

dx (1)
dt

dx (1)

ar

II***************************II

= fo (3 O, Ot (D w (D)

=y (& O 2, (O (1) w (1))

dx (1)
= f(x(), u()
dt

Mit ad az ég, pont tudjuk igy rendezni a dolgokat:
dx1 ~

dt %2

dx2 c . kv ) 1

dt_ —m xl—m x2+ u

1
dt=0*x1 +1* +0*u
dxz_ _CT‘”x _kv*x +L*u
dt m 1 m T2 m

Hova fejtettiik ki az el6z6 abra képleteit? Ide:

|_a’x ()]

| | Ta, a, - a,1Tx@®] [b, b, b, 1Tu, ()]
Y R | s I PGS [
}‘{f:‘m zzzl\s|+I;3;:||;\
(0| |ay ap ~ o |ln@] |6 ba = b, ||e,o]
e | =TT T T

(h d (f)
dt

.3
ﬂ*************************************************3

dxt)
dt

= Ax (1) + Bu (1)



Tehat x-ek szorzdéi adjak az A matrixot, u-k szorzéi a B matrixot, és pont olyan

formaban rajzoltuk fel 6ket, hogy ezt kiadjak:
[ I T | |
— — I Y 'r-
) | X | v, X] \
2 latll
- ) | ':-_ !
i o e

[l _J’rl .I . A ¥,

Maradt a C és D matrix, azokat y ugyanilyen formaja adja meg:

y=1*x1+0*x2+0*u

Ennek x-es szorzoi adjak meg a C matrixot, a d skalart (vagy 1x1-es D matrixot)

pedig az, hogy hanyszor szorozza u-t. Vegyuk at Ujra az egészet:

dx1

_ * * *
dt_o X + 1 X, +0*u
dxz_ _cr¢ _k* +1
dt m 1 m %2 m 4
y= 1%*x +0*x +0*u
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10. el6adas

4. feladat

e \egylk az aldbbi hatasvazlatot Laplace-térben, amibél a cél, hogy visszatérjunk az
id6 szerinti térbe, és abbdl legyen hatasvazlat:

o rjuk fel w, atviteli fliggvényét, irjuk fel rendszeregyenletként is!

Latjuk, hogy egy bemenete van, ami az iranyitdjel (u) lesz, a kimenete pedig y-nal
lesz jeldlve, de ez nem a rendszerre vonatkozo y, hanem a folyamat kimenete.
k

14
¥(8) = Ul
p

Az atviteli fuggvény csak egyszerl behelyettesités, de a rendszeregyenlethez egy
derivaltra kell kihoznunk, amihez a Laplace-térben s * y(s)-nek kell el6allnia az egyik
oldalon (tudjuk, hogy s(0) = 0, ezérts * y(s) — y(0) = s * y(s)):

yis) * (A +s* Tp) = kp * u(s)

y(s) +s* Tp *y(s) = kp *u(s)
s*T *y(s) =k *u(s) - y(s)

k
p

1
* — * _ %
$TYE =7 )~
Ezt tagonként mar nagyon konny( Laplace-transzformalni. A konstansok maradnak,

a tobbire tanultunk atalakitast:

dy %

dt T
p

1
Fu© 7O
Ebb&l mar fel tudunk rajzolni egy rendszert, van egy szorzé a bemenetre, és egy
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negativ visszacsatolas:

o rjuk fel WC-t rendszeregyenletként!

Teljesen ugyanaz volt a kiindulo allapot, csak p helyett ¢ volt a konstansok indexe:

e ey
dt TC TC

A hatasvazlat is teljesen ugyanaz, inkabb akkor mar egészben rajzoljuk is fel a teljes
rendszert:

Igen, a tablara az el6z6 feladathoz képest forditva kertilt fel 9 és X, Ez szandékos,

ugyanis az lenne a cél, hogy bemutassa, hogy teljesen mindegy a sorrend, mert
végss soron a matrixok szorzasa ugyanarra az eredményre jut.
o rjuk fel az &llapottér reprezentaciot!
Ezt keressuk:
dx

= A + B u®)

y(®) =C *x(t) + D * u(t)

Az el6z6 feladat alapjan mar lattuk, hogy az integralé tagokra és a kimenetre kell
felirni mindent. Ezt a feladatot mar ismerjuk, vonalakat kovetliink és 0sszeadjuk a
szorzokat, és olyan sorrendben tesszuk a valtozokat, hogy a matrixok jol jojjenek ki.

dx, . k. k. k k.

_ K _— —_— _ *
dt - TC Xl(t) TC Xz(t) + TC yA(t) TC uz(t)
de= Pk (8) —1*x(t) FO0*y (6 +0*u(D)
dt Tp 1 TZJ 2 A z

y®) = 0*x () +1*x(@) +0*y () +k *u()
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A matrixok a felirasbol siman kiolvasva tehat:

5. feladat

Alapvetéen arra, hogy gyakorold az 6nall6 munkat, mert minden volt hozza. Csak végsdé
megoldast irok ide.
e \Vegyunk egy egyszeribb hatasvazlatot:

W

e Mik az atviteli fliggvények és a belbliik adodo rendszeregyenletek?
A szabalyozéhoz:

kci
y(s) == " uls)
) K
u(s) s

Transzformalva:

s * y(s) =ka_ *u(s)

dy
dt

A folyamathoz:
kp
Y(8) =gy 1S
p

=k_ * u(t)
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v K
u(s) 1+S*Tp

Ez az el6z6 feladatnal volt, transzformalva igy néz ki:

dJ’_kp
dt = T
P

1
() =7 y(0)
p

e Rajzolj belbliik hatasvazlatot!
Ez lesz:

e Ird fel a rendszeregyenleteket!

dx
1
- =0 x,(® —k *x() +k *y,@) —k *k *u(b)
dx2 . 1
dt ~ T X0 T T+ 0%y, @ 0% (D)
P p
y(®) =0*x () +1*x() +0*y () +k *u(®)

e Neo halp bitte
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Hatasvazlat gyakorl6 feladatok

1. Rajzold fel a kdvetkez6 rendszert:

ax _
a - v®
y(t) = x(t)
2. Rajzold fel a kbvetkezd rendszert:
dx_

y(@®) =5* x(t)

3. Rajzold fel a kdvetkez6 rendszert:

L 5+
dt = x(t) + u(t)

y() =5*x() +1* u(t)

4. Rajzold fel a kbvetkezd rendszert:
dx
- 1*x(t) + 2 *u(t) + y@)
y) =5*x() +1*u(t)

5. Rajzold fel a kévetkez6 rendszert:

dx1
dx
2
y(£) = x,(t)
6. Rajzold fel a kbvetkez6 rendszert:
dx1
i =—2%x () *4*u®
dx2
i = L*x, @ +3*x,(t) +2*u(t)

y(t) =5* xz(t) + 4 * u(t)
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1. gyakorlat

Vezessuk le ennek az atviteli fliggvényét:

Kdszi, hogy itt voltatok.
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2. gyakorlat

1. feladat
yals) h(s) X u(s)=x,(s) K y(s)=x,(s)
O Wels)= 1+s-T. g P(S): 1+s-T, i
k.=10 k,=1
T =2 T,=10

WL.(S)= Gc(s) _ k. _ 10

H.(s) 1+sT, 1+2s

WP(S): GP(S): kp = 1
H,(s) 1+sT, 1+10s
a) Adja meg a szabalyozd és a folyamat elsérendi, lineéaris differencialegyenletét,
valamint a P, |, és Z linearis alaptagokbdl felépitett hatasvazlatat!

k (s) 10-u(s)=(1+2s)-y(s)
k.10 _yl(s v
W"(S)_1+5.Tc_1+25_u(5) — 10-u[s):y£f)+2'5'y(5)
1
¥ 5.u(s)—=y(s)=sy(s)
s) R % y(s) 2 .
s-y[s)=—%'J’(5)+5'U(5)
0 v
) MO Ly 0)ssule
1 I
K _y
VST, TR we) T uls)=y(s)10s (s
. 1 _1. —.
uls) [ ° a1 y(s) o us)=ggy(s)=sy(s)
10 s v
s y(s)=— L. (s)+ L
1

0 ﬁ'u(s)
10

dy(t) 1

1
N —— t J— I
T R AUAST LI
b) A szabalyozé és a folyamat alaptagokbdl felépitett hatasvazlata alapjan készitse el a

zart szabalyozasi rendszer P, |, és Z linearis alaptagokbdl allé hatasvazlatat!
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|
I
A

c) A szabalyoz6é u(t) kimendgjelét x1(t) allapotvaltozénak, illetve a folyamat y(t)

kimendjelét xz(t) allapotvaltozénak felvéve irja fel a linearis, zart hurku szabalyozasi

kimenéjel pedig az y(t) = xz(t) szabalyozott jellemz6!

10 -1
x,(s)= = {yals)=x(s)] x,(s)= 105 X (s)
4 4
x,(s)+2:s°x,(s)=10-y,(s)—10-x,(s) X2(5)+10'sz(5):?‘1(5)
¥
L ()= 153, (5) =75 x(5)
s-xl(s):—Exl(s)—S-xz(s)+5-yA(s) $X\8)=1gXi\s)m g X8,
1 1
-= =5 -= =5
X 2 Xi[, ]9 d|x _| 2 AN
’ X 1 _1lx ' 0 [yA} Rt dt|x,) | L _1]x ' Ol[yA}
10 10 10 10
X
y=10 1] 1+[0][y,]
X

d) Adja meg a zart szabalyozasi rendszer eredd atviteli figgvényét!
k. 10 k, 1

= € = W (s)= =
1+s-T, 1+2s PU 1+s-T, 1+10s

W (s)

_ 10 1 10 _ 10
1+2s 1+10s (1+2s)-(1+10s) 20s*+12s+1

Wols)=W.(s)-W,(s)

10
W(s)= Wols) 20s°+12s+1 _ 10 _ 10
1+Wo(s) |, 10 (205°+125+1)+10 20s°+12s+11
20s°+12s+1
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e) Indokolja meg a rendszer aszimptotikusan stabilis tulajdonsagat!

20s” + 12s + 11 = 0

—12i\/122—4*20*11 —12++/-736  —124j*27.1293
Y127 2%20 - 40 - 40
Mindkét gydk negativ valos részi, ezért a rendszer aszimptotikusan stabilis.

= —0.3+j*0.6782

2. feladat - aranyos szabalyozas

vp H;
Onbedll6 Onbedlls ¢
; szabilyozo P folyamat
W_(s)=Fk, k=1
‘l Tﬁ:l t ...\..1
. U=xi X X2 éz y=kpx2+k-u-
q.;xi—’ Wt(s} = L > WP{S) = 2 > = >
A 1oy i 1+ s?‘p
k=99 T.=1 (T tag) k=1 T,=10 (T tag)
Kellene hozza allapottér reprezentacio:
1
[ k Bk T
d [ x(t)] I T, T, Tk | L == ||'y,,(rﬂ
alnw] 1k LUilno] 1 1 ew]
. =5 | i ol lg R I ki
x(t) L T T;JJ x(t) e et u*(r)
s B
A
|(f)—| ryi(t)_]

x(t)
[ 1 k]
| i Tl |_kc _kck:—l
Azlkc lcl B‘ITC T“% c=[0 1] D=[0 k]
L; —EJ |_O 0 ]
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3. feladat - integral szabalyozas

Integralé Onbeallé ¢ 0.
szabalyozo Sfolyamat
k =
o
I /= t

Y4 h
P kci
—)—» W, (s)=—

k=1 (I tag) k,=1 T,=10 (T tag)

Ide elég a rendszeregyenlet, ugyis latjuk benne a matrixokat:

0 —k,

d Xl(t) =| K 10 Xl(t) +[kcf —k Kk, }’A(t)
dt|x,(t)] | == —=|x()] [0 0 Jlu(t)
y(t)=lo 1 iﬁ% ok, «:A((:))
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Konzultaciok

1. feladat

e Emlékszel az atviteli figgvényre?

|
Q
< €< €«
il
Il
S
-
@

»
|
1

=

=

2

S

e Nézzuk at ujra a stabilitasvizsgalatot:
Aranyos szabdlyozis. — il
(Onbell6 szabélyoz6, és snbedll6, dinamikus 1«:“" 4 (s)=k ~=10
folyamat) k
s e b W) ()= e _y(s)
Szabdlyoz6 <. .. Folyamat p S|= = =
= 1+s-T, 1+20s u(s)

yals) his)

—p—p]  We(s) L» W, (s) ——p:!'a-—i(; Wz(s)=1

Gl

y(s) __ 20 _
= = 21+20s=0
Wils) yals) 21+20s .|,S
( ) 20s=-21
y(s 1+20s A4
W = =
RZ(S) UZ(S) 21+20s pé[ug:—%

e Tartozott hozza egy olyan kérdés, hogy mi a zavarjel, ha a kimenetet 10 egyseggel
valtoztatia meg? Ez azt jelenti, hogy hozzaad 10-et, tehat konstans 10-zel gerjeszt.
Mivel az atviteli figgvénye egyszerlen 1, ezért egy egyszerl szorzo, ez azt jelenti,
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hogy nem mddosit semmit, tehat a Wz(s) doboz olyan, mintha ott se lenne. Innen
mar evidens, hogy u = 10.

Ha van szabalyozés, mennyire tériti el a kimend jelet? Ezt kétféle mddon is

megadhatjuk. Nézzik meg a zart kor egyenletét, ami két dologbdl all 6ssze. Egyrészt

soros kapcsolasnal egyszerlien szorozzuk az atviteli fliggvényeket, egy visszacsatolt
w

. . 1
korben pedig a 1+W1*W2

moddszert alkalmazzuk, ahol W az egyenes ut, w, pedig

a visszacsatolas atviteli flggvénye (ami ebben a feladatban nincs, tehat 1). A + azt
jelenti, hogy pozitiv visszacsatolas van. A soros kapcsolas Wc(s) * Wp(s) (a

parhuzamos egy dsszeadas lenne), nyitott kdrlink nincsen (tehat a szorzéja 1), igy a
teljes egyenlet:

*
W (S) _ y(s) B WC(S) Wp(S)
R Ty () T LW ()W (s)
. s , 20

Tegylk egyszeriibbé a szorzatot: Wc(s) * Wp(s) =10 * 14205 — 14205
20

i Atviteli U 2 e 20, : 20

gy az atviteli fuggveny: 0 = — 0 =, 20 =
1+20s 1+420s 14 1+20s (14 1+20s )*(1+20s)

20 20
1+20s+20 ~ 21+20s

20
Azt kell vizsgalnunk, hogy ha s — 0, akkor mi az atviteli fuggvény értéke. Ez 1

20
mivel egyszeriien be lehet helyettesiteni 0-t, tehat az alapjel 1 aranyban van jelen

1
a kimend jelen. Ez természetesen azt jelenti, hogy a zavarijel o1 aranyu, de ez tul

logikus lenne a javitonak, ezért nem adna ra pontot, szdéval szamoljuk ki a zavarjeltél
nyitott kor atviteli fuggvényét is. Nézzuk meg, milyen ut vezet uz-t(jl y-ig: igazabdl

Wl

egymas utan kapcsolva W és a visszacsatolt kér. Ismerjuk mar a 1+W—1*Wz
képletet, ahol W az egyenes ut, w,a visszacsatolas atviteli flggvénye. Mivel ebben

a feladatban az egyenes uton nincs semmi doboz (egyszerlien azonnal megy a jel
w utan a kimenetre), most Wz-be helyettesitink be:

y(s) . 1 1 :
W =0 () = W) W sy W () T W (W (5) 14200
. c p c P 1+20s
1 1 1+420s 1420s 1+20s
20 T 4,20 B B
142 2 1+20s  14+20s+20  21+20s

1
Itt mar lathaté, hogy ha s — 0, akkor a zavarjel 51 részére csokken.
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e Stabil a rendszer?

Nézzik meg, mikor 0 a nevez6: 21 + 20s = 0, tehat s =

egyetlen polus, és negativ, ezért a rendszer stabil.

2. feladat - statikus karakterisztika

e Ugyanebben a rendszerben milyen egyensulyi allapot all fenn?

Aranyos szabdlyozas.
(Onbedll6 szabdlyozo, és dnbedlld, dinamiku.
folyamat)

Szabélyozo < k > Folyamat

yals)  his) uis)

——p] W.is) p—>| W)

1

21 el
—20. ivel ez az

2 _yls)

;— l,,_“., W (s)=k =10
k
W.(s
($) WP(S) p

F4

“1+sT, 1+20s u(s)

e Az Onbealld tagok allandosult allapotat az s — 0 helyzetben irhatjuk fel, innen mar
latjuk, hogy y(s) = 2 * u(s), vagyis y(t) = 2 * u(t). Mivel ez a folyamat atvitele, és
utana egy Osszegzével van bekdtve a zavar, ezért hozzaadddik a teljes képlethez,
ami az lesz, hogy y(t) = 2 * u(t) + uz(t). Rajzoljuk is be ezt az egyenest a statikus

karakterisztikank koordinata-rendszerébe, de eltolas nélkil, és ezt jelezzik:

I
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e [Egy eltolasra példa:

‘A

..—-L—-——-—— — ___9 [./l

e irjuk fel a szabalyozo atvitelét is, itt mar az yA(S) adodik hozza, mert y-ban mar
benne van a teljes el6z6 rendszer és a zavar is:
u(s) =10 * (y,(s) — y(s)) = 10 *y (s) — 10 * y(s)
Ezen a ponton cseréljik is 6ket nyugodtan t-re, mert a szorzas és az Osszeadas
Laplace-transzformacioja is ugyanaz a szorzas és 0sszeadas:

10 * y(t) = 10 * yA(t) — u(t)

1
Y = y,(0) g u®
e Altalanosan felrajzolva ez a statikus karakterisztika:

|

Un =
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1
Azért 10 * yA-néI 0, mert y() = yA(t) — *u(t) =0 értéket keresve

10
yA(t) = 0.1 * u(t), vagyis yA(t) = u(t).
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Flggelek

Visszacsatolas atviteli figgvényének teljes levezetése

A szabdlyozott jellemzd és a kor kiilso jelei kozott atvitelek

d
r e e N
T szabalyzo% szakasz

- +

Az y szabdlyozott jellemzd és a korre hato kiilsd jelek kapcsolata

Y(s) = Wp(s)We(s)R(s) + Wp(s)Di(s) + D,(s) — Wp(s)We(s)N(s)
— Wp(s)We(s)Y(s)

Atrendezés utan (elhagyva az s-t61 valo fiiggés jelolését)

WPWC Wp 1 WPWC
y = 0% Ry D;+ Dy— ¢
1 + WpWe 1+ WpWe 1 + WpWe 1 + WpWe
Yy = W\‘I‘R + W\‘d[-Di + W\‘d{,Do + W\‘nN
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