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1. Feldobunk egy szabalyos kockat, majd egy szabalyos érmét annyiszor, amennyit a kocka mutat.
(a) Mennyi a val6szin(isége, hogy egyszer dobunk fejet?

(b) Feltéve, hogy egyszer sem dobtunk fejet, mennyi a valdszintisége, hogy hatost dobtunk?

Megoldas.

e [1] (a) Jelolje A; azt az eseményt, hogy a kockéval i-t dobtunk, B pedig azt, hogy pontosan
egyszer dobtunk fejet. Mivel A;-k teljes eseményrendszert alkotnak, és P(A;) = % > 0 minden
i-re, ezért a P(B) valdszin{iség meghatdrozasdhoz haszndlhatjuk a teljes valdsziniiség tételt.
Azaz P(B) = Y%, P(B|4;)P(A;). (5 pont)

Elegendd meghatdrozni tehét a P(A;), illetve P(B|A;) valésziniiségeket:

P(A;) =% (i=1...6), P(B|A;) = i3(3)""'. Ezeket a képletbe behelyettesitve azt kapjuk,

hogy: P(B) = 33. (5 pont)

(b) Jelolje C azt az eseményt, hogy egyszer sem dobtunk fejet. Vildgos, hogy a P(4s|C) =
% valdsziniiséget kell meghatdroznunk. (3 pont)

Ismét hasznalhatjuk a teljes valdsziniiség tételt: P(C) = Z?Zl P(C|A;)P(4;). (3pont)
(Hivatkozhatnak rogton a Bayes-tételre is, és akkor arra 343 pont jér.)

Itt P(C|A;) = (3)%, P(4)
P(Ag|C) = P(C\ﬁ(a();’(Azs) _

=)l

(2 pont) A képletbe behelyettesitve: P(C) = 183 Azaz

& 6 64
L = é. (2 pont)
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e [2] A pontozds az elsé verzidhoz hasonléan.

(a) Jelolje B azt az eseményt, hogy kétszer dobunk {rést. Ekkor a P(B|4;) = L1 (2)2(3)2,
ha 2 <i <6, és 0, ha i = 1. Behelyettesitve: P(B) = Y0 _, @(%)2(%)“2 1
(b) Jelolje C azt az eseményt, hogy egyszer sem dobtunk fejet. A (b) részben tehdt a
P(43]C) = PEZEMA) valésainiiséget kell kiszamolni. P(C|A;) = (3)7, P(A;) = &. Eat
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behelyettesitve: P(C) = %g—i, P(A3|C) = P(Clﬁg()j‘l)j(M) - (?2—3% - %'
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2. Egy tizemben gyartott harisnyak kozott atlagosan minden ezredik selejtes. A harisnyakat
kétszazasaval dobozokba csomagoljak. 1000 dobozt véletlenszertien kivélasztva, jelolje X az egyet-
len selejtet sem tartalmazé dobozok szamaét! Adja meg X varhaté értékét és szorasnégyzetét!



Megoldas.

3.

e [1] Jeldlje p annak a valészintiségét, hogy egy dobozban nincs selejt.

Ekkor p = (22)20° (3 pont) és X € B(1000, p). (3pont)

Innen: E(X) = 1000p (2 pont), 02X = 1000p(1 — p) (2 pont).

e [2] Pontozds, mint az elsé esetben... p = (55)'%°, X € B(500,p). E(X) = 500p, 02X =

500p(1 — p).

Megoldas.

e [1] Legyenek X € Po(3), Y € Po(L) fiiggetlen valészintiségi valtozék. Hatdrozza meg

10
P(X +Y =2)-t!
Tudjuk, hogy fiiggetlen Poisson eloszlasi valdszintiségi valtozok Gsszege is Poisson eloszlasu,
paramétere pedig a paraméterek dsszege. Azaz: X +Y € Po(3 + 15). (8 pont)

2
Kovetkezésképp P(X +Y =2) = (%!) e10. (2 pont)
(Megjegyzés: Er6bdl is ki lehet szdmolni, azaz P(X +Y =2) = Ei:o P(X =kY=2-k)
(2 pont), ami X és Y fliggetlensége miatt egyenld Zi:o P(X =k)P(Y =2—k)-val. (4 pont)
A behelyettesités tovdbbi 2 pont...)

2] Legyenek X € G(3), Y € G(1) Hatdrozza meg P(X +Y = 4) valésziniiséget!
P(X+Y =4)=3" P(X=4iY =4—1i) (2 pont)

Kihaszndlva, hogy X és Y fiiggetlenek: P(X = 45, Y = k) = P(X = j)P(Y = k) (4 pont),
azaz:

P(X+Y =4)=37 P(X =i)P(Y =4—i) =37 (3 '5(1)1" 11 = L L. (4 pont)

4. Legyen X a [0,1] intervallumon egyenletes eloszldst valésziniiségi véltozd, Y = cos(2nX) és
Z = sin(2rX). Szdmolja ki az (Y, Z)T par kovarianciamatrixat!

Megoldas.

o [1] cou(Y, Z)T = (

o’y cov(Y, Z)

coo(Y,Y)  cou(Y, Z) ) _ ( o 2) s ) (3 pont)

cov(Z2,Y) cov(Z,7)

cov(Y,Z)=E(YZ)— (EY)(FEZ) (2 pont)

Hatarozzuk meg a megfelelé varhato értékeket:

EY = fol cos(2mz)ldx = 5=[sin(27rz]§ = 0. (2 pont)

EZ = fol sin(2nx)lde = 5=[—cos(2rz]§ = 0. (2 pont)

EYZ) = fol sin(2wx)cos(2nx)dr = %fol sin(dnz)dr = § = [—cos(4rz)]§ = 0. (3 pont)
Azaz cov(Y,Z) = 0.

A kovarianciamétrix felirdsdhoz sziikségiink van még o2Y-ra, és o2 Z-re is:

oY = B(Y?) = fol cos?(2rx)dx = fol H%@m)dx = < (4 pont)

0’7 = E(Z?%) = fol sin?(2rx)dr = 01 1_%(4”)&% =
2

NI =

. (4 pont)
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Igy a kovarianciamétrix: cov(Y, Z)T = <

e [2] Teljesen hasonléan.

5. Az X, Y pér egyiittes stiriségfiiggvénye f(z,y) = A(@® +2y~+2y*)[{(2,4): 0<z,y<1}- Hatdrozza
meg A-t, és az F(2X 4+ Y) véarhaté értéket.
Megoldas.

e [1] Ahhoz, hogy az f slirliségfiiggvény legyen, az A konstans értékét gy kell bedllitani, hogy
fol fol Af(z,y) dz dy = 1 teljesiiljon. (2 pont)

Azaz % :f01f01x2+zy+2y2 dedy=1 = A= 1 (8 pont)
EQ2X+Y)= f:’; j;f(?x +y)f(x,y) do dy (2 pont)

Esetiinkben ez fol 01 1322z +y)(z* + 2y + y?) da dy = 33. (8 pont)

e [2] Az [1]-hez hasonléan... A =12, (X +2Y) = 5.

6.

Megoldas.

e [1] Mondja ki a Moivre-Laplace tételt:

Fegyeljiik meg az (Q, F, P) valésziniiségi mez6 egy pozitiv val6sziniiségli A eseményét. Jelolje
X, az A esemény i-ik megfigyeléséhez tartozé indikatorvaltozot.

Legyenek tehat X;-k (i € N) azonos eloszldsu teljesen fliggetlen indikator valtozok:

P(X;=1)=P(A) =p, illetve P(X; =0) = P(4A) =1 —p. (10 pont)

Ekkor a Z,, = 2ttXa—np () ¢ N) val6szinfiségi valtozokra fennall, hogy:

Vnp(1-p)
Fz (t)=P(Z, <t)— ®(t) (n— ), Vt € R esetén. (10 pont)

e [2] Mondja ki a centrdlis hatdreloszlds tételt!

Legyenek X;-k (i € N) fiiggetlen, azonos eloszlast valészintiségi valtozdk az (2, F, P) Létezzék
kozos E(X;) := p varhaté érték, és o2(X;) := o2 szérasnégyzet. (10 pont)

Ekkor a Z,, = W (n € N) valdszintiségi valtozékra fennall, hogy:

Fz (t)=P(Z, <t)— ®(t) (n— ), Vt € R esetén. (10 pont)



