Markov-lancok es egyéb finomsagok

Diszkrét idejii sztochasztikus (véletlen) folyamat (tulajdonképpen egy v.v. sorozat OI'-ben).
{Xo0,X1,X2,Xs,...,Xn} altaldban X, fligg az sszes el6z6tol.

Egyszeriibb, ha csak az 6t megeldzo6tdl fiigg kdzvetleniil. Ennél is egyszeriibb eset, ha csak az
6t kovetleniil megel6z6t6l fligg. Ez az els6rendé Markov-lanc:

Vn—re VX;..X, €S P(X, =X, Xg = Xg s Xy =X4) =POX, =X, | Xy =X,4)
It S az allapottér: x; —k lehetséges értékiet tartalmazza (az allapotokat). Altalaban S={0,1,2...}.
Példa:
n = elsé n dobés kozil a legnagyobb értéke (nyilvan csak az el6z6 n-1 -tél fiigg)
Xn = max{Xn.1, n. dobas értéke}
Pl. Xp.1=3 Xnnem lehet 1 vagy 2 PXn=1|X1=3)=0
P(Xp=1]|X,1=3)=0
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Xo kezdeti allapot P© eloszlasa: P® = P(X, = i): PO =[ PO = [P@ p® P@ 1 vektor.

e A Markov-lancot meghatarozza a P© kezdeti eloszlés és

vn-re Vij—re PXp=j | Xp1=1)

e Homogén Markov-lanccal P¥¢és Vij eS—re pj =P(X1=j| Xo = i)
Ezt matrixba rendezziik (mi annak a valoszintisége, hogy egy 1épésben a kovetkezd allapotba
keralunk):
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p3j -t mar meghataroztuk.
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p5j=P(X1=j[Xo=5)=0 haj=123,4 ps=
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ebbdl a matrix:

111111
6 6 6 6 6 6
0 21111
6 6 6 6 6
0o 3111
[1= 6 6 6 6
000 411
6 6 6
000021
6 6

0 0 0 0 1

! Ez fogalmam nincs, mit jeldl...



pi(jl) =Pp;; pi(j”) =P(Xh=j | Xo=1) nlépéses atmenetvaldsziniiségek.
an [pi(j")] = Hn utobbi egyenléség teljes indukcioval belathato.
[T PP =PXe=jIXo=i)=> P(X=j|X1=K)P(X1=k|Xo=1)

keS

2= H(n) _ Hk H”*k ez a Chapman — Kolmogorov egyenléség
Tovabba: VO<k<n-1: p® = p(k)H(nfk)

Ezen felll H (iIIetveH(n) ) szotchasztikus matrix: Minden eleme nemnegativ, valamint a

sorok osszege 1.
> py=>. P(X1=j|Xo=1i) = 1. (Xy eloszlasa X, = i feltétel mellett)
i i

Példa:
o Xp: els6 n dobds Osszege: X, = X,.1 + n. dobas értéke => Markov lancot alkot (a
dobéasok fuggetlenek)
o Végtelen allapotii Markov-lanc: $={0,1,2...} Xo= 0 1valésziniis¢ggel P = (1,0,0...)
o 1111 11 44 4 ¢
6 6 6 6 6 6
0o 11111 44y
6 6 6 6 6 6
Hzooolllllloo
6 6 6 6 6 6
000900+ 111 11
6 6 6 6 6 6

Altalanossagban W, >0 W, fiiggetlenek és azonos eloszlastak.
Xn = Xp1 + W, Markov lanc P(Wi=1i) =q; (annak a
valosziniisége, hogy i-vel nd az dsszeg)

o O G, Qs
0 .-

I1- G % 9 El6z6 esetben: P(W;=i) = 1 (i=12,..6)
0 0 g, g 6

e Bolyongasok: W, >0 p=P(W,=1) q=(W,=-1)
o Szimmetrikus bolyongas: p = q = %
e Elnyelo falak esete: Ha elériink a H szélére, akkor 1 valosziniiséggel ott maradunk

e Visszaverddo falak: Visszafele lehet 1épni, de ha tovabblépnénk, a falban maradnank

Evolucios egyenlet: X, = (Xn1— Vi)™ + Yn

2 Ez egy bonyolult levezetés a fotdzott jegyzetben, most itt nem kivantam részletezni, kisZH esetén tigysem kell.



Y\, = beérkezett igények szama (fliggetlen, azonos eloszlasu)
= kiszolgalt igények szama (fuggetlen, azonos eloszlasu)

Xn-1 = sorhossz

Speciélis esete, haV, =1 1 valdszintiséggel Xn=Xn1—1)"+Y,

egymassal is

by, b, b,
. b, b, b
b=Pn=) TI=g 4 b, b,

P™ P& hatarértéke a kérdéses, ha létezik, akkor eloszlast ad , fuggetlen P©@ —t¢l
= lim p{"

N ——> +w0

Ekkor all fenn, hogy a Markov-lanc stabil, P hatareloszlas (stacionarius eloszlasnak is jo).

higgykel

P = lim P = lim C**ID = (lim P [T =P []

n—-—+w0 n——>+w0 n——+x0

ezaP= PH egyenlet megoldéasa (a levezetés nem teljes, higgyuk el).

Példa, kockadobos

Xy n dobas maximuma P = (000001) — eldbb-utobb csak 6-0s lesz a maximum, csak az lehet
a hatareloszlas. COAL L/ I A S a3 ‘ﬁ}&) e |y

Ez allapotatmenet-graffal abrazolhatd. Pontok _
az allapotok, élek a lehetséges atmenetek, és AN YN =
sulyok az atmenetek valdsziniiségei ¢ 1 S T e N

Azt hiszem, ennyi a Markov-lancok témaja, hiba b6ven lehet benne, ezekért elnézést, kisZH el6tt allitottam ossze ©. Tovabba nem teljesen
értem én ezt, fotozott eléadasjegyzet alapjan digitalizaltam. Eszrevételek arongoth@gmail.com cimre eléfordulhatnak. P4l Balazs ©
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