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Eloszo

A konyv a Széchenyi Istvan Egyetem villamosmérnoki és miiszaki
informatika szakdn a BSc képzés tantervének megfelel6 ,,Jelek és
rendszerek” cimii egy féléves targy tananyagat tartalmazza.

A koényvben jelek matematikai leirasaval, rendszerek mate-
matikai megfogalmazasaval foglalkozunk. A jel lehet egy rend-
szer gerjesztése és célunk a rendszer ezen gerjesztésre adott
vélaszjelének meghatarozasa lesz. Mindezt elvégezhetjiik az
id6tartoményban, a frekvenciatartomanyban és a komplex frek-
venciatartomanyban. Mar az elején megjegyezzik, hogy a harom
médszer nem helyettesiti, hanem kiegésziti egymast.

A konyv egymasra épiilé részekbol, azon belil pedig fejeze-
tekbdl és alfejezetekbdl all, ugyanis kiilon targyaljuk a folytonos
idejli és a diszkrét idejl jeleket és rendszereket. Véleményem sze-
rint az anyag igy atlathatobb.

Az Olvasonak tisztaban kell lennie a matematika kévetkezo fe-
jezeteivel: differencidlszamitds, integralszamitas, linearis algebra.
Igyekeztem azonban tgy felépiteni a konyvet, hogy a matema-
tikai apparatust a sziikséges helyeken, a sziikséges mértékben
felelevenitem, sok helyen labjegyzet formajaban. Nem art azon-
ban a hidnyossagokat pl. a Bolyai-sorozat idevigd koteteinek ta-
nulményozasdval pétolni. Az elméleti hatteret minden esetben
példékkal is illusztrdlom. A képletek levezetése és a tételek bi-
zonyitasa soran pedig minden lépést részletezek a jobb érthetoség



érdekében. Teszem ezt pontosan a matematikai alapok esetleges
hidnya miatt.

A konyv terjedelmi korlatok miatt szdmos példat,
példaprogramot, a  gyakorlati  életben is  el6forduld
illusztrativ problémat nem tartalmaz. Fzeket a
http://www.sze.hu/"kuczmann honlapon teszem kozzé, ahol
egy folyamatosan boviil6 és javuld példatarat is talal az Olvasé.
Akér a példakban, akar a konyvben fellelt hibak, elirdsok jelzését
szivesen veszem.

Jelen kiadas a konyv elsé verzidja. Eldadasaim, valamint a
honlapon kozzétett segédanyagok és megjegyzések kiegészitésként
szolgalnak a konyv mellé, melyek célja a tananyag finomitasa, és
a kovetkez6 kiadas még tokéletesebbé tétele.

Ko6szonom dr. Keviczky Laszlé akadémikus és dr. Standeisky
Istvan docens gondos lektori munkéjat. Koszonetemet fejezem ki
dr. Borbély Gabornak a Tavkozlési Tanszék vezetOjének, aki so-
kat tett azért, hogy az Egyetem oktatdja lehessek és dr. Ivanyi
Amalianak, volt konzulensemnek, aki elinditott palydmon.

Gyor, 2005. marcius-augusztus

Dr. Kuczmann Miklés, PhD
egyetemi adjunktus
kuczmann@sze.hu
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1. rész Alapfogalmak

Ebben a bevezetd részben osszefoglaljuk azokat az alapvetd
tudnivalokat, amelyekre a késébbiekben sziikségiink lesz. Megad-
juk a jel, a rendszer és a hdldzat fogalmat, és azon ismereteket,
amelyekre alapozni fogunk.

A jel témakorben példakkal is aldtamasztva bemutatjuk a jelek
megadasanak kiilonb6z6 modjait. Bevezetiink két, szamunkra fon-
tos jelet, a folytonos idejii egységugrast és a Dirac-impulzust, vala-
mint a diszkrét idejii egységugrast és az egységimpulzust (diszkrét
idejii Dirac-impulzus). Egyszeri példédkkal illusztraljuk ezek alkal-
mazasi lehetdségeit. Megadjuk azon fogalmakat és jelosztalyokat,
amelyeket a kés6bbiekben hasznalni fogunk.

Megadjuk a rendszer fogalmat. Osztalyozzuk a rendszerek
alapveté tipusait, és megadjuk azon rendszerosztalyt, amellyel
részletesen is foglalkozni fogunk: ez a linedris, invaridns és
kauzdlis rendszer. Egy fejezetben azonban roviden kitériink a
nemlinedris rendszerekre is.

A haélozat fogalmanak segitségével megérthetjiik, miként ren-
delheté egy rendszerhez haldzat és forditva.



1. fejezet

Jelek

1.1. A jel fogalma

A kilonb6z6  folyamatok mérhet6 mennyiségeirol informaciét
mérémiszerek (pl. fesziiltségmérd miiszer, aramméré miiszer,
oszcilloszkép, szamitégéppel tamogatott mérési eszkozok, hé-
mérd, sebességmérd stb.) segitségével kaphatunk. Ezen mért
mennyiségeket fizikai mennyiségeknek nevezziik, melyek mate-
matikai lefrasat wvdltozok bevezetésével végezziik, értékiik pedig
egy adott mértékegységben (pl. SI egységrendszerben, vagy egy
kényelmes, koherens egységrendszerben) kifejezett szamérték.

A jel a fizikai mennyiség olyan értéke vagy értékvdltozdsa,
amely eqy egyértelmiien hozzdrendelt informdcidét hordoz. A jel
tehdt informdciotartalommal bir. Sok esetben a viltozd és a jel
ugyanazt jelenti (szinonimék).

Jelek matematikai lefraséara fiiggvényeket alkalmazunk, melyek
(legegyszeriibb, de tipikus esetben) egy fliggetlen valtoz6 és egy
flige6 véltozd kozott egyértelmi kapcsolatot realizdlnak. A fiig-
getlen valtozo (a fiiggvény argumentuma) értékeinek halmaza al-
kotja a fliggvény értelmezési tartomdnyat, a fliggd valtozo Osszes
értéke pedig a fliggvény értékkészletét.



1.2. Jelek osztalyozasa

A jelek az értelmezési tartomény és az értékkészlet alapjan négy
tipusba sorolhaték (1.1. abra). A jel értelmezési tartomanyan
ezentul az iddt, értékkészletén pedig a vizsgalt jel altal leirt fi-
zikal mennyiség értékét értjiik.

1.) Ha a jel az id6 argumentum minden valds értékére
értelmezett, akkor folytonos idejii jelrdl beszéliink. Ezen csoport-
ban legismertebb az analdg jel (folytonos értékid jel), amelynél
a jel értéke is folytonos (pl. egy mikrofon kimend jele, az dbran
:El(t)).

2.) Ha egy analdg jelbdl adott (éltaldban egyenletes osztési)
idopillanatokban mintakat vesziink, akkor az idoben diszkrét,
értékkészletében pedig folytonos jelet kapunk, ami voltaképpen
egy szamsorozat. Ezt diszkrét ideji jelnek nevezziik (az dbrén az

3.) Vannak olyan jelek, amelyek csak bizonyos értékeket ve-
hetnek fel egy megszdmlalhaté szdmhalmaz elemeibdl (1épcsés,
masnéven kvantdlt jelalak, vagy diszkrét értéki jel). Az 1.1. dbran
az x3(t) jel az id6ben folytonos, de értékkészletében diszkrét.

4.) Végiil a szamitastechnika szinte minden miiszaki teriileten
jelen 1évé alkalmazasa miatt nagy jelentésége van a mind idGben,
mind értékkészletében diszkrét jelnek, amelyet digitdlis jelnek ne-
veziink. Az x4[k] kédolasa utan digitalis jelet kapunk.

Megjegyezziik, hogy az xo[k] jelet az x1(t) jel un. min-
tavételezésével kapjuk, és a jobb oldali hatarértéket vesszik fi-
gyelembe. Az x4[k] jelet pedig az x3(t) jelbdl vett mintdk adjdk a
bal oldali hatarérték felhasznalasaval. Mindez a k = 0 iitemnél és
x4]k] ugrdsainal tiinik ki.

A konyvben csak a folytonos értékii, folytonos idejii és a foly-
tonos értéki, diszkrét ideji jelekkel foglalkozunk (az 1.1. dbrén
az elsd sor). A jel értéke lehet valés vagy komplex, mi azonban
csak a valds értékii jelekkel foglalkozunk.
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1.1. abra. Jelek négy alaptipusa

A jeleket tovabbi szempontok szerint is csoportosithatjuk. Egy
jelet determinisztikus jelnek nevezink, ha értéke minden id6pilla-
natban ismert vagy meghatarozhato, kielégité6 pontossaggal mér-
het6, s az megismételhetd folyamatot ir le. Ilyenkor a jel elvileg
képlettel, id6fliggvénnyel leirhatd.

Sztochasztikus jelr6l beszéliink, ha a jel mérésére tett
kisérletek kiilonbo6z6, ,,véletlenszeri” eredményeket szolgdltatnak.
Ebben az esetben nem tudunk egyértelmiien egy idéfiiggvényt
megadni, hanem a jel statisztikus tulajdonsagait kell meg-
hatarozni, pl. a jel un. varhaté értékét. Sztochasztikus jelek
esetében a valdszinliségszamitas elméletét is alkalmaznunk kell,



melyre pl. hiradastechnikai alkalmazasok soran lehet sziikség.
Sok gyakorlati esetben a jel egy determinisztikus és egy szto-
chasztikus jel Gsszege.
A tovabbiakban kizardlag determinisztikus jelekkel foglalko-
zunk.

1.3. Folytonos idejii jelek

Egy x jelet akkor neveziink folytonos idejinek, ha a jel az idd
minden valos értékére értelmezett:

(1.1)

ahol ¢ jeldli a folytonos id6t, melynek SI mértékegysége a szekun-
dum (s), koherens egységrendszerben pl. ms, us stb. lehet, R pedig
a valds szdmok halmaza. Ilyen jel az 1.1. dbrdn lathat6 xq(t) és
T3 (t).l

A tovabbiakban csak x(t) jeloléssel hivatkozunk a folyto-
nos ideji jelekre, mert a kerek zardjelbe tett argumentum
egyértelmiien jeloli, hogy errél van sz6 (at € R és —oo <t < o0
jeloléseket elhagyjuk).

‘a::x(t), teR, vagy —oo<t< o0,

1.3.1. Folytonos idejii jelek megadasa

Folytonos idejii jelek megadasara tobb lehetoségiink van, amelye-
ket itt példakkal is szemléltetiink.

1.) Képlet. Egy fliggvény segitségével az x(t) jelet tetszéleges
t idépillanatban meghatérozhatjuk:?

0, ha t<0;
n)={ ou e 150 (12)

IFolytonos idejii jel megjelenitésére alkalmas eszkoz pl. az oszcilloszkép,
melynek képernyGjén a mért jel egy idészeletét vizsgalhatjuk.

2Az x2(t) jelben szerepld A jel az és kapcsolatot jeldli, azaz a t > 0 és a
t < 2,5 feltételnek egyarant teljesiilni kell.
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1.2. abra. Folytonos idejii jelek grafikus megaddsa

0, ha <0
xo(t) =< 2t, ha t>0 A t<25; (1.3)
0, ha t>2,5,
x3(t) = 3cos (2t + 7 /4), (1.4)
l’4(t) =4 - 0, ot. (1.5)

2.) Grafikus dbrdzolds. Segitségével a jel idébeli lefutdsa
szemléletesen megadhaté. Legtobb esetben csak kvalitative, véges
idGintervallumra szoritkozva és korlatozott pontossiggal tudjuk
felvazolni.? Néhany esetben (pl. ha a jel periodikus, vagy lecsengé

3Matematikai szoftverek segitségével az dbrak tokéletesen szerkesztheték.



jellegli) kovetkeztetni lehet a jel nem dbrazolt részeire is. Az 1.2.
abran abrédzoltuk az (1.2)-(1.5) képletekkel megadott jeleket.

3.) Differencidlegyenlet. Egy folytonos idejii jel megadhatd
egy n-edrendil differencidlegyenlettel, de ebben az esetben egy
adott t id6pontban (célszertien a t = 0-ban) meg kell adnunk
n szamu un. kezdeti értéket is. A legegyszeriibb esetet példdn
keresztiil mutatjuk be:

dy

i
ahol y = y(t) a meghatdrozandé idofiiggvény. ElGszor formalisan
szorozzuk meg a differencidlegyenlet mindkét oldalat dt-vel:*

_an y(()) = 57

dy:—2ydtﬁ>%:—thﬂ/édy:—Q/dtﬁ

Iny + Cy = —2(t + Cy) 9, y=e 270 =2 C = M2,
Az (1) 1épésben vigyiik at az y valtozot a bal, a ¢ valtozét pedig
a jobb oldalra (vdltozdk szepardldsa). A (2) lépésben formadlisan
integraljuk az egyenlet mindkét oldaldt. A (3) lépésben fel-
hasznéljuk az 1/y és az 1 integranduszok primitiv fliggvényét,
az Iny + C és a t + Cy fiiggvényeket, és a (4) 1épésben rendezziik
az egyenletet y-ra tgy, hogy a C7 és Cy konstanokat 6sszevonjuk
egyetlen C' konstanssd (C' = C7 + 2C5). Végiil helyettesitsiik az
e~ konstanst M-el. Ezaltal az y = Me™2* megolddshalmazt kap-
juk, ahol az M konstans értékét a ¢t = 0 id6pillanatban adott érték
segitségével hatarozzuk meg: y(0) = Me® = 5. fgy az id6fliggvény
a kovetkezo:

y(t) = 5e 2.

A konyv abrait az Octave és a GnuPlot programok segitségével készitettiik el
[www.octave.org].

4Az egyes lépések kozotti dtmenetet nyilak jelolik, s a nyilak f5lé irt
sorszam a részletezett lépéseket és miiveleteket jeloli. Ezt a fajta magyardzatot
a késObbiekben is haszndlni fogjuk.



A megoldds ismeretében C  értéke
szamunkra mar érdektelen. Megjegyezziik,
hogy M értékének meghatdrozasa pedig
azt jelenti, hogy az Me ™% gérbeseregbil
kivalasztjuk azt a figgvényt, amelyik a S
differencidlegyenlet mellett kielégiti a mega- 050051152
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dott feltételt is (az 1.3. dbran M kilonboz6 13 ,;s] A
értékeire lathatunk megolddsokat). A kapott b a. ra. z
Me™2t jel

eredmény helyességérol a fliggvény diffe-
rencidlegyenletbe tortén6 visszahelyettesitésével gy6zodhetiink
meg (az e2 fiiggvény id6 szerinti derivéltja —2e~2!). Az

y(t) = MeN

tipusu idofiggvényre az idétartomanybeli analizis sordan még
visszatériink (itt A = —2).

4.) Ertékek felsoroldsa. A folytonos idejii jel kozelitd
leirasat kapjuk egy adott idéintervallumban, ha értékeit adott
id6pillanatokban felsoroljuk. Ilyen adatsort kaphatunk, ha pl. egy
mérést szamitégéppel végziink. Az el6z6 példa esetében véalasszuk
a tr, = k(0,2) idopillanatokat:

y(tx) = {5; 3,35; 2,25; 1,51; 1,01; 0,68;...}.

1.3.2. Az egységugrasjel

A vizsgdlt folyamatokat leird jelek egy adott idépillanatban kez-
d6dnek, ami nyugodtan valaszthaté nullanak. Az egységugrdsjel
hasznos lesz ilyen jelek leirasdra, melynek jele és definiciéja az

alabbi:?
0, ha t<O0;
w={ 150 (16)

®Szokds Heaviside-fiigguénynek is nevezni és 1(t)-vel jelolni.



A szakaszonként folytonos egységugrasjelnek a ¢ = 0 idépillanat-
ban ugrdsa, véges szakaddsa van, ahogy az 1.4. dbran lathato. Itt
bal oldali hatérértéke (a ¢ = —0 idépillanatban) 0, jobb oldali
hatédrértéke (a t = 40 idSpillanatban) pedig 1:

tlilllog(t) =e(-0) =0, tl_igrloa(t) =¢e(+0) =1 (1.7)

Az e(t) jel értéke a t = 0 idSpillanatban nincs definidlva.

) e(t) 1r(t —7)

t T t

1.4. dbra. Az egységugrdsjel és eltoltja (1 > 0)

Sziikségiink lehet egy tetszéleges T id6vel eltolt egységugras-
jelre, amely a kovetkezoképp adhaté meg:

0, ha t<mT;

azaz, az €(t—7) a t tengelyen jobbra, az (t+7) pedig balra tolédik
el az (t) jelhez képest, hiszen el6bbinek a t = 7, utébbinak pedig
a t = —7 helyen van ugrasa (1. 1.4. dbra).

Az egységugrasjelet és eltoljat
gységugras;] j (bt — et t2)

véges tartéju  jelek matematikai 1

formuldval torténd megaddsara alkal- e(t —t1)

mazzuk. Véges tartéjinak neveziink —J

egy jelet, ha az egy véges interval- t1 ta t
—e(t —t2)

lumon kiviil mindentitt nulla értékii.
Egy jel csak véges ideig figyelheto
meg: gondoljunk pl. arra, hogy egy
jelet oszcilloszkoppal vizsgalunk, s a jelnek csak az oszcilloszkép
képernyGjén abrazolhato részét latjuk. Az egységugrasjel alkalmas

1.5. dbra. A négyszdgletes
ablak elddllitasa



arra, hogy a vizsgdlt jelet ugy irjuk le, hogy adott részét kita-
karjuk egy négyszogletes ablakkal, amit két eltolt egységugrasjel
kiilonbségeként allithatunk elé (1. 1.5. dbra). Tegyiik fel, hogy az
x(t) jel id6ben egy adott t; < ¢t < to intervallumdt szeretnénk
abrazolni, ekkor a kovetkezo Gsszefliggést kell alkalmaznunk:

ly(t) = [e(t —t1) —=(t —t2)] 2(t). | (1.9)

Egyes jeleket majd ilyen tipusu jelek Osszegeként allitjuk eld.

Példaképp az 1.6 dbrdkon az z(t) = 0,5 + 0,4e~* cos(3t) je-
let szaggatott vonallal dbrazoltuk és az (1.9) tipusu ablakozé jel-
lel torténé beszorzas utdn az eredd fiiggvényt folytonos vonal-
lal jeloltik (t; = 0 és to = 1,25s, valamint ¢; = —0,25s és
to = 1,75s). A folytonos vonallal rajzolt jel idéfiiggvénye tehét
felirhat6 a kovetkezo formaban:

y(t) = [e(t —t1) —e(t — t2)] (0,5+0,4e™" cos(3t)) .

1 1
//" /_\
/ — /|
0.8 = 0.8 [
- / < /
= 0.6 S0.6F
= o ; =z
c e =
% 0.4 o L 0.4
A =
T K
= 0.2 w 0.2
0 0
0.5 0 05 1 15 2 0.5 0 05 1 1.5 2
t[s] t[s]

1.6. abra. Ablakozo fiigguények alkalmazdsa
Ezek alapjan az (1.2) és (1.3) jeleket ugy is felirhatjuk, hogy

z1(t) = e(t)be 2,  xo(t) = [e(t) — e(t — 2,5)]2t.

10



1.3.3. A Dirac-impulzus

Egy masik fontos jel az egységnyi intenzitdsu impulzus, melynek
értelmezése az alabbi:

5(t,7) = w (1.10)

Ennek szélessége tehat 7, magassiga pedig 1/7, s igy intenzitdsa
(terilete) egységnyi (1. 1.7. abra). Ezt gy is mondhatjuk, hogy a
d(t, ) integralja egységnyi:

/OO 5(t, 7y dt = ~ /OT dt = 1. (1.11)

—00 T

o(t, ) — 0(t) Lathaté, hogy minél révidebb ideig
tart ez az impulzus, értéke annal na-
gyobb lesz, ami a definiciébdl kévetke-

L zik. Szemléletesen (de ez nem a korrekt

definici6), ha 7 — 0, akkor a (¢, 7) im-

pulzus az un. Dirac-impulzussal irhato

<_{ le:
T t t) — _

. 3(t) = lim M7
1.7. abra. A Dirac- T—0 T

impulzus szemléltetése

A

s

azaz 0(t) minden ¢ értékre nulla, kivéve
a t = 0 helyet, ahol értéke végtelen nagy, mikozben intenzitdsa
definicié szerint egységnyi:

00 +0
/ stydt= [ s()yde=1. (1.12)
—oo -0

A Dirac-impulzus (Dirac-féle delta fiiggvény) szokésos jel6lése egy
nyil (1. 1.7. dbra). A Dirac-impulzus pdros figgvény.

11



Az (1.12) osszefiiggés igaz az idében eltolt Dirac-impulzusra
is:

[e%) to+0
/ 5(t—t0)dt:/ 5t —to)dt = 1. (1.13)

0—0

Ebbdl kifolydlag fennall a kdvetkezd Osszefliggés, ami definidlja is
a Dirac-impulzust: ha az f(t) jel folytonos a t = t( helyen, akkor

/ffw&w%@wzfm» (1.14)

hiszen ha az f(t) id6fiiggvényt beszorozzuk a §(t — tg) Dirac-
impulzussal, akkor egy olyan fliggvényt kapunk, amelynek értéke
mindeniitt nulla, kivéve a t = ty helyet, ahol viszont értéke egy
olyan Dirac-impulzus, melynek nagysiga ardnyos a konstans f (o)
értékkel. Igy frhatjuk, hogy

) [ 8t~ o)t = o)

— 00

A 0(t) jel matematikailag egyszertibben kezelhetd, minta a
d(t, ) impulzus, ezért hacsak lehet az utébbit a Dirac-impulzussal
kozelitjik. Ez a kozelités viszont csak akkor jogos, ha 7 sokkal ki-
sebb a vizsgalt folyamat jellemzd idejénél. Hogy mi egy folyamat
jellemzd ideje, arrdl a kovetkezd részekben lesz sz6.

A Dirac-impulzus értelmezhet6 pl. a kévetkezd paros fiiggvény
hatareseteként, amikor 7 — 0 (erre a 6. fejezetben még visszaté-

riink):
-

51(t,7’) = m

(1.15)

Ha 7 — 0 ést — 0, akkor a jel értéke végtelenhez tart, hiszen
a nevezd gyorsabban tart nulldhoz, ¢t — oo esetén pedig nullahoz

12



tart a jel. Ezen jel gorbe alatti teriilete szintén egységnyi:©

o0 1 [ 1 1 t\1°
[ [ ()] 20
oo T(t2 4 72) T oo 14 (L) T )] o

vagyis 7 — 0 esetén szintén Dirac-impulzust kapunk.

1.3.4. Az altalanositott derivalt fogalma

Az e(t) jel és a d(t) jel kozott szoros kapesolat van. Ezt vizsgaljuk a
kovetkezékben. Ehhez azonban a jel derivdltjdinak fogalmara lesz
sziikséglink. Ha az © = x(t) jel differencidlhatd, akkor képezhetjiik
annak derivaltjat:

dz . x(t+ At) —x(t)

1y = 4
v () =3 = Jlim, At ’ (1.16)

ami szintén egy id6fliggvény, és az x(t) jel derivalt jelének ne-
vezziik feltéve, hogy ez a hatérérték létezik.”

Eléfordul, hogy egy folytonos ideji jel szakaszonként diffe-
rencialhato, viszont az egyes szakaszok atmeneténél a jelnek véges
szakadasa (ugrdsa) lehet.

Ennek kezelésére vezetjiilk be az dltalanositott derivdlt fo-
galmat, amelynek definiciéja a kovetkezé: egy x(t) jel derivaltja
az az x'(t) jel, melynek segitségével az x(t) jel a kovetkezSképp
allithaté elo:

(1) :/t (7)dr + 2(to). (1.17)

0

5Tudjuk, hogy (arctga) = ﬁ Haazx = é helyettesitéssel éliink, akkor
arctgt = 1+(1t)2 1. Ezt hasznéljuk ki az (1) lépésben. Az arctg fiiggvény

hatérértéke a co-ben 7, mig a —oo-ben — 3. Egyszer(isités utdn a (2) lépésben
tehat 1-et kapunk eredményiil.
" A kés6bbiekben az id8 szerinti derivéltat sokszor a jel f61é helyezett pont-
dx

tal jelezziik: 2’ = 5% = 4.

13
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1.8. dbra. A példdban szerepld x(t) jel és x'(t) derivdltja (itt T =
ls ésT=1,5s)

Ebben az esetben z(t) nem feltétleniil folytonos jel. Rendszerint
fennéll, hogy x(—o00) = 0 és ekkor ty = —oo vélaszthaté:

w(t):/ 2 (7)dr. (1.18)

Vizsgaljuk meg ezt az 1.8. dbran lathatd egyszert példan ke-
resztiill Vegyiik azt az esetet, amikor az e(t) fliggvényt a kovetkezd
jellel kozelitjiik (7 — 0):

0, ha ¢t <0;
z(t)=1< t/7, ha t>0 A t<T;
1, ha t>rT.

Ezen jel derivéltja a kovetkezdképp hatdrozhaté meg. A jel
harom szakaszbdl all, elsé és harmadik szakasza konstans, me-
lyek derivaltja nulla, kozépsé szakasza egy egyenes, melynek me-
redeksége 1/7. Az 2'(t) derivalt jel tehédt egy olyan négyszogim-
pulzus, amelynek értéke a 0 < ¢t < 7 intervallumban 1/7, vagyis
2/ (t) = 6(t,7) (vo. az (1.10) Osszefiiggéssel és az 1.7. abrdval).
Ha 7 — 0, akkor az x(t) jel az e(t) fliggvényhez, az z'(t)
derivélt jel pedig a §(¢) Dirac-impulzushoz tart. Helyettesitsiik

14



vissza ezen eredményt az (1.18) definicids Gsszefiiggésbe:

c(t) = /_ 5(r) dr. (1.19)

Az integral értéke a t < 0 iddpillanatokban nulla (egészen t = —0-
ig), hiszen ott 0(t) értéke is nulla. A ¢t = 0 pillanatban megjelenik a
Dirac-impulzus, melynek nagysiga végtelen nagy, azonban (1.12)
ismeretében tudjuk, hogy a ¢ = +40-ban mar egységnyi értéke
lesz a vizsgalt integralnak, s a t > 0 intervallumban ez mar nem
novekszik, hiszen 6(t) értéke ott is nulla, azaz:

t
0, ha t<0
/ d(r)dr = { L ha t>0 = e(t). (1.20)

Ebbdl mér kévetkezik az a fontos Gsszefliggés, hogy a Dirac-
impulzus az eqységugrasjel dltalanositott derivdltja:

g'(t) = d(t). (1.21)

Ebben az esetben az ugras értéke egységnyi. Meg kell azonban
jegyezni, hogy ha az ugras értéke nem 1, hanem K, azaz a jel
Ke(t), akkor annak derivéltja Kd(t).

Példa. Elemezziink most egy olyan példat, amelyhez hasonlé a
késébbiekben gyakran el§ fog fordulni. Vegytlink egy olyan x(t)
jelet, amelyet szakaszonként az x1(t) illetve az x4(t) folytonos jel
ir le, és a kettd taldlkozdsanal (a t; helyen) x(f)-nek K értéki
véges szakaddsa van (egy példa ldthat6 az 1.9. dbrén):

(t) = z1(t), ha t<ty; [ x1(t) =3e %, ha t < 2s;
T 20(t), ha t>t. | @2(t) =50 22 ha t>2s.

A vizsgalt jel a t < t; idGintervallumban folytonos és diffe-
rencidlhatd, tehdt x(t) derivaltjat eld tudjuk &llitani. Ugyanezt
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1.9. dbra. A példdban szerepld x(t) jel és z'(t) derivdltja

meg tudjuk tenni a ¢ > ¢; iddintervallumban is, ahol a derivélt
xh(t). A jelnek azonban a t; — 0 < t < t; + 0 helyen szakaddsa
van, ahol derivaltja a d(t) jellel aranyos, s mivel a szakadds értéke
K, ezért a derivalt értéke Ko(t), s igy:

2 (t), ha t < t; —6e ™2, ha t < 2s;
()= K&(t—ty), ha t=t;; =< 4,9456(t—2), ha = 2s;

xh(t), ha t > t. —10e72(=2) ha ¢ > 2s.

A K értéke szamolhaté: K = wo(ty) — x1(t1) = 5 — 3e™* = 4, 945.
Vizsgaljunk meg egy masik mddszert is a derivalt meghatéaro-
zasara. Ehhez elGszor fel kell irnunk az x(t) fiiggvényt ablakozott
jelek segitségével zart alakban. A jel els6 tagja t = t1 id6pillanatig
tart, ez tehét eldéllithaté az z,(t) = [1 — e(t — t1)] x1(¢) alakban,
a masodik tag pedig t > t1 id6pillanattdl 1ép be, s igy felirhatd az
xp(t) = e(t — t1 )zo(t) alakban. Az x(t) jel ezen két jel Gsszege

x(t) = zq(t) + 2p(t) = [1 —e(t — t1)] x1(t) + e(t — t1)x2(t).
Ezutan végezziik el a derivalast formadlisan, vagyis pl. a jel els6

tagja (x4(t)) két fiiggvény szorzatabdl &ll, tehat gy derivaljuk,
mintha két fiiggvény szorzatanak derivéltjat hataroznank meg,

16



nevezetesen (uv)’ = u'v + uv’. Voltaképpen errdl van sz, tehdt

wp(t) =[1 —e(t —t)]'z1(t) + [1 — et — t1)] 2} (t) =
== 0(t —t1) a1 (t) + [1 —e(t — t1)] 27 (¢),
tovabba

ay(t) =[e(t —t1)]'w2(t) + et — t1) 25(t) =
=0(t —t1) z2(t) + et — t1) 2H(2).

Hasznalnunk kell egy masik derivélasi szabalyt is, nevezetesen,
hogy két (vagy tobb) figgvény osszegeként felirhatéd fliggvényt
agy derivalunk, hogy az egyes fiiggvények derivaltjait Ossze-
gezziik, s igy megkapjuk a végeredményt:

2 (t) = wy(t) + xp(t) = —0(t — t1) wa (8) + [1 — e(t — t1)] 2 (£)+
+6(t —t1) mo(t) + e(t — t1) 5(¢).

A derivélt jel tartalmaz eltolt Dirac-impulzusokat, melyekrol
azonban tudjuk, hogy csak a t = t; idoOpillanatban vesznek
fel értéket, minden mas idGpillanatban értékiik nulla. Ha tehat
vessziik pl. a (t — t1) z1(t) szorzatot, akkor azt latjuk, hogy az
x1(t) jel be van szorozva egy eltolt Dirac-impulzussal. Az z1(t) jel
hidba vesz fel adott értékeket a t = ¢1 idépillanaton kiviil, azokat
nullaval szorozzuk, azaz a szorzat csak a t = t; id6pillanatban ad
§(t — t1) @1 (t1) értéket. Altaldnosan tehat azt mondhatjuk, hogy
egy 0(t—to) Dirac-impulzus és egy id6fliggvény szorzatabdl ad6dé
idofiiggvény olyan, hogy csak a t = tg helyen vesz fel értéket, ami
a fliggvény t = tg helyen vett helyettesitési értékének és a Dirac-
impulzusnak a szorzata. Ez a Dirac-impulzus tehat a fliggvény
helyettesitési értékével aranyos. Ennek ismeretében a derivalt jel
a kovetkez6 végleges alakot Olti:

a'(t) = —0(t —t1) wy(ty) + [1 — et — t1)] 27 () +
+0(t —t1) wa(tr) +e(t —t1) a5(t) = [1 — et — t1)] 2 (t)+
+0(t — t1)[wa(tr) — x1(t1)] + e(t — t1) 25(t),
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ami megegyezik az el6bbi megfontolasokbdl kapott végered-
ménnyel. A szadmpélddnal maradva:

2'(t) = 3[1 —e(t —2)] e 2 + 4,945 6(t — 2) + be(t — 2) e 272,

1.4. Diszkrét ideju jelek

Egy x jelet akkor nevezink diszkrét idejiinek, ha figgetlen
valtozdja csak egész értékeket vehet fel:

‘a::x[k], keZ, vagy ke€[-o0,...,—1,0,...,00],| (1.22)

ahol k jeloli a ,,diszkrét id6t” (dtemnek hivjuk), Z pedig az egész
szdmok halmazat. Ilyen jel az 1.1. dbrdn ldthatd xo[k] és xy[k].
FEz pl. tgy képzelhetd el, hogy egy folytonos ideji jelbol Ty min-
tavételi periédusidovel egyenletesen mintakat vesziink a ¢ty = kT
idopillanatokban, s a vizszintes tengelyen csak k értékét tiintetjiik
fel, ami a k-adik dtem (a gyakorlatban pl. egy folyamat folytonos
idejii jelét mintavételi kartyaval mérjiik). Az 1.1. dbran Ts = 0, 1 s.

A tovdbbiakban csak z[k] jeloléssel hivatkozunk a diszkrét
idejii jelekre, hiszen a szogletes zardjelben 1évé argumentum
egyértelmiien jeloli, hogy errdl van szé és a k € Z, valamint a
k€ [-00,...,—1,0,...,00] jeloléseket elhagyjuk.

1.4.1. Diszkrét ideji jelek megadasa

Diszkrét ideji jelek megadasara tobb lehetOségiink van, melye-
ket a folytonos idejii jelek targyalasahoz hasonléan példakkal is
szemléltetiink.

1.) Képlet. Egy Osszefiiggés segitségével az xz[k] jelet k bér-
mely értékére megadhatjuk. Példanak vegytik az alabbi négy jelet:

0, ha k <0;
za[k] = { 4.0,5%, ha k>0, (1.23)
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1.10. abra. Diszkrét idejid jelek grafikus megaddsa

0,  ha k<O
xolk] =< 1,1k, ha k>0 A k<4 (1.24)
0, ha k>4,
1
x3lk] = 2,5 cos <zk + —> , (1.25)
6 2
zalk] = 0,25k — 1. (1.26)

2.) Grafikus dbrdzolds. Tetszbleges k] jel id6beli lefutdsa
grafikusan megadhaté. Az 1.10. dbran felvézoltuk az (1.23)-(1.26)
jelek id6fiiggvényét.

3.) Ertékek felsoroldsa. A jel véges hosszisdgu szegmense
megadhaté az értékek felsorolasival, azaz egy szamsorozattal. Az
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(1.24) jel véges tartéju, igy azt az aldbbi médon foglalhatjuk tab-
lazatba:

E ]o 1 2 3
k] |0 1,1 22 33

Az (1.23) jel azonban csak véges szamu értékével jellemezhetd,
hiszen végtelen sok adatot nem tudunk felsorolni, pl.:

k 0 1 2 3 4
w[k] |4 2 1 05 025

Ez természetesen informaéciévesztéssel jarhat. A moddszer alkal-
mas lehet szamitégépes taroldsra, az x[k| jelet pl. egy vektorba
rendezhetjiik.

4.) Rekurziv formula. A kovetkezd részben térgyalandé
esetekben a jel k-adik iitembeli értéke rekurziv titon szamolhato
az azt megelozo értékek segitségével, pl.:

ylk] =0,5y[k — 1]+ 0,1y[k — 2], y[-1] =2, y[-2]=0.

Ak=0,1,2,... itemekre az y[k| értéke az un. ,,1épésrél 1épésre”-
modszerrel szimolhat6, melyhez azonban (jelen példédnal) ismerni
kell az y[k] jel k < 0 titembeli értékeit is. Most azt tételeztiik fel,
hogy y[—1] = 2 és y[—2] = 0. Ezek az un. kezdeti feltételek. A
rekurzié tehéat a kovetkezo:

y[0] = 0,5y[—1]+0, 1y[~2]= 0,5 -2+ 0,1-0 = 1;

y[1] = 0,5y[0] +0,1y[~1]=0,5-140,1-2=0,7;

y[2] = 0,5y[1] +0,1y[0] =0,5-0,7+0,1-1 = 0,45,

y[3] = 0,295 és igy tovdbb. Ebbdl az egyszerti példabdl is
lathato, hogy a rekurziés formula szamitogépet alkalmazva na-
gyon hatékony lehet. Ez a megadédsi méd valamelyest emlékeztet
a folytonos ideji jel differencidlegyenlettel torténé megadésara,
ott azonban ilyen ,,lépésrdl 1épésre”-médszer nem létezik?®.

8Differencidlegyenletek megoldédsa sordn a differencislegyenletet elészor
differenciaegyenletté kell alakitani, s hasonlé médon meg lehet oldani. Erre a
11. fejezetben latunk példékat.
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1.4.2. Az egységugrasjel

Egy gyakran alkalmazott jel az egységugrasjel, melynek definicidja

az aldbbi:
0, ha k<0
elk] = { 1 ha k>0 (1.27)

azaz az egységugras értéke a k < 0 titemekre 0, nem negativ egész
értékekre pedig 1, ahogy az 1.11. abran lathaté. Sziikséglink le-
het a tetszOleges 7 iitemmel eltolt egységugrasra, mely a kovet-
kez6képp adhatd meg:

. 0, ha k<i;
elk —i] = { ! ke koi (1.28)

azaz az €|k —i] a k tengelyen jobbra, az e[k+1] pedig balra tolédik
el az e[k] jelhez képest, hiszen elébbinek a k = ¢ (1. 1.11. dbra),

utébbinak pedif a K = —i helyen van ugrasa.
elk] elk — 1
MR k S5 0k

1.11. abra. Az egységugrdsjel és eltoltja

1.4.3. Az egységimpulzus

Az egységimpulzus (diszkrét idejii Dirac-impulzus) jele és de-
finicija az aldbbi (1. 1.12. dbra):

0, ha k<0
Ok]=< 1, ha k=0 (1.29)
0, ha k>0,




azaz az egységimpulzus értéke a &k = 0 helyen 1, barmely mas
helyen értéke nulla.

3[k] 5[k — ]
1T 1I T
12 k ST T Tk

1.12. dbra. Az eqységimpulzus és eltoltja

A tetszlleges i iitemmel eltolt egységimpulzus a kovet-
kez6képp adhatd meg:

0, ha k<i;
ok —il=4¢ 1, ha k=4 (1.30)
0, ha k>i.

A §[k—1i] a k tengelyen jobbra (1. 1.12. abra), a d[k+i] pedig balra
tolédik el a d[k] jelhez képest, hiszen elébbi a k = i, utébbi pedig
a k = —i hely kivételével mindeniitt nulla. Az egységimpulzus
bevezetésével pl. az (1.23) és az (1.24) jel a kovetkez&képp irhatd
le:

I [k]
X9 [k]

A6[k) + 26k — 1)+ 6[k — 2] +0,50[k — 3] + ...,
1,16[k — 1] +2,26[k — 2] + 3,30[k — 3].

Tetsz6leges x[k] jel dltalanosan a kovetkezd alakban irhaté fel:

oo

e[k = > afi] 6k — ], (1.31)

1=—00

tehédt az z[k] jelet eltolt egységimpulzusok siulyozott dsszegeként,
ma&s néven szuperpozicidjaként irhatjuk fel.
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1.4.4. Az egységugrasjel és a Dirac-impulzus kap-
csolata

Az egységugras kifejezheto egységimpulzusokkal a kovetkezdképp:

s%%ziiﬂk—ﬂ55%}+ﬂk—ﬂ+5%—2}h“, (1.32)
=0

az egységimpulzus pedig kifejezhet az egységugrdssal:

|6[k] = elk] — e[k — 1] (1.33)

Utébbi dltalanositasaval juthatunk el a folytonos idejii ablakhoz
hasonlé diszkrét ideji ablakhoz. Ha a levont e[k — 1] helyett pl.
e[k — 4]-et {rnénk, akkor egy olyan jelet kapnank, ami csak a
0 < k < 3 intervallumban adna 1 értéket, minden més helyen
pedig nulldat. Ezzel lehetéség nyilik véges tartéju jelek leirdsara.
Az (1.24) jel igy a kovetkez6képp adhaté meg:

xolk] = {elk] — e[k — 4]} 1,1k,

azaz az 1,1k tipusu jelet, amely a —oo < k < oo intervallumban
értelmezett, szorozzuk egy olyan ablakkal, amely csak a 0 < k < 3
intervallumban ad egységnyi értéket. Ha tehat az 1,1k jelet az
e[k] — e[k — 4] ablakon keresztiil nézziik, akkor pont a kivant z[k]
jelet kapjuk.

1.5. Jelek tovabbi osztalyozasa

A mérnoki gyakorlatban kialakult néhany elnevezés a jelek fajta-
ira és jellemzoire. Ezek kozil a szamunkra fontosakat targyaljuk
a kovetkezokben.

1.) Belépdjelek és nem belépé jelek. Egy folytonos idejii
x(t) jelet belépének neveziink, ha értéke t negativ értékeire azo-
nosan nulla. Egy diszkrét ideji z[k] jel akkor belépd, ha értéke k
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negativ értékeire azonosan nulla. Teh&t

‘x(t) =0, hat<0, illetve z[k]=0, hak<D0. ‘ (1.34)

Az (1.2) folytonos idejii és az (1.23) diszkrét idejii jelek tehdt
belépdjelek. A legegyszeriibb belépdjelek az egységugras és a
Dirac-impulzus. Bérmely z(t), vagy z[k] jel egységugrassal szo-
rozva belépdjelet ad. Altaldnosan azt mondhatjuk, hogy az x(t)
jel a tg helyen belépdjel, ha értéke a t < ty idéintervallumban
nulla. Analég médon az x[k] jel a kg helyen belépdjel, ha értéke a
k < kg idGintervallumban nulla. Tehat

‘x(t) =0, hat<ty, iletve z[k]=0, hak < k. ‘ (1.35)

Ha nem adhaté meg olyan ty idopillanat, illetve kg iitem,
amelyre az el6z0 feltétel teljesiil, akkor a jel nem belépd tipusu.
Ilyen tipikus példa a nem belépé szinuszos jel, az x(t) = X coswt
és az xlk] = X cos Uk jel, amivel a 6. és a 7. fejezetben részletesen
foglalkozunk. Tovébbi példdk nem belépd jelekre: z(t) = e~ %,
x[k] = 1.

2.) Pdros és pdratlan jelek. Egy x(t), illetve z[k] jelet
pdrosnak neveziink, ha a jelre igaz, hogy

2(—t) = a(t), illetve x[—k] = z[k], (1.36)

azaz, ha a jel a fiigg6leges tengelyre (az ordinatara) szimmetrikus.
Példék péros jelekre:

z(t) =
e z(t) = 5cos wt, illetve z[k] = cos Uk,
o z(t) = el illetve z[k] = 2|k|,
o z(t) =94(t), z(t) = 0(t + 2) + o(t — 2), illetve z[k] = §[k].
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Egy z(t), illetve x[k] jelet pdratlannak neveziink, ha teljesiil, hogy

(2(—t) = —a(t), illetve a[—k] = —alk], (1.37)

azaz, ha a jel az origéra szimmetrikus. Példék paratlan jelekre:
o u(t) = 2t, illetve z[k] = —5k,
o 1(t) = bsinwt, illetve z[k] = sinVk,
o () =0d(t+2)—(t—2).

Barmely z(t), illetve x[k] jel felbonthaté egy péros és egy paratlan
jel Osszegére:

x(t) = xps(t) + xpu(t), x[k] = xpslk] + 2pulk], (1.38)
ahol
ron(t) = 3 [o(0) + 2(~1)], apulk] = 5 {alk] +2[-K]} | (1:39)
illetve
1 1
rpa(t) = 5 () —2(=0)), wpnlk] = 5 falk] — 2K} .

(1.40)
3.) Korldtos jelek. Egy x(t), illetve z[k] jel korldtos, ha
létezik olyan véges M érték, amelyre teljesiil hogy:

o) < M, teR illetve [alk]| <M, keZ.|  (141)

Korlatos jel pl. az x(t) = X coswt, mivel z(t) értéke abszolit
értékben maximalisan X lehet. Az z(t) = £(t) és az x[k] = e[k]
jel szintén korldtos. Fontos megjegyezni, hogy mig a §[k| korldtos
(értéke a k = 0 helyen 1), addig a d(¢) jel nem korlatos, mivel
értéke végtelen nagy a t = 0 helyen.
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4.) Abszolit integrdlhatd jelek. A folytonos idejii x(t) jelet
abszolit integrdlhatonak nevezziik, ha

| atonar <o (1.42)

5.) Abszolut 6sszegezhetd jelek. A diszkrét idejii x[k| jelet
abszolit 0sszegezhetonek nevezziik, ha

> |xlk]| < oo (1.43)

6.) Négyzetesen integrdlhatd jelek. A folytonos idejil z(t)
jelet négyzetesen integrdalhatonak nevezzik, ha

/oo |l2(t)]? dt < oc. (1.44)

7.) Négyzetesen dsszegezhetd jelek. A diszkrét idejii x[k]
jelet négyzetesen dsszegezhetének nevezziik, ha

> |2k < oo (1.45)

k=—o00

8.) Periodikus jelek. Egy x(t) folytonos idejii jel periodikus
a T periddusidével, ha z(t +T) = x(t) fenndll ¢ minden értékére.
Egy x[k| diszkrét idejil jel periodikus a K periddussal, ha x[k +
K] = z[k] fenndll £ minden értékére. A periodikus jel egy tipikus
példaja a szinuszos jel, masnéven harmonikus jel.
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2. fejezet

Rendszerek

2.1. A rendszer fogalma

A rendszer eqy fizikai objektum wvalamilyen modellje, melynek
segitségével modellezhetjiik, matematikailag leirhatjuk annak
miikodését.

Rendszer pl. egy szabédlyozandé berendezést (pl. egy szi-
vattyut), amelyhez szabélyozé eszkozt kell tervezni, egy bonyolult
ipari robotot, de rendszer lehet egy rugoéra akasztott test és a rugd
egylittesen. A rendszer lényege, hogy matematikai formaba 6ntsiik
azt a bonyolult folyamatot, amelynek szimuldciojat el szeretnénk
végezni annak érdekében, hogy megbizonyosodjunk az objektum
tulajdonsagairél, megtudjuk, hogy az hogyan fog viselkedni, ha
valamilyen hatés éri.

Ezek a kiils6é hatdsok a rendszer bemenetei, masnéven ger-
jesztések, s a rendszer ezen gerjesztésekre vdlaszokkal reagal, me-
lyek a rendszer kimenetei.

Az el6z6 részben targyalt jelek tehdt akar a rendszer bemene-
tei és kimenetei is lehetnek.
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2.2. Rendszerek osztalyozasa

A rendszer a bemeneteket kimenetekké transzformdlja, azaz adott
gerjesztésekhez adott valaszokat rendel. A rendszereket bemene-
teik és kimeneteik szdma alapjan két f6 csoportba sorolhatjuk (1.
2.1. dbra):

1.) SISO-rendszerek. A SISO rovidités az angol ,,single in-
put single output” elnevezésbdl adodik, és egy bemenetii és egy
kimeneti rendszert jelent. Ezen rendszerek egyetlen gerjesztéshez
egyetlen véalaszt rendelnek, amit az

ly(t) =W{s(t)}, vagy ylkl=W{slk]}|  (21)

gerjesztés-vdlasz kapesolattal irhatunk le matematikailag. A to-
véabbiakban s(t) és y(t) jeloli a folytonos idejii rendszer ger-
jesztését és valaszat, s[k] és ylk] pedig a diszkrét idejli rend-
szer gerjesztését és valaszat. A W (frott W) az Osszeren-
delés operatora, amely reprezentalja magat a rendszert, azaz
ha ismerjiikk a rendszer gerjesztését, akkor annak vélasza meg-
hatarozhatd. Tobbnyire SISO-rendszerekkel foglalkozunk.

2.) MIMO-rendszerek. A MIMO rovidités az angol ,,mul-
tiple input multiple output” elnevezésbol adédik, és sok bemeneti
€s sok kimeneti rendszert jelent. Ezen rendszerek értelemszertien
tobb gerjesztéshez tobb valaszt rendelnek, amit az

() =W{s(t)}, vagy ylk]=W{slk]}|  (22)

gerjesztés-valasz kapcsolattal irhatunk le matematikailag. Ebben
az esetben az I szamu gerjesztés és az O szamu valasz kozott a
gerjesztés-vélasz kapcsolatot O szamu operdtor irja le mind foly-
tonos, mind diszkrét idejli rendszer esetén:

Yy = Wl{sl, S9,... ,S[},
Yo = Wa{s1,s2,...,51},
. y= W{S}7

Yo = Wo{Sl, §9,... ,51},
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amely gerjesztéseket és valaszokat egy-egy oszlopvektorban lehet
megadni:

52[317827”‘7SI]T7 y:[yl7y27"'7yO]T'
s(t) y(t)
JLZ SISO Lt LIMIMO L
5oy =wis} P o y=W{s} >
ST Yo
—> -

2.1. abra. SISO- és MIMO-rendszerek grafikus megaddsa (SISO-
rendszernél példdt ldthatunk egy gerjesztésre adott vdlaszra foly-
tonos idejii rendszer esetén)

Léteznek még MISO- (sok bemenetl és egy kimenetii), és
SIMO- (egy bemenetii és sok kimenetii) rendszerek is.

Fontos megjegyezni, hogy a gerjesztés-valasz kapcsolat a fenti
alakban éltaldban nem ismert. Léteznek azonban un. rendszer-
modellek, amelyek rendelkeznek bizonyos szdmu ismeretlen pa-
raméterrel, s a cél az, hogy az objektumon végzett mérések
eredményeit felhaszndlva meghatarozzuk a rendszermodell pa-
ramétereit Ugy, hogy az minél jobban leirja a vizsgalt objektum
viselkedését. Ez a feladat a rendszeridentifikdcid, amely még ma-
napsdg is fontos kutatdsi tertilet. Ennek ismertetése meghaladja
ezen konyv és a targy kereteit, igy ezzel nem foglalkozunk, hanem
feltessziik, hogy az objektum gerjesztés-valasz kapcsolata, azaz a
rendszermodell adva van.

Osztalyozhatjuk a rendszereket a bemenet(ek) és kimenet(ek)
kozotti leképezést megvaldsité VW operdtor determinisztikus és
sztochasztikus jellege alapjan. Csak a determinisztikus gerjesztés-
valasz kapcsolati és determinisztikus bemenetii és determiniszti-
kus kimenetli rendszerekkel foglalkozunk.
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Attdl fiiggden, hogy a gerjesztés és a valasz folytonos ideji
vagy diszkrét idejl, egy rendszer lehet

1.) folytonos ideji gerjesztésii és folytonos ideji valaszi,

2.) folytonos idejii gerjesztési és diszkrét ideji vdalaszi, vagy

analég-digitalis (A/D) édtalakitok,

3.) diszkrét idejii gerjesztési és folytonos idejii valaszi, vagy

digitalis-analég (D/A) atalakitok,

4.) diszkrét idejii gerjesztési és diszkrét ideji vdlaszi.

A konyv féként az elsé és az utolsd csoportba tartozé rendsze-
rekkel foglalkozik. Az A/D as D/A &talakiték esetében a diszkrét
idejli jelek rendszerint diszkrét értékiiek is. A 10. és 11. fejezetek-
ben foglalkozunk a mésik két csoporttal is.

A rendszereket (amelyeknek gerjesztése és vdlasza egyardnt
folytonos idejii vagy diszkrét idejii) még a kovetkez6 fontos szem-
pontok szerint osztalyozhatjuk:

1.) Linedris rendszerek. Egy rendszer (folytonos ideji,
vagy diszkrét idejli) akkor linedris, ha a gerjesztés-valasz kapcso-
latot kifejez6 W operator linedris, azaz ha a rendszerre érvényes
a szuperpozicio elve, ami a kovetkezot jelenti.

Tételezziik fel, hogy a W operdtor az s; gerjesztéshez az
y1 valaszt, az so gerjesztéshez pedig az yo valaszt rendeli. Le-
gyen ezutdn a rendszer gerjesztése s = C1s1 + (U389, ahol Cy és
(5 teszoOleges konstans értékek, akkor a linearis rendszer valasza
y = Cry1 + Caoys. Ha ez nem 4&ll fenn, akkor a rendszer nem-
linedris. A linearitds feltételét formédlisan is megfogalmazhatjuk,
ha felhasznéljuk az y = W{s} jelolést:

‘W{Clsl + Cas9} = C1W{s1} + CaW{s2} = C1y1 + Caya. ‘
(2.3)
A linearitas fontos kovetkezménye, hogy ha a rendszer gerjesztése
s = 0, akkor valasza is y = 0.
A linedris ellendallas karakterisztikdja Ohm torvénye értel-
mében a kovetkezé: wu(t) = Ri(t). A kondenzéitort és a te-
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kercset karakterizalé i(t) = Cdzgt) és u(t) = Ldé(f ) egyenle-
tek szintén linedris eszkozoket frnak le (R, L és C konstans
értékek). A félvezetd eszkozok (didda, tranzisztor) tipikus nem-
linedris aramkori elemek.

A konyvben féként linedris rendszerekkel foglalkozunk, de a
12. fejezetben kitériink a nemlinedris rendszerek vizsgélatara is.

2.) Invaridns rendszerek. Egy rendszer akkor invaridns,
ha a gerjesztés iddbeli eltoldsa azt eredményezi, hogy a valaszban
csak egy ugyanekkora idébeli eltolédds kovetkezik be (2.2. dbra):

W{s(t —7)} = W{s(t)}|,;_,, Vt,7T€R,

W{slk —i]} = W{slk]}|,p_., Vk i€ 24)

s(t) y(t)
VT Do
LN Wi} EN
s(t—1) y(t—71)
|\ JINY

2.2. dbra. A folytonos idejii rendszer invariancidja

Tegyiik fel, hogy egy folytonos idejii SISO-rendszer gerjesztése
s(t), s erre a rendszer y(t) valasszal reagél. Toljuk el ezutén a ger-
jesztést az idében, mikozben a jel alakja nem véltozik meg, azaz
legyen a gerjesztés s(t — 7). Ha ehhez a gerjesztéshez y(t — 1)
valasz tartozik, akkor a rendszer invarians. Diszkrét ideji rend-
szerek esetén ez a kovetkezOképp részletezhets. Tegyiik fel, hogy
egy diszkrét idejii rendszer gerjesztése s[k], s erre a rendszer
ylk] vélasszal reagdl. Toljuk el ezutdn a gerjesztést az idében,
mikozben a jel alakja nem valtozik meg, azaz legyen a gerjesztés
s[k —i]. Ha ehhez a gerjesztéshez y[k — i] vélasz tartozik, akkor a
rendszer invaridns. Ezen feltételnek minden s(t)-y(t), illetve s[k]-
ylk] parra teljestilni kell. Ellenkez6 esetben a rendszer varidns.
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Varians rendszer pl. egy egyszeri ellendllas is, ha figyelembe
vesszik, hogy a rajta atfolyé aram altal 1étrehozott teljesitmény
melegiti az ellenallashuzalt. A melegedés hatasdra megnd a huzal
rezisztencidja. Egyszertibb esetben ettdl a hatédstol eltekintiink,
azaz invaridans rendszerként modellezziik az ellenéllast, konstans
rezisztencidval.

3.) Kauzdlis rendszerek. Egy rendszer akkor kauzdlis, ha
valaszanak adott idopontbeli értéke nem fligg a gerjesztés jovobe-
li értékétdl, vagy precizebben megfogalmazva, egy folytonos idejii
rendszer akkor kauzélis, ha az y(t) valasz barmely t; id6pontban
az s(t) gerjesztés csak olyan értékeitél fiigg, melyekre ¢ < ¢;.
Egy diszkrét idejli rendszer (analég mddon) akkor kauzdlis, ha
az ylk| vélasz barmely k; litemben az s[k] gerjesztés csak olyan
értékeitol fiigg, melyekre k < k. Egyébként a rendszer akauzdlis.
Egy linedris rendszer akkor és csakis akkor kauzdlis, ha bdrmely
belépd gerjesztéshez belépd valasz tartozik.

Minden fizikai rendszer kauzalis, hiszen a tapasztalat sze-
rint nincs olyan rendszer, amelynek jelen idépillanatbeli allapota
fiiggene a jovotol. Ezek az un. predikcidra (joslasra) képes rend-
szerek.

4.) Stabil rendszerek. Egy rendszer akkor gerjesztés-vdlasz
stabilis, ha bdrmely korlatos gerjesztésre korlatos valasszal reagdl.
Ezt a stabilitast BIBO-stabilitasnak is szokas nevezni a ,,bounded
input implies bounded output” angol elnevezés roviditésébol. A
definiciéban kiemeljiik a bdrmely sz6 jelentéségét. Elképzelhetd,
hogy a rendszer tobb korlatos gerjesztésre korlatos valaszt ad,
de ha létezik akar egyetlen olyan korlitos gerjesztés, amelyre a
rendszer nem korldtos valasszal reagdl, akkor a rendszer nem ger-
jesztés-valasz stabilis, més széval a rendszer labilis.
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3. fejezet

Halozatok

3.1. A halézat fogalma

A hdlézat (gondoljunk pl. egy villamos hélézatra) komponen-
sek dsszekapcesoldsabol dll. Minden komponensnek (halézati elem-
nek) egy vagy tobb bemenete és egy vagy tobb kimenete lehet
(pélusok). A bemenet(ek) és a kimenet(ek) kozti kapcsolatot a
komponens karakterisztikdja adja meg, ami egy fiiggvénykapcsolat
a komponens bemeneti véltozdja (véltozdi) és kimeneti valtozéja
(valtozo6i) kozott, pl. megadja a kimeneti véltozét a bemeneti
valtozd figgvényében. A hilézat bemenetére a gerjesztést kap-
csoljuk, kimenetén pedig a valaszt varjuk.

A halozatok ugyanigy osztilyozhatok, mint a rendszerek.
Beszélhetiink tehat linearis és nemlinearis, invaridns és varians,
kauzalis és akauzélis, stabil és nem stabil halézatokrdl. A hélézat
is rendelkezhet egy, vagy t6bb bemenettel és egy, vagy tobb ki-
menettel, gerjesztése és valasza lehet folytonos idejl vagy diszkrét
idejli. Az elnevezések definicidja természetesen megegyezik a rend-
szerek esetében targyaltakkal.

A halozat akkor reprezentdl, mdsszéval realizdl eqy rendszert,
ha gerjesztés-vdlasz kapcsolataik megegyeznek.
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3.2. Jelfolyam tipusu halézatok elemei

Az altalunk vizsgalt halézatok un. jelfolyamhdldzatok, melyekben
a kovetkez6 jellegzetes (elemi) komponensek fordulhatnak eld:

1.) Forrds. A forras a hélézat bemenetét, ger-
jesztését reprezentdlja, egyetlen kimeneti valtozoja
az s = s(t) folytonos idejii jel, vagy az s = s[k]
diszkrét ideji jel, bemenete nincs.

|: S
2.) Nyeld. A nyel6 a halézat kimenetét,
vdlaszat reprezentalja, bemeneti valtozdja a kere- y
sett y = y(t) folytonos idejd jel, illetve y = y[k]
diszkrét ideji jel, kimenete nincs.
3.) ésszegzé'csomépont. Az 0sszegzb csoméb-
(3.1)

pont kimenetén a bemenetére érkezé jelek Osszege
jelenik meg, azaz

y(t) = Zsi(t)7 vagy y[k] = Zsi[k]'
i i
Tetszbleges szamu bemenete lehet és egyetlen kimenete van. Az
Osszegzécsomopontoknal tehdt dsszekapcesoldsi kényszer all fenn,
melynek teljesiilni kell.

4.) Eldgazécsomdpont. Egyetlen bemeneti —
polusa és tetszbleges szamu kimeneti polusa van. A S 1Y
bemenetére érkezé s = s(t), vagy s = s[k] jel min- L

den kimenetén wvdltozatlanul halad tovabb, azaz y; = y;(t) = s(t),
vagy y; = yi[k] = s[k]. Az eldgazécsomdpontokndl szintén dssze-
kapcsoldsi kényszer all fenn.

5.) Erdsitd. Az er6sité olyan linedris kom-

ponens, amelynek karakterisztikdja y(t) = Ks(t), s Yy
vagy ylk] = Kslk], ahol K egy id6tdl fiiggetlen

konstans (erdsités), tehédt az erdsité invaridns elem.
Ha |K| < 1, akkor csillapitdsrdl beszélink. Ha K az id6 ismert
fiiggvénye (K (t), vagy K|k]), akkor varidns erdsitérél van szo.
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6.) Késleltets. A késlelteté olyan diszkrét
idejii halézati elem, amely a bemenetére érkezé z[k + (K]
diszkrét idejii jelet egy titemmel késlelteti, de a ki-
meneti jel és a bemeneti jel értéke megegyezik. Ez
memoriaval bird, un. dinamikus elem. A D beti az angol delay
(késleltetés) széra utal.

7.) Integrdtor. Az integrator olyan folytonos
idejii halézati elem, amelynek kimenetén a beme- (1) . (1)
netére érkezé folytonos idejl jel integralja jelenik
meg. A késébbiekben azonban azt a jelolést fogjuk
hasznélni, hogy az integrator bemeneti jele az &(t) derivélt jel,
kimenete pedig az x(t) jel. A jel f6l6tti pont az id6 szerinti de-
rivéltra utal. Az integrator a folytonos idejii halézatok dinamikus
eleme.

8.) Nemlinedris erdsité. A nemlinedris ¢ 1
er6sit6 olyan komponens, melynek karakterisztikdja E
nemlinedris, bemenet és kimenete kozott az n =
®{¢} kapcsolat all fenn, ahol ¢ (a gordg kszi betli) a nem-
linedris er6sité bemeneti jele, n (a gorog eta betil) pedig a ki-
meneti jele, ®{-} (a gordg nagy fi betli) pedig egy nemlinedris
fuggvénykapcsolat.

9.) Szorzécsomdpont. A szorzécsomépont

(ami egy nemlinearis komponens) kimenetén a be-
menetére érkezd jelek szorzata jelenik meg:

= [Tt voey wlk] = (32

i

~—

Megemlitjiik, hogy egyéb tipusu hélézatok is 1éteznek, a villa-
mosmérnoki gyakorlatban pl. a Kirchhoff-tipust hdlozat az egyik
legfontosabb.

A halozatanalizis feladata az ismert halézati topoldgiaval, és
ismert karakterisztikdjui komponensekkel megadott halézat altal
reprezentdlt rendszer valamely gerjesztés-valasz kapcsolatanak
meghatarozasa. Erre példak kapcsan térink ki.
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2. rész Analizis az
idotartomanyban

Ebben a részben linedris, invaridns és kauzdlis rendsze-
rek id6tartomédnybeli analizisével foglalkozunk. Az iddtarto-
mdnyban wvégzett szamitdsok sordn a gerjesztés és a wdlasz
iddfigguényét haszndljuk. A cél adott gerjesztéshez tartozé valasz
meghatdrozasa a rendszer valamely leirdsanak ismeretében. A
rendszert megadhatjuk impulzusvdlaszéaval, rendszeregyenletével,
allapotvdltozos leirdasaval, vagy hdlozati reprezentdcidjaval. Foly-
tonos idejli rendszerek esetében ezen négy modszer kozil csak
harommal foglalkozunk (az impulzusvalasszal, az allapotvaltozds
leirdssal, valamint a jelfolyam tipusi halézatokkal), diszkrét idejii
rendszerek esetében azonban mind a négy lehetoséget targyaljuk,
és megadjuk a valasz szamitdsdnak menetét. A folytonos ideji
rendszeregyenlettel csak érintéleg foglalkozunk. Megadjuk a rend-
szeregyenlet és az allapotvaltozos leirds kapcsolatdt is. Foglalko-
zunk tovabba a rendszerek stabilitdsaval (gerjesztés-vélasz stabi-
litas és aszimptotikus stabilitds).

Elészor a folytonos idejii (a fejezetcimben FIT) rendszerek
analizisével, majd hasonlé gondolatmenetet kdévetve a diszkrét
idejii (a fejezetcimben DI) rendszerek analizisével foglalkozunk.

A moédszerek targyaldsa sordn igyeksziink szem el6tt tartani
azt a tényt, hogy a konyv els6sorban egyetemi alapképzésben részt
vevl hallgatok szamara készilt. Ezen oknél fogva csak a papiron,
kézzel is megoldhaté problémaékra és feladatokra koncentralunk és
az alapvet6 tudnivalékat targyaljuk a konyv keretei dltal megsza-
bott hatarokon beliil. A médszerek azonban alapot és szemléletet
adnak arra vonatkozdan, hogyan lehet bonyolultabb feladatokat
szamitégépes programok alkalmazasaval megoldani.
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4. fejezet

F1I rendszerek analizise
az idotartomanyban

4.1. Az ugrasvalasz és alkalmazasa

4.1.1. Az ugrasvalasz definicidja

Ha ismerjiik egy linedris rendszer adott gerjesztéshez (az un. vizs-
gdldjelhez) tartozo vdlaszdt, akkor ezen gerjesztés-vdilasz kapcso-
lat ismeretében meg tudjuk hatdrozni a rendszer tetszoleges ger-
jesztéshez tartozd valaszat is. Ilyen wizsgdldjel az egyséqugrdsjel
és a Dirac-impulzus. Ebben az esetben ugyanis ez a gerjesztés-
vélasz kapcsolat jellemzi a linedris rendszert (1. W{-} operator a
(2.1) definiciéban). A kovetkez6kben ezen két jel alkalmazasaval
foglalkozunk.

Ha a gerjesztés idofliggvényét elemi fiiggvényekre bont-
juk, akkor az egyes részfiiggvényekre, mint gerjesztésekre a
részvalaszokat kiilon-kiilon meg lehet hatdrozni. Végiil a (2.3)
Osszefiggésnek megfelelGen a részvalaszok Osszegzése adja a teljes
vélaszjelet, hiszen a rendszer linearis.

Az utébbi szempontbdl a legegyszeriibb vizsgaldjel az e(t)
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egységugras. Ha a rendszer bemenetére ezt a jelet adjuk, akkor
a rendszer valasza az un. ugrdsvdlasz, vagy més néven dtmeneti
fliggvény lesz, melyet v(t)-vel szokés jelolni.

Az ugrdsvdlasz tehdt az eqységugrdsjelre adott vdlasz:

‘y(t) =wo(t), ha s(t)=¢e(t), azaz v(t)=W{e(t)}. ‘ (4.1)

Ha a rendszer kauzdlis, akkor az ugrasvalasz belépdjel. Ha a rend-
szer id6ében invaridns, akkor az eltolt e(t — 7) jelre a rendszer
v(t — 1) vélasszal felel, hiszen ha a bemenetre érkezé jel idében
késobb jelentkezik, akkor a valaszban is ugyanekkora késleltetés
lesz megfigyelhetd.

A rendszer invariancidjanak és linearitdsanak illusztralasat
szolgélja a kovetkez6 harom egyszerii példa (1. 4.1. dbra).

1.) Legyen egy linedris, invaridns és kauzdlis rendszer ugras-
vélasza, azaz az s(t) = €(t) gerjesztésre adott valasza a kovetkezo:

v(t) = e(t) e 2t

Ha ugyanezen rendszer gerjesztése s(t) = e(t — 4), ami azt je-
lenti, hogy az ugras a t = 4s idépillanatban jelenik meg, akkor a
rendszer kimenetén az invariancia kovetkeztében az

y(t) = vt —4) = e(t — 4) e~ 204

valaszjel jelenik meg a t = 4 s idopillanatban, tehat a valaszjel is
ugyanannyit késik, mint a gerjesztés (4.1. dbra 1. abraja). Vegyiik
észre, hogy minden ¢ helyébe (t — 4)-et frtunk.!

2.) Az ugréasvélasz ismeretében meghatérozhatjuk pl. azt is,
hogy milyen feleletet ad a rendszer az s(t) = 2¢&(t) gerjesztésre
(az e(t) jel konstansszorosara). A gerjesztés ebben az esetben
az egységugrasjel 2-szerese, s mivel a rendszer az £(t) jelre v(t)

1Az e 2 jel at = 4s helyen 3,355-10* értéket ad, ugyanakkor az e~ 2(t=%
jel ugyanezen idopillanatban 1-et ad, s ez a helyes az idébeli invariancia miatt.
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4.1. dbra. Az invariancia és a linearitds illusztrdldsa

jellel vélaszol, a gerjesztésben 1év6 konstansszorzo megjelenik a
vélaszban is, tehdt a kimeneten az y(t) = 2v(t) jel lesz (4.1. dbra
2. dbréja). Ez a rendszer linearitdisénak kovetkezménye, vagyis

y(t) = 2¢(t) e .
3.) Legyen ezutén a rendszer gerjesztése
s(t) = 2,5[2(t) — e(t — 3)],

s hatdrozzuk meg a rendszer vélaszat. Az s(t) jel most két jel
kiilonbsége, s mindkét jel tartalmaz e(t) tipusu jelet: az elsé tag
ennek 2, 5-szerese, a masodik tag szintén a 2, 5-szerese, de az
el is van tolva a t = 3s helyre. A rendszer vélaszédnak meg-
hatarozasahoz fel kell hasznélni a fenti két eredményt, s igy a
vélaszjel y(t) = 2, 5[v(t) — v(t — 3)] lesz. Behelyettesités utan kap-
juk, hogy (L. 4.1. dbra 3. dbréja)

y(t) = 2,5 |e(t)e " —g(t — 3) e_z(t_?’)] .
Az ugrasvalasz egy un. rendszerjellemzd figgvény, mivel jel-
lemzi a rendszer miikodését, és segitségével tetszoleges gerjesztés-

re meghatdrozhato a vélaszjel id6fliggvénye. A kovetkezdkben ezt
vizsgaljuk.
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4.1.2. A valaszjel szamitasa

A kovetkezOkben feltételezziik, hogy ismert a linedris rendszer
v(t) ugrasvélasza, s célunk egy tetszoleges s(t) gerjesztéshez tar-
tozé y(t) valasz meghatdrozésa. A késébbiekben megvizsgaljuk
azt is, hogy lehet a rendszer valamely leirdsa mellett az ugrasva-
laszt meghatarozni.

s(t) _
Si—1 —
tAs;
Asl AT
5(0)
70 T1 cee Ti—1 Ti c t

4.2. dbra. A gerjesztés jelét eqymds utdn bekapcsolt jelek dssze-
geként kozelitjik

Kovessiik végig a kovetkezd gondolatmenetet a 4.2. dbra a-
lapjén, és induljunk ki a belépd s(t) gerjesztés id6fliggvényébol.
A t id6tengely mentén a [0, ...,t] intervallumban (a vélaszt a t
id6pillanatban keressiik) vegytink fel A7 idékozonként 7, = iAT
idépontokat (i = 0,...,N), és At = % Ha s(0) a belép6gerjesztés
t = O-ban felvett értéke, akkor e(t)s(0) egy olyan beléps-
id6fiiggvény, amelynek magassdga s(0). Ha ezen idéfliggvényhez
hozzdadunk egy e(t — 71)Asy id6figgvényt, akkor a t = 71 idépil-
lanattdl kezdve az eredé fiiggvény értéke s(0) + Asy. Asy értékét
véalasszuk meg tgy, hogy s(0) + Asy pontosan s(7p) értékét adja,
azaz Asy = s(m1) — s(0). Ha az igy kialakulé idéfliggvényhez
hozzdadunk egy e(t — 12)Aso id6fliggvényt, akkor a t = 1 idépil-
lanattdl kezdve az ered§ fiiggvény értéke s(0) + Asy + Asg, ahol
Asy értékét valasszuk meg gy, hogy s(0)+Asy+ Asg éppen s(73)
értékét adja, azaz Asy = s(m2) — s(0) — As; és igy tovabb.

40



Ha ezt az eljardst minden egyes 7; értékre elvégezziik,
akkor az s(t) gerjesztés id6fliggvénye kozelithetd egy [épcsds
fiiggvénnyel, amelyben (¢) konstansszorosai és eltoltjai szerepel-
nek: tetszoleges s(t) gerjesztést At id6kozonként egymads utén be-
kapcsolt és adott As; = As(7;) értékii ugrasok osszegeként allitjuk
elé. Minél kisebb AT értéke, anndl jobban meg tudjuk kozeliteni
az eredeti jelet. Mindez leirhat6 a kévetkez8képp (Asg = s(0)):

N
s(t) ~ Z As(t;)e(t — 1) = Asge(t) + Asye(t —71) +....
=0

Azt mar tudjuk, hogy az e(t) jelre a rendszer vélasza v(t),
s azt is, hogy a bemeneten tortén6 idébeli eltolds a kimeneten
ugyanakkora eltolast jelent az id6ben. A rendszer vélasza egy ilyen
1épcsos jelekbdl felépitett jelalakra tehat a kovetkezd lesz:

N N
y(t) = As(r)v(t—m) = sO(t)+ > As(r)v(t—m). (4.2)
i=0 =1

s(7) ds(r) Differencidlszamitdsbél — ismeretes,

ar hogy az s(7) jel minden egyes pont-
jahoz huzott érinté kifejezhetd a dfi—(:)
differencidlhdanyados segitségével, s azt
is tudjuk, hogy ha Ar — 0, akkor
Astr) ~ B0 “Fuen ismeretekre azért
AT dr

AT van sziikség, hogy As(7;) értékét ebbol
i1 7 az (1 — 1)-edik pontra tamaszkodva ki-
fejezziik (4.3. dbra):

As(T;)

Si—1

4.3. abra. Illusztracio

As(t;) kifejezéséhez (a ds(7)
4.2. dbra egy kinagyitott As(r) = dr - AT
része) Tic1

A (4.2) &atalakitast azért végeztik el,

= 0, hiszen a gerjesztés belépo. Ezt

ds(7)
dr | _Ar

mert 7 = 0 esetén a
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felhasznalva kapjuk, hogy

d
y(t) ~ s(0)v(t) + Z; Z(:) ATVt — 7).
= Ti—1
Minél stiriibbre vessziik a felosztast a [0,...,t] intervallumban,

azaz At — 0 ((1; — 7i—1) — 0), és igy N — oo, annél pontosabb
kozelitést kapunk. Az Osszeg a kovetkez6 integralhoz konvergal:

N
y(t) = sO)u(t) + lim 3 B0

Ar—0 £ —ar | v m)AT=
1=

Ti-1 (4.3)
= s(0)v(t) + /0 dz—(:)v(t —7)dr.

Ez a kifejezés alkalmas a valasz meghatarozasara, tartalmazza
azonban az s(t) gerjesztés id6 szerinti derivéltjat. Ezt dtalakit-
hatjuk a parcidlis integralas szabdlya alapjan, ami azt mondja ki,

hogy
b b
/ u'v = [un]® —/ uv'.
a a

Legyen itt u = s(7r) és v = v(t — 7), akkor a fenti integral a
kovetkezOképp irhatd at
tds(7)
0 dr

v(t —71)dr = [s(T)v(t — 7')]6—/0 s(T)idv(g; 7) dr =

t—1)

— s(t)o(0) — s(0)u(t)— /0 3(7)% ar.

Fz a kifejezés tartalmazza a derivaltat, azonban a t ido
szerinti derivaltat szeretnénk az Osszefiiggésben latni, mivel az
ugrasvalasz a t valtozd fiiggvénye. Hasznéljuk fel a lancszabalyt
és hogy d(t — 1) = dt:

do(t —7) do(t—17)d ~do(t—T)
e v s el Gl e PR

do(t—7)
dr
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majd helyettesitsiik vissza ezen eredményeket az y(t) (4.3) kife-
jezésébe, s azt kapjuk, hogy

t—1)

y(6) = s(6)0(0) + | st =7)

: 4.4
U (4.4)

Ez az Osszefiiggés a Duhamel-tétel.

Ezen Osszefliggés levezetése soran abbdl indultunk ki, hogy a
gerjesztés belépd jellegli és a rendszer kauzdlis. Ezen gyakorlati
szempontbodl is fontos eredmény tehat a folytonos ideji, linearis,
invaridns és kauzalis rendszerek esetén igaz. Teljesen &altalanos
esetben mindez a kovetkez6képp alakul ha v(—o0) = 0:

y(t) = /_ h 3(7)% dr. (45)

4.2. Az impulzusvalasz és alkalmazasa

4.2.1. Az impulzusvalasz definicigja

Az e(t) mellett a mésik fontos vizsgéléjel a §(t) Dirac-impulzus.
Ha a rendszer bemenetére ezt a jelet adjuk, akkor a rendszer
valasza az un. impulzusvdlasz, vagy masnéven sulyfiggvény lesz,
melyet w(t)-vel szokds jelélni.2

Az impulzusvdlasz tehdt a Dirac-delta jelre adott vdlasz:

ly(t) =w(t), ha s(t)=6(t), azaz w(t) = W{s(t)}.| (4.6)

Az impulzusvalasz akar csak az ugrdsvalasz rendszerjellemzd fiigg-
vény. Ha a rendszer kauzdlis, akkor az impulzusvalasz belépdjel.
Ha a rendszer idében invaridns, akkor az eltolt (¢t — 7) jelre a
rendszer w(t — 7) véalasszal felel.

Az elmondottakat a kovetkez6 példakkal illusztraljuk.

2Egyes irodalmakban h(t)-vel is jelolik.
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1.) Legyen egy linedris, invarians és kauzdlis rendszer impul-
zusvélasza, azaz az s(t) = 0(t) gerjesztésre adott vélasza példaul

w(t) = §(t) — 2&(t)e .

Ha ugyanezen rendszer gerjesztése a késleltetett s(t) = d(t — 5)
jel, akkor a rendszer kimenetén a valaszjel szintén késni fog, mivel
a rendszer invaridns:

y(t) = w(t —5) = 6(t —5) — 2e(t — 5)e 25,

2.) Az impulzusvélasz ismeretében meghatarozhatjuk pl. az
s(t) = 1,50(t) gerjesztésre adott vélaszt. A gerjesztés ebben az
esetben a Dirac-impulzus 1, 5-szerese, s igy

y(t) = 1,5w(t) = 1,50(t) — 3e(t)e 2.

Ez a rendszer linearitdsanak kovetkezménye.
3.) Legyen a rendszer gerjesztése most

s(t) = 28(t) + 6(t — 3) — 36(t — 5),

s hatarozzuk meg a rendszer véalaszat. Az s(t) jel most hiarom
jelbdl all, s mindegyik tartalmaz §(¢) tipusu jelet: annak konstans-
szorosat és eltoltjat. A rendszer valaszdnak meghatdrozasihoz fel
kell hasznalni a fenti két eredményt, s igy a vélaszjel a kovetkezo
lesz:

y(t) =2w(t) + w(t — 3) — 3w(t — 5) =
—26(t) — de(t)e 2t + 8(t — 3) — 2e(t — 3)e 23—
—38(t — 5) + 62(t — 5)e2(79),
Ezen példdkban a gerjesztés csak a d(t) jelet, annak konstans-
szorosat és iddébeli eltoltjat tartalmazta, s a valasz meghatarozasa

nagyon egyszerl volt. Vizsgédljuk meg most azt az esetet, amikor
a gerjesztés egy altalanos idofliggvény.
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4.2.2. A valaszjel szamitasa

A kovetkezOkben feltételezziik, hogy ismert a rendszer w(t) im-
pulzusviélasza, s célunk egy tetszoleges s(t) gerjesztéshez tartozéd
y(t) vélasz meghatarozasa. A kés6bbiekben megvizsgaljuk azt is,
hogy lehet a rendszer valamely leirdsa mellett az impulzusvélaszt
meghatarozni.

El6szor az altalanos esetet vizsgaljuk, majd abbdl kiindulva a
kauzélis rendszer valaszjelét is meghatirozzuk, végiil a gerjesztés
belépd hatdsat is figyelembe vessziik.

Amikor az ugrasvalaszt hasznaltuk a vélasz eléallitasahoz, ak-
kor a gerjesztést adott idépillanatokban bekapcsolt adott értékii
ugrasjelek osszegeként allitottuk eld. Erre azért volt sziikség, hogy
hasznélhassuk az £(t) jelre adott ugrasvélaszt.

s(t)

50

T-1 70 71 Ti Tit1 t

4.4. abra. A gerjesztés jelét impulzusok sorozataként kozelitjik

Ha a vélasz szdmitdsira az impulzusvalaszt hasznéljuk, ak-
kor hasonléképpen kell eljdrni, de a nem belépd gerjesztést At
szélességli impulzusokkal kozelitjiik (1. 4.4. dbra). A t idStengely
mentén vegylink fel A7 id6kozonként 7; = AT id6pontokat és
a1 <7< Ty = 7 + A7 idGintervallumban kozelitsiik a ger-
jesztéjelet s; értékével, s; = s(m;) (i = —o0,...,00).

Ha ezt minden intervallumra megtessziik, akkor ugyano-
lyan 1épcs6s fliggvényt kapunk, mint amilyet kaptunk az eltolt
egységugrasok segitségével, azonban most szakaszonként egy-egy
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impulzussal kozelitjiik a fliggvényt. A gerjesztés tehat felirhaté a
kovetkez6 alakban:

[e.e]

st) = Y s(n)[e(t—m) —e(t — (i + A7))].

1=—00

Szorozzuk be ezen Osszeget Ar-val és osszuk is el vele:

[e.9]

5(t) ~ Z S(Ti)s(t —Ti) — E(AtT— (1 + AT))AT‘

i=—00

A szummaban szerepld tort az (1.10) Gsszefiiggésnek megfeleléen
pontosan a §(t — 7;, A7) figgvényt tartalmazza. Minél stirtibbre
vessziik ezt a felosztdst —azaz ha A7 — 0— anndl pontosabb
kozelitést kapunk, és ekkor a §(t — 7;, A7) impulzusok a §(t — 7;)
Dirac-impulzusokba mennek at, az Osszegzés helyett pedig in-
tegralt irhatunk. A gerjesztés id6fiiggvénye tehét felirhaté az

s(t) = / T s()0(t — 7)dr (4.7)

—00

integrallal. Ez az (1.14) osszefiiggésnek megfelelden is felirhatd,
ugyanis:

s(t) = s(¢) /_oo 5t — 7)dr = s(b).

A (4.7) integral ismeretében kovessiik végig a kovetkezéket. Tud-
juk, hogy a d(t) jelre adott vélasz a w(t) impulzusvélasz, és a
rendszer invariancidjanak kovetkeztében a 0(t — 7) gerjesztésre a
vélaszjel w(t—7). A linearitds kovetkezménye, hogy az s(7)d(t—7)
gerjesztésre a rendszer s(7)w(t — 7) valasszal felel. A (4.7) in-
tegral az s(7)0(t — 7) gerjesztés integrélja, ami végtelen sok eltolt
és sulyozott Dirac-impulzus Gsszegét jelenti, s ilyenre a rendszer
az egyes tagokra adott részvalaszok oOsszegével felel. Ez szintén a
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linearitas kovetkezménye, igy tehat a rendszer valaszjele a kovet-
kezo:

y(t) = /OO s(m)w(t — 7)dr. (4.8)

— o0

Az elmondottakat a kovetkez6 tablazatban foglaljuk Gssze:

s(t) — y(t) megjegyzés
o(t) — w(t) definicié

St —r) — w(t —7) invariancia
s(T)o(t — 1) — s(T)w(t — ) linearités
[ s(r)o(t —T)dr — [T s(r)w(t —7)d7 || linearités

Ha a rendszer kauzalis, akkor a w(t) impulzusvélasz belépdjel.
Az integranduszban szerepld w(t — 7) fliggvény futd valtozdja .
Ez dtirhaté a w(—[r — t]) alakra, ami annyit jelent, hogy a w(r)
fuggvényt tiikkrozni kell a fliggbleges tengelyre, majd azt el kell
tolni t-vel pozitiv irdnyba. Ha w(t) belépd, akkor a w(—[r — t])
a 7 > t idopillanatokban nulla értéket ad, s igy az s(7)w(t —
7) integrandusz értéke is nulla. Elegendd tehdt t-ig végezni az
integralast:

y(t) = / s(m)w(t — 7)dr. (4.9)

—00

Ha ezen tilmenden a gerjesztés belépd, akkor az integrandusz
értéke a t < 0 id6pillanatokban nulla, s igy elegend6 0-t6l végezni
az integralast:

y(t) = /0 s(m)w(t — 7)dr. (4.10)

Ha a rendszer kauzalis és a gerjesztés belépd, akkor a valaszjel is
belépd. Az Osszefiiggésekbdl érzékelhetd az impulzusvalasz mésik
elnevezése, a silyfiiggvény: w(t — 7) megadja s(7) silyét y(t) ki-
fejezésében.
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Utébbi integral értelmezését segiti a 4.5. dbra. Az egyszertiség
kedvéért s(t) = e(t). Képezziik ezutdn a w(t — 7) = w(—7 +t) =
w(—[r — t]) fiiggvényt. Végiil hatarozzuk meg az s(7)w(t — 7)
szorzatot, s lathatjuk az integraldsi hatarok valasztasanak okat
szemléletesen is.

t T t T

4.5. dbra. A konwvolicio szemléltetése belépd gerjesziés és belépd
impulzusvdlasz esetén

4.3. A sulyfiiggvénytétel osszefoglalasa

A linedris, invaridans és kauzdlis rendszerek tetszéleges belépo-
gerjesztésre adott véalasza meghatdrozhaté tehdt a (4.4) vagy
a (4.10) integralok valamelyikével. Altaldnos esetben azonban
a (4.5) vagy a (4.8) integrélok valamelyikét kell alkalmaznunk.
Ezen Osszefiiggéseket sulyfigguénytételnek nevezziik, az improp-
rius integralt pedig konvolicids integralnak. A % szimbdélum be-
vezetésével a kovetkezd egyszerdl frasmodot alkalmazzuk:

ly(t) = s(t) xw(t), (4.11)

A konvolicio akkor értelmezhetd, ha s(t) és w(t) legaldbb egyike
korldtos, mdsika pedig abszolit integrdlhato.
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A konvolicié a kovetkezd tulajdonsagokkal bir:

o Kommutativ, azaz s(t) * w(t) = w(t) x s(t), azaz

y(t) = /_OO s(r)w(t — 7)dr = /_OO w(r)s(t — ) dr.
@.12)

o Asszociativ, azaz f(t) * [g(t) = h(t)] = [f(t) * g(t)] * h(t).
o Disztributiv, azaz [f(t)+g(t)|xh(t) = f(t)xh(t)+g(t)*h(t).

Ha az integralési hatarok 0 és ¢, akkor egyoldali konvoliciordl,
ha —o0 és oo, akkor kétoldali konvoliciordl beszéliink.

A kommutativ tulajdonsidg belathaté, ha bevezetjik a & =
t—7 valtozét, ahonnan 7 = t—¢§ és dr = —d¢, hiszen ¢ konstansnak
tekintendd. fgy az integralasi hatarok a —oo és a oo értékekrdl a
& =t — 7 Osszefliggés miatt oo és —oo értékekre valtoznak:

vty = [ sttt —rydr == [ st guieae -

—00 [e.e]

*) /OO s(t — Hw() dE = /_OO w(§)s(t — &) dE.

— o0

A (%) lépésben felhasznéltuk, hogy fabf(w)da: =— [ f(z)dz.

Az alsé integraldsi hatar akkor lehet 0, ha s(¢) * w(t) kife-
jezésében s(t) belépd, a felsé integréldsi hatar akkor lehet ¢, ha
w(t) belépd, azaz ha a rendszer kauzdlis. A kommutativitds miatt
az alsé integréldsi hatar akkor lehet 0, ha w(t) * s(t) kifejezésében
w(t) belépd, azaz ha a rendszer kauzdlis, a fels§ integréldsi hatar
akkor lehet t, ha s(t) belépd.3

3Egyszer(i megjegyezni gy, hogy a fenti integralok integranduszéban sze-
repld elsd tag (a 7 argumentummal) az alsé integréldsi hatédrt, a mésodik tag
(a (t — 7) argumentummal) pedig a felsé integraldsi hatdrt médosithatja az
altaldnos —oo és oo értékekhez képest.
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Kauzdlis rendszer esetén a konvolicié a kovetkezod alakot oOlti:

y(t) = / s(ryw(t —7)dr = /Ooow(T)s(t —7)dr.| (4.13)

—00

Ha ezen felil a gerjesztés is belépd, akkor

y(t):/o s(T)w(t—T)dT;/o w(r)s(t —)dr. | (4.14)

Ha a rendszer kauzdlis és a gerjesztés belépo, akkor a valaszjel is
belépo.

Az ugrasvélasz és az impulzusvélasz kapcsolata a konvolicié
definicidja alapjan (a (4.12) 2. alakjdbdl kiindulva) meghatéroz-
hato:

u(t) = /OO w(r)e(t —7)dr = / w(T)dr, (4.15)

— 00 — 00

amibol kovetkezik, hogy az impulzusvalasz az wugrasvélasz
altalanositott derivéltja:

w(t) = v'(t). (4.16)

Egy apré megjegyzést kell tenniink az el6zéekhez. Tudjuk,
hogy belépdjel esetén az alséd integralasi hatart nullanak lehet va-
lasztani. Ha azonban a gerjesztés Dirac-impulzust is tartalmaz,
azt is figyelembe kell venni az integralds soran. Ezt ugy szokas
jelolni, hogy az alsé integrédlasi hatart —O-nak irjuk. Ezt példa
kapcsan mutatjuk be.

Az elmondottakat a kovetkezd példakkal illusztraljuk.

A példékban (és a késébbiekben is) az impulzusvalaszt
alkalmazzuk az ugrdsvélasz helyett a véalasz meghatarozédsa
soran, hiszen ha az ugrasvalasz ismert, akkor az impulzusvalasz
meghatdrozhaté annak &ltalanositott derivaltjaként (1. (4.16)
Osszefiiggés).
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1. Példa. Legyen egy rendszer impulzusvalasza és gerjesztése
az alabbi. Hatarozzuk meg a valaszjelet konvolticiéval.

w(t) =e(t)8e2,  s(t) = &(t).

Megoldas. Induljunk ki a konvolicié (4.8) altaldnos definicié-
jabol:

dot [ o [ @ [
y(t) = / s(w(t —7)dr = / 8o 2(t-T)qr = / e 2te27dr =
—00 0 0

t 27t 2t _
@ Se*%/ 27 dr Y ge—2t [e—} ©) go-2t (—e 1) =
0 2 |, 2

© g e,

Az (1) lépésben helyettesitsiik be a megadott idéfiiggvényeket
és vegyiik figyelembe, hogy a gerjesztés belépl, azaz az alsé in-
tegralasi hatédr 0 lehet. Az impulzusvilasz is belépé (a rend-
szer kauzalis), igy a fels6 integraldsi hatdr ¢ lehet. Itt az e(t)
egységugrasjelet elhagyjuk, mert értéke 1 az adott intervallum-
ban. A (2) lépésben bontsuk fel az exponencidlis kifejezésben sze-
repl6 zardjelet. Az integraldst a 7 valtozé szerint kell elvégezni,
hiszen ez a konvolicids integral valtozdja. Ebbdl a szempontbdl ¢
paraméter, és a 8e 2! tényezd konstansnak tekinthetd és kivihetd
az integraljel elé. Ezt tessziik a (3) 1épésben. A (4) 1épésben meg-
hatarozzuk az integrandusz primitiv fliggvényét, ami e;, majd
az (5) lépésben behelyettesitjiik az integralasi hatarokat. Végiil a
(6) 1épésben beszorzunk.

Figyelembe kell venni még, hogy a viélaszjel is belépd, hiszen
a rendszer kauzalis és a gerjesztés is belépo, a kapott eredményt
tehat a kovetkezo:

y(t) =4e(t) (1 —e ).

Ez a jel pontosan a rendszer ugrasvélasza (v(t) = y(t)), hiszen a
gerjesztés az egységugrasjel. A valaszjel derivéltja adja az impul-
zusvalaszt (ellendrzés). A derivaldst az (uv)’ = u'v 4+ uv’ szabdly
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(szorzat derivaltja) alapjan kell elvégezni, azaz
w(t) =0'(t) =4 (t) (1 —e ) +4e(t) (2¢7)

Az egységugrasjel altalanositott derivaltja a Dirac-impulzus, a-
mely a t = 0 idopillanaton kivil minden értékre nulla. Ezért
helyettesitsiink be az &'(t) = 4(t) jel mellett &ll6 fiiggvény
argumentuméba ¢t = 0-t, s igy megkapjuk az impulzusvélasz
id6fliggvényét:
w(t) = e(t)8e ™,

ami természetesen megegyezik a feladatban megadott impulzus-
valasszal.

A rendszer ugrasvalaszat és impulzusvalaszat a 4.6. dbran
felvazoltuk (54. oldal). Az &dbran jél ldthat6, hogy az impul-
zusvalasz az ugrdsvalasz id6 szerinti elsé derivéltja.

2. Példa. Hatarozzuk meg az el6z6 feladatban szerepld rendszer
véalaszjelét, ha s(t) = e(t)e 3.

Megoldds. A gerjesztés tartalmaz e(t) szorzot, azaz a gerjesztés
belépd, az impulzusvalasz szintén belépo, igy a konvoliciéban sze-
repld integralasi hatarok mdédosulnak:

¢ ¢
1
y(t) = / e 378e2(-7) 47 @ 8e_2t/ e 3T dr =
0 0
+ At —t
2 3 e 4 e " —1
@ 8e_2t/ e 7 dT(:)86_2t — (:)86_2t — | =
0 —1], —1
5
© —8e 73t 4 8e X,
Az (1) 1épésben bontsuk fel a zérdjelet és vigyiik ki az integralds
elé a 8 konstans értéket, valamint az e 2! tényezét, hiszen az a t
paramétertdl fiigg, értéke az integralas szempontjabdl konstans-
nak tekinthet6. A (2) lépésben egyszeriisitsiik a kovetkezd kife-
jezést: e737e?T = e(=37H27) — =7 A (3) lépésben meghatirozzuk
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az integrandusz primitiv fiiggvényét, majd a (4) lépésben be-
helyettesitjiikk az integralasi hatérokat és végiil az (5) lépésben
egyszerusitjik a kifejezést. Figyelembe kell venni még a valaszjel
belépd jellegét:

y(t) = —8e(t) (e —e7?).

3. Példa. Ahhoz, hogy lassuk a —0 alsé integraldsi hatér je-
lentGségét, hatarozzuk meg ugyanezen rendszer kimeneti jelét, ha
gerjesztése tartalmaz Dirac-impulzust is, példaul:

s(t) = 20(t) + e(t)e .

Megoldas. Induljunk ki a definiciobdl:

y(t) = /_ to [26(7) + e 27] 8e 2" dr =

—~
~—

t t
= / 165()e 2" dr 4 / e 278e =T qr =
-0 0

@ [ 2t 2 f 2 2t 2
= / 160(T)e” " dT + / 8e “Te e dr =
-0 0

@) oo [ 2 o [P @y —2t
= 16e / o(T)e”” dr + 8e / dr = 16e™ " + 8e 't
-0 0

Az (1) lépésben bontsuk két részre az integralt. Ezt megtehetjiik,
hiszen az s(7) kifejezés két tag Osszegébdl &ll, és az Gsszeg in-
tegralja az egyes tagok integraljanak osszege (a konvolicié diszt-
ributiv). Az els6 tag tartalmaz Dirac-impulzust, ezért az alsé
hatart —0-nak valasztjuk, a masodik tag alsé integrédlasi hatéra
lehet 0, mert az nem tartalmaz Dirac-impulzust. Ezutdn a (2)
lépésben bontsuk fel az exponencidlis kifejezések kitevGjében sze-
repld zaréjeleket. A méasodik tagban az e ~27e? kifejezés 1. Vigyiik
ki az integraljel elé a t-t6l fliggd tagokat és a konstansokat. Ez a
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4.6. dbra. Az 1. és a 8. példa megolddsinak grafikus megaddsa

(3) 1épés. Az elsé integral integranduszaban szerepel a 6(7)e?” ki-
fejezés. Mivel a §(7) impulzus csak a 7 = 0 helyen ad nullatél
kiilonboz6 értéket, ezért minden vele szorzott fliggvény értékét
meg kell hatdrozni a 7 = 0 helyen. Most ez a §(7)e’ = §(7)-t je-
lenti. A Dirac-impulzus definiciéjabdl kovetkezik, hogy annak in-
tegralja egységnyi, igy az elsé integral értéke 1 lesz.* A mésodik in-
tegral primitiv fiiggvénye 7, s hatdrozott integralja [7]§ =t—0 =t
lesz. A (4) 1épés utan a valaszjel tehat a kovetkezo:

y(t) = 8=(t) (272 +te™ ).

A vilaszjelet a 4.6. dbran felvazoltuk. Az dbran az egyes részfligg-
vények lefutasa is tanulmanyozhato.

Ezen példdnak két fontos konklizidja van: ha a gerjesztés is és
az impulzusvalasz is tartalmazza ugyanazon e® kifejezést, akkor
a valaszjelben te® is megjelenik, ami az idével silyozott expo-
nencialis fiiggvény. A masikra mar ravilagitottunk: tudjuk, hogy
a d(t) jelre adott vélasz az impulzusvélasz, igy ellenérizhetd, hogy
a vélaszjel els6 tagja a 2d(t) gerjesztésre adott vélasz, ami az im-
pulzusvélasz kétszerese, azaz 16¢(t)e™%.

4Ugyanezen eredményre jutunk, ha felhasznéljuk az (1.15) dsszefiiggést.
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4.4. A gerjesztés-valasz stabilitas

A folytonos idejd, linedris, invaridns rendszer akkor és csakis ak-
kor gerjesztés-vdlasz stabilis (1. 32. oldal), ha impulzusvdlasza ab-
szolut integrdlhato, azaz ha

/OO [w(t)|dt < oo. (4.17)

—00

FEnnek bizonyitdsa céljabdl vegyiik a konvoliucidval szamitott
valaszjel abszolut értékét és hasznaljuk ki, hogy korlatos ger-
jesztés esetén |s(t)| < M:

1< [ elste = nldr <M [ ju(rlar,
Ebbél kovetkezik, hogy y(t) akkor korlatos, ha az utébbi integral
véges.

Ha a rendszer kauzalis, akkor impulzusvélasza belépd, a
feltétel tehat a kovetkezé alakra modosul:

/OO w(t)|dt < oo. (4.18)
0

Ennek egy sziikséges feltétele, hogy

lim w(t) =0, (4.19)

t—o00

amikor a rendszer ugrdsvdlasza egy véges K konstans értékhez

tart:
lim v(t) = K. (4.20)

t—o0
Az el6z6 példakban szerepl6é impulzusvalasz gerjesztés-valasz
stabilis rendszert ir le. Ezen impulzusvalaszrdél konnyl eldonteni,
hogy lim; oo w(t) = 0, hiszen az exponencidlis kifejezést tar-
talmaz negativ kitevovel. A rendszer akkor is gerjesztés-vélasz
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stabilis, ha az impulzusvédlasz tartalmaz t"e®* (a < 0) jellegii
fiiggvényeket, hiszen az e®® szerinti exponencidlis csokkenés gyor-
sabb, mint a t" szerinti novekedés. A gerjesztés-valasz stabilitds
eldontésével a késObbiekben még foglalkozunk.

4.5. A rendszeregyenlet

4.5.1. A rendszegyenlet definicigja

A folytonos idejii, linedris, invaridns és kauzdlis SISO-rendszer
rendszeregyenlete dltalanosan a kovetkezd alakban irhaté fel:

y (@) +ary™ V@) + .+ anyP () + any(t) =
= bos™ (t) + b1s™ V() + ...+ by_15D(t) + bus(t).

(4.21)
A rendszer un. rendszdmat n jeloli (barmelyik egyiitthaté lehet
nulla). A rendszeregyenletben id6 szerinti derivaltak szerepelnek:
az y(t) vélaszjel n-edik derivéltjat ™ (t) jeloli. A rendszeregyen-
let meghatarozasa soran feltételezziik, hogy a vélaszjel n-szer dif-
ferencialhatd, tovabbda a gerjesztojel a sziikséges szamban diffe-
rencidlhatd. Lathaté az is, hogy a gerjesztést legfeljebb annyiszor
kell derivélni, ahdnyszor a valaszjelet, s igy pl. az a rendszer, ame-
lyik derivdlja bemeneti jelét (y(¢t) = s’(¢)) nem {rhaté le (4.21)
alakban.

A (4.21) rendszeregyenlet egy un. n-edrendd, linedris, dllandd
egyttthatos differencidlegyenlet.

A rendszer invariancidja az egyenletbdl kitiinik, hiszen az a;
és a b; egyutthatok dllandok, nem fliggenek az id6tol, a rendszer
linearitasa pedig abban mutatkozik meg, hogy a gerjesztés is és
a vélasz is els6foki (nincs pl. négyzeten, vagy nem szerepel egy
fiiggvény argumentuméban).

A kovetkezdkben azt vizsgaljuk, hogy mit tartalmaz, mit je-
lent a rendszeregyenlet. Integraljuk hat a rendszeregyenletet id6
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szerint, s a rovidség kedvéért hagyjuk el a (t) jelolést, azaz
y =1y(t) és s = s(t):

y™ D fay™ D 4 an iy +oan / ydr =
= bos("_l) + b5 4 b, s+ bn/SdT.

Az integralast —oo-t6l t-ig kell elvégezni, de ha a gerjesztés
belépd, akkor az integralas alsé hatara nulla lehet. Integraljuk
mégegyszer:

y("_z) +a1y(”_3) —|—...+an_1/yd7'~l—an //ydeT:

=bos™ 2 + b5 4 4 by /SdT + b, //SdeT.

Ismételjiik ezt n-szer, hogy a legmagasabbfoku derivalt is eltiin-
jon. Végeredményben egy olyan egyenlethez jutunk, amelyben
szerepel y(t) és s(t), tovdbba ezek idé szerinti integréljai. Az
eredményt gy lehet értelmezni, hogy kaptunk egy olyan egyenle-
tet, amelyben az y(t) valaszjel fiigg az s(t) gerjesztéstol, tovabba
a valaszjel és a gerjesztés id6 szerinti integraljatdl, azaz a rend-
szer eldéletétdl (maltjétdl), hiszen az integralast mindig t-ig kell
elvégezni. Az integral értéke pedig az id6fligevény integraldsi
hatarai kozotti értékeitol fligg, ami az idéfliggvény multja t-hez
képest.

Masképp megfogalmazva: a vdlaszjel értéke a t iddpillanatban
a gerjesztés és a valasz t € [—o0, ..., t], vagy at € [0,...,t] in-
tervallumbeli értékeitdl fiigg. Ez a rendszer kauzalitdsat jelenti.

A rendszeregyenlet tomorebben alakban is felirhaté:

y M)+ aiy () =D b smI(0). (4.22)
i=1 =0
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A rendszeregyenlet megoldasaval nem foglalkozunk, azt azon-
ban megjegyezziik, hogy a megoldds egy iddfiggvény, amely min-
dig felbonthat6 a koévetkezé mddon:

y(t) = yur(t) + v 1), (4.23)

ahol az y,(t) iddfigguényt tobbféleképp is nevezik:

1.) tranziens Osszetevd (erre utal a tr index),

2.) szabad vdlasz,

3.) a homogén differencidlegyenlet dltaldnos megolddsa.
Az ys(t) dsszetevd neve:

1.) staciondrius dsszetevd (erre utal az st index),

2.) gerjesztett vdlasz,

3.) az inhomogén differencidlegyenlet egy partikuldris

megolddsa.

Az irodalomban mindhérom elnevezéssel taldlkozhatunk.

4.5.2. A gerjesztés-valasz stabilitas

Az i, (t) id6fliggvényt a kovetkez6 alakban keressiik:

Yir(t) = MeMt, (4.24)

Helyettesitsiik vissza a tranziens Osszetevét a (4.22) diffe-
rencidlegyenletbe gy, hogy kozben a differencidlegyenlet jobb ol-
dalét nulldnak vessziik (homogén differencidlegyenlet):

RIS , M (”_i): . ‘
(Me > 4—;:;(1Z <Me > 0 (4.25)

Az yu(t) = Me fiiggvény id6 szerinti derivéltjaira van tehat
sziikségiink. A lancszabalyt alkalmazva (nem feledkezve meg a At
belsé fiiggvény derivaltjardl, ami ) ezek a kovetkezok:

gl (t) = AMeM, gl (t) = A2MeM, . yt(?) (t) = \"Me,
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Helyettesitsiikk be ezen a derivaltakat a (4.25) homogén egyen-
letbe:

n .

(M)\"e)‘t> + Z a; (M)\"_’e)‘t) =0.

i=1

Fejtsiik ki az Osszegzést kicsit részletesebben:
(A7) + oy (MA"1eM) 4t ay (M) <0,

Az MeM minden tagban szerepel, igy azzal egyszeriisiteni le-

het. fgy eljutottunk a rendszeregyenlet un. karakterisztikus egyen-
letéhez:

e(A) = A"+ e A" 4 aoX" 2+ 4 ap A+ a, = 0. (4.26)

A karakterisztikus egyenlet tehat egy n-edfokd un. karakteriszti-
kus polinomot tartalmaz (és n a rendszam), melynek megolddsa
n szamu un. sajdtértéket szolgaltat. Ha minden sajatérték valds
része negativ, akkor a (4.24) altal definidlt n szdmu tag linearis
kombinaciéjabdl allo tranziens sszetevd nulldhoz tart és a rend-
szer valasza az ys(t) idéfiggvényhez kozelit. Ha a gerjesztés
korlatos, akkor a staciondrius valasz is korlatos lesz.

/ Im{A}

Egy rendszeregyenletével adott rendszer akkor

és csakis akkor gerjesztés-vdlasz stabilis, ha min- Re(A}
den sajdatértékének valds része negativ:

‘Re{)\i}<0, i=1,...,n,

(4.27)

azaz, ha minden sajatértéke a komplex szdmsik bal oldaldn helyez-
kedik el.

Egy kritérium annak eldontésére, hogy a rendszeregyenletével
adott rendszer gerjesztés-valasz stabilis, vagy sem, az, hogy a ka-
rakterisztikus polinom Hurwitz-polinom, vagy sem. Egy polinom
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n = 1é n = 2 esetén biztosan Hurwitz-polinom, ha minden
egylitthatdja pozitiv, azaz ha

a; >0, i=1,...,n, (4.28)

de pl. n = 3 esetén az ajas — az > 0 feltételnek is teljesiilni kell.’
Ebben az esetben nem kell meghataroznunk a sajatértékeket. A
kritériumot akkor is alkalmazhatjuk, ha valamely paraméter sta-
bilitasra gyakorolt hatasat kivanjuk vizsgalni.

4.6. Az allapotvaltozos leiras

4.6.1. Az allapotvaltozoés leiras definicidja

Egy folytonos idejii rendszer x;(t) (i =1,...,N ) dllapotvdltozdi a
vdltozok olyan minimdlis halmaza, amelyek a kovetkezd két tulag-
donsdaggal birnak:

1. A rendszert leiré dllapotvdltozés leirds ismeretében az dlla-
potvdltozok és a gerjesztés(ek) ty iddpontbeli értékébsl meg-
hatdrozhaté az dllapotvdltozok értéke tetszoleges to > tq ido-
pontokban, €s

2. ugyanezen adatokbol meghatdrozhaté a rendszer vdlaszdnak
(vdlaszainak) értéke a ty iddpillanatban.

A folytonos idejli rendszerek dllapotvaltozds leirasa kifejezi az
dllapotvdltozok id6 szerinti elsé derivaltjat és a valaszokat barmely
t id6pillanatban az allapotvaltozoknak és a gerjsztéseknek ugyan-
ezen t idopontbeli értékeivel.

Ha a rendszer linedris, akkor az &allapotvaltozds leiras egy
linearis differencidlegyenlet-rendszer, a valaszokat pedig linedris

STetszéleges n esetére a Routh-kritérium és a Hurwitz-kritérium alkalmaz-
haté6. Ezekkel azonban nem foglalkozunk.
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egyenletek fejezik ki. Ha a rendszer invaridns, akkor az allapotval-
tozds leirasban szerepld egytitthaték konstansok, nem valtoznak
az id6ben, a kauzalitds pedig a definicié miatt teljestil. Ka-
punk tehat egy elsdrendi, dllando egyiitthatds, linedris diffe-
rencidlegyenlet-rendszert:

N Ng
Ti(t) = Z Aijzi(t) + Z Bijs;(t),
?:1 f (4.29)
y(t) =Y Chjaj () + > Dijsj(t),
j=1 j=1

ahol N jeloli az allapotvéltozdk szamat (i =1,...,N), Ng a ger-
jesztések (azaz a bemenetek) szamat és k =1,..., Ny a valaszok
(azaz a kimenetek) szdma. Az idé szerinti els6 derivaltat az z;(t)
f6lé tett pont jelzi. Az els6é sor a differencidlegyenlet-rendszer
(hivjdk dllapotegyenletnek is), amely elsdrendd, mivel csak az
id6 szerinti els6 derivaltat tartalmazza, dllando egyiutthatos, mert
Aij, Bij, Cy; és Dy egylitthatok allandok a rendszer invari-
ancaja kovetkeztében és linedris, mivel az allapotvaltozék és a
gerjesztések els6foki, azaz linedris médon szerepelnek (nincs pl.
egyik sem négyzeten). Felirhatjuk mindezt kompaktabb alakban:

%X = Ax + Bs,

4.30
y = Cx + Ds, ( )

ahol x az dllapotvektor, s és 'y a gerjesztéseket és valaszokat tartal-
maz6 oszlopvektor, A a rendszermdtriz, B, C és D matrixok pe-
dig a (4.29) egyenletben szerepl6é megfelels egytitthatokat tartal-
mazzék. A rendszerméatrix mindig N x N méretii, azaz négyzetes,
més széval N-edrendl kvadratikus matrix. A (4.29) és (4.30) ala-
kokat az allapotvéltozés leirdas normdlalakjdnak nevezziik.
SISO-rendszerek esetében egy bemenet és egy kimenet van,
ekkor s egy skalarrd, B egy oszlopvektorra, C egy sorvektorra
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(ezért jeldljiik cT-vel, oszlopvektor transzpondltjaként), D pedig
skalarra redukélédik:

%X = Ax + bs,
- (4.31)
y=c X+ Ds,
részletesen Kkiirva:
j?l A11 N AlN X1 bl
ig A21 AQN X9 b2
= . + S,
Aij .
x'N ANl ANN TN bN (432)
T
T2
y:[cl CN} . + D s.
TN

A SISO-rendszer hatdsvdzlata (amely grafikusan reprezentalja
az allapotvéltozds leirdst) a kovetkezo:

|

DS@§X G

EXIEIE]
>

4.6.2. Az allapotvaltozds leiras eldallitasa a halozati
reprezentacié alapjan

Egy rendszer allapotvaltozos leirdsa meghatarozhato pl. a haldzati
reprezantacidja alapjan. Az eljards menetét a kovetkez6é példén
keresztiil mutatjuk be:
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Di@ To @xg (1) T @xl (2)®4y_D
]

-

— -5

Elsé 1épésben jeloljiik be az allapotvaltozdkat. Az allapotvalto-
zokat a hélézat dinamikus elemeihez kell kapcsolni, azaz a két
integratorhoz. Az integratorok bemenete az allapotvaltozé de-
rivaltja, ©; = #;(t), kimenete pedig az éllapotvélozo id6fiiggvénye,
x; = x;i(t). Az (1) jell csomépont egy eldgazécsomdpont, amely-
nek kimeneti jele megegyezik a bemenetére érkezo jellel. Itt tehat
&1 = x9. Bz az egyenlet kielégiti az allapotvaltozos leirasban fog-
laltakat. Az x4 jel halad az (1)-bél lefelé vezetd dgon a két erdsitd
irdnyédba is. A (2) jelli csomépont szintén eldgazécsomépont, ahol
a beérkezo 1 jel halad tovabb jobbra az Gsszegzécsomoépontba,
valamint a visszacsatold er6sité iranyaba. Ezek alapjan mér fel
tudjuk irni a bal oldali 6sszegzécsomépont harom bemeneti jelét.
Ennek kimenete az &9, azaz 9 = —3x1 — 4x2 + s. Ez az egyenlet
szintén az allapotegyenletnek megfelel¢ alaki. Sziikség van még a
valaszjel kifejezésére, ami a jobb oldali 6sszegzdécsomdbpont kime-
neti jele, azaz y = x1 + 5x2. A héalézat dltal reprezantélt rendszer
allapotvaltozds leirasa tehat a kovetkezo:

i"l = T2,
1"2 = —3.131 — 4:52 + s,
Yy =1x1 + 5Ta.

Abban az esetben, ha az allapotvaltozos leirds nem fejezheto
ki a kivant alakban, akkor a halézat nem reguldris. A nem re-
guldris halézat nem tekintheté egy valds fizikai rendszer repre-
zentaciéjanak. El6fordulhat olyan hélézat, amely felépitésébol
adédbéan nem regularis, ekkor azt mondjuk, hogy a haldzat
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strukturdlisan nem reguldris. Ha a halézat csak a paraméterek
bizonyos értékei mellett nem regularis, akkor az a hélézat para-
metrikusan nem requldris.

Megjegyezziik, hogy tobb halézat is vezethet ugyanarra az
allapotvaltozds leirasra. Ezek a halézatok ekvivalensek.

4.6.3. Az allapotvaltozods leirds megoldasa
A megoldas formulaja

Az &llapotvaltozds leirds megolddsa elétt egy a tovabbiakban
nagyon hasznos fogalmat szeretnénk bevezetni. Egy kvadrati-
kus matrix skalar egyiitthatés polinomja a kovetkezdképp de-
finidlhat6. Ha tekintjik a

p(x) = co+ a1+ cox® + esz® 4+ ..+ ey
N-edfoku polinomot, akkor az x valtozo helyébe az A kvadratikus
matrixot helyettesitve, a

P(A) = coE + 1A + caA% + c3A3 + ...+ ey AV

mdtrizxpolinomot értelmezhetjiik. Fontos megjegyezni, hogy de-
finicié szerint A? = E, ahol E az N-edrendii kvadratikus egy-
SEgMAtrix.

Tudjuk, hogy az #(t) = Ax(t) alaki homogén lineéris diffe-
rencidlegyenlet &ltaldnos megolddsa az z(t) = Me™ fiiggvény, az
eM fiiggvény hatvdnysora pedig a kovekezé:

N

vogyp Dy by AN

e = +ﬁ +g +§ +...+m 4+ ...,

Az el6z6ekhez hasonldan irjuk a A valtozo helyébe az A kvadra-
tikus matrixot:

N
AN 4

eAt—E+iA+5A2+£A3+ + —
B 1! 2! 3! TN!
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Ezaltal eljutottunk egy nagyon fontos un. mdirizfigguényhez, az
A kvadratikus matrix exponencidlis fliggvényéhez, amely maga
is egy IN-edrendu kvadratikus matrix. Erre a matrixfiggvényre a
tovdbbiakban sziikségilink lesz, és szamitasaval is foglalkozni fo-
gunk.

Mielott levezetnénk az allapotvaltozos leirds megoldasat adé
Osszefiiggést vizsgaljunk meg egy egyszert példat.

Példa. Legyen a megoldandé inhomogén differencidlegyenlet
adott inhomogén kiindulési feltétel és gerjesztés mellett a kovet-
kez6:

&(t) = —2x(t) + s(t), s(t)=4, hat>0, z(-0)=>5.

FEnnek megoldasat kétféleképp végezziik el. El6szor az 1. fejezet-
ben ismertetett médszert (1. 7. oldal) egészitjiik ki, majd egy kicsit
masképp.

1. megoldds. A megoldast OsszetevOkre bontassal végezziik
el, azaz keressiik az

z(t) = e (t) + wst(2)

alaki megoldéds két Osszetevijét. Az wxi(t) tranziens Osszetevd
altaldnos alakjat a homogén differencidlegyenlet (amikor is s(t) =
0) megoldasaként kapjuk, amit azonban mar ismeriink: x¢,(t) =
Me™2t ahol M értéke egyelSre érdektelen, s csak a megoldas végén
hatarozzuk meg a kiindulasi feltételnek megfelelGen.

A staciondarius Gsszetevének megfelelé un. prébafiggvény egy
xst(t) = A konstans, ha a gerjesztés konstans. Az inhomogén dif-
ferencidlegyenlet megoldasa tehat a kovetkezOképpen alakul:

i‘st(t) = _2xst(t) + S(t) = 0=-24+ 4,
ahonnan A = 2, s igy a teljes valasz a kovetkezd:

x(t) = Me 2 42,
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Az M konstans a t = 0 feltételbol hatarozhaté meg: 5 = M + 2,
azaz M = 3. Az x(t) id6fiiggvénye tehat a kovetkezd lesz:

z(t) =3¢ +2, ha t>0.

Fontos megjegyezni, hogy az x(t) dllapotvéltozé értéke foly-
tonos, ha a gerjesztésben ugras kovetkezik be, hiszen azok de-
rivaltja szerepel az dllapotvaltozds leirasban. Az dllapotvektor kez-
deti értéke megegyezik a kiinduldst értékével, azaz

| x(+0) = x(-0). | (4.33)

Belépd gerjesztés esetén minden kiindulasi érték nulla, azaz a kez-
deti értékek is mind nulldk: x(+0) = 0.

2. megoldds. Most kicsit méasképp oldjuk meg a differencial-
egyenletet, amely illusztracidként szolgal az allapotvaltozds leirds
megoldasianak formuldjahoz. A megoldédst szintén az x(t) =
x4 (t) + 24t (t) alakban keressiik.

A tranziens Osszetevd x(t) = Me 2! alakjaban most vegyiik
figyelembe a kezdeti értéket, azaz M = 5, hiszen z,(0) = Me® =
9. fgy a tranziens Osszetevo alakja a kovetkezo:

ze(t) =5e?, ha t>0.

Keressiik ezutdn azt a mar meghatérozott és a kezdeti értéket
is kielégité homogén megoldashoz tartozd partikularis megoldast,
amely homogén kezdeti feltételt elégit ki. Ehhez hatdrozzuk meg
az impulzusvélaszt, majd alkalmazzuk a konvoliciét. A w,(t) im-
pulzusvélasz a kovetkezé differencidlegyenletbdl hatarozhaté meg:

W (t) = —2wy () + 8(t).

Ebben az egyenletben szerepel a d(t) gerjesztés. Mivel ez nem
véges at = 0 helyen, ezért integraljuk ezt az egyenletet id6 szerint.
Ekkor az ugrasvalaszra vonatkozé differencidlegyenlethez jutunk:

0a(t) = —20, () + (2).
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Ezt mér meg tudjuk oldani Osszetevékre bontdssal v,(t) =
Vg tr(t) + Vg st(t) szerint, majd ennek végeredményét, azaz az
ugrasvalaszt derivilva megkapjuk az impulzusvélaszt.

Az ugrasvialasz tranziens Osszetevije az eddigiekhez hasonléan
Vg pr(t) = N e~ 2t lesz, ahol N értéke egyelére ismeretlen.b A sta-
ciondrius vélasz egy A konstans prébafiiggvénnyel irhaté le, mivel
a gerjesztés a konstans értékli egységugrasjel, értéke pedig meg-
hatarozhaté a 0 = —2A-+1 egyenletbdl: A = % Az ugrasviélasz igy
vz (t) = Ne 2 + % alaku lesz, amelyben NNV értéke —%—nek adodik,
hiszen v, (4+0) = v,(—0) = 0. Az ugrasvélasz tehat a kovetkezd:

vz () = 0,5¢(t) (1 —e ).
Ennek altaldnositott derivaltja adja az impulzusvélaszt:
w,(t) = e(t)e 2,

A konvolicié definiciéja alapjdn meghatarozhatjuk a gerjesztett
Osszetevo alakjat ¢ > O-ra:

t t
Tt (t) :/ wy(t —7)s(7)dr :/ e 2T dr = 2 — 272,
0 0
A tranziens OsszetevO és a staciondrius Osszetevd Osszege adja az
x(t) jel idéfiiggvényét:

o(t) =5e " +2 -2 =3¢ +2, ha t>0.

Miért lehet sziikség a 2. megoldasra? A 2. megoldési
modszer sordn nem kell kiilon foglalkoznunk a stacionérius valasz
szamitasa sordn a proébafiggvénnyel. Kovetkezésképp ez egy
altalanosabb megoldasi médszer és numerikus szimulaciék soran
alkalmasabb lehet a valasz szamitasara.

6 Azért hasznaltunk itt N jelolést, mert ez a konstans nem egyezik meg az
Zer(t) jelben szerepld konstanssal.

67



Az allapotvaltozés leiras megoldasat zart alakban a 2.
megolddshoz hasonléan tudjuk elGallitani. A levezetést SISO-
rendszerekre végezziik el, s a végeredményt dltalanositjuk MIMO-
rendszerekre is.”

Térjiink hat vissza a megoldand6 differencidlegyenlet-
rendszerhez:

x(t) = Ax(t) + bs(t).

A megolddst a jol ismert alakban keressiik: x(t) = x4 (t) + x4t (),
ahol x;(t) a tranziens Osszetev, amely kielégiti a kezdeti feltéte-
leket. Alakja tehét a kovetkezd:

X (t) = e x(—0), (4.34)

ahol az x(—0) a kiindulasi értékek vektorat jelenti. Mivel x,(t)
egy oszlopvektor, ezért az x(—0) vektorral jobbrdl kell szorozni a
matrixfliiggvényt.

A kovetkezd 1épés az x(t) éllapotvektor impulzusvélaszanak
meghatdrozdsa a konvolicié alkalmazédsa érdekében. Az impul-
zusvalasz ki kell elégitse a differencidlegyenlet-rendszert, azaz

Wx(t) = Awx(t) + bo(t).

Fzen a differencidlegyenlet-rendszer megoldasa az ugrasvéalasz se-
gitségével hatdrozhaté meg egyszeriien. Az ugrasvélasz is ki kell
elégitse a megoldandé differencidlegyenlet-rendszert, azaz

Vi(t) = Avi(t) + be(t).

Az ugrdsvalasz meghatarozasat az osszetevokre bontas modszeré-
vel végezziik el a jol ismert alakban: vy (t) = v tr(t) + vk st (t). A
tranziens Gsszetevé meghatarozésa az et matrixfiiggvény segitsé-
gével torténik, ugyanakkor tartalmazza az ismeretlen konstansok

"Megjegyezzilk, hogy az 1. megolddsi médszer is alkalmazhaté az
allapotvaltozds leirds megoldésara, de az altalanosabb utat kovetjiik.
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n oszlopvektorat, mellyel jobbrdl szorzunk:
Vxr(t) = eAln.

A stacionarius Gsszetevd egy konstansokat tartalmazé k vektor-
ral jellemezhetd, hiszen a gerjesztés a konstans értékii (t) jel:
vxst(t) = k. A partikuldris megoldds alakja tehdt a kovet-
kez6képp irhaté fel:

0=Ak+b = k=-A"lpb.

Az ugrasvalasz a tranziens Osszetevo és a staciondrius Osszetevo
Osszege:
v(t) =e?r'n — A7 b.

Az ismeretlen konstansokat tartalmazo n vektor meghatarozhato
a v(0) = 0 feltételbdl, azaz

0=n—A"'b=n=A"'b,
s igy az ugrasvélasz mar felirhato:
vx(t) =e(t) (e* A™'b — A7'b).

Az impulzusvalasz ennek id6 szerinti altalanositott derivaltjaként
adhaté meg;:

wy(t) = Vi(t) = (t) (eAt AA'D) =¢(t) eAlb.

Az et derivaltja Ae®t, ami azonban egyenls az eA A kifejezéssel,
és ezt hasznaltuk ki.®

8FEz annyit tesz, hogy a métrixfiiggvény és a matrix szorzata kommutativ
miivelet, azaz felcserélhetd. Ez legegyszeriibben a mar emlitett hatvanysoros
eldallitasbdl latszik, ugyanis az, hogy egy matrixot énmagéval szorzunk balrdl,
vagy jobbrdl, az ugyanazt jelenti:

A(60E+61A+...+CNAN) = (coE+clA—|—...+cNAN)A.



Az impulzusvilasz segitségével az allapotvektor stacionarius
OsszetevOje mar megadhaté zart alakban, azaz:

Xst(t) = /_0 wy(t — 7)s(T)dr = /_0 AT b (7) dr.

Az allapotvektor id6fiiggvénye tehat a kovetkezdképp szamithato:

x(t) = e x(—0) + /_ to AT b (7) dr. (4.35)

Az y(t) vélaszjel idéfiiggvénye megadhaté az allapotvaltozds
leirds erre vonatkozé Osszefliggése alapjan gy, hogy x(t) helyébe
beirjuk a kapott eredményt:

y(t) = e'x(t) + Ds(t) =

t 4.36
= cleAlx(—0) +c?t / AT bs(r) dr + Ds(t). (4.36)
-0

Mindez MIMO-rendszerekre a kovetkezéképp néz ki:

x(t) = e x(—0) + /t A7) Bs(7) dr.

o (4.37)

y(t) = Ce’lx(—0) + C/ A=) Bs(7) dr + Ds(t).
-0

Lathato, hogy a valaszjel idofiiggvényében nem szerepel az alla-
potvektor ido6fiiggvénye, és a formula a ¢ > 0 idSintervallumban
adja meg az allapotvektor és a valaszjel id6fliggvényét.
Hatarozzuk meg ezutdan a SISO-rendszer impulzusvalaszanak
kifejezését az &llapotvaltozds leirds ismeretében. Az impul-
zusviélasz a Dirac-impulzusra adott valasz, ami egy belépdjel, azaz
a t = —0-ban az allapotvektor biztosan nullvektor, hiszen nincs
gerjesztés, s kovetkezésképp valasz sincs, azaz x(—0) = 0.
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Vizsgaljuk meg el6szor az allapotvektor Dirac-impulzusra a-
dott vélaszat. Helyettesitsiik a (4.35) kifejezésbe az s(t) = 0(¢)
gerjesztést:

¢
wy(t) = / A=) bd(7) dr.
-0
Tudjuk, hogy 6(t) a t = 0 idépillanaton kiviil mindenhol nulla,
de ki kell elégitse az f_oooo d(t)dt = 1 egyenletet. Az integraldst
T szerint végezziik, s igy annak helyére kell nullat irni. Vigyiik
ki az integralas szempontjabol konstansnak tekintheté tagokat az
integral elé:
¢
wx(t) = eAtb/ 5(r)dr = e(t)eA b.
-0

—_——
e(t)

Helyettesitsiik be a kapott eredményt az dllapotvaltozés leirds
vélaszjelet megadd egyenletébe, s igy kapjuk a rendszer impul-
zusvalaszat:

w(t) = cTwy(t) + D(t) = e(t)cTeAr b+ D(t). (4.38)

A matrixfiiggvények el6éallitasa

Az allapotvéltozés leirds megolddsahoz szitkség van tehét az eA?

matrizfiigguény eléallitdasara. Egy N-edrendii kvadratikus méatrix
tetsz6leges f(A) matrixfiiggvénye is egy N-edrendil kvadratikus
méatrix, ahol f(-) egy fliggvény, pl. e?, sin(x) stb.

Mindenekelott at kell ismételniink par, linearis algebrabdl is-
mert fogalmat: sajatérték, sajatvektor, determinans, adjungalt,
karakterisztikus matrix, karakterisztikus polinom, karakteriszti-
kus egyenlet, minimalpolinom.

Ha az
Am = )\m (4.39)
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egyenletnek valamely A érték mellet van m # 0 megoldésa, ak-
kor a A\ szadmértéket az A N-edrendii kvadratikus métrix sajdt-
értékének, az m vektort pedig a matrix A\ sajatértékhez tartozo
sajatvektoranak nevezziik.

A (4.39) definiciés Osszefliggésbdl kovetkezik, hogy

(AE — A)m = 0. (4.40)

Ennek a homogén linearis egyenletrendszernek akkor és csakis ak-
kor van trivialistdl eltéré megolddsa, ha az egytitthatokbdl képzett
matrix determindnsa nulla, azaz

|Dy()) = [AE - A[=0.] (4.41)

Ezen determinans kifejtésével A-ra egy N-edfoku polinomot ka-
punk, melynek gyokei az A matrix sajatértékei. A AE — A matrix
neve karakterisztikus mdtrixz, és a karakterisztikus matrix deter-
minansa a karakterisztikus polinom. Ha a karakterisztikus polino-
mot egyenlové tessziik nullaval, akkor kapjuk a karakterisztikus
egyenletet.

[rjuk fel a (4.41) karakterisztikus egyenletet részletesen:

A — All —A12 - _AlN
—A21 A — A22 . —AQN
DN\ =|AE — A| = , , .
_ANl —AN2 )\—ANN
NV AT A2 dyo A+ dy = 0.
(4.42)

Ezen karakterisztikus polinomnak N gyoke (zérusa) van, melyek
a sajatértékek. A sajatértékek vagy valdsak, vagy vannak koztiik
olyanok, amelyek konjugalt komplex part alkotnak. A karakterisz-
tikus polinom felirhaté gydktényezds alakban is:

N

DY) =A=A)A =) ... (A= An) =X = X).| (443)
=1
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A matrix  minimdlpolinomjara  sziikkségink lesz  a
tovabbiakban. Ha Dy(A) jeloli a métrix karakterisztikus
polinomjat és ©(A\) a AE — A maétrix adjungdltjanak® legnagyobb
kozos osztojat, akkor a

AN) = (4.44)

polinomot a matrix redukdlt karakterisztikus polinomjanak, vagy
minimdlpolinomjanak nevezzilk. A miniméalpolinomnak M szdmu
gyOke van, ami legfeljebb a karakterisztikus polinom gyokeinek
N szamaval egyezik meg, M < N, attdl fiiggben, hogy az ad-
jungalt matrix elemeinek legnagyobb kozos osztéjaval tudunk egy-
szertisiteni, vagy sem.

A miétrixfiiggvény eléallitasara két lehetdségiink van, attdl
fliggben, hogy a méatrix minimdlpolinomjanak gyokei hanyszoros
multiplicitassal rendelkeznek:

o Minden sajatérték egyszeres, azaz egy N-edrendil kvadrati-
kus matrix minimalpolinomjanak M szdmu gyokei kozott
nincs két egyforma. Ebben az esetben a Lagrange-mdtriz-
okat alkalmazzuk.

o A minimdlpolinom legaldbb eqy gyoke legaldbb kétszeres, azaz
a minimalpolinom M szamu gyoke kozott van legalabb
egy olyan, amelyik legaldbb kétszeres. Ebben az esetben az
Hermite-madtrizokat alkalmazzuk.

A miniméalpolinom gyokeinek meghatarozasa utéan eldonthetd,
hogy melyik mddszert kell hasznalni a matrixfiiggvény felirasahoz.
A médszerek attekintése elétt ismerkedjiink meg egy ujabb stabi-
litassal.

9Az adjungdlt métrix fogalmdval nem foglalkozunk részletesen, csak
amennyire sziikséglink van. A példédk soran felirjuk a példdban szereplé matrix
adjungaltjat, ott tehat visszatériink a fogalomra.
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Az aszimptotikus stabilitas

Egy folytonos ideji, linedris, invaridns rendszer akkor aszimptoti-
kusan stabil, ha a gerjesztetlen rendszer x(t) dllapotvektora t — oo
esetén nulldhoz tart tetszdleges x(+0) kezdeti érték esetén:

lim x(t) = 0. (4.45)

t—o0

Fz gyakorlatilag az allapotvektor Dirac-impulzusra adott
vélaszdnak meghatdrozdsdt és a lim;,o Wx(t) hatdrérték
vizsgdlatat jelenti, amely eAf — 0 esetén cseng le. A kovet-
kezOkben latni fogjuk, hogy ez a matrixfliiggvény akkor tart
a nullmatrixhoz, ha A minden sajatértékének valés része ne-
gativ. Az dllapotvektor tehdt akkor tart nulldhoz (a rendszer akkor
aszimptotikusan stabil), ha a rendszermdtriz minden sajatértéke
a komplex szamsik bal félsikjan helyezkedik el, azaz

(Re{\i} <0, i=1,...,N| (4.46)

A rendszermétrix  karakterisztikus  poli- / Im{A}
nomjanak meghatarozasa utan, annak egytitt-
hatodinak segitségével is meg lehet allapitani, hogy Re{\}
a rendszer aszimptotikusan stabilis vagy sem. A
feltételeket 1. 59. oldalon.

Ha wy (¢) nulldhoz tart, akkor (4.38) alapjdn a rendszer impul-
zusvélasza is nulldhoz tart. Azaz, ha a rendszer aszimptotikusan
stabilis, akkor gerjesztés-vdlasz stabilis is. Ez forditva nem biztos,
hogy igaz, s6t bizonyos feltételek mellett az aszimptotikusan nem
stabil rendszer lehet gerjesztés-vilasz stabilis. !0

ONMinderre a 8. fejezetben még visszatériink.
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Matrixfuggvény szamitasa Lagrange-matrixokkal

Legyen az A matrix karakterisztikus polinomjanak gyoktényezos
alakja

M M
Dy(\) =[] =A)*, ahol Y =N,
=1 =1

azaz M < N szamu sajatértéke van, melyek kozott lehet tobbszo-
ros multiplicitasu. Az egyes tobbszoros multiplicitasi sajatértékek
multiplicitdsat «; jeloli, ami annyit jelent, hogy a \; sajatértékbol
«; szamu van. Legyen tovdbba a matrix minimalpolinomjanak
gyoktényezos alakja

M
am =2 =T -n),

ahol ©(\) az adj(AE — A) adjungdltmatrix elemeinek legna-
gyobb kozos osztdja. Az osztas kovetkeztében a minimalpolinom
fokszama csokkenhet a karakterisztikus polinom fokszdméhoz
képest, azonban az tobbszords gyokoket nem tartalmazhat (el-
lenkez6 esetben az Hermite-matrixokat kell alkalmazni). Ha az
eldéllitand6 f(A) matrixfiiggvény f(-) fliggvénye hatvanysorral
definidlhat6, akkor a matrixfiiggvény el6allithaté a Lagrange-
matrixok segitségével:

FA) =D F(M)Li(A), (4.47)

ahol L;(A) jeloli a meghatdrozandé Lagrange-métrixokat.

Az A N-edrendi kvadratikus méatrixnak M szamua Lagrange-
mdtriza van, melyeket a kovetkezO Osszefiiggés alapjan kell sza-
mitani:

M
A - )\E
j=Lg#i T

75



Minden egyes Lagrange-matrix (M — 1)-edfokd métrixpolinom,
hiszen a szorzatban mindig elhagyjuk azt a sajatértéket, amely
nullava tenné a nevezdt.

A Lagrange-matrixok szamitdsdnak ellenérzésére szolgalhat,
hogy 0Osszegiik N-edrendii egységmatrix, azaz

> Li(A)=E. (4.49)

A Lagrange-métrixok meghatarozasa utdn az A matrix tet-
sz6leges fliggvénye meghatarozhat6 a (4.47) Gsszefiiggés alapjan.
A szamunkra sziikséges exponencialis matrixfliggvény a kovet-
kezdképp szamithato:

M
A =3 "N L(A). (4.50)
=1

A matrixfiiggvény meghatarozasa igy egy M tagbdl allé Osszeg
meghatédrozasat jelenti, ahol az f(-) fliggvény argumentumdba
a matrix helyett a matrix sajatértékei keriilnek, ami pedig egy
skalarfiiggvény meghatarozasat jelenti, s a Lagrange-méatrixok e-
zen skalarfliggvényekkel sulyozott 0sszege adja a matrixfliiggvényt.

A Lagrange-matrixok eléallitdsanak gyakorlasara szamoljuk
végig részletesen a kovetkez6 példat.

A

Példa. Hatdrozzuk meg az A maértix e’ matrixfiiggvényét.

A L]
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Megoldas. Hatdrozzuk meg a métrix |[\E — A| = 0 karakterisz-
tikus egyenletét!! :

A0 0 1 A -1
DQ(A)_HO A}_[—3 —4”_‘3 )\+4‘_
=AMA+4)+3 =N 440 +3=0.2 A\ =1, \g=—3.

A sajatértékek tehdat egyszeresek, mivel kiilonboznek egymastol.
Ebben az esetben a minimalpolinomot nem is kell meghatéarozni,
mert ha meghatiarozzuk a A\E — A matrix adjungaltjat, akkor
elemeinek legnagyobb koz6s osztdja bizosan 1 lesz. Ezt meg-
hatarozzuk:

gl r 1 @[ A+4 =377 [ A+4 1
R T 1 x| | =3 x|’

Ezen adjungdlt matrix elemeinek legnagyobb kozos osztdja 1,
azaz O(A\) = 1, s igy a minimdlpolinom megegyezik a ka-
rakterisztikus polinommal, A(X) = Dy(\).'2 Igy a Lagrange-
matrixokat alkalmazhatjuk a matrixfiiggvény meghatarozasara.
Az L;i(A) Lagrange-mdtrix a definiciébdl kiindulva kovet-

a b . P _ , p
HAz A = d mdsodrendd métrix determindnsa a kovetkezé: |A| =
c

ad — be, azaz a féatléban 1évé elemek szorzatabdl kivonjuk a mellékatléban
1évé elemek szorzatat.
12A7 adjungalt métrix meghatdrozdsénak szabalya a kovetkezd: az ad-
jungalt métrix 75 index{i eleme a AE — A matrix i-edik sordnak és j-edik osz-
lopénak elhagyédsa utdn kapott méatrix determindnsa lesz. Ezt ezutdn transz-
ponélni kell. Az adjungélt meghatdrozdsa soran nem szabad megfeledkezni
a sakktablaszabdlyrdl, ami a kovetkezét jelenti az elGjelekkel kapcsolatban:
+ - +
— 4+ — ... |, azaz pl. az 11 indexi elemet 1-gyel, az 12 indexi ele-
+ - +
met —1-gyel be kell szorozni. Ezt a pontot jeloli a (*) a miiveletben.
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kez6képp hatarozhaté meg:

A-MNE A \E 1
Li(A) = || I = = A — \E) =
. it MTA AL A g T

:ﬁ{{_og _14}—[_03 —03}}:

173 1] [ L5 05
T2 -3 1] | -1,5 0,5

Az Ly(A) Lagrange-matrix hasonléképp szamithato:

2
A-NE A-\E 1
Ly(A) = ] = = A - \E) =
2(4) P3NP TPV EEON ey AT ME)

1 o 1] | -1 0 _

=341 3 —4 0 —-1]f "

_ o1y _1-05 -0,5

2|1 -3 3| | 1,5 1,5 |’
Ellenorzésképp szamitsuk ki a két Lagrange-matrix Osszegét:

1.5 0,5 05 ~0,5] [1 0
Ll(A)+L2(A):[—15 —05]*[ 1,5 1,5 }:[0 1}’

ami a masodrendii egységmatrix, ahogy annak lenni kell.
A Lagrange-matrixok ismeretében az exponencialis matrix-
fliggvény mar felirhaté:

2
A=) MLi(A) =
=1

w15 05 s [ =05 —0,5]
—° [—1,5 05 |T© L5 1,5 |

[ 1,5e71 —0,5e73t 0,57 — 0,53
| —1,5e " 41,573 —0,5e7 1 4 1,5e 3

FEzen eredményre késébb még visszatériink.
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Matrixfuggvény szamitasa Hermite-matrixokkal

Mielott ratérnénk az Hermite-matrixok bevezetésére, egy egy-
szerii példaval illusztraljuk azt az esetet, amikor a matrix mi-
nimalpolinomja tobbszorés gyokot is tartalmaz. Vizsgédljuk meg

az
11
A=
o 1]
matrix karakterisztikus polinomjat, adjungaltjat és minimalpoli-
nomjat. A kérdés az, vajon alkalmazhatdk-e a Lagrange-matrixok

ezen matrix matrixfiiggvényének eléallitasara.
Az A matrix karakterisztikus polinomja a kévetkezo:

D2<A>=|AE—A\=\A‘1 - \

2
0 N1 |7 (A=1)~.
Ha a karakterisztikus polinomot egyenlévé tessziik nullaval, ak-
kor kapjuk a karakterisztikus egyenletet, és a sajatértékeket:
(A — 1)2 = 0. Egyetlen sajatérték van tehat, amely kétszeres:
A2 = 1. Mivel a sajatérték kétszeres (dltalanosan t6bbszords),
ezért meg kell vizsgalnunk a minimalpolinomot is. Ehhez sziikség
van az AE — A métrix adjungéltjara:

T
. A—1 0 A—1 1

adjAE —A) = [ 1 A—J - [ 0 )\—1]

Az adjungélt matrix elemeinek legnagyobb kozos osztdja O(N) =

1, s igy a minimalpolinom megegyezik a karakterisztikus polinom-

mal:
_ Da(n)

(A) o)
A minimalpolinom gyoke tobbszords, tehat a Lagrange-mét-
rixokat nem alkalmazhatjuk a matrixfliggvény meghatarozdsara.

= (A —1)%
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Legyen tehat az A matrix karakterisztikus polinomjanak
gyoktényezos alakja

M M
Dy =] =)™, ahol Y a; =N,
i=1 i=1

azaz M < N szamu sajatértéke van, melyek kozott van tobbszoros
(c;) multiplicitdsi. Legyen tovabba a matrix minimalpolinomja-
nak gyoktényezos alakja

AA—DMM—MA ;)% ahol M-—N<N
()_ @(}\) —Zl;ll( - Z) 9 ano ;ﬁl_ = 9

ahol ©(\) az adj(AE — A) adjungaltmatrix elemeinek leg-
nagyobb kozos osztdja. Az osztds kovetkeztében a mi-
nimalpolinom fokszama csokkenhet a karakterisztikus polinom
fokszaméahoz képest, azonban az is tartalmazhat tobbszoros
gyokoket (jelen esetben tartalmaz is). Ha az eléallitandé f(A)
matrixfiiggvény f(-) fiiggvénye hatvanysorral definidlhatd, akkor
a matrixfiiggvény eléallithaté az Hermite-matrixok segitségével:

M Bi—1

FA) =" r9 ) Hy(A), (4.51)

i=1 j=0

ahol H;;(A) jeloli az Hermite-matrixokat. Az elsé Osszegzés i =
1,2,..., M a sajatértékek szamdnak megfeleléen alakul, a bels6
Osszegzést pedig a miniméalpolinom ¢-edik gydkének multiplicitdsa
hatarozza meg. Részletesen Kkiirva:
M
(&) =3 [ FO)Hio(A) + /(M) Hi (A) + ...
i=1 (4.52)

+ OV H 5, 1(A)],
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tehédt az f(-) fliggvény derivéltjaira is sziikségiink lesz.

Az Hermite-matrixok meghatarozasara &altaldnosan nincs
sziikségiink, csak az eA' matrixfiiggvényre koncentralunk, hiszen
az szerepel az allapotvaltozds leirds megoldasanak végképletében:

M Bi—1

A =3 " )"t eM H(A). (4.53)

i=1 j=0

Itt arra kell iigyelniink, hogy az f(\;) = eM! derivéldsdt a \;
valtozd szerint kell elvégezni, és t fliggetlen paraméter, azaz

fOu) =Mt () =t f(\) = 2N,

Ezt jelzi a fiiggvény argumentuma is: f()\;), vagyis az f(-)
figgvény a \; sajatértéktol fligg.

Az Hermite-féle matrixpolinomok eldallitasa a kovetkezd
Osszefiiggésen alapszik!3:

1 ) M )\p p—l )\p72 )\Z_’*qz’
—A? = —H; —t—H; —t——H; oo+ ——FH,,,,
A =2 {p! S R (o) ey TR
(4.54)
ahol Hij = HZ](A), és
,_{ﬁz‘—l, Bi — 1< p;
@ 2 Bi—1>p.
Mindez felirhaté kompaktabb alakban is:
1 M q; Ap_J
P! ; ; ) (4.55)

Fz az Osszefliggés megadja az A métrix és az Osszes
H;;(A) Hermite-féle matrixpolinom kozotti kapcsolatot.

13Ezen Ssszefiiggés levezetésével nem foglalkozunk, mert feleslegesen hossza-
dalmas lenne, fogadjuk tehat el, hogy igy van. Levezetését és bizonyitdsat lasd
Rozsa Pdl: Linearis algebra és alkalmazdsai cim@ konyvében.
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Segitségével meghatdrozhaték az egyes matrixpolinomok (itt
p = 0,1,2,...,N' — 1). Ezt nem targyaljuk &ltaldnosan, mert
nagyon messze vezetne, megértése példakon keresztiil sokkal
hatékonyabb és egyszeriibb.

A

Példa. Hatdrozzuk meg az A métrix e’ matrixfiiggvényét:

0o 1
A‘[—o,% —1]

Megoldas. Hatdrozzuk meg a métrix |[\E — A| = 0 karakterisz-
tikus egyenletét:

A -1
0,25 A+1
=M 4A4+0,25=0 = A= -0,5.

DQ(A):|AE—A|:‘ ':)\()\+1)+0,25:

Fz a sajatérték kétszeres. Hatarozzuk meg a minimalpolinomot
annak eldontése céljabdl, vajon melyik matrixpolinomot kell alkal-
maznunk. Lattuk az el6z6 példakban, hogy ha a karakterisztikus
polinom gydkei tobbszorosek és a minimélpolinom gyokei mind
egyszeresek, akkor a Lagrange-féle matrixpolinomokat kell alkal-
mazni. Latni fogjuk, hogy itt nem ez lesz a helyzet. Hatarozzuk
meg a A\E — A karakterisztikus matrix adjungaltjat:

T

. A+1 —-0,25 | A+T 1
adJ()\E—A)—[ 1 \ ] —[_0,25 )\].
Ezen métrix elemeinek legnagyobb kozos osztéja ©(N\) = 1, azaz
a matrix minimalpolinomja megegyezik a matrix karakterisztikus
polinomjaval, kévetkezésképp a minimalpolinom egyetlen gyoke
kétszeres:

= — = (A+0,5).



Mivel a miniméalpolinom gyoke tobbszoros, ezért nem alkalmaz-
hatjuk a Lagrange-féle matrixpolinomokat a matrixfiiggvény el6-
allitaséra. Frre szolgdlnak az Hermite-féle matrixpolinomok.
Azonositsuk a (4.54) Osszefiiggésben szerepld jeloléseket. A
karakterisztikus polinom gyokeinek, azaz a sajatértékek szama
N = 2, azonban ez egy kétszeres gyok, igy a = 2, azonban csak
egy van beldle, ezért M = 1, a minimalpolinom gyokeinek szama
N’ =2, de 3, = 2. [rjuk fel a (4.54) Osszefliggést p = 0, 1 esetekre:

1
pZO:)E:ZHiOZHIO
i=1

1
p=1 :) A = Z {AlHio + Hil} = MHo+ Hj;.

i=1

Innen leolvashatjuk, hogy

1 0
HlO—E—[O 1],

H11=A+o,5Hm=[ 00 1 }

-0,25 -0,5

fgy nincs mas dolgunk, mint felirni a matrixfiiggvényt:

1 2-1
et = Z Z t/ M H;j(A) = eM Hyg + teM Hyy =
i=1 j=0
B e—0,5t + 07 5te—0,5t te_0’5t
- —0, 25te =05t e 05t _ 0, 5te=0:5¢

A példan keresztil vilagos, hogy ¢ = 1, azaz egyetlen tagbdl all a
kiils6 Osszeg, hiszen egyetlen, de kétszeres sajatérték van, a bels6
Osszegzés j = 0,1, pont azért mert a sajatérték kétszeres.

Ha a minimdlpolinom valamely gyokének multiplicitdsa na-
gyobb, mint 2, akkor fellépnek még t2eM, t3eM stb. tényezék is.
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Levonhat6 tehat az a kovetkeztetés, hogy az allandd egytitt-
hatéju  homogén linedris differencidlegyenlet-rendszerek meg-
oldasat kizardlag exponencidlis fiiggvények alkotjdk, ha a mi-
nimélpolinom minden gyoke egyszeres, ellenkezé esetben fellépnek
az id6 polinomjaval sulyozott exponencidlis fiiggvények is.

Matrixfuggvények alkalmazasa a valasz szamitasaban

Példa. Hatarozzuk meg az aldbbi allapotvaltozds leirdsdaval
adott SISO-rendszer ugrasvalaszat és impulzusvalaszat.

1"1 0 1 1 0 I
E R | A E S P
Megoldas. A megoldast két médon mutatjuk be. Az els6 kicsit
hosszadalmasabb, azonban megadja az allapotvaltozdk idofiigg-
vényét is, a masodik egy rovidebb megoldas, de csak a kimeneti
jel alakulaséat adja.

A rendszermatrix e matrixfiiggvényére sziikségiink lesz a
megoldas soran. Célszerii elGszor ezt meghatarozni, majd a len-
tebb bemutatott médon felhasznalni. Ezen matrix matrixfiiggvé-
nye ismert, kordbban mar meghataroztuk, s most felhasznéljuk (1.
76. oldal).

(a) Els6 1épésben hatarozzuk meg az dllapotvaltozok id6fligg-
vényét az allapotvaltozos leiras allapotvektorra vonatkozd részé-
bél. Lathaté, hogy az y = y(t) kimeneti jel ezektdl fligg, hiszen
y(t) = x1(t) + baa(t). Az éllapotvektor idéfliggvényének meg-
hatarozasara szolgdl az

A

t
x(t) = eAlx(—0) + / AT bs(r) dr
-0

Osszefiiggés, ahol x(—0) = 0, mivel a gerjesztés a belépé egységug-
rasjel, s(1) = e(7), tovdbba az integral alsé hatara 0 lehet, mivel
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a gerjesztés nem tartalmaz Dirac-impulzust. Igy az

t
x(t) = / AT pdr
0

osszefiiggéshez jutunk. Sziikségiink lesz az eA(~7) b szorzatra,

amely egy 2 X 2-es matrix és egy 2 x l-es oszlopvektor szorzata.
Az eredmény egy 2 x 1-es oszlopvektor lesz. Foglalkozzunk el6szor
az e b szorzattal, majd a végeredményben irjunk 4t minden ¢-t
(t — 7)-ra. A szorzat tehét a kovetkezo:

—1,5e7 ™ +1,5e73 —0,5e 1 +1,5e 3¢ 1

0,5e" 1 —0,5e 3¢
—0,5e7 1 +1,5e73 |’

—1t _ -3t —1t _ —3t
eAtb:[ 1, 5e 0, 5e 0, 5e 0, 5e } [0]:

azZaz (t ) 3(t )
At—T) 1 _ 0,5e " \""7) — 0, 5e7 >\ 7
e b= |: _0, 56—(,‘,—7‘) + 1, 56—3(t—7')

Ennek elsé sora az x1(t), méasodik sora pedig az x2(t) idéfliggvény
szamitasahoz sziikséges, tehat:

t
z1(t) = / [0, e~ (=7 _ 0, 5e_3(t_T)} dr.
0

FEnnek megoldasa hasonlé a konvoliciéndl bemutatott integralok
szamitasahoz: a zardjelek felbontasa utan vigyiik ki az integréalds
szempontjabol konstansnak tekintheté paramétereket, majd hata-
rozzuk meg a primitiv fliggvényeket és a hatarozott integralokat:

t t
r1(t) = 0,5e " / e"dr — 0, 5e_3t/ 3 dr =
0 0

t
056 [Tl — 0,563 | 0] = 0,50 (e — 1
=0,5e" " [e"]; — 0, 5e ?0—,e (e—)—

L 3¢/ 3 IR S v
- - 1 = - - - - .
6e (e ) 0,5 —0,5e 5 + 66
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Az x1(t) id6fiiggvénye tehat a kovetkezo:
1 1 1
x1(t) 5()<3 5¢ +6e >

Az x5(t) id6fiiggvénye hasonléképp szamithato:

2a(t) = £(8) <%e_t _ %e_3t> .

Ezen eredmények felhasznalasaval az y(t) valaszjel idéfiiggvénye
is meghatarozhaté behelyettesitéssel. Mivel a gerjesztés az e(t)
egységugras, ezért a vélaszjel a v(t) ugrasvalasz, azaz

v(t) = y(t) = z1(t) + dzo(t) = () <% _ %e—t + %e—&t) I

1 1 1 7
+ 5E(t) <§e_t — 56_3t> = E(t) <§ + 2e_t — ge_3t> .
Hatarozzuk meg az impulzusvalaszt az ugrdsvalasz altalanositott
derivaltjaként:
’ 1 7 —t -3t
w(t) =v'(t) = §(t) §+2_ 3 +e(t) (—2e7" +7e7) =
=c(t) (—2e7" +7e7?) .

(b) Hatérozzuk meg az y(t) vélaszjelet kozvetlentl az
t
y(t) = CT/ eAt=T) bs(t)dr + D s(7)
0

Osszefliggés alapjan. Sziikségiink van tehét a
CTeA(t—T) b

A(t—T)

szorzatra, melybdl az e b szorzatot mar meghataroztuk, igy

csak az
T Alt—r) 0,5e~(t=7) — 0, 5e=3(t=7)
c e b = [ 1 5 ] —0,56_(t_T) + 1,58_3“_7)
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szorzatot kell meghataroznunk. FEz egy 1 x 2 sorvektor és egy 2 x 1
oszlopvektor szorzata, amely egy skalar kifejezést ad, azaz

(0,567 — 0,567 45 [0, 56~ (=) 41,5637

azaz: ¢l eAl-T b = —2e=(=7) 4 7e=3(=7) amit integralni kell
(D =0):

t
y(t) :/ [—Qe_(t_T) + 7e_3(t_T)} dr.
0

Az ugrasvilasz igy a kovetkezo:

o(t) = &(t) <% 42t - ge_?’t) .

Az impulzusvilasz meghatarozhato a
w(t) = e(t)cTer b + Di(t)

kifejezés alapjén. Mivel D = 0, ezért az impulzusvélaszban a 6(t)
gerjesztés nem jelenik meg, a cTeA? b kifejezést pedig mar fentebb

meghataroztuk, igy
w(t) = e(t) (—2e7" + 7e7%).

A (a) és (b) pontban meghatarozott eredmények egyenldek, ahogy
azt varni lehetett.

A példékbdl érzékelhetd, hogy a matrixfliggvények alkalmazs-
sa meglehetOsen hosszadalmas szamitast jelent papiron, kézzel el-
végezve a miveleteket. Nagy elonye a (nem térgyalt) rendszere-
gyenlet megoldasdhoz képest, hogy a kezdeti feltételek sokkal egy-
szertibben meghatarozhatdk és szamitogépes programokban sok-
kal egyszerlibb a kod elkészitése.
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4.7. Az allapotvaltozos leiras és a rendszer-
egyenlet kapcsolata

A rendszeregyenlet és az allapotvaltozos leirds egy rendszer két
kiilonb6z6 matematikai megfogalmazdsa. Mivel ugyanazon rend-
szert irjak le, kozottiik kapcsolat kell legyen.

4.7.1. Az Aallapotvaltozds leiras meghatarozasa a
rendszeregyenlet ismeretében

Példa. Hatarozzuk meg az aldbbi, rendszeregyenletével adott
rendszer allapotvaltozds leirdsat.

ij+ 49 + 3y = 3s.

Megoldas. A cél tehat allapotvaltozdk bevezetése, és a rend-
szeregyenlet atalakitdsa allapotvaltozos leirdassa. Arra kell -
gyelniink, hogy az allapotvaltozos leirds jobb oldalan csak az
allapotvaltozok és a gerjesztés idéfliggvénye, bal oldalan pedig
csak az allapotvéltozdk id6 szerinti elsé derivaltja szerepeljen,
tovdbba a valaszjel id6fliggvénye. A megolddas menete a kovet-
kez6. El6szor azt kell meghataroznunk, hogy hany allapotvaltozo
sziikséges a rendszer leirdsidra. Ez a rendszeregyenletb6l mindig
megallapithaté: N = n, jelen esetben N = 2. Els6 1épésben ren-
dezziik at a rendszeregyenletet tgy, hogy annak bal oldalan a
valaszjel n-edik derivéltja szerepeljen:

§j = —4y — 3y + 3.

Integraljuk ezt az egyenletet N = 2-szer —oo-tdl t-ig. fgy a bal
oldali kétszeres derivalt eltlinik és az id6fliggvény kifejezését kap-

juk:
y:—4/ydt—3//yd7'd7+3//8d7'd7'.
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Fzt az egyenletet kell atalakitanunk &allapotvaltozds leirdssa.
Ebben az allapotvéltozds leirds utolsé egyenletére ismer-
hetiink, amelyben a vélaszjelet hatarozzuk meg. Abban azon-
ban nem szerepelhet integral, csak az allapotvaltozd és a ger-
jesztés idofliggvénye, minden mast masképp kell jelolniink. Erre
szolgalnak az allapotvaltozdk, jeloljik hat a teljes jobb oldalt az
o allapotvaltozéval, azaz

:172:—4/yd7‘—3//yd7‘d7‘+3//SdeT,

és igy kapjuk a vélaszjel allapotvaltozds leirdsat is: y = xo,
mellyel tébbet nem kell foglalkoznunk. A jel6lést mindig N-t6l
kell kezdeni, visszafelé haladva. Ezutan derivaljuk id6 szerint az
x9 allapotvaltozét:

:'52:—4y—3/yd7+3/3d7.

Ezt azért kell megtenniink, mert definicié szerint az allapotval-
tozds leirds normalalakjanak bal oldalan az allapotvéltozok id6
szerinti els6 derivaltja szerepel. Jobb oldalin azonban csak az
allapotvaltozo és a gerjesztés idéfiiggvénye szerepelhet. Az y-t
mar kifejeztiik az xo allapotvaltozdval, az integralt tartalmazo
két tagot pedig jeloljiik az x; allapotvaltozoval:

x1:—3/yd7+3/3d7.

Derivaljuk ezt a kifejezést is id6 szerint, mivel az dllapotvaltozd
derivaltja kell, hogy szerepeljen a bal oldalon, azaz

azaz

1 = —3y + 3s = —3x9 + 3s.
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Ez az alak mar megfelel az dllapotvéltozds leiras normadlalakjanak.
Osszegezve kapjuk, hogy

k(t):[(l) j]mw{é]w, yt)=[0 1]x(t).

Az atalakitds megoldhaté egyetlen lépésben is, azonban ehhez
meg kell jegyezniink a kovetkezd formulat:

o o0 --- 0 —an bN — boaN
10 -~ 0 —an—1 by—1 —boan—_1
X(t) — o1 --- 0 —ay_2 X(t) + bn_o — boan_o S(t),
o o0 --- 1 —aq bl — b0a1
yt)=[0 0 -+ 0 1 ]x(t)+bos(t).

(4.56)

Ez az alak az un. mdsodik Frobenius-alak, vagy megfigyeld alak.™

4.7.2. A rendszeregyenlet meghatarozasa az
allapotvaltozés leiras ismeretében

Példa. Hatarozzuk meg a kovetkez6 allapotvaltozds leirdsaval
adott rendszer rendszeregyenletét.

i‘l o 0 -2 1 1 o 1
R I CR A U b
Megoldas. A cél az allapotvaltozok kiejtése az allapotvaltozos
leirdsbol. A megoldas menete a kovetkezd. A valaszjel egyenletét
N-szer derivaluk id6 szerint. Ezaltal kapunk egy N 41 egyenletbdl

allé egyenletrendszert, amely tartalmazza az allapotvaltozdk ido-
fliggvényét, tovabba a gerjesztés és a valasz id6fliggvényét, elso,

YAz elsé Frobenius-alak, vagy szabdlyozd alak a kovetkezdt jelenti a
mésodik alak ismeretében (vagy megforditva): Ay = AJ, B; = C3, C; = B]
és D1 = D3 (az indexek az els6 és a mésodik alakra utalnak).
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masodik, ..., N-edik derivaltjait. Az egyenletrendszer megoldasa
soran ismeretlennek tekintjiik az N szamu éallapotvaltozét és a
valasz N-edik derivaltjat. Ez pontosan N 4+ 1 szamu ismeretlen.
A cél y™V) = 4 kifejezése egyetlen egyenlettel (a rendszeregyen-
lettel) tgy, hogy az egyenlet ne tartalmazzon allapotvéltozdt.
Mindig a vélaszjel egyenletébdl indulunk ki. Derivaljuk ezt id6
szerint egyszer: ¢ = @9, és helyettesitsiik be o kifejezését:

Yy =x1 — 5T + 3s.
Derivaljuk az igy kapott egyenletet id6 szerint:
= a1 — bay + 38,

majd helyettesitsiik be &1 és &y kifejezését az allapotvaltozds
leirasbdl és vonjunk Ossze:

Yy = —2x92 4+ 8§ — bx1 + 25292 — 155 + 38 = —dx1 + 2329 — 145 + 35.

Kaptunk tehat egy N + 1 = 3 egyenletbdl allé egyenletrendszert,
amelyben ismeretlen az x1, az xo (azért kellett visszahelyettesiteni
az allapotvektort, hogy az dllapotvaltozdk idofiiggvénye szerepel-
jen) és az §j. Minden mdst ismertnek tekintiink. Oldjuk meg ezt
az egyenletrendszert. Hasznaljuk fel az xo = y kifejezést és he-
lyettesitsiik azt vissza az y és az i egyenletekbe:

y=x1 —oy+3s, Y= —5x1+ 23y — 14s+ 3s.

Fzen egyenletek mar csak az z1 és az ¢ ismeretleneket tartal-
mazza. Szorozzuk be az els6 egyenletet 5-tel, majd adjuk Ossze a
két egyenletet. Rendezve a kapott eredményt a kovetkez6 rend-
szeregyenlethez jutunk:

J4+ 5y +2y=35+s.
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5. fejezet

DI rendszerek analizise
az idotartomanyban

5.1. Az ugrasvalasz és alkalmazasa

Diszkrét idejii rendszerek esetében is természetesen igaz, hogy ha
ismerjiik egy linearis rendszer adott gerjesztéshez (vizsgdldjel) tar-
tozo wvdlaszdt, akkor ezen gerjesztés-vdlasz kapcsolat ismeretében
meg tudjuk hatdrozni a rendszer tetszéleges gerjesztéshez tar-
tozd vélaszat is, hiszen ez a gerjesztés-valasz kapcsolat jellemzi
a linedris rendszert (1. W{-} operator a (2.1) definiciéban). Ilyen
vizsgaldjel az egységugrdsjel és a Dirac-impulzus.

Ha a gerjesztés idofiiggvényét elemi fiiggvényekre bont-
juk, akkor az egyes részfiiggvényekre, mint gerjesztésekre a
részvilaszokat egyenként meg lehet hatdrozni. Végil a (2.3)
Osszefuiggésnek megfelelGen a részvalaszok Osszegzése adja a teljes
vélaszjelet, hiszen a rendszer linearis.

Az egyik legegyszeriibb diszkrét idejii jel az e[k]
egységugrasjel. Ha a rendszer bemenetére ezt a jelet adjuk,
akkor a rendszer valasza az un. ugrdsvdlasz, vagy masnéven
dtmeneti fiigguény lesz, melyet v[k]-val szokas jelolni.
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Az ugrasvdlasz tehdt az egységugras jelre adott vdlasz:

lylk] =vlk], ha s[k]=clk], azaz olk] = W{elk]}.| (5.1)

Hasonléan, mint a folytonos idejii rendszereknél, ha a rendszer
kauzdlis, akkor az ugrasvalasz belépdjel. Ha a rendszer idoben in-
varidns, akkor az eltolt e[k — i] jelre a rendszer v[k — i] valasszal
felel.

A rendszer invariancidjanak és linearitdsanak illusztralasat
szolgalja a kovetkezd harom egyszerli példa.

1.) Legyen egy linedris, invaridns és kauzdlis rendszer ugras-
vélasza, azaz az s[k] = e[k] gerjesztésre adott valasza pl.

v[k] = 2¢[k]0, 5"

Legyen elészor ugyanezen rendszer gerjesztése s[k|] = e[k — 5],
azaz az ugras a k = 5 litemben jelenik meg, vagyis késik. Ekkor a
rendszer kimenetén az invariancia kovetkeztében az

y[k] = vlk — 5] = 2¢[k — 5]0,5"°

jel jelenik meg, amely szintén 5 ttemmel késik. Vegyiik észre,
hogy minden k helyébe (k — 5)-6t irtunk a rendszer invariancidja
kovetkeztében.

2.) Az ugréasvélasz ismeretében meghatérozhatjuk pl. azt is,
hogy milyen feleletet ad a rendszer az s[k] = 1,5 ¢[k] gerjesztésre.
A gerjesztés ebben az esetben az egységugrasjel 1, 5-szerese, s mi-
vel a rendszer az e[k] jelre v[k] jellel vélaszol, a gerjesztésben sze-
repld konstansszorzo megjelenik a valaszban is, tehat a kimeneten
az 1,5v[k] jel lesz, mivel a rendszer linedris. A példandl maradva
a rendszer valaszjele a kovetkezo lesz:

ylk] = 1, 50[k] = 3¢[k]0, 5*.
3.) Legyen a rendszer gerjesztése a kovetkezd ablakozott jel:

s[k] = 2{e[k] — e[k - 3]},
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s hatdrozzuk meg a rendszer vélaszat. A gerjesztést most két e[k]
tipusu jel kiilonbségeként irtuk fel. A rendszer vélaszénak meg-
hatarozasahoz fel kell hasznalni a fenti két eredményt, s igy a
vélaszjel y[k| = 2{v[k] — v[k — 3]} lesz, azaz

ylk] = 4 {s[k:]O, 55— e[k — 3]0, 5k—3} .

Az ugrasvélasz egy un. rendszerjellemzd fliggvény, mivel az jel-
lemzi a rendszer miikodését, azonban nem jatszik annyira fon-
tos szerepet altalanos gerjesztésekre adott vélasz szamitdsaban
mint a folytonos idejlii rendszerek analizise esetén, ezért ezzel a
lehetéséggel nem foglalkozunk. Az 5.3. részben tériink ki az im-
pulzusviélasz és az ugrasvalasz kapcsolatara.

5.2. Az impulzusvalasz és alkalmazasa

5.2.1. Az impulzusvalasz definicigja

A 0[] egységimpulzus egy fontos wvizsgdldjel. Ha a rendszer be-
menetére ezt a jelet adjuk, akkor a rendszer valasza az un. im-
pulzusvdlasz, vagy masnéven sulyfiggvény lesz, melyet w|k]-val
szokds jeldlni.t

Az impulzusvdlasz tehdt az egységimpulzus jelre adott vdlasz:

‘y[k] =wlk], ha s[k]=4[k], azaz w[k] =W{0[k]}. ‘ (5.2)

Ha a rendszer kauzdlis, akkor az impulzusvalasz belépdjel. Ha a
rendszer id6ében invaridns, akkor az eltolt d[k —i| jelre a rendszer
wlk — 1] vélasszal felel.

A rendszer invariancidjanak és linearitdsanak illusztralasat
szolgaljak a kovetkezo egyszertl példék.

'Egyes irodalmakban a h[k] jeloléssel is taldlkozhatunk.
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1.) Legyen egy linedris, invarians és kauzdlis rendszer impul-
zusvélasza, azaz az s[k] = d[k] gerjesztésre adott valasza pl.

wlk] = 0[k] — 2e[k]0, 1%,

s ezutdn legyen ugyanezen rendszer gerjesztése s[k] = o[k — 5],
ami a 0[k] jelhez képest jobbra tolédik a k = 5 {itembe. Ekkor
a rendszer kimenetén az impulzusvilasz is eltolédik 5 ttemmel
(invariancia):

ylk] = wlk — 5] = d[k — 5] — 2¢[k — 5]0,1%7°.

2.) Az impulzusvélasz ismeretében meghatdrozhatjuk pl. az
s[k] = 1,5d[k] gerjesztésre adott vélaszt. A gerjesztés ebben az
esetben az egységimpulzus 1, 5-szerese, s a rendszer linearitdsanak
koszonhetden a vélasz az 1, 5wl[k] jel lesz:

ylk] = 1,56[k] — 3e[k]0, 1%,
3.) Legyen a rendszer gerjesztése most
slk] = 20[k] + d[k — 3],

s hatérozzuk meg a rendszer valaszat. Az s[k] jel most két egység-
impulzusbdl dll. A rendszer valaszdnak meghatdrozasdhoz fel kell
hasznélni a fenti két eredményt, s igy a vdlaszjel y[k] = 2w[k] +
wlk — 3], behelyettesités utan pedig

y[k] = 20[k] — 4e[k]0, 1% 4 6]k — 3] — 2¢[k — 3]0,1%73.

Ezen példdkban a gerjesztés csak a J[k| jelet, annak konstansszo-
rosat és idébeli eltoltjat tartalmazta, s a valasz meghatarozéasa
nagyon egyszeru volt. Az impulzusvalasz is rendszerjellemzé fiigg-
vény, segitségével meghatarozhatd a rendszer tetszéleges gerjesz-
tésre adott vélasza, ezzel foglalkozunk a kovetkezd részben.

Attél figgben, hogy egy diszkrét idejii rendszer impul-
zusvalasza idében véges, vagy sem, két csoportra bonthatjuk a
diszkrét ideji rendszereket:

95



1. FIR tipusu rendszerek. A FIR az angol ,,finite impulse res-
ponse” szébdl ered, s annyit jelent, véges impulzusvalasz.
Egy kauzalis rendszer akkor FIR tipusi, ha impulzusvalasza
azonosan nulla a K-adik titem utén, s ekkor az impulzusva-
lasz hossza K+1 (k= 0,...,K). A FIR tipusi rendszer im-
pulzusvélasza altalanosan tehat a kovetkez6 ablakkal {frhaté
fel, ami egy véges tartdju jel:

wlk] = {e[k] — e[k — (K +1)]} f[], (5.3)
ahol f[k| valamilyen fiiggvény.

2. IIR tipusi rendszerek. Az IIR az angol ,,infinite impulse res-
ponse” szébdl ered, s annyit jelent, végtelen impulzusvalasz.

A FIR tipusu rendszer egy olyan halézattal realizalhaté, amely
csak eldrecsatoldst tartalmaz, az IIR tipusu rendszerhez rendel-
heté halézat azonban tartalmaz visszacsatoldst is, igy az egy re-
kurziv hadlozat.

5.2.2. A valaszjel szamitasa

Mar megbeszéltiik, hogy tetszoleges diszkrét ideji jel eltolt egy-
ségimpulzusok Osszegeként felirhaté (1. (1.31) Osszefiiggést). Al-
kalmazzuk ezt az eredményt a rendszer s[k] gerjesztéjelére:

[e.e]

skl = > slilok —i]. (5.4)

1=—00

Az impulzusvilasz definicidja és a 94. oldalon emlitett példak
alapjan a rendszer ezen gerjesztésre a kovetkezd valaszjellel
reagal:

o0

ylk] = > sliwlk — ). (5.5)

1=—00
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Ebbol az 6sszefliggésbdl érzékelhetd az impulzusvilasz masik el-
nevezése, a sulyfliggvény: wlk — i] megadja s[i] sulyat y[k] kife-
jezésében. Az utébbi szumma a diszkrét ideji konvolicid, melynek
jelolése a kovetkezo:

|ylk] = s[k] = wlk],

(5.6)

ahol a x operdtor az s[k| gerjesztés és a w[k] impulzusvélasz (5.5)-
ben definidlt utasitasat jelenti.

A folytonos idejii konvoliciéhoz hasonléan a diszkrét ideji
konvoliicié is rendelkezik a kovetkezd tulajdonsagokkal:

o Kommutativ, azaz s[k] x w[k] = w[k] * s[k]. Az (5.5)
Osszefliiggésbol p = k — ¢ helyettesitéssel ugyanis kovetke-
zik, hogy

ylk = > slilwlk—il= > wlplslk—pl.|  (5.7)
1=—00 p=—00

o Asszociativ, azaz f[k]* {g[k] = hlk]} = {f[k] * g[k]} = h[k].
o Disztributiv, azaz { f[k]+g[k]} xh[k] = f[k]*h[k]+g[k]*h[k].

Az (5.5) szummadban az alsé hatar akkor lehet 0, ha (5.5)
kifejezésében s[k| belépéd, a fels hatér pedig akkor lehet k, ha
wlk] belépd, azaz ha a rendszer kauzalis.

Az (5.7) mésodik szumméjdban az alsé hatér akkor lehet 0,
ha w(k] belépd, a felsé hatér pedig akkor lehet k, ha s[k] belépd.

Kauzdlis rendszer esetében a konvolicié tehat a kovetkezo ala-
kot olti:

k 9]
ol = 37 slilwlk— i =Y ullslk—pl.|  (59)
1=—00 p=0
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Ha ezen feliil a gerjesztés is belépd jellegii, akkor

k

k) = slilwle =i = Y whplslk—p.|  (59)

k
i=0 p=0

Ebben az esetben (ha a rendszer kauzalis és a gerjesztés belépd)
a szummak véges szamu tagbdl allnak.
Ha a rendszer FIR tipusi, akkor

k k
ylk) = > wlplslk — p) £ S {elp] — elp — (K + 1]} flplslh — p)
p=0 p=0

D rlo)sk] + fIslk — 1] + fl2slk — 2] + ... + fIK]s[k — K.
Az (1) 1épésben beirtuk a konvolicié definicids Osszefiiggésébe a
FIR tipusi rendszer (5.3) impulzusvdlaszat, s mivel az a 0 < k <
K intervallumon kiviil mindentitt nulla, ezért a fels6 Osszegzési
hatart atrirtuk K-ra, majd a szummazast részletesen kifejtettiik
a (2) lépésben.

Megéllapithaté tehat, hogy egy FIR tipusi rendszer
tetszéleges gerjesztésre adott valasza is wvéges tartdji, mely
tartonak a hossza ugyancsak K + 1.

5.3. Az ugrasvalasz és az impulzusvalasz
kapcsolata

Az impulzusvélasz és az ugrasvélasz kozott egy nagyon egyszerl
kapcsolat van diszkrét ideji, linedris, invarians és kauzalis rend-
szerek esetében. A kdvetkezékben ezt a kapcsolatot mutatjuk be.
Mint ismeretes a d[k] jel egyszertien eléallithaté az e[k] és az
e[k — 1] jelek kiilonbségeként:

o[k] = elk] — e[k — 1].
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Az erre adott valasz pedig a kovetkezo:
wlk] = v[k] — vk — 1], (5.10)

azaz az impulzusvilasz kifejezheté az ugrasvélasz és eltoltjanak
kiilonbségeként. Ebbdl

v[k] = wlk] + v[k — 1] (5.11)

fejezhetd ki. Alkalmazzuk ezutdn az (5.10) kifejezést w[k — 1]-re,
azaz
wlk — 1] = v[k — 1] —v[k — 2],
ahonnan v[k — 1] = w[k — 1] + v[k — 2] fejezhetd ki, majd helyet-
tesitsiik be ezt az (5.11) kifejezésbe:
v[k] = wlk] + w[k — 1] + v[k — 2].

Ezt a miiveletsort rekurzivan lehet folytatni, s végeredményben a
kovetkez6 Osszefliggést kapjuk:

vlk] = > wlil. (5.12)

1=—00

Kauzdlis rendszerek esetében pedig

v[k] = Zw[i]. (5.13)

Ha tehét az impulzusvalaszt ismerjiik, az ugrdsvalasz meghataroz-
haté, de mint ahogy azt mar emlitettiik, inkabb az impulzusvalasz
jatszik fontos szerepet diszkrét ideji rendszerek analizise soran.

1. Példa. Hatarozzuk meg a rendszer valaszjelét konvoltcioval,
ha impulzusvalasza és gerjesztése az aldbbi:

wlk] = e[k]0,1%,  s[k] = [k].
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Megoldas. A valaszjelet a konvolicié (5.5) definicidjabdl kiin-
dulva hatarozzuk meg;:

y[k] def Z slijwlk — 14 0 ZS[Z]w[k‘ — ] @) ZO’ 1h—i —

i=—00 i=0 i=0
1— 10k+1
= 0,1* 17 @01 0, 1" ———— =
9, Zo 0, 2% 0
© 0,1 —0,1k10k10(_)__01k 10
- 1-10 9 9
A gerjesztés belépd, ezért az Osszegzés alsé hatara i = 0,
tovdbba az impulzusvalasz is belépdjel, igy az Osszegzés felsé
hatdrdnak i = k vélaszthaté. Ezt jelzi az (1) 1épés. Ezutdn

a (2) lépésben helyettesitsilk be az impulzusvilasz és a ger-
jesztés jelalakjat. Az Osszegzést az i valtozd szerint kell elvégezni,
a k valtozd az Osszegzés szempontjabdl konstansnak tekinthetd
és kiviheté a szumma elé. A (3) lépésben tehat felhasznaltuk,
hogy 0,1%=* = 0,1 0,17 (azonos alapt hatvanyok szorzdsa). A
(4) 1épésben negativ kitevdjli hatvanyokrol attériink pozitiv ki-
tev6jli hatvanyokra, azaz 0,17¢ = (%)_Z = (10_1)_2 = 10°
Az eredmény egy véges mértani sor, melynek Osszegképletét
hasznaljuk az (5) lépésben:

k k+1
.
Yg=—t (5.14)

1—gq

Ezutdn —a (6) lépésben— szorozzunk be a 0, 1* tényezével és frjuk
at a 10F*! kifejezést 10¥10-re. A (7) lépésben egyszertisitsiik a ki-
fejezést: 0,1510% = 1% = 1. Mivel a gerjesztés belépd és a rendszer
kauzdlis (az impulzusvélasz is belépd), ezért a valaszjel is belépd
lesz:

y[k] = [k] <1—90—§o 1>
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2. Példa. Egy rendszer impulzusvélasza és gerjesztése az
aldbbi. Hatdrozzuk meg a véalaszjel id6fiiggvényét.

wlk] = e[k] 0,5%, s[k] = ¢[k] 0, 2.

Megoldas. A vélaszjelet konvoluciéval hatdarozzuk meg:

k k k
ylk] = sliwlk — 4] L > 0,270,557 @ > 0,2°0,580,57 =
=0 =0 =0

1-0,4
5) 0,58 —0,5%0,4%0,4 (6) 0,55 —0,4-0,2F

- 1-0,4 B 0,6
Miutan az (1) lépésben behelyettesitjiik az impulzusvélasz
és a gerjesztés idofliggvényét a konvolicié képletébe, a (2)
1épésben bontsuk fel a hatvanykitevében szerepl6 kiilonbséget. Az
Osszegzést az ¢ valtozo szerint kell elvégezni, k tehat konstansnak
tekinthet6 és kivihet6 a szumma elé. Hasznéljuk ki tovabba, hogy

i .
<%) = 0,4". Ezeket a miiveleteket végeztiik el a (3) lépésben.

A mértani sor Osszegképletét hasznaljuk az (4) lépésben. Az (5)
lépésben szorozzunk be a 0,5% tényezével, majd a (6) lépésben
egyszeriisitsiik a kifejezést. Az eredmény minden tagjit osztva
0, 6-del, a kovetkez6 valaszjel adddik:

y[k] = [k] <§ 0,5¢ — 20, 2’f> .

k k+1
- 1-0,4
® 0, 5k E 0,4 @ 0, 5’“70’ =
i=0

3 3
A vélaszjelben szerepel a 0,5% és a 0,2, ezek szerepelnek az im-

pulzusvélaszban és a gerjesztésben.

3. Példa. Ebben a példaban az impulzusvalaszban is és a ger-
jesztésben is szerepel egy 0, 1% tag. Megvizsgaljuk miként jelent-
kezik ez a megolddsban. Az eddigi példakban a hatvanyalapok
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mindig kulénbozéek voltak. Legyen tehat egy rendszer impul-
zusvalasza és gerjesztése az alabbi. Hatarozzuk meg a rendszer
valaszanak idéfliggvényét.

wlk] = 5efk — 1] (0, 51, 1k—1> . s[k] = [k]0, 1*.

Megoldas. A gerjesztés belépdjel, tehdt az Osszegzés alsé ha-
tara ¢ = 0, az impulzusvéalasz a k£ = 1 iitemben 1ép be ezért az
Osszegzés fels6 hatara k — 1 lesz:

k—1 k—1
ylk] = slijw[k —1i] = Z 0,15 (O, 5E=1=i _, 1k—1—z’) _
1=0 i=0
k—1 i k—1
(1) b1 0,1 - i
=5:0,5 ~5-0,1 1 =
S5 s) ety

k k—1
@ 5.0 5k (Zo,2i—0,2k> —5.0,1"1) "1 =

=0 =0
(3) k—1 — 0,201 k k—1
SN - = 0.2V _5.0.1 =
5-0,5 =03 0, 5-0, k
5-0,55=1 —5.0,5%0,5710, 250, 2
& 2 T 5.0,5%0,5710,2—
0,8
—5k0,1%" =

© 6,950,551 —2,5.0,1% —10-0,1% — 5k 0,1+~

Az impulzusviélasz két tagbdl all, bontsuk fel ezért két részre az (1)
lépésben, és emeljiik ki az Gsszegzés elé az Osszegzés szempontjabol
konstansnak tekintheté tagokat. A mértani sor dsszegképletének
alkalmazdsa céljabol irjuk at a (2) lépésben az elsé Osszeget a méar
ismertetett médon. A (3) lépésben alkalmazzuk a geometriai sor
Osszegképletét az els6 Osszeg esetén. A masodik Osszegben k szamu
1-et adunk Ossze, igy az Osszeg értéke k lesz (i =0,...,k—1). A
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(4) 1épésben szorozzunk be az 5 - 0,551 tényezével, majd az (5)
lépésben egyszertisitsiik a kifejezést. A kapott eredmény még nem
végleges. Tegylk egységessé a kitevOoket uigy, hogy mindenhol £—1
szerepeljen, ahol sziikséges alkalmazzuk a k — 1 4 1 atalakitéast:

6,25-0,5""1—0,25-0,1%1 —0,1%! —5(k —1)0,1*" 1 —5.0,1F 1,
és igy a valaszjel alakja Osszegzés utan a kovetkezo lesz:
ylk] = e[k] (6, 250,551 6,250,151 — 5(k — 1)0, 1’f—1) .

Ha tehat a gerjesztésben és az impulzusvélaszban is szerepel azo-
nos alapu hatvanyfiiggvény, akkor a valaszjelben megjelenik olyan
tag is, amely a k idének polinomja.

5.4. A gerjesztés-valasz stabilitas

A diszkrét idejii, linedris, invaridns rendszer akkor és csakis ak-
kor gerjesztés-valasz stabilis, ha impulzusvdlasza abszolit dssze-
gezhetd, azaz ha

> |wlk]| < oo (5.15)

k=—o00

Ennek igazoldsara vegyiik a konvoliciéval szamitott valaszjel ab-
szolit értékét és hasznaljuk ki, hogy korlatos gerjesztés esetén
[s[k]| < M:

k)] < > fwlilllslk =il <M Y Jwli)].
Ebbél kévetkezik, hogy y[k] akkor korldtos, ha az utébbi Osszeg
véges. Kauzdlis rendszer impulzusvalasza belépo jellegli, azaz az
egyszeribb

> Jwlk]] < oo (5.16)
k=0
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Osszefliiggést kell vizsgalni.
Ennek egy sziikséges feltétele, hogy

lim w[k] = 0. (5.17)

k—oo

Ebben az esetben a rendszer ugrdsvdlasza egy véges K konstans
értékhez tart, azaz
lim v[k] = K. (5.18)

k—o00

FIR-rendszerek impulzusvalasza véges szamu tagbdl all, ennek
kovetkeztében az (5.15) kifejezés biztosan véges, azaz egy FIR-
rendszer mindig gerjesztés-valasz stabilis.

Az el6z6 példak mindegyike gerjesztés-valasz stabilis rendszert
tartalmazott. Ezen impulzusvalaszokrdél konnyti eldonteni, hogy
limy, oo w[k] = 0, hiszen ¢* tipusii exponenciélis kifejezéseket tar-
talmaznak, melyekben |¢| < 1. A rendszer akkor is gerjesztés-
vélasz stabilis, ha az impulzusvélasz tartalmaz k"¢ jellegii ta-
gokat, hiszen a ¢* szerinti exponencislis csokkenés gyorsabb,
mint a k™ szerinti novekedés. A gerjesztés-valasz stabilitdssal a
késébbiekben még foglalkozunk.

5.5. A rendszeregyenlet

5.5.1. A rendszegyenlet definicidja

A diszkrét ideji, linedris, invaridans és kauzalis SISO-rendszer
rendszeregyenlete altalanosan a kovetkezd alakban irhaté fel:

ylk] + a1ylk — 1] + agylk — 2| + ... + anylk —n] =
= bos[k] + bis[k — 1] + by s[k — 2] + ... + by, s[k — m)].

(5.19)
A rendszer rendszdmat szintén n jeloli, tovabba barmelyik egytitt-
haté lehet nulla is. A rendszeregyenletbdl lathatd, hogy a vélaszjel
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k-adik titembeli értéke a gerjesztés k-adik ttembeli értékétol, va-
lamint a gerjesztés és a vélasz i < k (multbeli) titembeli értékeitél

fiigg (kauzalités).

Az (5.19) rendszeregyenlet egy n-edrendd, linedris, dllandd

egyttthatds differenciaegyenlet.

A rendszer invarians, hiszen a; és b; egytitthatéi dgllandok, nem
fliggenek a k diszkrét id6tél. A rendszer linedris, mivel mind a

gerjesztés, mind a véalasz els6fokt formédban van jelen.

A rendszeregyenlet egy tomorebb alakja a kovetkezo:

m

ylk] + aiylk — i = bis[k —i]. (5.20)
i=1 i=0
A rendszeregyenletet a kovetkez6 haldzat realizélja:

k TN k
5[ I ~bo vl ]D
R L i
D D
T b N
i L N R
D D
L D L N
i N R
D D
l - 0 |
L ~J
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5.5.2. A rendszegyenlet el6allitasa a halézati repre-
zentacié alapjan
FEgy rendszer rendszeregyenlete meghatarozhaté pl. a héldzati

reprezentacidja alapjan. Az eljards menetét a kovetkezé példan
keresztil mutatjuk be:

s[4 G e
D — oD

0,24 -

Az (1) jelzésli csombpont egy eldgazdcsomdpont, melynek kime-
nete y[k], kovetkezésképp bemenete és lefelé irdnyulé kimenete
is y[k]. Ez eljut a (2) jelzésli eldgazécsomépontig. Itt y[k] halad
tovabb balra az erdsité felé és felfelé az Gsszegzécsombpontba. A
bal oldali 6sszegzécsomdpontba igy s[k| és 0, 24y[k] megy be, mely
Osszeget —1-gyel szorozza az erosito. A késlelteté kimenete, ami a
ko6zéps6 Gsszegzé egyik bemenete is tehat —s[k — 1] —0, 24y[k — 1].
Ez az Osszeg az ylk]-val Osszeaddédva bemenete lesz a masik
késleltetének. Ennek kiemenete tehat y[k—1]—s[k—2]—0, 24y [k —
2]. A jobb oldali 6sszegz6 kimenete pedig pontosan y|k], azaz

ylk] = slk] + ylk — 1] — s[k — 2] — 0, 24y[k — 2],

azaz
ylk] — y[k — 1] + 0, 24y[k — 2] = s[k] — s[k — 2],

ami a halozat és az altala reprezentalt rendszer rendszeregyenlete.
Megjegyezziik, hogy a rendszeregyenlet nem minden esetben

irhaté fel a halézatbdl kozvetlentiil. Az 5.6. pontban targyalt

allapotvaltozos leirds regularis halozat esetében azonban mindig

elééllithatd, amelybdl a rendszeregyenlet szarmaztathaté (1. 5.7.

pont).
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5.5.3. A rendszegyenlet megoldasa

A rendszeregyenlet megoldasanak diszkrét idejii rendszerek esetén
az a célja, hogy azon ylk| iddfiggvényt hatdrozzuk meg, amely
megolddsa a rendszeregyenletnek adott s[k] gerjesztés mellett.
A megoldas tehat a rendszeregyenletével adott rendszer valasza
adott s[k] gerjesztésre.

Hangsilyozzuk, hogy a megoldas egy idofiiggvény, amely k
minden értékére megadja a vélaszjel értékét egy képlet formaja-
ban.

Az id6tartomanybeli analizis sordn a diszkrét idejli rendszere-
gyenletet is osszetevdkre bontdssal oldjuk meg, azaz a megoldéast

| y[k] = yue k] + gt K] | (5.21)

alakban keressiik. Az egyes Osszetevékre ugyanazon nevekkel uta-
lunk, mint a folytonos idejli rendszerek esetében.

Az elsé lépés a valaszjel yi[k] szabad dsszetevdjének, tran-
ziensének felirdsa. A szabad Osszetevé a differenciaegyenlet ho-
mogén megfelelGjének altalanos megolddsa, melyet ugy kapunk,
hogy a rendszeregyenlet jobb oldalat nullanak tekintjiik, mintha
nem lenne gerjesztés:

Yer k] + Z ai Y[k —i] = 0. (5.22)
i=1

Az yi, [k] id6figgvényt az

Y [k] = MA* (5.23)

exponencidlis alakban keressiik, melyben M egy ismeretlen kons-
tans és A a rendszer sajdtértéke. Helyettesitsik vissza a tranziens
osszetevs (5.23) fiiggvényét és megfeleld eltoltjait az (5.22) ho-
mogén differenciaegyenletbe:

(MA’“) + zn: a; (MA’H’) ~0. (5.24)
i=1
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Fejtstik ki az Osszegzést részletesen:
M+ ay MNP 4 aa M2 4+ 4 a, MNP = 0.
Az MMF minden tagban szerepel, igy azzal egyszertisiteni lehet:
L+l +ar2 4. . +a, 2" =0.

Ez egy negativ kitevojli polinom. Szorozzunk végig a A\™ tényezd-
vel, s igy eljutunk a rendszeregyenlet un. karakterisztikus egyen-
letéhez:

Pp(A) = A"+ ar X" +aX" P 4+ a, =0, (5.25)

amelyben egy n-edfoku polinom (és n a rendszédm), az un. karak-
terisztikus polinom szerepel. Ennek megoldasa pedig n szamu un.
sajatértéket szolgaltat. Kis gyakorlassal a karakterisztikus egyen-
let felithat6 kozvetlentil a rendszeregyenletbdl.

Attdl figgben, hogy a sajatértékek milyenek, kiilonb6z6 sza-
bad Gsszetevéket {rhatunk fel.

1.) Minden sajdatérték kilonbiozd. Ebben az esetben a szabad
vélasz (tranziens Osszetevd, vagy homogén altalanos megoldas)
altalanos alakja n szamu fiiggetlen szabad vélasz dsszege:

yulk] =D M. (5.26)
=1

Minden egyes Mi)\f szabad vélasz megolddsa a homogén differen-
ciaegyenletnek, s mivel az linedris, ezért az Osszegiik is megoldas.
Az M; konstansokat a megoldds végén hatdrozzuk meg.

2.) Az egyik sajatérték tobbszords. Ha van olyan sajatérték,
amelyik tobbszoros és a tobbi egyszeres, akkor a szabad vélasz
alakja a kovetkezo:

s—1 m—1
yu(t) =) MM+ ) Mk AL, (5.27)
i=1 j=0
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A )\, sajatérték tobbszoros, multiplicitdsa m, azaz m szamu van
beldle. Ebben az esetben s —14+m = n. Az els6 szumma ugyanaz,
mint egyszeres sajatértékek esetén, hiszen az els6 s — 1 sajatérték
egyszeres. A masodik szummaban az m multiplicitasnak megfe-
lel6 szamu tag van, melyekben \g azonos, és az id6 hatvanyai
jelennek meg az exponencidlis kifejezés mellett. Ha pl. két olyan
sajatérték van, amelyik tobbszoros (s, mi multiplicitassal és Ag,
mq multiplicitdssal), akkor a kovetkezd alakot kell haszndlni:

s—1 mi—1 mo—1
yu(t) =) MA + > M RN + Y Mk | (5.28)

Ebben az esetben pedig s — 1 + mq + mg = n. Es igy tovabb.
3.) Két sajdtérték konjugdlt komplex pdrt alkot. Ha \; és \j+1
sajatértékek konjugalt komplex part alkotnak, azaz ha A\;11 =
Af, akkor a nekik megfelelé M; és M;; konstansok is konjugalt
komplex pérok lesznek.? Vezessiik be a kovetkezd jeloléseket:

A =riel? Nipg = e
Mi = Nie]%', Mi—l—l = Nie_‘]%.

Hatérozzuk meg az M;AF + M; 1 \F, | kifejezését, ami a szabad
Osszetevo ezen esetre vonatkozd része:

Yie[k] = MZ)\f + Mi+1)\f+1 = Niemrfewik + Nie_j%’r’ke_jﬂik.

i
Itt felhasznaljuk a kovetkezd Euler-formuldt:
it 4 it
2

és a ¢ = ¥;k + ¢; helyettesitést. A nevezében taldlhaté kettes
osztot ugy vissziik be a kifejezésbe, hogy a kifejezést elosztjuk

cos() =

24 jeloli a komplex konjugaltat.
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2-vel, és megszorozzuk 2-vel:
el(Wik+ei) 4 o=i(0ik+pi)
2 )

yie[k] = 2N,-7"f‘C

azaz

yie[k] = 2Ni7‘f cos(ik + ;). (5.29)

Ez utébbi tehat a szabad Osszetevé abban az esetben, ha két
sajatérték konjugalt komplex part alkot. Ez a fliggvény koszi-
nuszos lefutdsu jel (azt is mondjuk, hogy a tranziens Osszetevé
lengd jellegii), melynek amplitidéjat a sajatérték r; abszolit
értéke és az M; konstans abszolut értéke adja. Ez ndvekszik, ha
ri = |Ni] = [Aix1] > 1 és csokken, ha r; = |\ = |Nip1| < 1,
korfrekvencidjat és faziseltolasat pedig a sajatérték, valamint az
M; konstans fazisa adja.

Altaldnosan ezen hdrom eset kombindlva is eléfordulhat.

A mdsodik 1épés a vélaszjel ys|k] gerjesztett dsszetevdjének,
staciondrius vdlaszénak meghatarozasa. A gerjesztett Osszetevo
az inhomogén differenciaegyenlet egy partikuldris megoldasa, me-
lyet a gerjesztés, azaz a differenciaegyenlet jobb oldalanak figye-
lembevételével kapunk meg. Tehat ez az a tag, amelyik fiigg a
gerjesztéstOl (a tranziens Osszetevd fliggetlen a gerjesztéstél).

A stacionarius valasztél azt varjuk el, hogy hasonlitson a
gerjesztojel alakjahoz. Ha tehat a gerjesztés egy elemi fliggvény
altal leirt idofiiggvény, akkor ahhoz talalhatunk olyan un.
proébafiigguényt, amelyik hasonlit ré, csak épp a paraméterei is-
meretlenek. Erre szolgdl a probafigguény mdodszer és a kovetkezo
probafiigguény-tabldzat:

Gerjeszt&jel, s[k] Prébafiiggvény, ysi[k]

C A

Cq*, qa# X\ Aq*

C cos(¥k) + D sin(vk) A cos(9k) + Bsin(dk)

CkP Ao+ Ak + Ask? + ...+ ApkP
CNF (egyszeres sajatérték) || AkNF
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A probafliggvény csak a k > m tlitemekben igaz, amikor is a
differenciaegyenlet jobb oldaldn &llé Gsszes gerjesztés érzékelteti
hatdsat (amikor mindegyik belép).

Miutdn kivalasztottuk az alkalmas prébafiiggvényt, helyet-
tesitsiik be azt a megoldandé differenciaegyenletbe:

ystlB] + ) aiysilk —i] = > bi sk —i]. (5.30)
=1 =0

Ebben a lépésben tehat a prébafiiggvényt és annak eltoltjait kell
az egyenlet bal oldalaba, a gerjesztGjelet és annak eltoljait pedig
az egyenlet jobb oldaldba helyettesiteni. A kiilonbozé fiiggvények
egyutthatdinak egyezése annyi linedris egyenletet szolgaltat,
amennyi ismeretlen adat van. Ezen egyenletekbdl felépitett egyen-
letrendszer megolddsaval megkapjuk a prébafiiggvényt.

Az wutolsé 1épés a szabad véalasz és a gerjesztett valasz
Osszeaddsa, a valaszjel felirdsa:

ylk] = e [k] + yst[K], (5.31)

azaz a kiszamitott tranziens OsszetevOt (az egyel6re ismeretlen
konstansokkal) és a staciondrius OsszetevOt egyszeriien Ossze-
adjuk. Ebben az idéfliggvényben szerepel n szamu ismeretlen
konstans, tehat végtelen szdmu megoldéds van, s ezek koziil kell
kivalasztani azt az egyet, amely kielégiti a kezdeti feltételeket.
Gyakorlatilag egy fliggvénysereghdl valasztunk ki egyet, amely il-
leszkedik bizonyos eldirt feltételekhez.

Az n szamu kezdeti feltétel az ylm — 1],y[m — 2|,y[m —
3],...,y[m — n] feltételeket jelenti, azaz a vélaszjel adott litem-
beli értékeit kell kielégiteni. Ezzel gyakorlatilag a prébafiiggyvény
altal ,,behozott” feltételt tudjuk kiterjeszteni a k > m feltételrol
a k > m — n feltételre. Ha m = n, akkor eljutunk oda, hogy
a valaszjel a k£ > 0 iitemekre érvényes, ha m < n, akkor a
valaszjel negativ iitembeli értékei is részt vesznek a konstansok
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meghatarozasaban, ha pedig m > n, akkor csak valamely k£ > 0
litemtol kezdve tudjuk meghatarozni a vélaszjel idéfliggvényét.
Ebben az esetben a ,,1épésrél 1épésre”-modszer altal szolgaltatott
értékeket hasznalhatjuk fel a valaszjel 0 < k < m — n iitembeli
értékeinek megaddasara.

Belépdgerjesziés esetén a valaszjel a k < 0 titemekre nulla.

Ha ismerjiik a kezdeti értékeket, akkor az n szamu ismeretlen
egylttthatora n szamu linearis egyenlet all rendelkezése, miutan
felirjuk a vélaszjelet az (5.31) alakban.

Ha az impulzusvalaszt kivanjuk meghatarozni, akkor nagyon
hasonléan kell eljarnunk. Egyetlen 1ényeges kiilonbség az, hogy a
prébafliggvény értékét nullanak tekintjiik a £ > m+1 titemekben,
tehat nem a k > m iitemekben, s minden maés lépés a fentiek sze-
rint torténik. Az impulzusvalasz tehat csak a tranziens dsszetevo:

‘w[k’] =y k], ha k>m+1. ‘ (5.32)

5.5.4. A gerjesztés-valasz stabilitas

A ¢(X) = 0 karakterisztikus egyenlet tehat az n-edfokd un. karak-
terisztikus polinom (n a rendszam), melynek megoldasa n szamu
sajdatértéket szolgaltat. Ha minden sajatérték az egységsugari kor
belsejébe esik, akkor a valasz tranziens 6sszetevoje nullahoz tart és
a rendszer vélasza az yg[k| id6fiiggvényhez kozelit, amely azonban
alakilag megegyezik a gerjesztéssel. Ha tehat a gerjesztés korlatos,
akkor a staciondrius véalasz is korlatos lesz.

Egy rendszeregyenletével adott rendszer Im{A}
akkor és csakis akkor gerjesztés-vdlasz stabi-
lis, ha minden sajdtérték abszolut értéke 1-nél / 1
kisebb, azaz /"Re{)\}
‘\)\i]<1, i=1,...,n, (5.33)

vagyis, ha minden sajdtérték az egységsugari kor belsejében he-
lyezkedik el.
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A Jury-kritérium alkalmas arra, hogy a rendszeregyen-
letével adott rendszer gerjesztés-vélasz stabilitdsat vizsgaljuk a
sajatértékek meghatarozasa nélkiil. Ez n+1 szdmu egyenl6tlenség
vizsgalatat jelenti, itt az n = 1,2, 3 eseteket mutatjuk be.

Ha n = 1, akkor ¢(A\) = A+ a; = 0, amib6l A = —a; és
ez akkor lesz egységsugari koron beliil, ha |aq| < 1. Ez egyetlen
feltétel (itt nem kell a kritériumot alkalmazni).

Ha n = 2, akkor p(A\) = A2+ a1 A+ az = 0. Ekkor 3 feltételnek
kell teljestilni:

pA=1)=14a;+a2 >0,
pA=-1)=1—a; +az2 >0, (5.34)
1>]a2\.

Ha n = 3, akkor p(\) = A3 4 a102 + az)\ + a3 = 0. Ekkor 4
feltételnek kell teljesiilni:

e(A=1)=14a;+az+a3 >0,
oA=-1)=1—aj +ay —a3z >0,

1> |asl, (5.35)
1 as 1 aj
as 1 asz ag

Az utébbi egy masodrendii determindns: |1 — a3| > |az — ajas|. A
masodik feltételben azért nyil szerepel, mert paratlan n esetén az
egyenlotlenség bal oldalat —1-el szorozni kell.

A kritérium arra is alkalmas, hogy meghatarozzuk a rendszer
valamely paraméterét ugy, hogy a rendszer stabilis legyen.

1. Példa. Hatdrozzuk meg az aldbbi differenciaegyenletével
adott rendszer ugrasvélaszat és impulzusvalaszat.

y[k] — 0,8y[k — 1] = s[k].
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s[k] (K]
D& )
0,8

Megoldas. Felrajzoltuk a rendszert reprezentdlé héldzatot is.
Hatarozzuk meg az ugrasvalaszt elOszor a ,,1épésrol lépésre”-
moédszer segitségével. Ehhez irjuk at a rendszeregyenletet gy,
hogy wv[k| rekurzivan kifejezhets legyen, és helyettesitsiink be a
k=0,1,2,... iitemekre:

v[k] = 0,8v[k — 1] + ¢[k],

v[0] = 0,8v[—1] +e[0] =0+1 =1,

W[1] = 0,80[0] +£[1] = 0,814+ 1= 1,8,

V2] = 0,80[1] +[2] = 0,8 1,8 +1=2,44, ...,

v[3] = 2,952 stb. Fontos megjegyezni, hogy a vélaszjel a k < 0
id6pillanatokban azonosan nulla, ha a gerjesztés belépé fiiggvény,
ezért pl. v[—1] = 0. Ezt a sorozatot a végtelenségig lehetne foly-
tatni, azonban ha pl. a £k = 10000 tUtembeli értéket szeretnénk
meghatarozni, akkor célszeriibb lehet az analitikus megoldast
meghatarozni, s k értékét a kapott képletbe helyettesiteni. A
,,1épésrol 1épésre”-modszer nagyon hatékony lehet, ha a rendsze-
regyenletet szamitogéppel oldjuk meg, azonban papiron, kézzel
reménytelen. Az elsé par iitembeli értékre azonban szilikséglink
lehet az analitikus megoldas soran. Hatarozzuk meg hat az anali-
tikus megoldéast O0sszetevOokre bontéssal:

v[k] = vee[k] + vst[E].
A tranziens Osszetevl altaldnos alakja a kovetkezo:

Vgr [k‘] = M)\k
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Helyettesitsiik ezt vissza a homogén differenciaegyenletbe, azaz a
gerjesztést tekintsiik nullanak:

Utr[k’] — 0, 8Utr[l{7 — 1] = O,

azaz

MM —0,8MN -1 = MAF —0,8M N A" = 0.

Az M konstanssal és a \¥ tényezével lehet egyszertisiteni, majd -
val beszorozva az egyenletet kapjuk a karakterisztikus egyenletet:

A—0,8=0,

melynek megoldésa szolgaltatja a rendszer sajatértékét: A = 0, 8.
A tranziens Osszetevl tehdt a kovetkezo:

v [k] = MO, 8.

Az M konstans értékét a kezdeti feltételek érvényesitése (a
szamitds utolsé lépése) sordan hatdrozzuk meg.

Hatarozzuk meg ezutdn a stacionarius vélaszt alkalmas
prébafiiggvény valasztasaval. A probafliggvény alakja olyan kell
legyen, mint a gerjesztés alakja, ami most konstans. Legyen
hat a probafiiggvény vs[k] = A konstans, melynek értékét
meg kell hatdroznunk (az ugrdsvélaszt tehdt mindig konstans
prébafiiggvénnyel szamitjuk). Van azonban egy fontos feltétele
a prébafiiggvény alkalmazasdnak. A proébafiiggvényt csak akkor
tételezhetjiik fel, ha k > m, azaz k > 0, ugyanis ezekben az iite-
mekben a jobb oldal mér belép és érezteti hatdsat (ennek akkor
van nagyobb jelent&sége, ha m > 0, 1. kévetkezd példa). Helyet-
tesitsiik vissza a prébafiiggvényt a megadott inhomogén differen-
ciaegyenletbe:

vst[k] — 0,8vg[k — 1] =¢lk], = A-0,84=1 = A=5.
A teljes valasz tehat a kovetkezd:

v[k] = MO0,8" +5.
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Ez az alak csak & > m, azaz k > 0 id6pillanatokban adhat he-
lyes eredményt a prébafiiggvény miatt. Az egyetlen M konstans
értékét ugy kell megvalasztani, hogy egyet visszaléptlink az idében
ak =m—1= —1 iitemre, ahol a vilasz értéke nulla, hiszen a
gerjesztés belépo:

v[-1]=0=M0,8'+5 = M=-4

A viélaszjel igy most mar a k > —1 iitemekre érvényes, nekiink
azonban elegendd a k > 0 idopillanatokat ismerni. Az ugrasvalasz
belépd, idofliggvénye pedig a kovetkezo:

vlk] = e[k] (5 4. o,s’f) :

A e[k] fiiggvényt a megoldéssal egyiitt fel kell tiinteni, ugyanis
anélkiil a vélaszjel a k < 0 (ebben a példdban a k < —1) iitemekre
bizosan rossz eredményt adna, hiszen ott v[k] = O-nak kell tel-
jesiilni.? Az ugrdsvdlasz tehat a v[k — oo] = 5 konstans értékhez
tart, ami a ,,1épésrdl 1épésre”-modszerbél egyelére nem latszik.
A | 1épésrol 1épésre”’-mobdszerrel ellenOrizni lehet a kapott anali-
tikus megoldéast. Fontos megjegyezni, hogy a stacionarius vélasz,
azaz amit a prébafiiggvénnyel szamoltunk a tranziens folyamat
lecsengése utan (stabil rendszer esetében) dllandéan fenndll.

Hatérozzuk meg ezutdn az impulzusvélaszt. Alkalmazzuk
el6szor a ,,lépésrol 1épésre” -modszert:

wlk] = 0,8w[k — 1] 4 d[k],
w[0] = 0,8w[—1] +4[0] =0+1=1,
w[l] = 0,8w[0] +4[1] =0,8-14+0=0,8,
w[2] = 0,8wl[l] +4[2] =0,8-0,8+0=0,64,
3Bzt érdemes kiprébélni, pl. k = —3 esetén v[-3] = 5 —4-0,87% =

—2,8125, ugyanakkor v[—3] = e[-3](5—4-0,87%) = 0, hiszen a k < 0
id6pillanatkoban nincs gerjesztés, igy a vélasz értéke is nulla kell legyen.
Erdemes megfigyelni azonban, hogy & = —1 esetében teljesiil a feltétel,
ugyanis az M konstans értékét v[—1] = 0 segitségével hatdroztuk meg.
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Ebbdl az egyszerti példabdl jol latszik, hogy az impulzusvialasz
0,8%, azaz \* tipust. Altaldnosan elmondhatd, hogy az impul-
zusvalasz a tranziens Osszetevovel egyezik meg, ugyanis a 0[k| ger-
jesztéshez tartozé prébafiiggvény értéke nulla. Azonban ehhez is
tartozik egy feltétel. Ebben a példdban m = 0, az s[k] = 0[k]
a k > 0 értékek utdn nulla (hiszen & = 0-ban §[0] = 1), és
feltételezhetjiik, hogy a staciondrius valasz is nulla ezen iitemek-
ben, altaldnosan ez a k > m + 1 Utemekre &ll fenn:?

wlk] = yu[k] = M0,8%, ha k> 1.

Az M konstans értékét (az el6z6khoz hasonléan) a vdlaszjel
k=m+1—1=0 ltembeli értékhez illesztjiik, amit a ,,lépésrol
1épésre”-mbdszerbl mar ismeriink, azaz w[0] = 1 = MO0, 8%, gy
az impulzusvalasz fliggvényét kiterjesztettiik a k > 0 iitemekre:

wlk] = e[k]0, 8.

2. Példa. Hatarozzuk meg az aldbbi rendszeregyenlettel adott
rendszer ugrasvalaszat és impulzusvalaszat.

y[k] — 0,8ylk — 1] = s[k] — 2s[k — 1].

DS[k’] @ 'y[k]D
—2 0,8

Megoldas. Felvazoltuk a rendszert reprezentdlé héaldzatot is.
Hatarozuk meg az ugrasvalaszt el0szor ismét a ,,1épésrdl 1épésre”-

1Jegyezziik meg: &ltaldnos gerjesztés esetén a prébafiiggvény a k > m
iitemekre érvényes, impulzusvilasz esetében pedig a kK > m + 1 litemekre
lehet nulldnak tekinteni a stacionarius valaszt.
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modszer segitségével:

v[k] = 0,8v[k — 1] + ¢[k] — 2¢[k — 1],

v[0] = 0,80[—1] +[0] — 2e[-1] =0+1—-0=1,

1] = 0,80[0] +[1] — 26[0] = 0,8 -1 +1—2 = —0,2,

v[2] = 0,80[1] 4+ £[2] — 2¢[1] = 0,8+ (—0,2) +1 -2 = —1,16

és igy tovabb. Az el6z6 példdbdl tudjuk, hogy a prébafiiggvény
csak a k > m lutemekre igaz. Azt is lattuk, hogy a tranziens
OsszetevO hatdrozatlan konstansait a valaszjel Kk = m — 1,m —
2,...,m —n ltembeli értékeire tamaszkodva hatarozhatjuk meg.
Ebben a példdban m =1 és n = 1. Az el6z6 példahoz hasonléan
egyetlen ismeretlen konstans lesz, és a valaszjel k = m — 1 =
1 — 1 = 0 iitembeli értékére lesz sziikségiink, amit a ,,lépésrol
1épésre”-mddszerrel tudunk meghatirozni.

Hatarozzuk meg hat az analitikus megoldast Osszetevokre
bontédssal. A rendszer sajatértéke ebben az esetben is A = 0,8,
mivel a rendszeregyenlet bal oldala megegyezik az el6z6 példaban
vizsgalt rendszeregyenlettel, a tranziens Gsszetevo alakja tehdt a
kovetkezd: v [k] = MO, 8.

Hatarozzuk meg a stacionarius valaszt a prébafiiggvény-
modszerrel. A prébafiiggvény konstans: vg[k] = A. A prébafiigg-
vény alkalmazdsanak feltétele, hogy k > m, azaz k > 1. Helyet-
tesitsiik vissza a prébafiiggvényt a megadott inhomogén differen-
ciaegyenletbe:

vse[k] — 0, 8vg [k — 1] = elk] — 2e[k — 1],
azaz A — 0,84 = 1 — 2, ahonnan A = —5. Ebben a felirdsban
nagyon j6l latszik, hogy a jobb oldalon 2s[k — 1] = 2¢[k — 1]
helyett csak akkor irhatunk 2-t, ha k > 1, kK = 0 esetében ugyanis
2slk — 1] = 2¢[k — 1] = 0. A teljes vélasz tehdt:

v[k] = M0,8%F — 5.
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Ez az alak csak k > 1 id6pillanatokban adhat helyes eredményt.

Az egyetlen M konstans értékét a k = m — 1 = 0 itemre
tamaszkodva kell meghatdrozni, v[0] értékét pedig a ,,1épésrél
lépésre”-modszerrel mar meghatéroztuk, igy v[0] = 1 = M — 5,

azaz, M = 6. Vegyiik figyelembe, hogy a vilaszjel most mar a
k > 0 iitemekre érvényes, azaz belépo:

vlk] = e[k] (6 L0,8% — 5) :

Az ugrésvalasz staciondrius allapotban tehat a v[k — oo] = —5
konstans értékhez tart, ami a prébafiiggvény értékével egyezik
meg, mivel az a stacionarius valaszt adja.

A konstans(ok) meghatdrozasa sordn tehét iigyelni kell m és
n értékére.

Hatarozzuk meg ezutén a rendszer impulzusvalaszat is. Alkal-
mazzuk el6szor a ,,1épésrol 1épésre”-mddszert:

k] = 0,8w[k — 1] + 6[k] — 26[k — 1],
w[0] = 0,8w[—1] +60] — 26[-1] =0+1-0=1,

1] = 0,8w[0] + 8[1] — 26[0] = 0,8 -1 +0—2 = —1,2,
w[2] = 0,8w[1] + 82 — 26[1] = 0,8 (~1,2) + 0 — 0 = —0,96

w

[
[
w| +9
[ +0

és igy tovabb. Az impulzusvéalasz analitikus alakja megegyezik a
tranziens Osszetevo altalanos alakjaval:

wlk] = MO0, 8,

ha k > m + 1, jelen esetben tehat ha k > 2, ugyanis a k = 1
itemben a —2d[k — 1] értéke még nem nulla, k& > 2 esetében
pedig azonosan nulla. Az M paraméter értékét az impulzusvalasz
k=2 —1=1 iitembeli értékéhez kell illeszteni, azaz

w[l] =—-1,2=M0,8 = M=—1,5.

Az impulzusvéalasz idéfliggvényét ezaltal kiterjesztettiik a k > 1
utemekre. Nekiink azonban a k& > 0 utembeli értékekre van
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sziikségiink. A k = 0 id6pillanatbeli értéket egy egységimpulzus
segitségével lehet beirni az idéfliggvénybe, tehat az impul-
zusviélasz a kovetkezo:

wk] = (k] + e[k — 1] (—1,5 0, 8’f) :
Fzt a formuldt érdemes atirni a kovetkezéképp:
wlk] =6[k] + e[k — 1] (—1, 5.0,810, 8) -
=5[k] + elk — 1] (—1, 2.0, sk—l) .

Tessziik ezt azért, hogy az egyes figgvények k, k — 1, k — 2
stb. jelolései Gsszehangoltak legyenek.®

A példak ismeretében Osszefoglalhatjuk a kezdeti értékekhez
kapcsolédo szabalyokat:

e ha m > n, akkor a megoldast nem tudjuk a k£ = 0 titemig ki-
terjeszteni, csak a k = m—n > 0 litemig. Az ezen idépillanat
elotti fuggvényértékeket egységimpulzusok segitségével ad-
hatjuk meg gy, hogy a valaszjel értékét ezen iitemekben a
,,1épésrol 1épésre”’-mddszerrel hatarozzuk meg,

e ha m = n, akkor mindig £ = 0 idopillanatban belépd vélaszt
kapunk,

e ha pedig m < n, akkor k negativ értékeire is kiterjeszt-
hetjik a megolddst. A negativ litemek azonban szamunkra
érdektelenek, hiszen nulla értéktiek kell legyenek a gerjesztés
belépé jellege miatt (kauzalités).

Ha az impulzusviélaszt akarjuk meghatarozni, akkor az el6bb
elmondottak mind igazak, csak épp minden helyen nem m, hanem
m + 1 szerepel.

5Ez a késSbbiekben nagyon lényeges lesz, szokjuk hét meg ezt a
jelolésmédot.
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5.6. Az allapotvaltozos leiras

5.6.1. Az allapotvaltozoés leiras definicigja

Egy diszkrét ideji rendszer x;lk] (i = 1,..., N) dllapotvdltozdi a
vdltozok olyan minimdlis halmaza, amelyek a kovetkezd két tulag-
donsaggal birnak:

1. A rendszert megadd dllapotvdltozds leirds ismeretében az
dllapotvdltozok és a gerjesztés(ek) k-adik titembeli értékébdl
meghatdrozhato az dllapotvdltozok (k + 1)-edik itembeli ér-
téke, és

2. ugyanezen adatokbol meghatdrozhato a rendszer vdlaszdnak
(vdlaszainak) értéke a k-adik titemben.

Ha a rendszer linedris, akkor az A&llapotvaltozds leiras
egy linedris differenciaegyenlet-rendszer, a vélaszokat pedig
linedris egyenletek fejezik ki. Ha a rendszer invaridns, akkor
az allapotvaltozos leirdsban szereplo egytitthaték id6tol fiigget-
len konstansok. A kauzalitds a definicié miatt teljestl. Az
allapotvaltozo definicigjabdl az allapotvaltozos leiras a kovetkezo
alak:

N Ns
JJ,[]C + 1] = ZAZ]JIJ[IC] + Z Biij[k],
j=1 j=1

; N (5.36)
yelk] = Crjx;[k] + > Dyjs;lk].
i=1 j=1

Fzen lefrasban szereplé matrixok és vektorok hasonléak a
folytonos ideji rendszerek allapotvéltozos leirdsaban szerepld
matrixokhoz és vektorokhoz: N az allapotvaltozdk szama (i =
1,...,N), N a gerjesztések szama, Ny pedig a vélaszok szdma
(G=1,...,Ny, k=1,...,Ny).

121



Az allapotvaltozés leirasban szereplo elsé sor egy elsdrendi,
dllando egyiitthatds, linedris differenciaegyenlet-rendszert tartal-
maz, amit dllapotegyenletnek is neveznek. Ez elsdrendii, mivel csak
egyetlen litemmel valé eltolas szerepel benne, dllandé egyiitthatos,
mert A;;, B;j, Ckj és Dy; egylitthatdk allanddék a rendszer invari-
ancédja kovetkeztében (varidns rendszerek esetében A;jlk], B;;[k],
Cyjlk] és Dy;lk] lenne), és linedris, mivel az allapotvaltozok és a
gerjesztések els6fok, azaz linedris médon szerepelnek (nincs pl.
egyik sem négyzeten).

Felirhatjuk mindezt kompaktabb alakban is, az allapotvalto-
z0s leirds normdalalakjdban:

x[k + 1] = Ax[k] + Bslk],

y[k] = Cx[k] + Dslk], (5.37)

ahol x[k] az dllapotvektor és A az N-edrendii kvadratikus rend-
szermdtriz. SISO-rendszerek esetében az allapotvaltozds leirds
egyszertisodik:

x[k + 1] = Ax[k] + bs[k],
. (5.38)
ylk] = cTx[k] + Ds{,
AZaZ
ml[k—i—l] A AN £C1[k] b1
T2 [k} + 1] Aoy .. Aoy xz[k] ba
: = . . : + . |s[k]
. . Aij . . .
:EN[k—Fl] An1 ... AnnN l’N[k] bn
(5.39)
:El[k]
:Cz[k]
y= [ c1 CN ] : + D slk].
:EN[IC]
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A SISO-rendszer allapotvaltozos leirasat realizalja a kovetkezé
hatdsvdzlat:

D

slk]

D

x[k + 1] X l
@ ? + (K] @ @y[k]D

D
A

5.6.2. Az allapotvaltozoés leiras elballitasa a haldzati
reprezentacio alapjan

Egy rendszer dllapotvaltozos leirasa meghatarozhato pl. a halézati
reprezantaciéja alapjan. Az eljards menetét a kovetkezd példan
keresztil mutatjuk be:

S SLp o D J\ M
ﬁ: \1]31‘1'1[]6] sz[k‘—‘rl D wg[k] @ (1)D
T1lk +

1 L
0,24

Els6 1épésben jeloljiik be az allapotvaltozokat. Ezeket a dinami-
kus elemekhez, azaz a késleltetékhoz kell kapcsolni. A késleltetd
bemenete az x;[k+1] eltolt allapotvaltozd, kimenete pedig az z;[k]
allapotvéltozd. Az (1) jeli eldgazécsomdpontbdl lefelé az y[k] ha-
lad, és ez lesz a kozépsd Osszegzé egyik bemenete. Az Osszegzd
mésik bemenete az x1[k], azaz

o[k + 1] = z1[k] + y[k].

123



Fz azonban még nem az allapotvaltozds leirasnak megfeleld alak,
hiszen a jobb oldalon y[k] nem szerepelhet. Az egyenletet kés6bb
tovabb alakitjuk. A —1 erésitésii komponens kimenete az x1[k+1]:

z1[k + 1] = —0, 24y[k] — s[k],

ami szintén nem felel meg az dllapotvaltozds leiras alakjanak. A
jobb oldali 6sszegz6 kimenete az ylk|, amely xo[k| és s[k| Osszege:

ylk] = xa[k] + s[k],

aminek alakja megfeleld, hiszen jobb oldalan csak az allapotvalto-
70 és a gerjesztés, bal oldalan pedig a valasz k-adik titembeli értéke
szerepel. Helyettesitsiik ezt vissza az elébbi két eredménybe, és
megkapjuk az allapotvaltozds leiras normaélalakjat:

z1[k + 1] = —0, 24xq[k] — 1, 245[k],
LEQ[]C + 1] = :cl[k] + 1’2[k] + S[I{ZL
ylk] = xo[k] + s[k].
Arra kell tehat torekedni, hogy az egyenletrendszer alakja a fen-

tinek megfelel6 legyen. Ha ez nem &llithato eld, akkor a halézat
nem regularis.

5.6.3. Az allapotvaltozoés leiras megoldasa

Kovessiik végig péar 1épésben az (5.38) éllapotvaltozos leirdsban
szerepld &llapotegyenletet a ,,lépésrdl lépésre”-mbdszer segitsé-
gével. Feltessziik, hogy az allapotvektor x[0] kezdeti értékét is-
merjik, igy k& = 0 helyettesitéssel megkapjuk az x[1] allapotvek-
tort:

x[1] = Ax[0] + bs[0].

Ismételjiik meg ezt az eljardst £ = 1 helyettesitéssel:

x[2] = Ax[1] + bs]1],
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és helyettesitsiik be x[1] kifejezését:
x[2] = A {Ax[0] + bs[0]} + bs[1] = A%x[0] + Abs[0] + bs][1].

Ismételjitk meg ezt mégegyszer k = 2 helyettesitéssel és hasznal-
juk fel az el6z6 eredményt:

x[3] = Ax[2] + bs[2] = A {A?x[0] + Abs[0] + bs[1]} + bs[2] =
= A3x[0] + A?bs[0] + Abs[1] + bs[2].

A fenti rekurziv 1épésekbdl a kovetkezo zart alaku kifejezés adodik
a k > 0 ltemekre:

k—1
x[k] = APx[0] + Y~ AWTD"Tbs[i]. (5.40)
=0

Vizsgéljuk meg ezek utan az (5.37) éllapotvaltozos leirds ki-
meneti valaszjel(ek)re vonatkozd Osszefliggését. Az x[0] értéket
ismertnek tekintjiikk (ez a kezdeti érték), segitségével y[0] meg-
hatarozhato:

y[0] = ¢"x[0] + Ds[0].

Minden k > 0 iitemre helyettesitsiik be y[k| kifejezésébe az (5.40)
Osszefiiggést:

k—1
ylk]=cTx[k]+Ds[k] =cT {Akx[0]+z A<’f—1>—ibs[¢]} + Dslk],
i=0
majd szorozzunk be a c¢T sorvektorral balrdl:
k—1 ‘
ylk] = cTAFx[0] + <™ " AED"bs[i] + Dsl[k].
i=0

Ez az eredmény alkalmazhaté y[k| tetsz6leges k > 0 titemre tor-
téno szamitdsa soran.
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Osszefoglalva tehét az y[k] valaszvektor a kivetkezd zart for-
mulaval hatarozhaté meg tetszoleges k értékre:

ylk] = { cTx[0] + Ds[0], . k=0;

cTARX[0] + T 2K Ak=D=ibg[i] + Ds[k], k> 0.

(5.41)

Lathato, hogy a valaszjel idéfliggvényében nem szerepel az
allapotvektor idéfiiggvénye.

Hatarozzuk meg most a SISO-rendszer impulzusvélaszanak ki-
fejezését az allapotvaltozods leirds ismeretében. Az impulzusvalasz
a Dirac-impulzusra adott vélasz, ami egy belépdjel, azaz a k = 0
litemben az allapotvektor biztosan nullvektor, hiszen nincs ger-
jesztés: x[0] = 0. Ez a diszkrét ideji allapotvektor kifejezésébdl is
latszik, mivel k = —1 helyettesitéssel adddik, hogy

x[0] = Ax[—1] + bs[—-1] = 0.

Ennek kévetkeztében az allapotvektor a k < 0 litemekre azonosan
nulla.

Vizsgaljuk meg el6szor az allapotvektor egységimpulzusra
adott valaszédt. Helyettesitsiik az (5.40) kifejezésbe az s[k] = J[k]
gerjesztést:

k—1
wylk] = > A b).
i=0
Tudjuk, hogy a 6[k] Dirac-impulzus csak az i = 0 iitemben

egységnyi, s minden maés iitemben nulla, igy az Osszegzést nem
kell elvégezni, hiszen i > 0 értékekre a 0[i] ugyis nullat ad, azaz

wylk] = e[k — 1]A*"1b.

A rendszer vélasza azonban fontosabb informéciét tartalmaz, a
rendszer impulzusvalaszat. Helyettesitsiik most az (5.41) kife-
jezésbe a s[k] = 0[k] gerjesztést:

wik] = Ds0], k = 0;
T Yy AGD=Ibe[] + DA[K], k> 0.
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A kifejezés els6 sora egyértelmii, csak a k = 0 litemben ad nullatol
kiillonb6z6 értéket, ami pontosan a D értékével egyezik meg. A
masodik sort atirhatjuk az el6z6ekhez hasonldan:

wlk] = e[k — 1)c*AF b,

A két részeredményt Osszevonva kapjuk az impulzusvalasz kife-
jezését:

wlk] = DO[k] + e[k — 1]cTA*'b. (5.42)

Az aszimptotikus stabilitas

Egy diszkrét ideji, linedris, invaridns rendszer akkor aszimptoti-
kusan stabilis, ha a gerjesztetlen rendszer dllapotvektora k — oo
esetén nulldhoz tart tetszdleges x[0] kezdeti érték esetén:

lim x[k] = 0. (5.43)

k—o0

Fz gyakorlatilag az allapotvektor Dirac-impulzusra adott
vélaszdnak meghatdrozasit és a limy_ o Wx[k] hatdrérték
vizsgalatat jelenti, amely A¥ — 0 esetén cseng le. A kovet-
kezOkben latni fogjuk, hogy ez a matrixfliiggvény akkor tart a
nullmétrixhoz, ha A minden sajatértéke egységsugaru koron belil

helyezkedik el. Tm{\}
Az dllapotvektor tehat akkor tart nulldhoz

(a rendszer akkor aszimptotikusan stabil), ha / \1

a rendszermdtriz minden sajdtértékének ab- Re(n}

szoliit értéke 1-nél kisebb: /

\|>\Z-|<1, izl,...,N.‘ (5.44)

A rendszermatrix karakterisztikus polinomjanak meghatarozasa
utén, annak egyiitthatéinak segitségével is meg lehet allapitani,
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hogy a rendszer aszimptotikusan stabilis vagy sem. A feltételeket
1. 113. oldalon.

Ha wy[k] nulldhoz tart, akkor (5.42) alapjan a rendszer impul-
zusvalasza is nulldhoz tart. Azaz, ha a rendszer aszimptotikusan
stabil, akkor gerjesztés-vdlasz stabil is. Ez forditva nem biztos,
hogy igaz, s6t bizonyos feltételek mellett az aszimptotikusan nem
stabil rendszer lehet gerjesztés-vilasz stabilis.6

A matrixfiggvény szamitdsa

Diszkrét idejii rendszerek allapotvaltozds leirasanak megoldédsa
sordan sziikségiink van tehdt az AF métrixfiiggvényre. A
matrixfiiggvényt a folytonos idejii rendszer &llapotvaltozods
lefrdsanak megoldasa soran mar targyaltuk, igy azt nem
ismételjiik meg, viszont egy példat 1épésrol 1épésre bemutatunk.

Annyit azonban emlékeztet6iil jegyezziink meg, hogy ha
a matrix minden sajatértéke egyszeres, vagy van tobbszoros
sajatérték, de a minimdélpolinom gyokei egyszeresek, akkor a
Lagrange-féle matrixpolinomokat alkalmazzuk:

M
F(A) =" FO)Li(A), (5.45)
i=1

ahol L;(A) jeloli a meghatdrozand6 Lagrange-mdtrizokat (de-
finicidjat és meghatdrozasanak menetét 1. 75. oldalon). Diszkrét
idejii rendszerek esetében a fiiggvény f(z) = ¥ alaki, tehat

M
AP =3 " MLi(A). (5.46)
=1

Ha a matrixnak van tobbszoros sajatértéke, és minimélpoli-
nomjanak gyokei kozott is van t6bbszoros, akkor az Hermite-féle

SMinderre a 9. fejezetben még visszatériink.
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matrixpolinomokat alkalmazzuk:

M Bi—1

F(A) =" fUN)H;(A), (5.47)

i=1 j=0

ahol H;;(A) jeloli az Hermite-mdtrizokat (1. 79. oldal). Diszkrét
idejii rendszerek esetében a fiiggvény f(x) = x* alaki, tehat”

—\TH(A), (5.48)

Példa. Hatarozzuk meg az aldbbi allapotvaltozds leirdsdaval
adott SISO-rendszer ugrasvélaszat, impulzusvélaszat és az s[k| =
g[k]0, 5% gerjesztésre adott valaszat.

b ]-[0 [ ] [t

y=[0 1] B;m ] + K.

Megoldas. Elsé 1épésben hatdarozzuk meg a rendszermatrix
sajatértékeit:

A 0,24
Da()) = ‘ T S 0,240 =X - X 40,24 =0,
"Gondoljuk végig az z® fiiggvény derivéltjait: (2¥) = ka*~!, (zF)’ =
(k"= = k(k — Dz"2, ()" = (k(k — 1)z %) = k(k — 1)(k — 2)z" 3 és
igy tovabb. Ugyanakkor irhatjuk tgy is, hogy k = (kf!l)! = 1122(](“,:%’“ =k,
k(k — 1) = gty = 22520 Dk = f(k — 1) és igy tovabb. Altalanosan
tehat < = k(k — 1)(k—2)...(k—j 4+ 1), és pont erre van sziikségiink a

(k—3)!
derivaltak kifejezésében.
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A sajatértékek szamitasara hasznaljuk a masodfoki egyenlet meg-
olddképletét:

—bx Vb —dac  1+1-4-0,24 N {)\1:076,
2a N 2 Ao =0, 4.

A2 =

A sajatértékek egyszeresek, tehat tovabbi vizsgalat nélkil
eldontheté, hogy az AF matrixfiiggvényt a Lagrange-féle
matrixpolinomok segitségével hatarozzuk meg. A két Lagrange-
matrix a kovetkezdképp szamithatd:

A-)ME A-X\E 1
Li(A) = || I = = A — \E) =
i it MTA AL A g A

1 0 -024] [04 0 B
- 0,6—0,4 1 1 0 0,4 |
1 [-04 -024] [-2 -1,2

T 02| 1 0,6 | | 5 3 |

Az Ly(A) Lagrange-matrix hasonléképp szamithaté:

A-ME A-ME 1

Ly(A) = - _
()= ]] A=A da—A da—X

J=1j#2

1 0 —0,24] [06 0 B
- 0,4—-0,6 1 1 0 0,6 -
1 [-0,6 0,24 [ 3 1,2

1 0,4 | | =5 =2 |°

(A-X\NE) =

0,2

Ellenorzésképp szamitsuk ki a két Lagrange-matrix Osszegét:

LI(A)+L2(A):[_52 _2’2%[_35 1_;}:[(1) H

ami a masodrendii egységmatrix, ahogy annak lenni kell.
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A Lagrange-métrixok ismeretében az AF métrixfiiggvény a
kovetkezOképp hatarozhaté meg:

AR = MLy (A) + MLy (A) = 076’“[ _52 _3’2 ]+ 0,4’{ _35 1_22 } —

[ -2-0,6"+3.0,4* —1,2.0,6F +1,2-0,4F
“| 5.0,6F—5.0,4% 3.0,6F —2.0,4F

Ezen lépéseket mindig ugyanigy kell megtenntink, mert ezek a
gerjesztéstol fiiggetlenek.

Hatarozzuk meg gyakorldsképp az x[k] &llapotvektor
idéfiiggvényét az (5.40) alapjan. Az &llapotvaltozdk kezdeti
értéke nulla, mivel a gerjesztés belépo, igy

k—1
x[k] = > AFD=bg[i],
=0

Sziikség van tehat az AF~D~'b szorzatra. Szamitsuk elészor ki
az AFb szorzatot, majd az eredményben minden k helyébe frjunk
(k—1) —i-t. A szorzat tehat a kovetkezo:

AFD — { -2.0,6F+3-0,4 —1,2-0,6"4+1,2.0,4"* M —0,24 ]

5-0,6F —5.0,4F 3-0,6F —2.0,4% 1,5
[ —1,32.0,6F+1,08-0,4*
- 3,3-0,6F—1,8-0,4% ’

amibd6l

- ~1,32-0,6F=1D=7 1,08 . 0,4k~ D
(k=1)—iy, — ; ; ; ,
A b= [ 3,3-0,6k—1—1 _1.8.0,4k-1)—1 }

Az allapotvaltozok idéfiggvénye meghatdrozhaté a konvolicié
targyaldsakor bemutatott példédk ismerete alapjdn. Az Osszegzés
fels6 hataraban (k—1) all (1. (5.40)), a mértani sor 6sszegképletét
ismerjiik, ha a fels6 Osszegzési hatar k. Vezessiik le a mértani sor
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osszegképletét, ha a fels§ hatar (k — 1):

N

-1
' ; L 1_qk+1 X 1—gq

K

!
[

(1~

9 —q¢ =—7F"7"-4¢ =

~
Il
o

o

1=
_1-d"q—d"+dq¢ _1-¢
1—¢q 1-q

1—gq 1-¢q T1-¢~

(5.49)
Hasznaljuk ki ezt az Osszefiiggést, igy kissé rovidebb lesz a

szamités. Az xq[k] id6fliggvényének meghatdrozésa tehat (sli]

1) a kovetkez6:

k-1
1 [k] = (—1,32 0,611 41,08 - 0’4(19—1)—2') _
1=0
M Loy -1,
= —1,32-0,6F" 1.08 - 0. 4%-1
7 7 =0 <076> M ’ ; 0,4
K k
= —1732-0,6k‘1———j¥%?1——%1,08‘0,4k—1____£&§2_
L (o) 1= (d1)
(3 —1,32-0,6" + 1,32 1,08-0,4¥ —1,08

_l’_

0,6 —1 0,4—1
@—L5+&3ﬂﬁk—LgnA@

)

Az (1) lépésben tegyiik meg a szokdsos miiveleteket, vigyik ki
az Osszegzés elé az Osszegzés szempontjabol konstansnak tekint-
hetd tagokat, majd a (2) lépésben hasznaljuk fel a fentebb targyalt
osszegképletet. A (3) 1épésben szorozzunk be a tortek elétt allé ki-
fejezésekkel, az elsé tort szamlaldjat és nevezdjét szorozzuk be 0, 6-
del, a masodikét pedig 0, 4-del, majd vonjunk &ssze a (4) 1épésben.

Mivel a gerjesztés belépo, az allapotvaltozo is az lesz:

xﬂmzsm(—L5+&3wu%—1ﬁ.aﬁ>.
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Erdemes megfigyelni, hogy ezen jelalak a k = 0 {itemben nulldt
ad, ahogy azt a kiinduldsnal megadtuk.

Az x5[k] dllapotvéltozé idéfiiggvényét ugyanigy kell szamolni.
A részleteket itt melldzziik, mert az x1[k] szadmitdsanak
attekintése utan ezt hasonléan meg lehet tenni. Azaz

N
—

332U€] |:3, 3- 07 6(k—1)—i _ 1’ 8. O, 4(k—1)—i:|

Il
o

i

— <[k] (5,25—8,25-0,6k+3-0,4k).

Hatarozzuk meg a vélaszjelet is (5.41) alapjédn. Megjegyezziik,
hogy az &llapotvaltozdk szamitidsa nem sziikséges a véalaszjel
szamitasahoz, azokat csak gyakorlasképp hataroztuk meg. A k =
0 iitemben a vélaszjel a kovetkezé (x[0] = 0):

y[0] = cT'x[0] + Ds[0] = 1.

A k > 0 ttemekre pedig a kovetkezoképp szamithatjuk:

k—1
ylk] =™~ AFD="bs[i] + Ds[k],
=0

ahol az A(*~1)~ib szorzatot méar meghataroztuk. Sziikségiink van
azonban a kovetkezO szorzatra:

T A (he1)—iq. ~1,32-0,6F=1D=7 4+ 1,08.0,4k-D=1 ]
oA b=[0 1] { 3,830,600~ _1,8.0,40=D=i | =
=3,3-0,6k"D=" _1.8.0,4Fk D7,

Ezt visszahelyettesitve az y[k| Osszefiiggésébe kapjuk, hogy

k—
ylk] = Z [3’3 -0,6k=D~1 _1.8. 0’4(1@—1)—21 T

1=

—_
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Az Osszegre raismerhetiink: ez pontosan az xslk], amit azonban
mar meghataroztunk, igy az ugrasvalasz a kovetkezo:

ylk] = v[k] = e[k] (6, 25 — 8,25 0,65 + 3 0,4’“) .

Ez a fliggvény kielégiti az y[0] = 1 értéket is.
Hatérozzuk meg ezutdn az impulzusvélaszt az (5.42)
Osszefiiggésbol kiindulva:

wlk] = D[] + e[k — 1]cT A b,
Ehhez azonban mar kiszamitottuk a sziikséges szorzatokat, igy

wlk] = 8[k] + e[k — 1] (3, 3.0,66"1 1,8 o,4’f—1> .

Végiil hatdrozzuk meg az s[k] = ¢[k]0,5% gerjesztésre adott
véalaszt. A vélaszjel szamitdsdnak ismert (5.41) Osszefiiggését al-
kalmazzuk. A k = 0 litemben a vilaszjel a kévetkez6 (x[0] = 0):

y[0] = ¢T'x[0] + Ds[0] = 1.

A k > 0 ttemekre pedig a kovetkezoképp szamithatjuk:

k-1
ylk] = T Z AF=D=pg[i] + Ds[k].
i=0

Helyettesitsiink be ezen formula szummajaba és vezessiik le a
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valaszjel kifejezését:

e
—_

(3,3.0,6<’f—1> —1,8.0,40k-1)= )0 5 =

I
o

i

k—

k—1 i
W3 3.0,6! —1,8.0,4’“—1 0.5) _
 \ 0,4
=0 =0
k k
_ (o3 _ (o3
@3,3-0,6’f—17<0’6) 150,41\ (&) —
1 (05 1 (05
<0,6> <0,4
3 3,3-0,6°-3,3-0,5 1,8-0,4-1,8.0,5
B 0,1 -0,1

,_.

—_

Az (1) 1épésben szorozzunk be a 0, 5% tényezével és vigyiik ki az
Osszegzés elé az Osszegzés szempontjabol konstansnak tekintheto
tagokat. Haszndjuk a mértani sor Osszegképletének kifejezését a
(2) lépésben, majd a (3) lépésben szorozzuk be a torteket az
el6ttiik 4ll6 taggal és alakitsuk 4t az emeletes torteket. Ossze-
vonds utan kapjuk, hogy

ylk] = e[k] (33 -0,6% +18.0,4F —51- 0,5’“) + €[k]0, 5 =
— c[k] (33-0,6]“—|—18-0,4k—50-0,5k).
Ez a kifejezés a k = 0 iitemre l-et ad, ahogy azt fentebb

kiszamitottuk.

5.7. Az allapotvaltozods leiras és a rendszer-
egyenlet kapcsolata

A rendszeregyenlet és az allapotvaltozos leirds egy rendszer két

kiillonb6z6 matematikai megfogalmazasa. Mivel ugyanazon rend-
szert irjak le, kozottiik kapcsolat kell legyen.
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5.7.1. Az A&allapotvaltozés leirds meghatarozasa a
rendszeregyenlet ismeretében

Példa. Hatarozzuk meg az alabbi allapotvaltozés leirassal adott
rendszer rendszeregyenletét.

ylk] — 0,8y[k — 1] = s[k] — 2s]k — 1].

Megoldas. A cél tehat allapotvaltozok bevezetése, és a
rendszeregyenlet atalakitasa &allapotvaltozds leirdssda. Arra kell
ugyelntink, hogy az allapotvaltozdos leiras jobb oldaldn az
allapotvaltozék és a gerjesztés k-adik, bal oldalan pedig az
allapotvaltozdk (k + 1)-edik, tovabbé a véalaszjel k-adik titembeli
értéke szerepeljen. A megoldds menete a kovetkezd. ElGszor azt
kell meghataroznunk, hogy hany allapotvaltozo sziikséges a rend-
szer leirdsara. Ez a rendszeregyenletbol mindig megallapithato:
N = max(n,m), vagyis n és m értékek koziil a nagyobbik szamu,
jelen esetben N = 1. Elsé 1épésben rendezziik 4t a rendszeregyen-
letet gy, hogy annak bal oldalédn csak y[k| szerepeljen:

y[k] = 0,8ylk — 1] + s[k] — 2s[k — 1].

Ebben slk] az egyediili, amelynek a k-adik iitembeli értéke sze-
repel, ezt tehdt hagyjuk meg, mert az allapotvaltozés leirasban
pont s[k| szerepel, a mdasik két tagot pedig jeloljik az x1[k]
allapotvaltozoval, azaz

x1[k] = 0,8ylk — 1] — 2s[k — 1],

s igy ylk] = z1[k] + s[k]. A vélaszjel igy rendben is van, hiszen k-
adik titembeli értéke az allapotvaltozo és a gerjesztés k-adik titem-
beli értékei altal meghatarozott, ahogy azt a definicié is mondja.
Toljuk el ezutén xq[k| kifejezését, mivel az dllapotvéltozos leirds
bal oldalan az allapotvaltozok k + 1-edik titembeli értéke kell sze-
repeljen:

x1[k + 1] = 0, 8y[k] — 2s]k].
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Vegytik szemiigyre ezt a felirdst. Ebben s[k] szerepel, amelyet mar
nem kell médositanunk, tovabba y[k], amelynek azonban semmi
keresnivaldja az egyenlet jobb oldaldn. Azonban fentebb meg-
hatdroztuk y[k| kifejezését a helyes alakban. Helyettesitsiik azt
vissza az utdbb felirt egyenletbe:

zik + 1] = 0,8{x1[k] + s[k]} — 2s[k] = 0,8z1[k] — 1, 2s]k].

Ez az alak mar megfelel a definicionak, azaz az allapotvaltozds
leiras a kovetkezo:

x1lk 4+ 1] = 0,8z [k] — 1, 2s[k],
ylk] = x1[k] + s[k].
Az atalakitas megoldhaté egyetlen 1épésbe is, a folytonos ideji

rendszereknél is alkalmazott mdsodik Frobenius-alak, vagy més
néven megfigyeld alak segitségével®:

0 0 0 —anN bN — boCLN
10 -+ 0 —an—1 by—1 —boan—_1
xk+1)=|0 1 0 —an—2 |x[k]4 | bn-2—boan—2 | g[k],
0o 0 --- 1 —aq bl — boal
ylk]=[ 0 0 - 0 1]x[k]+ boslk].

(5.50)

8Az elsé Frobenius-alak, vagy szabdlyozd alak meghatirozhaté a méasodik
alak ismeretében (vagy megforditva): A; = AT, By = CI, C; = BJ és
D, = D, (az indexek az els6 és a masodik alakra utalnak).
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5.7.2. A rendszeregyenlet meghatarozasa az allapot-
valtozos leiras ismeretében

Példa. Hatarozzuk meg a kovetkezo allapotvaltozés leirasaval
adott rendszer rendszeregyenletét.

=10 ] [ ] [0 o
ot = [0 1] | 5] st

Megoldas. A cél az allapotvaltozok kiejtése az allapotvaltozos
lefrasbdl. A megoldds menete a kovetkezd. A vélaszjel egyen-
letét N-szer el kell tolnunk 1 iitemmel. Ezaltal kapunk egy
N + 1 egyenletbol all6 egyenletrendszert, amely tartalmazza az
allapotvaltozdék k-adik iitembeli értékét, tovabba a gerjesztés és a
vélasz k-adik, (k+1)-edik, ..., (k4 N)-edik iitembeli értékét. Az
egyenletrendszer megoldédsa soran ismeretlennek tekintjik az N
szamu allapotvaltozot és az ylk + N| valaszt. Ez pontosan N + 1
szdmu ismeretlen. A cél y[k + N| kifejezése egyetlen egyenlet-
tel (a rendszeregyenlettel) gy, hogy az egyenlet ne tartalmazzon
allapotvaltozot.

Mindig a valaszjel egyenletébdl indulunk ki. Toljuk el ezt egy
litemmel:

ylk + 1] = zalk + 1] + s[k + 1].

Helyettesitsiik be ezutdn xo[k + 1] kifejezését az &llapotéltozds
lefrasbol:

ylk + 1] = z1[k] + z2]k] + 1, 5s[k] + s[k + 1].
Toljuk el egy iitemmel a kapott y[k + 1] egyenletet:

ylk+2] = a1k + 1] + @[k + 1] + 1, 5s[k + 1] + s[k + 2],
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majd helyettesitsiik be zi[k + 1] és wok + 1] kifejezését az
allapotvaltozds leirasbdl és vonjunk oOssze:

ylk + 2] = =0, 24z, [k] — 0, 24s[k] + 1 [k] + z2[k]+
+1,5s[k] + 1,5s[k + 1] + s[k + 2] =
= x1]k] + 0, 76x2[k] + 1,26s[k] + 1, 5s[k + 1] + s[k + 2].

Az N = 2 szamu eltolas utan kaptunk egy N 4+ 1 = 3 egyen-
letb&l all6 egyenletrendszert, amelyben ismeretlen az zi[k], az
x9lk] (azért kellett visszahelyettesiteni az dllapotvektort, hogy az
allapotvéltozéknak csak a k-adik litembeli értéke szerepeljen) és
az y[k + 2]. Oldjuk meg ezt az egyenletrendszert. Fejezziik ki az
ylk] egyenletébdl az xy[k] dllapotvéltozot: xolk] = y[k] — s[k], és
helyettesitsiik vissza az y[k+ 1] és y[k + 2] egyenletekbe. Rendezés
utan a kovetkezot kapjuk:

ylk + 1] = z1[k] + y[k] + 0, 5s[k] + s[k + 1],
ylk + 2] = z1]k] + 0, 76y[k] + 0, 5s[k] + 1, 5s[k + 1] + s[k + 2].

Ezen egyenletek mér csak az x1[k] és y[k + 2] ismeretleneket tar-
talmazza. El6bbibél fejezziik ki 1 [k]-t, majd helyettesitsiik vissza
azt az utols6 egyenletbe:

ylk + 2] = ylk + 1] — 0,24y[k] + s[k + 2] + 0, 5s[k + 1].

Ez azonban még nem a teljes végeredmény, a rendszeregyenlet-
ben ugyanis késleltetések szerepelnek. Toljuk el ezért a kapott
eredményt N = 2-vel, igy:

ylk] = y[k — 1] — 0, 24y[k — 2] + s[k] + 0, 5s[k — 1],
vagy ami ezzel ekvivalens:

ylk] — ylk — 1] + 0, 24y[k — 2] = s[k] + 0, 5s[k — 1].
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3. rész Analizis a
frekvenciatartomanyban

Ebben a részben linedris, invariins és kauzdlis rendszerek
frekvenciatartoméanybeli analizisével foglalkozunk. ElGszor meg-
vizsgaljuk a gyakorlatban legtobbszor el6forduld szinuszos ger-
jesztésre adott valasz szamitdsanak modszerét. Bevezetjik a
komplex csicsérték fogalmat és a komplex szamitdasi modszert,
valamint a rendszert adott korfrekvencidn jellemz6 dtvitel:
tényezot. Utdbbi altalanositasa az dtviteli karakterisztika, mely-
nek abrazolasat teszi lehetové a Nyquist-diagram és a Bode-
diagram. Megvizsgaljuk az impulzusviélasz és az atviteli karakte-
risztika kapcsolatat is. Az atviteli karakterisztika egy tijabb rend-
szerjellemzo fiiggvény.

Ezen rész masik, rendkiviil fontos teriilete a Fourier-kozelités,
amely lehetové teszi, hogy teljesen altalanos periodikus jelekre
adott vélasz szamitdsat visszavezessiik a szinuszos gerjesztésre
adott vélasz szamitasara. Latni fogjuk, hogy diszkrét ideji jelek
esetében ez nem csupan kozelités, hanem a jel pontos leirdsa.

A Fourier-kozelitésbél kiindulva eljutunk a jelek és rendsze-
rek spektrdlis leirdsdhoz, amely kiegésziti az idotartomanybeli
analizis egyes eszkozeit. Az un. Fourier-transzformdcio mélyebb
betekintést enged a rendszer viselkedésébe, és a részt a gyakorlat-
ban is sokszor alkalmazott eljarasok bemutatasaval zarjuk.
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6. fejezet

FI rendszerek analizise a
frekvenciatartomanyban

6.1. Szinuszos allanddsult valasz szamitasa

6.1.1. A szinuszos jel

Egy folytonos idejii szinuszos jel a kévetkezoképp adhaté meg:

‘ s(t) = Scos(wt + p),

(6.1)

ahol S > 0 a jel csucsértéke, vagy amplitiddja, w a jel kérfrek-
vencidja, p pedig a jel kezddfizisa (0 < p < 2w, vagy —7m <
p < m). A csicsértéket szokds S-csal is jelolni. Ezen jel mindig
periodikus a T periddusiddvel, frekcencidja pedig f = 1/T. Utébbi
két mennyiséghdl a korfrekvencia szamithato:

2
w:%, w=2nf.

Fontos megjegyezni, hogy a periédusidé SI mértékegysége a ma-

sodperc (s), a frekvencia mértékegysége a hertz (Hz), a korfrek-
. L , . ., , d

vencia mértékegysége pedig a radidn per masodperc (*2%). Ha pl.
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a perodusidé ms egységben adott, akkor a frekvencia és a korf-

rekvencia mértékegysége [f] = ﬁ és [w] = % szerint kHz és krTad

(ez egy un. koherens egységrendszer), és igy tovabb.
Példaul a kovetkezd, f = 0,5Hz frekvencigju (I = 2s
periédusidejii) szinuszos jel és két eltoltja lathaté a 6.1 dbran:!
s(t) = 3cos(270,51),
s1(t) = 3cos(2m0,5t — w/4), sa(t) = 3cos(270,5t 4+ 7/3).

A két eltolt jel felirhaté a kévetkez6 médon is:

s1(t) = 3cos(2m0,5(t — 1/4)), sa2(t) = 3cos(270,5(t + 1/3)).

T LN
sy —

w
sa(t)
o w
.

s(t)
w o
/
\
s4(t),
@
\ R
\

t[s] t[s]

6.1. abra. Folytonos ideji szinuszos jelek

6.1.2. A szinuszos jel komplex leirasa

A szinuszos jelek lefrasara nagyon elényos az un. komplex leirds,
melynek ismertetése el6tt atismételjiik a komplex szamok sza-
munkra fontos definicidit és Osszefiiggéseit.

"Emlékeztetsiil: a —m /4 az eredeti jelet jobbra tolja el, azaz késik az eredeti
jelhez képest, a +7/3 balra tolja el az eredeti jelet, azaz sietteti azt. A 7/4
eltolds az id6ben 71 = T'/8 = 1/4s-nak, a 7/3 pedig 72 = T/6 = 1/3s-nak
felel meg. Ez a kovetkezé ardanyparbdl s/iémithatéz ha a 27 fazis T idének felel

meg, akkor a /4 fézis T1-nek: 2% =, ahonnan 1 = T;—/:T =1T/8.
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m Egy Z komplex szam (Zz € C, ahol
e’ C jeloli a komplex szdmok halmazdt) két
részbdl all: egy valos részbél és egy képzetes
részb6l. Ez felirhaté az un. algebrai alak
r segitségével:

B (62

6.2. dbra. A fazor

ahol a = Re{z} a komplex szdm valds, vagy
redlis része, b = Im{Zz} pedig a komplex szdm képzetes, vagy
imagindrius része. A j a képzetes egység: j = v/—1. Fontos meg-
jegyezni, hogy a is és b is valds szam. Egy komplex szamot egy
vektorként szokds dbrazolni, és ezen vektor neve fazor (6.2. dbra).
Egy komplex szam maésik alakja a trigonometrikus alak:

‘E = r(cosp + jsinp), (6.3)

ugyanis
a=rcosy, b=rsinp

a fazor r hosszanak és a valds tengellyel bezart ¢ szogének isme-
retében.

A szamitasok sordn kényelmesen alkalmazhaté az un. Fuler-
alak, amely a trigonometrikus alakbdl szarmaztathato. frjuk fel
ehhez a cos ¢ és a sin ¢ trigonometrikus fiiggvények hatvanysorat:

2 4 (§ 8

_ ¥ ¥ ¥ ¥
cosgo-l—g—l—z—a+g$...,

3 5 7 9
Singngo_(’p_+(’p__(’p_+(’p_:!:...7

35 79l
és irjuk fel az e exponencidlis fliggvény hatvanysorat is

x—l X f]}'z f]}'g .Z'4 .Z'5 .Z'6 f]}'7 f]}'8 .Z'g
e’ = +ﬁ+§+§+z+g+a+ﬁ+§+a+...,
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majd helyettesitsiik « helyébe a jo kifejezést:

2 3 4 5 6 7 8 9
i _ S NS U CRRTTES (AN G G RN _
T T TR TR T T e BT TR
2 4 6 8 3 5 7 9
T T G T (e _P P P P
Sloar 6!+8!q:”‘ﬂ<1! CTRET 7!+9!3F"')’

cos @ sin ¢

amelyben tehdt felismerhet6 a cos és a sin ¢ hatvanysora azzal
a kiilonbséggel, hogy a sin @ hatvanysorahoz tartozé tagokban
szerepel a j képzetes egység. Igy /¥ felirhato a kovetkezo alakban
is:

&9 = cosp + jsingp. (6.4)

Ez az un. Buler-reldcié. Lathaté, hogy |e/¥| = 1. Egy komplex
szam tehat felirhat6 az Euler-alak segitségével is:

Z =re?, (6.5)

Egy komplex szamnak tehdt hdarom alakja van. Azt, hogy mikor
melyiket érdemes alkalmazni, példan keresztiil vizsgaljuk meg.?

Ezen ismeretek birtokdban a (6.1) id6fliggvényt felirhatjuk az
Euler-relaciénak megfelelGen:

s(t) = Scos(wt + p) = Re { Sl 0} = Re {Seltel?} | (6.6)

Ha a gerjesztGjel korfrekvencidja w és a rendszer linedris, ak-
kor a rendszer kimeneti jelének a korfrekvencidja is w lesz. Azaz
a gerjesztés és a valasz korfrekvencidja megegyezik, igy az el“?
tényezével nem kell foglalkoznunk, hiszen az csak az w korfrek-
vencidt tartalmazza. A masik két tényez6 neve egylittesen a komp-
lex amplitudo, vagy komplex csiucsérték:

S=8e" = s(t)=Re{Se} =Re{5(t)}. (6.7)

2M4r most megjegyezziik, hogy az Gsszeadést és kivonést az algebrai alak-
kal, a szorzast és az osztast az Euler-alakkal lehet leggyorsabban elvégeni. A
trigonometrikus alak az elobbi két alak kozti &tmenetet biztositja.
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Utébbiban az 5(t) = Se™! az un. komplex pillanatérték, amely
gyakorlatilag egy forgd fazor: abszolut értékét és kezdofazisat az
S csucsérték és a p szog adja, helyzete, azaz ahova a vektor mutat
az ! fazor hatérozza meg minden egyes t idépillanatban. Ez a fa-
zor az éramutato jardsaval ellentétes iranyban w korfrekvencidval
forog és a valés tengelyre vett vetiilete adja a (6.1) id6fiiggvényt.
A képzetes tengelyre vett vetiilete egy ugyanilyen amplitudéju,
fazisszogl és korfrekvenciaju szinuszos jel.

Az elmondottak illusztralasat szolgdlja a 6.3. dbra, ahol
az s(t) = 1,5coswt jel komplex reprezenticija (fazorja) és
ido6fiiggvénye ldthaté (f = 10Hz). Az dbran bejeloltiik az egyes
komplex pillanatértéknek megfeleld fliggvényértéket is (pl. a ¢ =
110°-0s fazis a 7 = 0,03055s id6pillanatnak felel meg, ami a

2 = £ ardnyparbdl hatdrozhaté meg).

110° .

. jr T\ \;\\\ ‘3\50 . 7\

\
\
\
: >
. ,
\ ]
\ I
| ,
V& /
/
() /!
N 7
_q1 210 1

) e »/// 4 i /

-2
-2 -1 0 1 2 0 0.025 0.05 0.075 0.1
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6.3. abra. Egy folytonos ideji szinuszos jel komplex pilla-
natértékének és iddfigguényének illusztrdcidja

A kovetkezd Osszefliggéseket a késébbiekben tébbszor is alkal-
mazni fogjuk.

1.) Mivel a komplex csiicsérték egy vektor, ezért két, s1(t) és
s9(t) szinuszos jel Osszege és kiilonbsége egyszeriien képezhetd tri-
gonometrikus azonossigok felhasznaldsa nélkiil. A két jel komp-
lex csicsértékének meghatarozasa utan két vektor Osszegét kell
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képezni:

S(t) = Sl(t) + Sg(t) = g = §1 + gg. (68)

2.) Egy K val6s szdmmal végzett szorzis a vektor hosszét,
azaz a csucsértéket valtoztatja meg:

y(t) = Ks(t) & Y=KS. (6.9)

Ha K > 0, akkor y(t) és s(t) fazisban vannak, ha K < 0, akkor
egymashoz képest 180°-kal vannak eltolva.

3.) A szinuszos jel derivaltjanak komplex cstcsértékére a ké-
s6bbiekben sziikségiink lesz. Képezziik héat a (6.1) jel derivaltjat
a derivaldsi szabdlyoknak megfeleléen:

y(t) = 5(t) = —wSsin(wt + p) = wS cos(wt + p + g), (6.10)
azaz a derivélt jel siet m/2-lel az eredeti jelhez képest. Irjuk fel
ugyanezt gy, hogy hasznaljuk a komplex csticsérték és a komplex
pillanatérték fogalmat:

y(t) = $(t) = Re {?ej“’t}/ = Re {gjwej“’t} , (6.11)

hiszen S egy konstans, s csak az el? tagot kell derivalni, ami pedig
jwel“t tovabba jw = we'2 az Euler-relaci6 szerint?, azaz

y(t) = wRe {Eej%ejwt} = wRe {gejwtej%} _
m - (6.12)
= wRe {Se](w“r?)} = wS cos(wt + p + 5),

ami természetesen megegyezik az elébbi eredménnyel*. A (6.11)
Osszefiiggésbél lathatd, hogy ha egy s(t) szinuszos id6beli lefutasi

3 Jegyezzitk meg méar most, hogy j = €/% és —j = e 2, azaz +j-vel vald
szorzds £90°-os fazisforgatdst jelent.
4Az w tagot kiemelhetjiik, mivel az egy valds szam.
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jelet id6 szerint derivalunk, akkor az a komplex csiucsértékekre
attérve jw taggal torténd szorzast jelent:

yt) =351t & Y =jws, (6.13)

azaz az y(t) derivalt jel az s(t) jelhez képest fazisban 90°-kal (7 /2-
lel) siet. Altaldnosan az n-edik derivélt és a komplex csticsérték
kapcsolata a kovetkezo:

yt)=s"t) < Y =(jw)"S. (6.14)

Példa. Adott két szinuszos jel idéfiiggvénye:
s1(t) = 5cos(2t +0,257), so(t) = —2cos(2t).

Hatdrozzuk meg az s3(t) = s{(t), az s4(t) = sa2(t) + s3(t) és az
s5(t) = s1(t — 0,5) jelek id6fiiggvényét és komplex cstcsértékét.
A példaban szerepl6 fazorokat a 6.4. abran abrazoltuk.
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6.4. dbra. A példdaban szerepld fazorok

Megoldas. A jelek korfrekvencidja azonos: w = 2% (SI egy-
ségben). A (6.1) id6fiiggvény és a (6.7) definicié alapjan meg-
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hatdrozhatjuk a két jel komplex csicsértékét®:
gl = 5ej0’257r, gg =—-2= 2€j7r‘

Lathatd, hogy a cstcsérték mindig pozitiv (S > 0). Az s3(t) jel
komplex csticsértéke a (6.13) alapjan a kovetkezd®:

gg — .]2 gl — .]2 . 56j0,257r — 2ej0,57r 5@0,257r — 1Oej0,7571'7
idéfiiggvénye pedig a (6.1) és (6.7) Osszefliggések szerint felirhaté:
s3(t) = 10cos(2t + 0,75 ).

Két komplex szam szorzasat és osztasat az Euler-alak segitségével
célszerl szamolni. Altaldnosan tehat:

jor . o8 — jats) 719 T jamp) 1
rle] T’Qe] 7‘17‘26'] s rgejﬁ T . (6. 5)

Az s4(t) meghatdrozdsa sordn Osszeaddst kell végezni. Ekkor
célszerti attérni az algebrai alakra:

Sy =2, S3=10%"" =10 (cos(0,757) + jsin(0, 75 7)) =
= 7,071 +j7,071.

Adjuk Ossze hat ezen két algebrai alakkal adott komplex szdmot:
Sy =82+ 83 =-2-7,071+j7,071 = —9,071 +j7,071.

A komplex csucsérték felirdsdhoz az Euler-alakot kell felirni:

7,071

S4=1/9,0712 4+ 7, ozt Jaom ) _ 11, 5e10:662

5_2=—24j0 = 2e". Ez a vektor a valés tengellyel 180°-os szdget zar be.
Eleinte érdemes a fazort felrajzolni.
612 =0+ j2 =2¢/%5™. Ez a vektor a valds tengellyel 90°-os szoget zar be.
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Vigydznunk kell azonban a fizis szdmitdsa sorén! Itt a valds
rész negativ, a képzetes rész pedig pozitiv, azaz a szog bizto-
san nem lehet negativ értékii (1. 6.2 dbra). Ez tehdt a m — 0,662
szog lesz, amelynek értéke: 2,48.7 fgy a komplex cstcsérték és az
id6fliggvény helyes értéke a kovetkezo:

Sy =11,56218 = 54(t) = 11,5cos(2t + 2,48).

Az s5(t) = s1(t — 0,5) jel idéfuiggvénye és komplex csticsértéke a
kovetkezOképp szamithato:

s1(t —0,5)=5cos(2(t — 0,5) + 0,25 7)=5cos(2t —1+0,257)=
=5cos(2t —0,215) = S5 =5e 10215,

Az idébeli eltolas tehdt fazistolast jelent.

6.1.3. Az atviteli karakterisztika

Az atviteli karakterisztika és az atviteli egyiitthaté fo-
galma, a valaszjel szamitasa

Ha egy folytonos idejli, linedris, invaridans és kauzalis rendszer
gerjesztés-vdlasz stabilis, akkor a teljes valasz szabad Osszetevije
nulldhoz tart és a valasz egy id6 utdan megegyezik a gerjesztett
Osszetevével. A szinuszos jel egy vizsgaldjel. Ha a gerjesztés szinu-
szos lefutasi, akkor a véalaszjel is szinuszos lesz ugyanazon korf-
rekvencidval. Legyen hat a gerjesztés is és a valasz is szinuszos:

s(t) = Scos(wt+ p), y(t) =Y cos(wt + ). (6.16)
Irjuk fel ezen jelek komplex csticsértékét:

S =S8er, Y =Ye, (6.17)

"Ezért kell felrajzolni mindig a fazordbrat, hogy lassuk a vektor végpontja
melyik siknegyedbe mutat. A mai szdmolégépek azonban tudjik az egyes ala-
kok kozti helyes dtszamitdst (— xy, — r0).
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Szinuszos gerjesztés és valasz esetén képezhetjiik ezen két komplex
mennyiség hanyadosit, ami az un. dtviteli karakterisztika:®

W =W(jw) =

| <]

(6.18)

s(t) = S cos(wt + p) . y(t) =Y cos(wt + @)
— > W (jw) — —
S = Ser Y =Ye¥

Az atviteli karakterisztika egy rendszerjellemzd fligguény, és az
w korfrekvencia fiiggvénye, amely adott korfrekvencidn (ami a ger-
jesztés korfrekvencidja) megadja a valaszjel komplex csicsértékét
a gerjesztés komplex csucsértékének fliggvényében:

Y=WS, (6.19)

amelybdl a valasz y(t) id6fiiggvénye meghatarozhaté a komplex
csucsérték definicidjanak megfeleléen. Fontos megjegyezni, hogy
az atviteli karakterisztika egy adott korfrekvencian egy komp-
lex szam, amely megadja azt, hogy ezen korfrekvencian a rend-
szer hatasdra mennyivel fog kiilonbozni a vélaszjel amplitiddja
és fazisa a gerjesztés amplitid6jatdl és fazisatél.? Az atviteli ka-
rakterisztika egy adott korfrekvencidn az un. dtviteli egyiitthato:
W = Kel?, ahol K = |W| az atviteli egyiitthaté abszolit értéke,
azaz nagysaga, és ¢ = arcW az atviteli egyiitthaté szoge a vizsgalt
korfrekvencian. A valaszjel tehat az aldbbiak szerint szamithato:

Y =WS = Ke? Sel? = KSell@tr), (6.20)

8Két jelolési méd is van: a W azt jelzi, hogy ez egy komplex szam, a W (jw)
pedig azt is, hogy ez a jw fliggvénye. Ezen két jelolés természetesen ekvivalens.

9Az stviteli karakterisztika méréssel tigy vehetd fel, hogy egy adott amp-
litudéjua és adott fazisu szinuszosan valtozé gerjesztSjelet kapcsolunk a rend-
szer bemenetére, amelynek aztan valtoztatjuk a frekvencidjat és minden egyes
frekvencidn mérjiik a kimeneti jel amplitudéjat és fazisat. Ez megtehetd pl.
egy kétcsatornas oszcilloszkop segitségével. A mért adatokat pedig rogzitjiik.
Az atviteli karakterisztika dbrazoldsi lehet&ségeivel kés6bb foglalkozunk.
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és igy a valaszjel id6fliggvénye a kovetkezo:

y(t) = IS cos(wt + (¢ + p)) =Y cos(wt + ). (6.21)
\Y/ T

Megadtuk tehat az atviteli karakterisztika definiciéjat és azt,
hogy hogyan lehet alkalmazni a szinuszosan gerjesztett valasz
szamitasaban. A kovetkezdkben azt vizsgaljuk, hogy miként ha-
tarozhatjuk meg az &atviteli karakterisztikat az allapotvaltozds
leirds, és a rendszeregyenlet ismeretében. Valamilyen kapcsolat
nyilvan kell legyen, hiszen mindharom leirds ugyanazon rendszer
mas-mas matematikai megfogalamazasa.

Az atviteli karakterisztika meghatarozasa az allapotval-
tozos leiras alapjan

Egy folytonos ideji, linearis, invaridns és gerjesztés-vdlasz stabilis
SISO-rendszer allapotvéltozoés leirdsanak normalalakja a kévet-
kezo:

x(t) = Ax(t) + bs(t),

y(t) = ch(t) + Ds(t), (6.22)

ahol x(t) és x(t) az dllapotvektor és annak id6 szerinti elsé de-
rivaltja, s(t) és y(t) a rendszer szinuszos gerjesztése és vélasza,
A a rendszermdtriz, a b és ¢ vektorok, valamit a D skaldr
pedig a normadlalakban szereplé megfelel6 egytitthatokat tar-
talmazzak. Ha a rendszer nem gerjesztés-vdlasz stabilis, akkor
ezen levezetés eredményeképp kapott dtviteli karakterisztikdval
szamitott gerjesztett vdlasznak nincs fizikai tartalma (1. 58. ol-
dal). El6szor SISO-rendszerekkel foglalkozunk, majd a kapott e-
redményt altalanositjuk.

Mivel a gerjesztés, és igy a vélasz is szinuszosan valtozik, at-
térhetiink a komplex leirdsi médra, azaz hasznéljuk fel a komplex

151



csucsérték fogalmat valamint a (6.13) Osszefiiggést:
juX = AX +bS,
e (6.23)
Y=c"X+DS.
Ezt megtehetjiik, hiszen ha ezen egyenletekben szereplé Osszes
komplex cstcsértéket szorozzuk e/“'-vel (komplex pillanatérték),
majd ezeknek vessziik a valds részét, akkor pontosan az idétarto-
manybeli analizisbdl ismert allapotvaltozds leirast kapjuk.
Az els6 egyenletbdl X kifejezhetd:

juX=AX+bS = (WE—-A)X=bS,

azaz

X = (jJwE — A)"' b5, (6.24)

ahol E az N-edrendii egységmatrix. A valaszjel komplex csicsér-
tékét megkapjuk, ha a kapott eredményt Y kifejezésébe visszahe-
lyettesitjiik:

Y = [cT (wE - A)"'b+D|S. (6.25)

Utébbibdl az atviteli karakterisztika kifejezheto:

W =

wl| <

=c’ (jwE—-A)"'b+ D, (6.26)

azaz egy komplex elemil méatrixot kell invertalni. Példa kapcsan
latni fogjuk, hogy az dtviteli karakterisztika a jw vdltozo raciondlis
fligguénye valds egyiitthatokkal, vagyis az dtviteli karakterisztika
eqy polinom per polinom alaki kifejezés.

Mindez MIMO-rendszerekre a kovetkezéképp fejezhetd ki:

W =C(jwE—-A)"'B+D, (6.27)
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ami az dtvitelikarakterisztika-mdtriz, melynek ¢j idnexd eleme
megadja az i-edik kimenet és a j-edik bemenet kozott fennalld
atviteli karakterisztikat gy, hogy kozben az 6sszes tobbi beme-
neten nincs jel:

|

Wi = , i=1,...,Ny,j=1,....,Ns.  (6.28)

nn

J

Példa. Hatarozzuk meg az alabbi allapotvaltozos leiras altal
megadott rendszer atviteli karakterisztikdjat és adjuk meg a ger-
jesztett valasz idéfliggvényét, ha s(t) = 2cos(20¢ + 7/3).

o )= S n6 ) [
o=t 1|25 ]

Megoldéas. Ezt a feladatot kétféleképp is megoldhatjuk. Az (a)
pontban az itt bemutatott mddszert kovetjik, a (b) pontban az
allapotvaltozos leirdst mint egyenletrendszert kezeljiik, és az Y /.S
hényadost fejezziik ki beldle.

(a) A levezetés alapjdn irhatjuk, hogy

W =c' GwE—A)"'b+D.

Helyettesitsiik be a megadott matrixot és vektorokat:

. -1

= Jw 3 1

w=ro )| 5 U] 5]
Hatarozzuk meg az inverz métrixot. Egy N-edrendl kvadratikus
matrix inverze is N-edrendll kvadratikus matrix. A métrix in-
verzének meghatarozasara szolgdl a kdvetkezo, linedris algebrabol
ismert Osszefiiggés:

adj (JwE — A)

jwE—A) = e 2
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ahol adj(jJwE — A) a jwE — A métrix adjungalt maétrixa és
liwE — A| a matrix determindnsa. Az adjungélt és a determinédns
meghatarozasaval mar foglalkoztunk:

T
.. jw+4 1 jw+4 —3
A (B - A) = [J—3 wj] :[J 1 jw }’

JWE — A| = jw(jw +4) + 3 = (jw)? + 4jw + 3.

A determindns tehdt jw polinomja, és alakilag megegyezik a
IAE — A| determindnsbdl képzett polinommal, amely egy aszimp-
totikusan stabil (tehdt gerjesztés-valasz stabil) rendszert ir le, ha
minden sajatérték negativ valds részii (1. 59. oldalon), itt Ay = —1
és Ay = —3. Az ezzel torténd osztast hagyhatjuk a miiveletsor
végére a sok tort elkertilése érdekében, azaz az atviteli karakte-
risztika szamléléja a kovetkezOképp szamithaté:

jw+4 -3 1] jwH+d4-157 .
[0 1}{ 1 ijJf[o 1]{ 14 iws :|—1+Jw5,

s igy az atviteli karakterisztika a kovetkezo:

= Y 5(jw)+1
W= S (jw)?+4(jw) +3°

Térjiink most vissza a (6.29) Osszefliggésre és alakitsuk at en-
nek megfelelden a (6.26) egyenletet:

7 adj (JWE — A)

W=c"WE-A)"'b+D= b+ D
¢ (jw ) + c B — A + D,
majd hozzunk kozos nevezdre:
—  c’adj(jwE — A)b + |jwE — A|D
W = . 6.30
iwE — A| (6:30)

Jelen feladat megoldasa soran ezt az alakot hasznaltuk. El6szor
tehat meghataroztuk az adjungdlt matrixot, segitségével pedig
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az atviteli karakterisztika szamlaldjat, majd a determindns meg-
hatarozasaval annak nevez@jét. A példdban D = 0 volt. Termé-
szetesen akdr (6.26), akar (6.30) alkalmazhato.

Hatarozzuk meg ezutan a gerjesztett valaszt:

Y = W|w220 S,

ahol S a gerjesztés komplex cstcsértéke: S = 2e™/3, a W értékét
pedig meg kell hatdrozni a gerjesztés altal megszabott w = 20%
korfrekvencian, ami az dtviteli egyiitthato: 10

W, - 5(j20)+1  14j100  100e/™/2
w=20 " (j20)2 + 4(j20) +3  —397 +j80 404, 98 i2:943’

aminek értéke 0,247e 11372 és azt adja meg, hogy a valaszjel
csicsértéke a gerjesztés csucsértékének 0,247-szerese, a valaszjel
fazisa pedig a gerjesztés fazisahoz képest 1,372rad szoggel késik.
fgy a vélaszjel komplex csicsértéke a kovetkezo:

Y =W| _,, S=0,247e 11572 2¢™/3 = 0, 494710325

ami az

y(t) = 0,494 cos(20t — 0, 325).

idéfiiggvénynek felel meg. !t

Ugyanazon rendszer kiillonbozé korfrekvencidju jelekre adott
valasza kilonbo6zo. A bemenet és a kimenet kozti kapcsolatot eb-
ben az esetben tehat az atviteli karakterisztika biztositja.

K&t komplex szém hényadosit az Euler-alak segitségével célszerii
elvégezni, mert igy az eredmény szamunkra kedvezd, hiszen az egy Euler-
alak lesz, amivel a kovetkezd 1épésben tgyis szorzast kell elvégezni. Ez
természetesen elvégezhetd gy is, hogy a tortet beszorozzuk egy olyan tort-
tel, amelynek szamlédléja is és nevezlje is megegyezik ezen tort nevezijének
konjugéltjaval.

" Gyakorlasképp hatdrozzuk meg a rendszer vélaszat, ha a gerjesztés s(t) =
2cos(0,2t + 7/3). A valasz ekkor y(t) = 0,922 cos(0, 2t + 1,568), az dtviteli
tényez6 pedig a kovetkezd: W’w:O,Z =0,461/%521,
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A példabdl érzékelhetd, hogy ha a linedris, invaridans rend-
szer gerjesztése szinuszos, akkor a komplex szamitasi méd sokkal
egyszeriibb, mint a konvoliciéval torténéd szamitas, vagy akar az
allapotvaltozds leiras megoldésa az idétartomanyban.

(b) Ezen példan keresztiil bemutatjuk, hogy az allapotvélto-
z6s lefrassal adott rendszer atviteli karakterisztikdja nem csak a
(6.26) vagy a (6.30) szerint hatarozhat6 meg. A kévetkezékben be-
mutatott mddszer azonban egyenletrendszer megolddsat igényli.

Az &llapotvaltozés leirds normélalakja idétartomanyban és

komplex csticsértékek segitségével a kovetkezd: 12
T = —3we + S, Jle = _372 +§7
Ty =ux1 —4xo + 558 = jWYQ = 71 — 472 +55
y = I3. ? = 72.

Utébbi egyenletrendszert mindig gy kell alakitani, hogy abbdl
az atviteli karakterisztika alakjat kapjuk. A megoldds menete a
kovetkez6. Fejezzik ki az els6 két egyenletbol az ismeretlennek te-
kintett allapotvaltozék komplex csiicsértékét az ismertnek tekin-
tett S gerjesztéssel, majd helyettesitsiik vissza azokat (jelen eset-
ben csak az X o-t) az utolsé egyenletbe. Az allapotvaltozokat tehét
ki kell ejteni az egyenletekbdl. Ezaltal kapunk egy olyan egyen-
letet, amely csak az Y-t és az S-et tartalmazza. Jelen példanal
maradva, fejezziik ki pl. az X valtozét az elsé egyenletbdl:

_ 3 1
X1 =——Xo+ —F5,

majd helyettesitsiik vissza ezt a méasodik egyenletbe:

_ R 1— _ _
jwXo=——Xo+ —85 —4X5+5S.
Jw Jw

12Egy integritor bemenete tehit az allapotvaltozé komplex csicsértéke jw-
val szorozva, kimenete pedig az allapotvaltozé komplex csicsértéke.
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Szorozzuk be ezen egyenletet jw-val Uigy, hogy a jw tagokat poli-
nomként kezeljiik:

(jw)?Xy = —3X5 + 5 — jwdXy + jwbS.

Rendezziik at ezen egyenletet 1igy, hogy a bal oldalon csak X, a
jobb oldalon pedig csak S 4lljon, tovabba vegyiik figyelembe azt,
hogy ebben a példdban Y = Xo:

(jw)?Y +jwdY +3Y = S + jwbS,
majd rendezziik a kapott eredményt a szokasos alakra:

— Y 5(jw) +1

W===— _ .

S (jw)?+4(jw) +3
A (b) pontban kozolt megoldés alacsony rendszam esetén na-
gyon egyszerl: egy egyenletrendszert kell a kivant alakra hozni,
amelyben a gerjesztés komplex csucsértékét ismertnek tekintjiik,
s minden mas valtozét ismeretlennek, de csak a valasz komplex
csucsértékére kell koncentralnunk. Az (a) pontban kozolt meg-
oldéas csak alacsony fokszam (N < 3) esetén végezhetd el papiron,

azonban szamitastechnikailag fontos eredmény.

Az atviteli karakterisztika és a rendszeregyenlet kap-
csolata. Roviden bemutatjuk, hogy a rendszer atviteli karak-
terisztikdjabdl a rendszer rendszeregyenlete meghatarozhaté, és
forditva. Az atviteli karakterisztika tehat egy polinom per poli-
nom alaku kifejezés:

Y Sihie)
S (w) 4 >y ai (jw)"

(6.31)

Szorozzunk ezutan keresztbe:

Y <(jw)” + Z a; (jw)”_i> =5 ' bi (jw)" .



Ha most figyelembe vessziik, hogy a jw tényezovel végzett szorzas
a (6.13) és (6.14) Osszefliggések szerint az idétartomédnyban id6
szerinti derivalas felel meg, akkor irhatjuk, hogy

y W)+ ay" () =D bis (1),
i=1 i=0

ami pontosan a rendszeregyenlet. Kz a miiveletsorozat
természetesen visszafelé is elvégezhetd, azaz az atviteli ka-
rakterisztika meghatdrozhaté a rendszeregyneletbdl is. Figyeljiik
meg, hogy az atviteli karakterisztika nevezdjének polinomja ala-
kilag pontosan a rendszeregyenletbdl képezheto karakterisztikus
polinom.

Az atviteli karakterisztika abrazolasa

Az atviteli karakterisztika tehat a jw valtozd figgvénye és azt
adja meg, hogy a rendszer kimenetének amplitiddja és fazisa hogy
valtozik meg a bemeneti szinuszos jel ugyanezen adataihoz képest
adott w korfrekvencidn: Y = W S. A W minden korfrekvencian
mas és mas komplex értékll szam, tehat van amplitidoja és fazisa.
Ezek abrazolasara terjedt el két mdédszer, két diagram: a Nyquist-
diagram és a Bode-diagram. Mindketté a W &tviteli karakterisz-
tika

W =W (jw) = K (w)el*®) (6.32)

alakjaban taldlhaté K(w) un. amplitiddkarakterisztika, és ¢(w)
un. fdziskarakterisztika dbrazolasat realizalja eltéré modon.

Nyquist diagram. A Nyquist-diagram a K (w)el®“) fazor vég-
pontjat abrazolja a —oo < w < oo intervallumban a komplex
szamstkon és ezen pontokat koti Ossze, ahogy az a 6.5. dbran
lathat6.'® Ez tehat egy olyan gorbe, amelyrdl leolvashaté az

13A gbrbe az elézéekben meghatirozott atviteli karakterisztikdhoz tartozik
(L. 154. oldal).
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atviteli karakterisztika abszolut értéke és fézisa (vagy valds és
képzetes része) egy-egy rogzitett w korfrekvencidn. Az dbran be-
rajzoltuk az w = 0,2%, w = 2% és w = 20% korfrek-
vencidkhoz tartozé fazorokat.!® Abréazoldséhoz ki kell szdmolni
az atviteli karakterisztika amplituddjat és fazisat (vagy valds
és képzetes részét) néhany korfrekvencidn, majd ezeket fel kell
mérni a komplex szamsikon, és ezen pontokat Gssze kell kotni. A
Nyquist-diagramot a negativ korfrekvencidkra is szokds abrazolni,
azonban a diagram szimmetrikus a valés tengelyre. Erezheté, hogy
egy pontos Nyquist-diagram felvétele meglehetésen hosszadalmas
eljaras. Szamitogéppel végezve a szamitasokat azonban pontos
gorbét kaphatunk, de ekkor is nehéz lehet a leolvasés.'®

1 T T
w>0
@<0 —-——-
0.5 o T
/ N\
= / =0, 2 \
¥ o0 , !
\ /|
E %20\ T =2
-0.5 -
\/
-1
0 0.5 1 1.5 2
Re Wj w)

6.5. dbra. Példa a Nyquist-diagramra

Bode-diagram. A Bode-diagram kiilon koordinata-rendszer-
ben abrazolja az amplitidé- és a faziskarakterisztikat, tehat két
fuggvényt kell abrazolni. Ezek vizszintes tengelyén az w korfrek-

MEzen pontok szémolassal ellenérizheték: ha w = 0,2%, akkor W =
0,399+j0, 229, ha w = 2 224 akkor W = 1, 2150, 277, ha w = 20 24 akkor
W = 0,046 — j0, 243. fgy lathaté a fazor helyzetének alakuldsa és forgasa is.

5 Ezen tulajdonsdgok mellett azonban nem szabad azt gondolni, hogy ez
az abrézolasi mdédszer nem hasznos, szabdlyozastechnikdban pl. a Nyquist-
diagramot stabilitdsi kritériumok ellenérzésére lehet hasznéalni.
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6.6. abra. Példa az amplitido- és faziskarakterisztikdra, a Bode-
diagram két elemére

vencia szerepel (szoktdk gy is, hogy az abszcisszan az f frek-
venciat mérik) logaritmikus 1éptékben, fiiggleges tengelyén pedig
a K (w) amplitudokarakterisztika és a ¢(w) faziskarakterisztika (1.
6.6. dbra'f). A logaritmikus lépték azért célszerti, hogy lehetéség
szerint széles intervallumot tudjunk abrazolni:

]

w[=

0,02 0,2 2 20 200
Lathaté, hogy a skélazds logaritmikusan torténik, azaz két
egymast kovet6 osztas kozott az ardny 10: w11 /w; = 10. Egy ilyen
tavolsdg neve dekdd.'” Linedris skéldan nem lehetne jél 1athaté
médon ilyen széles tartomédnyt dbrézolni (ebben a példdban a leg-
kisebb és a legnagyobb korfrekvencia kozott 4 nagysagrend van).
FEgy dekddon beliil egy adott korfrekvencidanak megfelelé pont
szamitasa a kovetkezoképp torténik. Legyen egy dekad a papiron
40mm és hatdrozzuk meg pl. az w = 5% korfrekvencianak meg-

16 A gorbe az el6z8ekben meghatérozott stviteli karakterisztikdhoz tartozik
(1. 154. oldal). A szaggatott vonallal berajzolt gorbével pedig kés6bb foglal-
kozunk.

17Sz0kds ezt tgy is felvenni, hogy két egymast kivetd osztds kozott az ardny
2, ekkor egy ilyen tavolsig neve oktdv. Mi a dekadot fogjuk hasznélni.
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felel6 pontot:
5
40mm g <§> = 15,91 mm,

azaz az w = 2% ponttdl 15,91 mm-re lesz a keresett pont. Az w =
50% ehhez hasonldan az w = 20% ponttdl lesz 15,91 mm-re és
igy tovabb. A logaritmus argumentumaéban azért 2-vel osztottunk,
mert az a keresett korfrekvencia intervalluménak alsé hatdra.'®
Elég tehat egy dekdadon belil elvégezni a pontosabb felosztast.
Ezen intervallum felosztasa tehat a kovetkezéképp néz ki:

]

w[=

2 1 6 8 10 12 14161820

Fontos megjegyezni azonban azt, hogy a logaritmikus skélan
nincs w = 0 és w = oo pont.

Az amplituddkarakterisztika fliggéleges tengelyét hasonldképp
logaritmikusan célszerii felmérni azon egyszerii oknal fogva, hogy
nagy értéktaromanyt tudjunk abrazolni (ez az un. log-log diag-
ram). Itt az amplitiddkarakterisztika decibel egységben kifejezett
értékét szokas felmérni:

Kag = Kgg(w) = 201gK (w) = K(w)=10%%%aa | (6.33)

aminek a mértékegysége tehat a dB  (decibel).!® A
faziskarakterisztika esetében a fliggéleges tengelyen rad
egységhen, vagy fokban szokas felmérni a faziskarakterisztika
értékét. A dekad egységet D-vel fogjuk jeldlni.

A Bode-diagram egyszerii esetekben kényelmesen szer-
kesztheté az un. normdlalakok, vagy karakterisztikaelemek
segitségével. A kovetkezékben ezeket foglaljuk Ossze.

18P4r pontra kapott eredmények: w = 2%7 0Omm, ami egyértelmii, w =
324 7,04 mm, w = 1024, 27,96 mm, w = 1524, 35 mm stb.

nggy maésik lehetdség a Knp = InK(w), amelynek mértékegysége az Np
(neper). Mi az elébbit alkalmazzuk. A ketté kozott a kdvetkezd kapcsolat
van: 1Np = 8,686 dB, 1dB = 0, 115 Np.
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Tudjuk, hogy az atviteli karakterisztika egy polinom per
polinom alakd kifejezés. Hatdrozzuk meg el6szor a szamlalo
és a nevez6 gyoktényezoOs alakjat, azaz szamoljuk ki a polino-
mok zérushelyeit. Két eset lehetséges: a gyokok egy része valds,
masik része (ha van ilyen) konjugalt komplex péarokat alkotnak.
Ezutan az atviteli karakterisztika mindig atalakithaté a kovetkezo
formaéra:

W= 4 <ﬂ> (o 2) M (02 <i’i>2>
UL (1 ) 10 (1 +261 + (5>2>

tehat vannak els6fokt és masodfoku tényezok. A Bode-féle amp-
litudokarakterisztikaban a K (w) logaritmusat kell venni, azaz

1g[W| = lg|A—|—rlg’ ‘ Zlg‘l—l——’ Zl’

. 2
+Zlg1+2§k—+< ” Zlg1+2§l— (g)‘

ahol felhasznaltuk azokat az azonossagokat, hogy szorzat loga-
ritmusa a tényezdk logaritmusdnak Osszege és hanyados logarit-
musa a tényezdk logaritmusdanak kiilonbsége. A kapott eredményt

ezutan még 20-szal még be kell szorozni.
A Bode-féle faziskarakterisztikdban a ¢(w) értékét kell meg-
hatérozni:

arcW—arc{A}—l—rarc{ }+Zarc{1—|— }_Zarc{1+%}+

. N
+zk:arc{1+2€ki)_i+<wk) } Zarc{1+2§l <‘g) }7

azaz a szamlaloban szerepld elemek fazisainak Osszegébdl ki
kell vonni a nevezOben szerepld tényezOk fazisainak Osszegét,
ugyanugy, ahogy azt két komplex szam osztasakor tessziik.
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Ha ezutdan meghatarozzuk

az egyes tényezOk amp-

lituddkarakterisztikajat és faziskarakterisztikdjat, akkor azokat
csak elGjelhelyesen Ossze kell adni, és igy egy jé pontossagu

kozelitést kapunk.

Az elsdfoki tényezdket a kovetkez6 abrakon foglaljuk 6ssze. A
gorbék tehat a kovetkezOk (a vizszintes tengelyen minden esetben
dekddban mérjiik a korfrekvenciat, erre utal a D index, ha ez nem

deriil ki az abrabol):

JKas(w) _‘_gb(wl
X 15 T
T20 T90°
T wo T T T A > IOWD
T =
T-20 T-90°
A <O
T-40 T-180°
KdB (w) ‘(b(w)
T 40 T90°
szamlalé szamlal6(+)
T 20 T 45° 45°/D
wjl- w; wj W I I wph
+-20 (20dB/D T_ABN Sramldlo(-)
nevezd —45°/D
T—40 T—90°

Fzen karakterisztikaelemeket érdemes tehat megjegyezni,



segitségiikkel ugyanis bonyolultabb atviteli karakterisztikak
Bode-diagramja kozelit6leg felvazolhaté. A karakterisztikaelemek
tehat a kovetkezok.

1.) Az dllandd tényezd logaritmikus alakja a kovetkezé:

0°, ha A > 0;
Kan) =2, o) = { Do o 470 o)

Mindkét karakterisztika parhuzamos a vizszintes tengellyel és nem
fiiggenek a frekvenciatdl. Ha |A| > 1, akkor erdsitésrél beszéliink,
és ekkor Kgp > 0, ha |A| < 1, akkor csillapitdsrdl beszélink, és
ekkor Kgp < 0. Mar utaltunk arra, hogy egy negativ szam Euler-
alakja a kovetkezé: —A = Ael™, ezért lesz ebben az esetben a
faziskarakterisztika +180°.

2.) Az (wo/jw)" tényezének megfelel6 amplitidokarakteriszti-
ka-elem és faziskarakterisztika-elem a kovetkezEképp hatarozhatd
meg. Ez az elem felirhaté az (wg/w)"(1/j)" alakban is, amely-
nek masodik tagja egységvektor, és csak a fazisforgatasért felelGs,
ugyanis 1/j = —j = e 17/2 s igy (1/§)" = (—j)" = e ¥"™/2 azaz

Kap(w) =2071g (%) . w) =—r90°,  (6.35)

azaz az r € 7 egész szamtol fiiggéen F20dB/D meredekségii egye-
nest kapunk az amplitidokarakterisztikiban, amely az w = wqg
pontban metszi az abszcisszat, mivel ekkor lgﬁ—g = lgl = 0 (ha
r > 0, akkor a meredekség negativ, ha r < 0, akkor a meredekség
pozitiv, hiszen ez a karakterisztikaelem forditottan ardnyos az w
korfrekvencidval). A F£20dB/D meredekség abbdl fakad, hogy mig
az w = wq helyen az amplitidékarakterisztika értéke 0dB, ad-
dig az 1 dekdddal nagyobb frekvencidn (az w = 10wq helyen)
201g0,1 = —20dB lesz (r = +1). A faziskarakterisztika pedig
parhuzamos az w tengellyel, értéke szintén r értékétdl fiigg. Ez a
tényezd sok esetben nem szerepel.

Ha ennek reciproka, azaz (jw/wg)" szerepel a szamlaléban, ak-
kor az el6z6ek vizszintes tengelyre vett tiikorképe lesz mindkét
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karakterisztikaelem. Ezt gy lehet egyszeriien beldtni, hogy figye-

lembe vessziik, hogy
. T -Tr
jw\" _ (wo
(&) - ()

és az r mindkét karakterisztikaelemben szorzéként szerepel, ami
viszont eldjelet valt.

3.) Az elsbfoku tényezd szerepelhet akér a szamlaléban, akér a
nevezében. Ha a nevezdben van, akkor mind az amplitidékarakte-
risztika, mind a faziskarakterisztika ,,lefelé” torik. Ez az egyszerii
kozelités onnan szarmazik, hogy alacsony frekvencidn (w — 0)
az els6foku tényez6 abszolut értéke egyhez tart, melynek logarit-
musa 0, magas frekvencidkon (w — 00) pedig a tényez6 nevezdje
végtelenhez tart, s igy a tort nullahoz kozelit, amelynek logarit-
musa —oo:

1 1

lim ——— =1, lim ——— =
0T fe? e T (0w

A torésponti korfrekvencidn, azaz az w = w; korfrekvencidn az
elséfoki tényezd 1/(1 + j), amelynek abszolit értéke 1/v/2, de-
cibelben pedig 201g(1/v/2) ~ —3dB. Ezt az értéket azonban
nulldnak vessziik, s igy ezen a korfrekvencidn lesz a legnagyobb
eltérés a kozelito karakterisztika és a valodi karakterisztika kozott.
Fz a pont az un. toréspont, s ezért hivjdk ezt az abréazolasi
médot toréspontos karakterisztikdnak. Ennél egy dekdddal na-
gyobb korfrekvencian az elséfokd tényez6 1/(1 + 10j) ~ 1/(10j),
amelynek abszolut értéke 0,1, decibelben kifejezve pedig pont
—20dB. Ezért az w > w; korfrekvencidkon az egyenes meredeksége
—20dB/D lesz. Mégegy dekdddal magasabb korfrekvencian az
els6fok tényez6 1/(14100j) ~ 1/(100j), amelynek abszolit értéke
0,01, decibelben kifejezve pedig pont —40dB. A valédi értéktél
valo eltérés egyre kisebb lesz és a huzott egyenesek aszimptotiku-
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san simulnak a valédi gorbéhez.?0

A faziskarakterisztika értéke a torésponti korfrekvencidn az
1/(1+4j) komplex szambdl kiindulva pontosan —45°, egy dekaddal
magasabb korfrekvencian az 1/(1 + 10j) ~ 1/(10j) = —j0,1
kozelités miatt —90°, egy dekaddal kisebb korfrekvencian pe-
dig az 1/(1 + 0,1j) =~ 1 kozelités miatt 0° lesz a kozelité
faziskarakterisztika értéke. Ebb6l fakad a —45°/D meredekség. A
legnagyobb eltérés a valédi gorbéhez képest a 0°-os és a —90°-o0s
toréspontoknal van.?!

Ha az elséfoki tag a szamlaloban szerepel, akkor az amp-
litiddkarakterisztika, ,,felfelé” torik, szimmetrikusan az elébb el-
mondottakra. A faziskarakterisztikat illetéen két eset lehetséges.
Ha negativ el6jel szerepel a kifejezésben (1 — i}%), akkor a fenti-
ekben elmondottak érvényesek, ellenkezd esetben pedig a faziska-
rakterisztika is ,.felfelé” torik.

Megjegyezzik, hogy a szdmlaloban az elobb emlitett elGjel le-
het pozitiv is, negativ is. A nevezOben a stabilitasi kritérium tel-
jestilése miatt azonban csak pozitiv eléjel szerepelhet (1. 59. oldal).

Példa. Viazoljuk fel a mér kiszamolt &atviteli karakterisztika
Bode-diagramjat.

Megoldas. Hozzuk az atviteli karakterisztikat a kivant gyok-
tényezOs alakra. Szamitsuk ki a nevezd gyokeit (ha a szamlalé is
legalabb masodfoku, akkor természetesen azt is ilyen alakra kell
hozni): (jw)? + 4jw + 3 = 0, ahonnan (jw); = —1, és (jw)s = —3.

20> 21 .14 1 .. VL s, 1 o . .
Példéul az Trio; tort abszolit értéke — = 0, 0995, decibelben pedig

1 .. . sz 1 _ .
—20,043dB. Az Trio0; tort abszolit értéke — = 0,0099, decibelben

pedig —40, 000434 dB.
21pglddul a  0,1w; korfrekvencidn a  féziskarakterisztika értéke
arc tg (O%) ~ 5,7106°, s mi ezt a kozelités sordn nulldnak vesszik. A

legnagyobb eltérés tehdt kb. 5,71°. A 90°-os toréspontndl ez az érték
természetesen ugyanennyi. Erdemes ezt is gyakorlasképp kiszdmolni.
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Ezen értékek mindig negativak kell legyenek, kilonben a rend-
szer nem gerjesztés-valasz stabilis. Az atviteli karakterisztika igy
a kovetkez6 alakban irhaté fel:

— Sjw +1

(w4 1w +3)
Mivel csak els6foku tényezék szerepelnek, ezért minden egyes
elemnek 1+ - @ alakinak kell lenni, hiszen ezen alakokra léteznek
egyszeri tortvonalas kozelité gorbék. A szamlalot at kell alakitani
ugy, hogy 5 = 1/0,2, a nevezd elsé tagja rendben van, mésodik
tagjabol azonban ki kell emelni 3-at, tehat

= L+ 35
3 (1+ )1+ 1y
Ez a végleges alak, amelyben szerepel egy konstans tag és harom
els6foki alak. A Bode-diagram igy mar felvazolhaté a fenti is-
meretek birtokdban. Ez a kovetkezéképp néz ki (a pontos gorbe
és a tortvonalas gorbe Osszehasonlitdsat 1. a 6.6. dbran, ahol a
tortvonalas gorbét szaggatott vonallal abrazoltuk):

K as(w) o (w)
40 90° 1
120 4507 4\
0.1,/ TNX\10 @ oI N 1D | @
+-20 4501
+-40 -90°T

Az amplitiddkarakterisztikaban a vizszintes vonal a QOIg% =
—9,542dB-nél van, mindhiarom egyenes szakasz meredeksége azo-
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nos: 20dB/D (a megfeleld elGjellel). A faziskarakterisztikdban az
egyes egyenes szakaszok meredeksége +45°/D. Miutdn megraj-
zoltuk az egyes alaptagoknak megfelel6 karakterisztikakat, azo-
kat Ossze kell adni. Ezt gy célszerli megtenni, hogy az egyes
toréspontoknal pl. fiiggdleges vonalat huzunk és igy latjuk azt,
hogy mikor torténik valtozas a karakterisztika menetében. Ezutan
adjuk Ossze két ilyen vonal kozott a meredekségeket és hizzunk
egy ilyen meredekségii egyenest a kovetkezd bejelolt vonalig, azaz
a kovetkezo toréspontig. Ezen fiiggdleges egyeneseket az abran be
is jeloltiik.

Az abrakon kis négyzettel bejeldltiikk a 155. oldalon kisza-
molt 4tviteli egyiitthaték abszolit értékét és fazisat (W]y—o2 és
W |w=20). Ezek abszoliit értéke decibel egységben a kovetkezo:
201g0,461 = —6,726dB és 20lg0, 247 = —12,146dB. Olvassuk le
ezek értékét a diagramrdl is. Elobbi pont az els6 téréspontndl
taldlhaté, értéke a mar ismertetett ZOIg% = —9,542dB, s a két
érték kozott a maximdlis eltérés tapasztalhatd, ami kb. 3dB, a
masik leolvashaté érték azonban elég pontosan meghatarozhato a
diagrambol. Nézziik a radian egységben szamitott fazisok értékét:
0,521 és —1,372, amelyek rendre 29,851°-nak és —78,609°-nak
felelnek meg.

Az adatok kell6 pontossdggal leolvashatdok a gorbékrél, ha azo-
kat pl. milliméterpapiron szerkesztjik meg.

4.) A kovetkezSkben roviden targyaljuk a mdsodfoki ténye-
20k abrazolasi médjat, azaz a

1

. . 2
14262 + (1)

Wi(jw) =

jellegli karakterisztikaelem amplitidékarakterisztikajat és faziska-

rakterisztikdjat. Ezt az alakot akkor alkalmazzuk, amikor a nevezo
. N
(vagy Wi(jw) = 1+ 2&3% + (%) esetben a szamlald) poli-

nomjanak gyokei konjugalt komplex part alkotnak, egyébként az
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el6bbiekben elmondott els6foku karakterisztikaelemeket kell alkal-
mazni.

Alacsony frekvencidn (w — 0) ennek értéke egy valds szdm,
amely pontosan 1, decibel egységben pedig 0dB, és fazisa 0°. Az
w = wy korfrekvencidn a karakterisztika a kovetkezo alakot olti:

Wiljer) = : - o
1 (%) g

wy

amelynek abszolit értéke 1/(2;) és fazisa az 1/j tényez6 mi-
att pontosan —90°. Ezen korfrekvencia kornyezetében a diagram
alakja fiigg a & értékétol. Egy dekaddal magasabb frekvencian,
azaz az w = 10w; korfrekvencidn azt kapjuk, hogy

1 1

W, (j10w;) = ~
110w = =555 = “T00°

amelynek kb. —40dB-es csillapitds (az amplitidokarakterisztika
w > w; esetén —40dB/D meredekségli egyenessel kozelithetd),
és —180°-os fazis felel meg. Novelve a korfrekvenciat, aszimpto-
tikusan ezen gorbékhez simulé értékeket kapunk. A maésodfoku
karakterisztikaelem Bode-diagramja lathaté &; kiilonb6z6 értékei
mellett a 6.7. dbran. Az amplitiddkarakterisztikdba még beraj-
zoltuk a 0dB-es egyenest és a —40dB/D meredekségli aszimptotét
is, melyek az w; korfrekvencian metszik egymast.

Ha ezen tényezé a szamldléban szerepel, akkor az amp-
litudokarakterisztika az elmondottaknak pontosan a vizszintes
tengelyre vett tiikorképe, a faziskarakterisztika £ > 0 esetén az
elobbiek tiikorképe, £, < 0 esetén pedig az el6bbiekkel mege-
gyezOen alakul.
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6.7. dbra. A mdsodfoki karakterisztikaelem Bode-diagramja
kiilonbiz6 & értékek mellett (w; = 2524 )

6.2. Periodikus allanddsult valasz szamita-
sa

Ebben a részben &ltaldnos periodikus jelekkel (pl. négyszogjel,
flirészfogjel, egyenirdnyitott szinuszos jel stb.) és az ilyen tipusi
gerjesztésre adott valasz meghatarozasaval foglalkozunk. Epitﬁnk
az €el6z6 részben megismert atviteli karakteriszika fogalmara, és
a szinuszos gerjesztett valasz meghatarozasara. Az altalanos pe-
riodikus gerjesztésre adott valasz szamitdsat ugyanis visszave-
zetjuk a szinuszos gerjesztett valasz szamitasara. Tesszik ezt ugy,
hogy az s(t) periodikus gerjesztés id6fiiggvényét els6 lépésben
szinuszos jelek Osszegére bontjuk, majd az atviteli karakterisz-
tika segitségével minden egyes szinuszos Osszetevore adott valasz
meghatarozasa utdn a részvalaszokat Osszegezziik, azaz szuper-
ponaljuk. Ezt a rendszer linearitdisa miatt tehetjiik meg.

Egy iddben vdltozo folytonos ideji s(t) jel akkor periodikus a
T periodusiddvel, ha

s(t+T)=s(t), VtcR| (6.36)

Mint ismeretes a periédusidé reciproka a jel frekvencidja, f =
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1/T, kérfrekvencidja pedig az w = 7T = 27f mennyiség. Alta-
ldnos periodikus jelek esetében ezeket a mennyiségeket alapfrek-
vencidnak és alap-korfrekvencidnak nevezzik.

6.2.1. Folytonos idejii periodikus jel Fourier-felbon-
tasa

Els6 lépésben tehat bontsuk fel a periodikus jelet szinuszos jelek
Osszegére. Ez az un. Fourier-felbontds, ami azt mondja ki, hogy
tetszdleges periodikus jel elddllithato olyan szinuszos jelek szuper-
pozicidgjaként, amelyek korfrekvencidja a kozelitendd periodikus jel
korfrekvencidjanak egész szdmai t6bbszorose.

Mér az elején megjegyezziik, hogy folytonos ideji jelek
esetében a Fourier-felbontas egy kozelitése az eredeti periodikus
jelnek, és ezt a kozelitést a kovetkez6képp fogjuk jeldlni: 2

s(t) ~ su(t), (6.37)

ahol s(t) a felbontandé periodikus jel, s, (t) pedig a jel Fourier-
soros kozelitése véges tagszammal:

s(t) ~ sp(t) = So + Z [S,? cos kwt + Sp sin kwt] , (6.38)
k=1

amely egy n-edrendi trigonometrikus kézelités. Ez a Fourier-
Osszeg egyik valds alakja.?® A kozelitésben az Sy, az Sﬁ és az SE
egyelére ismeretlen konstansok, melyek meghatdrozasaval foglal-
kozunk a kovetkezdkben.

22Piiggvények kozelitését fliggvények approximécidjanak is nevezziik,
amelyre nagyon sok megoldds és lehetdség létezik. A Fourier-sor egy le-
hetséges, jelen esetben nagyon jél alkalmazhaté eljarés.

2Ha n — oo, akkor beszélink Fourier-sorrél. A gyakorlatban végtelen
tagbdl allé 6sszeget nem tudunk meghatarozni, ezért irunk Fourier-Gsszeget,
vagy véges tagszamu Fourier-sort a Fourier-sor kifejezés helyett.
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Egy kézelitést mindig valamilyen hibakritérium szerint kell el-
végezni. Ha az s(t) jelet a (6.38) kifejezéssel kozelitjik, akkor a

1 T
M= (50,50, 58) = 7 [ s = s @t (639

Osszefiiggés altal definidlt un. négyzetes (kvadratikus) kézéphiba
akkor lesz minimadlis, ha az ismeretlen Sy, S,‘? és S,]S’ egyutt-
hatékat az adott s(t) jel (fliggvény) un. Fourier-egytitthatéiként
hatdrozzuk meg.?* Az ok, amiért ezen kritériumot valasztjuk
az, hogy ebben az esetben az egylitthaték meghatarozasira n
értékétdl fliggetlen formula adhato:

1 [T
So = T/o s(t)dt,
9 T
Si = —/ s(t) cos kwt dt, (6.40)
T Jo
9 T
SP = —/ s(t) sin kwt dt.
T Jo

Az Sy értékét egyszeri kozépértéknek, az S ,? és S,E’ egyiitthatokat
pedig Fourier-egyitthatéknak nevezzik.

Ennek igazoldsara helyettesitsitk a (6.39) hibafiiggvényben
Sn(t) helyébe a (6.38) kozelitést:

n

2
1 (T
H, = T/ {s(t) — Sy — Z [S,? cos kwt + SE sin k‘Wt]} dt.
0 k=1

2Ha n — o0, akkor ezen négyzetes hiba nulldhoz tart akkor, ha az s(t)
jel korldtos (|s(t)| < o0) és a t € [0, T] intervallumon legaldbb szakaszonként
folytonos. Erre azt is mondjédk, hogy a Fourier-sor kézépértékben tart az adott
fiiggvényhez. Ha az s(t) jel folytonos, akkor az s, (t) kozelités pontonként is
konvergdl az s(t) jelhez.
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Egy hibafiiggvénynek ott van széls6értéke (most a minimumot
keressiik), ahol a kérdéses paraméterek szerinti parcidlis de-
rivaltak valamennyien eltlinnek. Ezen széls6érték-keresés céljabol
képezziik a kapott H,, = H, (S0, Sﬁ, SE’) hiba parcialis derivaltjait
az egyes paraméterek szerint:

oH, 2 [T N B .
25 = T ; SO+,; [Si coskwt + S} sin kwt] — s(t) » dt,

oH,
9S8

%—E/T So +
ast — T J, 17’

Abban az esetben, ha ezen parcialis derivaltak az (SO,S,?,SE)
konfiguracioban mind nullat adnak, akkor azon a helyen a H,
hibdnak szélséértéke van (sziikséges feltétel). Itt p = 1,...,n,
azaz 2n + 1 szamu egyenletet kapunk és pontosan 2n + 1 szdmu
ismeretlen van, ugyanis Sy, S,‘j és SE (k=1,...,n) az ismeretlen
egyutthatok. Az elsé egyenletbol Sy, a masodikbdk S,‘?, a harma-
dikbdl pedig SE hatarozhaté meg.

Bontsuk fel tehdt a 0H, /0Sy = 0 egyenletben szerepl in-
tegralt. Mivel a parcidlis derivaltat egyenlové tessziik nullaval, a
2/T tényezs elhagyhatd, a konstans paraméterek pedig kiemel-
heték az integrél elé:

T n T T T
SO/ dt—l—z <S,?/ cos kwt dt + SE/ sinkwtdt) —/ s(t)dt = 0.
0 1 0 0 0

A szummaban szereplo két integral értéke nulla és az els6 integral
értéke T', ahonnan Sy értéke kozvetlentil adédik:

2 T n .
=7 /0 {S’o + ; [S,? cos kwt + SE sin kwt} — s(t)} cos pwt dt,
>
k=1

S& cos kwt + SE sin kwt] — s(t)} sin pwt dt.

T 1 (T
T%—/s@a:o N %:—/s@&
0 T Jo
A OH,/ 85? = 0 egyenlet esetében hasonléan jarunk el. Bont-
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suk fel a benne szerepld integrélt:

T n T
So / cos pwt dt + Z S,? / cos kwt cos pwt dt+
0 = 0

T T
+SP / sin kwt cos pwtdt | — / s(t) cos pwt dt = 0.
0 0

Ebben az egyenletben az elsé integral értéke nulla. A harmadik
integral értéke szintén nulla.?® A mésodik integral értéke csak
p # k esetén nulla, egyébként T'/2, ami miatt a szumma csak a
p = k tagra egyszer(isodik.?% Ennek megfeleléen:

T .. (7 A 27
=S — s(t)coskwtdt =0 = Sp'=— s(t) cos kwt dt.
2 0 T Jo

A 0H, /OS2 = 0 egyenletben szereplé integralok felbontésa a
kovetkezot eredményezi:

T n T
So / sin pwt dt + Z S,? / cos kwt sin pwt dt+
0 1 0

T T
+S,]§/ sin kwt sin pwt dt | — / s(t) sin pwt dt = 0.
0 0

Ebben az egyenletben az elsé integral értéke szintén nulla, a
méasodik integral értéke az el6zéek alapjén lesz nulla. A harmadik

A sinacos@ = J[sin(a— B)+sin(a+ 3)] azonossig alapjén
sinkwt cospwt = 1 [sin(k — p)wt + sin(k + p)wt], amelynek integralja az
adott intervallumon mindig nulldt ad, hiszen szinuszos fiiggvény integralja
egy periédusra nulldt ad eredményiil.

A cosacosfB = 1[cos(a—B)+cos(a+B)] azonossdg alapjin
cos kwtcospwt = 1 [cos(k — p)wt + cos(k + p)wt], amelynek integrélja az
adott intervallumon p # k esetén az el6bbi labjegyzetben leirtakhoz ha-
sonléan nulldt ad. Ha p = k, akkor cos? kwt = % + %COS 2kwt, melynek egy

T

periédusra vett integrélja pontosan 7.
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integrél értéke csak p # k esetén nulla, egyébként 7/2.%7 Ennek
megfelel6en:

T T 9 T
. / s(t)sinkwtdt =0 = SP= —/ s(t) sin kwt dt.
2 0 T 0

A levezetés soran kihasznaltuk (és labjegyzetben réviden
igazoltuk is) a trigonometrikus fliggvények un. ortogonalitdsat.
Két vektor akkor ortogondlis, ha skalaris szorzatuk nulldt ad
eredménytil. Az [a, b] intervallumon folytonos fiiggvények altal al-
kotott térben a skaldris szorzat az f-g = ff f(x)g(x) dz integralt
jelenti. Ebben az esetben mindez a kévetkezokre vezet:

T T
/ sin kwt cos pwt dt = 0, / cos kwt sinpwtdt = 0,| (6.41)
0 0

tovdbba p # k esetén

T T
/ sin kwt sin pwt dt = 0, / cos kwt cos pwtdt = 0.| (6.42)
0 0

Ezen két Osszefiiggés eredményezte tehat azt, hogy a k=1,...,n
szerinti Osszegzés egyetlen tagra redukalédott. Ezzel a kiin-
duldsként szolgald (6.40) Osszefiiggéseket igazoltuk.

A Fourier-6sszeg egy masik valds alakja a kovetkezd:

n
sn(t) = So + Z Sk cos(kwt + py). (6.43)
k=1
A sinasin@ = i[cos(a—B) —cos(a+B)] azonossig alapjin
sinkwtsinpwt = 1[cos(k — p)wt — cos(k + p)wt], amelynek integralja
az adott intervallumon p # k esetén nullit ad. Ha p = k, akkor
sin? kwt = % — %cos 2kwt, melynek egy periédusra vett integralja pon-

tosan %
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Erre a felirdsra a kovetkezO elnevezések hasznalatosak: Sy az
s(t) jel egyszerd kozépértéke, vagy a Fourier-Gsszeg dllandd tagja
(egyendrami, vagy DC komponensnek is nevezik), a k = 1
sorszamu tag az alapharmonikus, a k > 1 (2w, 3w stb. korfrek-
vencidju) osszetevok pedig a felharmonikusok.

A két valds alak kozotti kapesolat a kovetkezd:28
SB
Sk = (S,?)2 + (55)2, Pk = —arctgs—i, (6.44)
k
és29
S = Spcospr, SP = —Ssinpy. (6.45)

A Fourier-sszegnek 1étezik egy komplex alakja is, ami a (6.38)
valds alakbdl vezethet6 le a (6.40) Gsszefiiggések felhasznélasaval.
Induljunk tehét ki a Fourier-Gsszeg valds alakjabol:

sp(t) = So + Z [S,? cos kwt + S sin kwt] ,

k=1
és hasznaljuk fel a kovetkezd Euler-formuldkat:39
ejkwt e—jkwt ejkwt _ e—jkwt
cos kwt = +—, sinkwt = ———|
2 2j

Az Acos(wt) + Bsin(wt) = VA2 + B2 cos(wt — arctg{B/A}) osszefiiggés
alapjan. Mintha az A — jB komplex szdmot dtirndnk Euler-alakra (a szdgre

igyeljiink).
A cos(a+ B) = cosacos B — sin asin 3 azonossg alapjén frhatjuk, hogy
Sk cos(kwt + pr) = Sk coskwt cospy — Sk sin kwt sin pg, ahonnan a fenti

eredmények kovetkeznek.
30 Az Euler-raldciét ismerjiik: e/¥ = cos ¢ + jsin ¢, igy:

Je L e—iv i si —jsi .
e +2c _ cos @-+jsin <p~gcos pojsing _ Cos , valamint
P _e—i? _ cosptjsinp—cos ptjsing _ _:

25 = 25 = Sm .
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s igy irhatjuk, hogy

e]kwt + e—kat ejkwt _ e—jkwt
Sb%‘jE: {SA' +‘SE____—ET————].

Bontsuk fel ezutan a torteket:

w 1 —jkw 1 jkw 1 —jkw
SO+Z|: A Jk t S;?e jk t_§JS]]€3€_]k t+§JSEe jk t:|7

jkwt —jkwt

majd vonjuk Ossze az e

" [SA -8B . SA 4388
sp(t) = So + Z [7’“ 2‘] ko gikwt Tk " Tk ;‘] k e_JkWt] )
k=1

és az e egyttthatoit:

majd vezessiik be a kovetkezé komplex egyiitthatokat:

o Sp—jsk —o\F SR +jsP
Sk_ 2 ) (Sk) - 2 )

azaz

_ N [gC ikt (GO ikt
_So+;[skeﬂ + (5) et]

Esetiinkben az s(t) jel mindig valds fiiggvény, amelyre igaz,

- (50)

(6.46)

(6.47)

hogy

(6.48)

Ebbél kévetkezik, hogy Sy egy valés szam.3! Ezen sszefiiggés
felhasznalasaval a (6.47) Osszefiiggéssel ekvivalens, de egyszertibb

alakra jutunk, ami a komplex Fourier-dsszeg alakja:

t) = Zn: G ekt

k=—n

(6.49)

31Ha egy komplex szém és konjugéltja megegyezik, akkor az biztosan valés:

a + jb = a — jb csak b = 0 esetén lehetséges.
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Hogy ezt belassuk, irjuk ki az Osszeget részletesen:

C

sn(t) =8, ™ 4+ ggleﬂ'”t + So + glcejm + ...+ Efej"”t,

majd hasznaljuk fel a (6.48) Osszefiiggést:

sn(t) = (Sf) et 44 (Ef)* P L AT < LT <
ami pontosan a (6.47) formula.

Hatravan még a (6.49) szummdban szerepld gkc komplex
Fourier-egyiitthaték meghatarozdsa. Felhasznéljuk a komplex
egyiitthaté (6.46) definici6jat és a (6.40) Osszefiiggéseket (az in-
tegralban szereplé 2-es szorzéval rogton egyszertsithetiink):

_C SA—jSB
Sk: k 5 k

1 T
=— / s(t) [cos kwt — jsin kwt] dt,
0

I I
=— t—j= t) si t=
/0 s(t) cos kwt dt — j /0 s(t) sin kwtd

T

és alkalmazzuk az integranduszban szereplé komplex kifejezésre
az BEuler-reldciét. Igy kapjuk a komplex Fourier-egyiitthaté for-
muldjat:

—C 1 T .
Sy = — / s(t) e ket qe, (6.50)
T Jo

amely Osszefliggés k > 0 esetén érvényes, az Sy egylitthaté meg-
hatdrozasara ugyanigy torténik, mint a valés alak esetén (1. (6.40)
So-ra vonatkozé integral).

Ha megvizsgdljuk ezt az Osszefliiggést, észrevehetjiik, hogy a
(6.48) feltételezés valds idofiiggvény esetén valéban helytélls volt,
hiszen

_C . 1 T 'kwt o 1 T —jkwt * _ —C *

ami tehat megegyezik a komplex egytlitthaté konjugéltjaval.
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Ha Gsszevetjiik a (6.40) és a (6.50) Osszefiiggéseket, azt vessziik
észre, hogy utobbi egyszeriibb, hiszen egyetlen integralt kell meg-
hatarozni a Fourier-Gsszeg felirdasdhoz. Célszerti lehet tehat ezt
alkalmazni a szamitdsok soran. A kévetkezo feltételezések mellett
a valos alak is elényosen alkalmazhaté:

e ha a jel pdros, akkor a valds alakd Osszegben S,IE’ = 0 (csak
koszinuszos tagokbdl &l13?), a komplex alaki Gsszeg pedig
valés értéki,

e ha a jel pdratlan, akkor a valds alaku Gsszeghben S,? =0
(csak szinuszos tagokbdl a1133), a komplex alakii 6sszeg pedig
képzetes értékii.

Ezen Osszefliggések a (6.40) 0Osszefiiggésekbdl kovetkeznek.
Ugyanis, ha a jel paros, akkor

T
5 L
Sp = —/2 s(t) sin kwt dt =

N

T
2 [° t) sin kwt dt 2 E t) sin kwt dt
?/_%s()smw +?/0 s(t) sin kwt dt =

T

2 . 2 2 _
— _T/o s(—t) sin kwt dt + T/o s(t) sin kwt dt = 0.

Nl

Ebben az esetben az s(t) jel szimmetrikus az ordindtara, azaz

s(—t) = s(t), de ugyanakkor sin(—kwt) = —sin(kwt), aminek
kovetkeztében a két integral egymadst kiejti.
Ha a jel paratlan, akkor s(—t) = —s(t), az Si* kifejezésében

szereplé cos kwt viszont paros, igy az el6zoekhez hasonléan

32Fzt gy konnyl megjegyezni, hogy a koszinuszos jel is paros.
33Ezt dgy konny(i megjegyezni, hogy a szinuszos jel is paratlan.
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felirhat6 két integral egymast kiejti:

T
/ i s(t) cos kwt dt =

0
/ s(t) cos kwt dt + g/2 s(t) cos kwt dt =
_% T 0
2 (3
s(t) cos kwt dt + T/ s(t) cos kwt dt = 0.
0

Jegyezziik meg azt, hogy a valds Fourier-osszeg egytitt-
hatéinak szamitasa sordan az integral 2-vel be van szorozva, a
komplex Fourier-egyiitthaté formuldja pedig nincs.

Abban az esetben, ha a komplex Fourier-egytitthatokat ha-
tarozzuk meg és a valés Fourier-osszeget akarjuk megkapni, ak-
kor a komplex Fourier-egyiitthatokbdl ki kell szamolni a valds
Fourier-0sszeg egyiitthatdit. Ezeket a (6.46) atrendezésébdl kap-
hatjuk meg:

SA = 2Re {Sf} , SB=_27m {?,f} . (6.51)

Ezek segitségével a mésik valds alak is meghatdrozhaté (6.44)
szerint.

A szamitds menetét és az eredmények abrazolasi lehetGségét
lentebb példakon illusztraljuk.

A Fourier-Gsszeg segitségével egyszeriien meghatarozhaté a
periodikus jel teljesitménye, masnéven négyzetes kozépérteke, a-
melynek definiciéja és Fourier-osszeggel meghatarozva a koévet-
kez0:

2
1 T ) 1 T n
P= T /0 s°(t) dt ~ T/o (So + ;Sk cos(kwt + pk)> dt.
(6.52)
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Ha a zéréjelet az (a+b)? = a®+2ab+b? azonossidgnak megfeleléen
felbontjuk, akkor a kévetkezé Osszefiiggéshez jutunk:

1 n
P=2S%+ 3 > st (6.53)
k=1

Fontos megjegyezni, hogy az igy szamitott teljesitmény n
novelésével alulrél konvergdl a pontos értékhez.

Példa. Jelek Fourier-osszegének meghatarozasara kovessik
végig a kovetkezd feladatot. Legyen a két Fourier-Osszeggel
kozelitendo jel az alabbi:

s(t) s(t)

,_
[IN[JV)
N

S ]

N

b

@,

=)

1Y

-0,5

1. Példa megoldasa. A feladat megolddsa sordn a valés Fou-
rier-Osszeg egylitthatéit szamitjuk ki. Induljunk ki a (6.40)
definiciés OsszefliggésekbOl és kezeljiik a T periddusidét pa-
raméterként. Az Sy egylitthaté a kovetkezéképp hatarozhatd meg:

1 /7T 1 37 T
S(]:T/(; S(t)dt:T . dt—0,5/§Tdt =

4
1 37 1/3 1
=— (4" —0,5[t1%..) == (=T —0,5-T ) = 0,625.
T(HO ’”ZT> T<4 74 > ’

A periddusid6 mindig ki kell essen a levezetés soran, hiszen attol,
hogy mekkora a jel periédusideje nem fligghet az egylitthato
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értéke. Az Sy a jel egyszert kozépértéke, amely mindig egy kons-
tans szam kell legyen.

Az S,? egylitthato kifejezése szintén a definiciébdl kiindulva
hatdrozhaté meg:3*

9 3T T
S,? =— / coskwtdt—0,5/ cos kwtdt | =
T 0 37

4

2 sin kwt aT sin kwt 17
== —-0,5 .
T ko |, kw sy

Emeljiik ki a nevezékbdl a kw tagot, és vegylk figyelembe, hogy
w = 2%, igy irhatjuk, hogy

PR/ P DA SN % (5223
Sk = Thon {sm (k T 4T) 0 —0,5sin (kz TT) + 0, 5sin <k T 4T)] .
Lathatd, hogy a periédusidé minden helyen kiesik. Az egyszerii-
sitések utdn vonjunk 6ssze®®, s megkapjuk a végeredményt:

1,5 3
A _ & . 2
Sy = b <k27r>, ha k > 0.

Az SE egyiitthaté kifejezése hasonléképp kaphaté meg:36

9 3T T
SE == / sin kwt dt — 0, 5/ sinkwtdt | =
T \Jo 3

2 cos kwt aT cos kwt 17T
T\ kw —0.5)= kw '
0 3T

Emeljiik ki a nevezékbdl a kw tagot, és vegylk figyelembe, hogy
w = 2%, igy irhatjuk, hogy

B 2T 2m 3 2w 2m 3
SkiTk27r[ cos(kT4T)—|—1—|—0,5cos<kTT) O,5COS<I§)T4T):|.

A cos kwt fiiggvény primitiv fiiggvény Snket
35Vegyiik figyelembe, hogy sin k2w = 0.

36 . .. . e it g . . s kwt
A sin kwt fliggvény primitiv fiiggvénye: — 5=,
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A periédusidé ismét kiesik. Az egyszeriisitések utan®’ kapjuk az
egyltthatd kifejezését:

1
S8 = )5 [1—005 (k:%r)], ha k > 0.

km

Fontos megjegyezni, hogy az egyiitthaték csak k értékétdl
fiiggenek, tovdbba, hogy a k (vagy annak hatvédnya) mindig a
nevezében szerepel. Ez azt jelenti, hogy k ndvekedésével egyre
kisebb amplitiddéju szinuszos és koszinuszos jelek egyre nagyobb
frekvencidval, azaz egyre finomabb mdédositasokkal jarulnak hozza

a kozelitéshez.
A kozelités tehat a kovetkezd Osszefiiggés szerint lehetséges:

"~ sin k§7r coskwt+1’5 1 — cos k§7r sin kwt ».
2 km 2
—————

1,5
s(t) ~ 0,625 + {
T kzzl k‘ﬂ'

A B
Sk Sk

A valés Fourier-egyutthatok két alakjat a kovetkezo tablazat-
ban foglaljuk 6ssze k = 0, 1,2, 3 esetekre (ezt a kovetkezd szakasz-
ban felhasznaljuk>8):

I SE TS ok
010,625 |0 0,625 | 0°
1 [ -0,478 | 0,478 || 0,676 | -135°
2 [0 0,478 || 0,478 | -90°
310,159 | 0,159 || 0,225 | -45°

A jel Fourier-egytitthatéit un. vonalas spektrummal szokés
abrazolni, amelynek vizszintes tengelyén a korfrekvencia szere-
pel, de csak adott diszkrét értékeken wy = kw, ahol w az alap-
harmonikus korfrekvencidja, fliggéleges tengelyén pedig az adott
harmonikus komponens cstcsértéke és fazisa szerepel (6.8. dbra).

3TVegyiik figyelembe, hogy cos k2r = 1.
38 A tablazatbeli értékeket gyakorldsképp érdemes lehet ellenSrizni.
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6.8. abra. A jel vonalas spektruma

A Fourier-osszeggel kozelitett jel és az eredeti jel Gsszeha-
sonlitdsa lathaté a 6.10. dbran. Az abra elemzését a kovetkezd
példa utanra halasztjuk.

2. Példa megoldasa. A feladat megolddsa sordn a komplex
Fourier-6sszeg egyiitthatéit szamitjuk ki. Az elézé példdban az
s(t) id6fliggvénye egy-egy intervallumban konstans volt, ebben a
feladatban azonban az s(t) véaltozik az intervallumon beliil, ezért
a levezetés kissé hosszadalmasabb. A végeredményeket A = 2
értékkel szamitjuk.

Az Sy egyszerl kozépérték meghatarozasa ugyanugy torténik,
mint az el6z6 esetben. Az integralds fels6 hatarat %—nek valaszt-
juk, mert a periédus masodik felében a jel nulla értéki, és az A
konstanst kiemeljiik az integraljel elé:

T
A 2 . A | coswt AT 2 T
So_f/(; smwtdt—f |:— :| —m |:—COS <?§>+1

w
Az Ekc komplex Fourier-egyiitthatok meghatarozasa a kovet-
kez6k szerint torténik. Induljunk ki a (6.50) definicids Osszefiig-
gésbol:

T
2 A

0

T

— 1 2 .

Sg = —/ Asinwt e IFtdt,
T Jo
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Az integrandusz primitiv fliggvényét nem tudjuk kozvetleniil meg-
hatdrozni. Haszndljuk ezért a parcidlis integrdlds szabalyat.?? A

kovetkez6 jeloléseket alkalmazzuk:
e jkwt

I _ o —jkwt _
u = eI gy = T
v=sinwt v =w coswt,
igy irhatjuk, hogy
-c A sin wt e ket 2 7 e ikwt
Sp == | —————| -— — w coswt dt
T —jkw 0 o —jkw

Az els6 tag értéke nulla. Vizsgdljuk meg csak a szamlalot:

2n T 2m 2 - .
sin <%§> e FF T _sin <%0> e FF0 — ginge T _ 0 = 0.
Az integralban w-val lehet egyszeriisiteni, és emeljik ki a ne-
vezOben szereplé jk tagot. A komplex Fourier-egyiitthato kife-

jezése tehat a kovetkezOképp irhaté fel:

4 T
— 2 .
Sp = T /0 cos wt e IFwtd,

Fzen integrandusz primitiv fiiggvénye sem ismert. Alkalmaz-
zuk hat mégegyszer a parcidlis integralas szabalyat a kovetkezo

jelolésekkel:
1 —jkwt _ e dkwt
u =e U= =,
v=-coswt v = —w sinwt,
azaz
. T T .
—C A cos wt e kWt 2 7 e ikwt .
Sk = 5 — | - - w sinwt dt
kT —jkw 0 o Jkw

39[; wv = [uv] — f: uv’.
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Hatarozzuk meg el6szor az elsé tag értékét:

TCOS (2%%) e_jkz%% 1 o T—e_jk” —1
—jk2m —jk2m —jk2m

s igy a kifejezés értéke a kovetkezo lesz:

T

—e Ik 1 A [z -
/ sin wt e IRt gt
0

—C
= A
St kx| KT

Ez a kifejezés tartalmazza a kiinduldsban is szereplo integralt.
Irjuk fel hat a kiindulasi képletet és a parcidlis integralas szabdlyat
felhasznalé utébbi Osszefiiggést és tegyiik azokat egyenldve:

T
2

T .
A [z ~ —e T 1 4 .
T [ smate ey = A= o [P sinarerar,

Rendezziik ezt at a kdvetkezoképp:

T .
A [z . 1 —e7IhT 1
—/2 sin wt e IF@tds [1 — —} Aei
T Jo

k2 2k2r
azZaz - )
—=C A 2 ikt e_JI€7T +1
S, = — te "'t = A————
. T/o sin wt e )

lesz a komplex Fourier-egyiitthatok kifejezése. Az Euler-relacié
segitségével ezt atirhatjuk algebrai alakra:

<C _ 4cos(km)+1 - sin(km)
S =Aoraoe Maa oy
amelybdl
A =C\ _ ,cos(km) +1
SA = 2Re{5k} = A
B_ =C\ _ 4 sin(km)
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kovetkezik. A Fourier-osszeg valds alakja ezek segitségével mér
felirhatd. Vizsgaljuk meg el6bb a kapott eredményeket. Latszik,
hogy ha k = 1, akkor mindkét esetben a szamlalé is és a nevezd is
nullava valik, azaz egy g alaku, hatérozatlan értékii hanyadost
kapnank. Ebben az esetben a L’Hospital-szabdlyt*® kell alkal-
mazni a tort értékének meghatirozasara:

(cos(km) +1) . —mwsinkw
St = A lim GO—myy AT =0
: /
5B Al (sin(km))” _ A Jig C08 kr A

1(r(1—k2)Y k-1 —2km 2

A k > 1 egyiitthatdk szamitdsa mar nem jelent problémat. Vegytik
szemiugyre a kapott valés egytlitthatokat. Ezek tovabb egyszert-
sithetok:

Sk (1 —k2)’ S (1 —k2) 0
A kozelité Fourier-osszeg tehat a kovetkezd lesz:
A A DF+1
s(t)~ — + 3 coswt + % cos kwt].
NN \_.( _,)
So SB Sl?

A Fourier-egytitthatékat a kovetkezd tablazatokban foglaljuk
ossze k= 0,1,2,3,4 esetekre:

49Abban az esetben, ha egy tortfiiggvény helyettesitési értéke %, vagy =
alakd, akkor a szdmlalé és a nevezd derivéldsa utan kapott tortfliggvény (jelen
esetben k — 1) hatdrértékét kell meghatdrozni. A derivéldst k szerint kell
elvégezni.
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6.9. dbra. A jel komplex spektrumdnak dbrdzoldsa

k(S [ Skl arcSy [ s [SP S |
01 2/ 2/m 0° 2/m 0 2/ | 0°
1] -30,5 0,5 -90° 0 1 1 -90°
2| -0,212 || 0,212 | 180° -0,424 | 0 0,424 | 180°
310 0 0° 0 0 0 0°
4 | -0,042 || 0,042 | 180° -0,084 | 0 0,084 | 180°

A komplex Fourier-egyutthaték vonalas spektruma lathato a
6.9. dbréan. A spektrumnak tehat a negativ k értékek mellett is van
értéke, az amplitidoé-spektrum paros fliggvény, a fazisspektrum
pedig péaratlan fliggvény. Erdemes megfigyelni a komplex spekt-
rum és a valds spektrum kozotti 6sszefliggést a két tablazat ossze-
hasonlitdsaval: a k = 0 elem megegyezik, a k > 0 elemek esetében
azonban a valés spektrum amplitidékarakterisztikdja pont 2-
szerese a komplex spektrum amplitidékarakterisztikdjanak (Sy =
2[??!), a két fazisspektrum pedig megegyezik.

A Fourier-osszeggel kozelitett jel és az eredeti jel Gsszeha-
sonlitasa lathaté a 6.10. abran.

A 6.10. abrdbdl egy fontos konklizié olvashaté le. Az elsé
négyszog alaki jel korlatos ugyan, de szakaddsa van egy perié-
duson beliil. Ekkor a Fourier-kozelités a szakadési helyen a bal és
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6.10. dbra. A példdakban szerepld fiigguények és a Fourier-osszeggel
tortént kozelitésiuk osszehasonlitdsa n = 1,3,5 esetekre

jobb oldali hatarétékek szamtani kozepéhez konvergél, ha n — oo:
_ 37 _ _3
o(t) s(t — 3T —0) + s(t — 3T +0)
2
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6.11. abra. A példdkban szerepld fligguények teljesitménye ponto-
san és a Fourier-osszeggel szamitva

tovabba ezen szakaddasi helyen nem csokkenthetd tetszoleges érték
ald a hiba, annak ellenére, hogy a (6.39) altal definidlt hiba értéke
csokken. Ez az un. Gibbs-jelenség. A mésik jel folytonos, azaz
nincs szakadasa. Ez a jel tetszOlegesen kis hibdval kozelithetd
Fourier-6sszeggel. Egy masik fontos észrevétel, hogy ha a jel foly-
tonos, akkor a Fourier-Gsszeg gyorsabban konvergil (az egytitt-
haték nevezéjében k2 szerepel). Az dbran is lathaté, hogy pl.
n = 5 egyiitthatéval a masodik jel jobban kozelitheto.

A Fourier-0sszeg segitségével szamitott (6.53) teljesitmény ér-
téke n — oo esetén mindig alulrél konvergdl a (6.52) definicids
formula altal adott értékhez. Ez lathat6 a 6.11. 4bran. A méasodik
jel Fourier-kozelitéssel szamitott teljesitményének konvergenciaja
gyorsabb. Az elsé jel teljesitményének pontos értéke 0, 8125, ha pl.
n = 10, akkor a Fourier-kozelitéssel szamitott teljesitmény 0, 792,
ha n = 10000, akkor 0,81248. A ma&sodik jel esetében azonban

mar n = 20-ra megkapjuk a pontos értéket, ami 1.
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6.2.2. A periodikus valasz szamitasa

Ha a folytonos idejli rendszer s(t) gerjesztése egy periodikus
jel, és ezen periodikus jel Fourier-felbontasat elvégezziik, ak-
kor a rendszer gerjesztett valasza Fourier-0Osszeg alakjaban meg-
hatarozhaté. A Fourier-Gsszeggel adott gerjesztés adott szamu szi-
nuszos jel szuperpozicidja. Ha ismert a rendszer atviteli karakte-
risztikdja, akkor az egyes harmonikusokra adott részvalaszokat ki
tudjuk szamolni a komplex leirdsi mdédszer alapjan. Ezutédn ezen
részvalaszokat kell szuperponédlni, hiszen a rendszer lineéris. Arra
kell csupéan iigyelniink, hogy az egyes harmonikus komponensek
korfrekvenciaja kiilonb6zo: az alapharmonikus korfrekvencidjanak
egész szadmu tObbszorose. A vélaszjel egyes komponensei tehdt a
kovetkez6 Osszefliggés szerint hatarozhatok meg:

Vi = W5 (6.54)

ahol S}, jeldli a gerjesztés k-adik harmonikus komplex csticsérté-
két, W, = W (jkw) az atviteli egyiitthaté a kw korfrekvencidn és
Y. a vélaszjel k-adik harmonikusénak komplex csticsértéke. Ezek
szamitasara érdemes egy tablazatot késziteni. Ezutan a valaszjel
felirhat6 a jol ismert alakban:

y(t) = Yo+ > Yycos(kwt + o). (6.55)
k=1

Gyakorlatilag az el6z6 részben ismertetett eljarast kell n 4 1-szer
megismételni, majd a részeredményeket Gsszeadni. Fontos megje-
gyezni, hogy a valasz peridédusideje azonos a gerjesztés periddus-
idejével. Az eljarast szintén példaval illusztraljuk.

Példa. FEgy rendszer atviteli karakterisztikdja adott. A rend-
szer bemenete a mar vizsgdlt négyszog alakd periodikus jel
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(181. oldal), melynek Fourier-kozelitése ismert. Legyen a ger-
jesztés korfrekvencidja w = 0,2%. Hatéarozzuk meg a vélaszjel
id6fliggvényét.

Y  5(w)+1

S (w)?+4(w) + 3

s9(t) = 10,625 + 0,676 cos (wt — 135°) + 0,478 cos (2wt — 90°)] .

W =

Megoldéds. A W itviteli karakterisztika helyébe frjunk W -t:

W — Yy 5(jkw) + 1
TS (hw)? + 4Gkw) + 3

majd szamitsuk ki azt a k = 0, 1, 2 esetekre és foglaljuk tdblazatba
az eredményeket:

k|| Sk Pk Ky, Ok Yy Pk

0|l 0,625 | 0° 1/3 0° 0,208 | 0°

1| 0,676 | -135° || 0,461 | 29,85° || 0,312 | -105,15°
2 || 0,478 | -90° 0,686 | 34,04° || 0,328 | -55,96°

A tablazat minden sora tartalmazza a gerjesztés k-adik harmoni-
kusanak amplitudéjat és fazisat, amely értékek a gerjesztés Fouri-
er-kozelitésébdl kiolvashatok, tovabba az atviteli karakterisztika
helyettesitési értékét adott k értékek mellett. A vélaszjel amp-
litidéja a gerjesztés amplitiddjanak és az atviteli egyiitthatd
abszolut értékének szorzata, fazisa pedig a gerjesztés fazisanak
és az atviteli egylitthaté fazisdnak az Osszege, hiszen minden
sorban igaz, hogy Y = W Si. Ezért célszerti az Euler-alakot
haszndlni a szamitasok soran. A tablazat utolsé két oszlopa tehat
a gerjesztés k-adik harmonikusara adott gerjesztett vélasz amp-
lituddjat és fazisat tartalmazza. A valaszjel idéfliggvénye a komp-
lex csucsérték fogalmanak ismeretében tehat a kovetkezo:

y2(t) = [0,208 4 0, 312 cos (wt — 105,15°) + 0, 328 cos (2wt — 55,96°)] .
A valaszjel id6fliggvénye a 6.12. abran lathaté. Minél tobb egyiitt-

hatot hasznalunk fel a szamitas soran, annal pontosabb valaszjelet
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kapunk. Az dbrian példaképp felvazoltuk a vélaszjelet n = 100
egyltthatot is figyelembe véve. Lathatd, hogy az egyiitthatok
szaméanak novelésével egyre pontosabb megolddst kapunk. A szé-
mitast természetesen szamitdégép segitségével végeztiik el.

2 2
| A
1 1f ;
< /™ N N = \ \\
> N > N .
= NN L NN =
-0 N -0 ;
—~ / N/ — an! P
- NS ./ - / /
) z L H—
7] 7] H |
_ I i
1 ! | i
-2 -2
0 15 31 46 62 0 15 31 46 62
t[s] t[s]

6.12. dbra. A példaban szerepld vdlaszjel iddfiggvénye n = 2 és
n = 100 egyiitthatot figyelembe véve

6.3. Jelek és rendszerek spektralis leirasa

Az el6z6 részben lattuk, hogy tetszéleges periodikus jel
eloallithaté szinuszos jelek szuperpozicidjaként, és az egyes har-
monikusok un. vonalas spektrummal reprezentdlhaték. A vona-
las spektrum csak az alapharmonikus korfrekvencidjanak egész
szamu tObbszoroseit tartalmazza.

Fzt az eljarast nem periodikus jelekre is alkalmazhatjuk. Ha
egy periodikus jel periédusat minden hataron tiul noveljik, ak-
kor eljuthatunk a nem periodikus fiiggvényekhez. Ennek az lesz
a kovetkezménye, hogy mig a periodikus jelek diszkrét korfrek-
venciaju szinuszos jelek Oszegeként allithatok el6, addig a nem
periodikus jelek végtelen sok szinuszos jel Osszegeként irhatok
le, vagyis a (6.49) Osszefiiggésben szerepld Osszegzés integralasba
megy at. A levezetés sordn a (6.49) Osszefiiggésbdl indulunk ki.
Ez a Fourier-transzformdcio.
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6.3.1. A Fourier-transzformacio és a spektrum

Induljunk ki tehat a (6.49) és a (6.50) Gsszefiiggésekbdl. A Fourier-
Osszeg helyett vegylink Fourier-sort, azaz n — oo, és az integralasi
hatérokat 0 és T helyett vegyiik —T'/2-nek és T'/2-nek:

0 T
o _ 1 .
E Sge’k“t, Sg = T/QT s(r) e kT dr,
2

k=—o00

majd helyettesitsiik be az ?f kifejezését az idofiiggvénybe:

oo r
o : 1 [z (b
Z / kT Qo eikwt _ Z T/,ZS(T) eIk (t=") 4
k=—o00 2

k=—o00

Fz az Gsszefliggés csak periodikus jelekre érvenyes. Ha azonban a
periodikus jel T perédusidejét minden hataron til néveljiik, akkor

az alapharmonikus kérfrekvencia (w = 2%) minden hatéron til

csokken. Jeloljiik ezért ezt dw-val (alkalmazzuk koézben az % =

atrendezést is):
OO
s(t) = / 7) ek dwlt=") 47,

Az exponenciilis fliggvény argumentumaban szerepel a k dw tag.
Ha az 0Osszegzés k szerint —oo-t0l oo-ig fut, mikézben dw na-
gyon kicsi lesz, akkor a szummazast atirhatjuk integralld a kovet-

kezOképp:
s(t) = %/ [/ s(r) et dT:| dw,

ami tovabb alakithato:
1 00 o) ) )
s(t) = Dy /_OO [/_OO s(tT)e T dT:| ¢t dw,
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és az ezen Osszefiiggésben szerepld belsé integralt nevezziik az s(t)
jel S(jw) = F{s(t)} (irott F betiivel) Fourier-transzformdltjénak,
vagy a jel spektrumanak:

S(iw) = F {s(t)} = /_ T st e dt, (6.56)

Az S(jw) spektrum ismeretében az s(t) jel idéfiiggvénye
eléallithaté a kovetkezo komplex alakban:

s(t) = F{S(jw)} = % /_ Z S(jw) ! duw, (6.57)

Ez az s(t) = F~1{S(jw)} szimbélummal jelslt miivelet az inverz
Fourier-transzformdcio. A jel spektruma egy komplex értékii és
az w korfrekvenciatdl fiiggd fiiggvény (S(w) = S(jw)), amelynek
abszolut értéke a jel un. amplituddspektruma, fazisa pedig a jel
fazisspektruma. Altaldnos jel spektruma tehat végtelen sok szi-
nuszos jel 6sszegébdl all, ahogy a (6.57) el6allitasabdl latszik (a
(6.49) eléallitasban k szerinti Osszegzés, itt pedig minden korfrek-
venciat Osszegz6 integrél szerepel). Irjuk 4t a (6.57) Osszefiiggést
az alabbi alakra:

o
s(t) = Alirgo % Z S(jkAw) eFA Aw,
k=—00
amelyben jol latszik, hogy s(t) végtelen szami kAw korfrek-
vencidju szinuszos jel 6sszege, ahol az S(jkAw)Aw/2m mennyiség
az egyes szinuszos jelek komplex cstcsértékét jelenti. Ez az un.
amplitudostiriséy.
Hasonloképp vezethet6 be a Fourier-transzformécié és inverze,
ha az f frekvenciat alkalmazzuk:

S(f) = /_ - s(t)e ¥ de,  s(t) = /_ h S(f) et df. (6.58)
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A (6.56) alkalmazhatésiganak feltétele, hogy az s(t) jel ab-
szolut integrdlhato legyen:

| pswla < . (6.59)

—00

Egyébként a jel spektruma a (6.56) definiciés integréllal nem ha-
tarozhaté meg, mert az improprius integral nem véges.

Ahogy a Fourier-kozelités, ugy a Fourier-transzformacié is
rendelkezik azzal a tulajdonsdggal, hogy a (6.57) Osszefiiggéssel
visszaallitott idéfliggvény nem minden esetben egyezik meg az
eredeti s(t) jellel. Ha a jel folytonos, akkor az egyenléség fennéll,
ha azonban véges szakadassal rendelkezik a jel, akkor a szakadasi
helyeken szintén a szamtani kozépértékhez tart a visszaallitott jel.

A Fourier-transzforméciénak létezik valds alakja is. Ezzel fog-
lalkozunk a kovetkezdkben, de foként a komplex alakot fogjuk
alkalmazni. Bontsuk ketté a (6.57) Osszefiiggésben szerepld in-
tegralt, majd az elsé tagban w helyébe irjunk —w-t, melynek
eredményeképp az integralasi hatarok felcserélhetok:

1 /0 . 1 [ .
s(t) = . / S(jw) et dw+% /0 S(jw) et dw =

= i/ S(—jw)e_j“tdw—i—i/ S(jw) et dw.
2w 0 2w 0

Valos s(t) figguények esetében (mi csak ilyenekkel foglalko-
zunk) az S(jw) komplex spektrum amplitidospektruma pdros,
fazisspektruma pedig pdratlan fliggvénye az w korfrekvencidnak.
Irjuk fel ugyanis (6.56) alakjat tigy, hogy az e /! = cos wt—jsin wt
Euler-relaciét figyelembe vessziik:

S(jw):/ s(t)coswtdt—j/ s(t) sinwt dt,

valamint
S(—jw):/ s(t)coswtdt—l—j/ s(t) sin wt dt.
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Ezen két Osszefiiggésbdl lathatd, hogy S(jw) és S(—jw) valds része
megegyezik, képzetes része azonban egymdés —1-szerese, azaz

[[S(—jw)| = [S(w)l, arc S(—jw) = —arc S(jw),

(6.60)

vagy

(S(jw))” = S(=jw), (6.61)

azaz

1

T o

s(t) /000 (S(jw)* et dw + % /OOO S(jw) &t dw.

[rjuk fel ezutén az S (jw) komplex spektrumot és konjugéltjat al-
gebrai alakban:

S(jw) = Sre(w) +iSim(w), (S(w))” = Sre(w) = jSim(w),

majd irjuk be ezeket az el6z6 integralba:

(1) Z% /000 [Sre() = JSim(@)] 7" dwrt
+2i T [Shel) + §Sim ()] & dov,
™ Jo

majd bontsuk fel a zardjeleket, csoportositsuk a valds és a képzetes
részeket, és vigylunk be egy 2-es osztét is. A kifejezést az azonos
integralasi hatarok miatt egyetlen integréllal kifejezhetjiik:

1 [e8) ejwt —jwt ejwt_ —jwt
(0 =5 [ |25l = 28 | a

és vezessiik be a kovetkezd jeloléseket:

SA(w) =2Re{S(jw)}, SBw)=—-2Im{S(w)}, (6.62)
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azaz (6.60) miatt S (w) paros, SB(w) pedig paratlan fiiggvény. Az
Euler-relacié értelmében mindezt a kovetkezOképp irhatjuk fel:

1
o

o0
s(t) / [SA(w) cos wt + SB(w) sin wt] dw.
0
Hétravan még S (w) és SB(w) valés spektrumok meghatérozasa.
Irjuk fel ezek meghatérozasahoz a (6.56) Osszefiiggését és frjuk &t

az exponencidlis tényezot algebrai alakra:
(o] o
S(jw) = / s(t) coswt dt — j / s(t) sin wt dt.
— 0o —00

A komplex S(jw) spektrumot (6.62) alapjan a kovetkezOképp
frhatjuk fel:

A w B w
$(jw) = Re {S(w)} +JZm (e} = 212 21

azaz

o

SA(w) = 2/00 s(t)coswtdt, SB(w)= 2/ s(t) sin wt dt.

— 0o

(6.63)
Ezen alakok hasonléak a Fourier-egyiitthaték meghatarozésa
soran kapott eredményekhez. Itt jegyezziik meg, hogy a Fourier-
kozelitéshez hasonléan a Fourier-transzformaltra is igaz, hogy
pdros fiigguény spektruma valds, azaz S®(w) = 0 pdratlan fiiggvény

spektruma pedig képzetes, azaz S™(w) = 0.
Ha az s(t) jel négyzetesen integralhatd, akkor a véges értéki

E energidja a kovetkez6képp szamithato:

—00

E, = /OO |s(t)|*dt. (6.64)

— o0

Célunk most ezen energia meghatarozasa a jel spektruménak is-
meretében. Ha a jel valds értékii (mi csak ilyenekkel foglalkozunk),
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akkor az abszolut érték képzése el is hagyhaté. Helyettesitsiik be
s(t) helyébe az inverz Fourier-transzformacié (6.57) osszefiiggését:

Es = /_Z s(t)s(t)dt = /_O; s(t) <% /_Z S(jw)ej“tdw> dt.

Az 1/27 konstanst emeljiik ki, és az integralok sorrendjét cseréljiik

meg:
B 1 0o ‘ 0o -
Es = o /_OO S(jw) </_OO s(t)e dt) dw

A spektrum definiciéjabol kovetkezden a bels6 integral pontosan
az S(jw) spektrum konjugaltja:

_ % /_ Z S(jw) ( /_ Zs(t)e—iwtdt>* dw,

amely a kovetkezd eredményre vezet: !

/ S(jw) S*(jw)dw = / S(jw)Pdw.| (6.65)

Ez Parseval tétele, |S(jw)|? pedig a jel un. energiaspektruma, amit
gy is értelmezhetiink, hogy a jel energidja el van osztva a frek-
vencidk mentén.

A Fourier-transzformacié egy un. integraltranszforma-
ci6. Az integraltranszformécidk lényege abban 4&ll, hogy
az idOtartomanyban  megfogalmazott  differencidlegyenlet-
rendszereket transzformdéljuk algebrai egyenletekké. FEzek
megoldasa a vélaszjel transzformdltja, amit aztdn vissza
kell transzformalni az idétartoményba, hiszen a kérdés az

IMivel 22" = (a +jb)(a — jb) = a® — (jb)® = a®> + b* = 7.
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idofiiggvény:

Id6tartomanybeli _, Megoldés pl. 6sszetevikre y(t)
differencidlegyenlet-rendszer bontéssal
0! g
Transzformélt Megold4s

algebrai egyenletrendszer

6.3.2. A Fourier-transzformacio tételei

A kovetkezOkben a Fourier-transzformacié néhany tételével és bi-
zonyitasaval foglalkozunk, amelyekre a tovabbiakban sziikségiink
lesz.

Linearitas

A Fourier-transzformdcié és inverze egy-egy integral. Az in-
tegralds pedig linedris operdtor, azaz barmely C7, Cy konstans
esetén fenndll, hogy

F{C1s1(t) + Cas2(t)} = C1F{s1(t)} + C2F{s2(t)},
FHC18:1(jw) + CaSa(jw)} = C1F {81 (jw)} + CoF {82 (jw)}

(6.66)
Altalanosan ez a kovetkezot jelenti:
f {Z CZSZ(t)} = Z CZ f{s,-(t)},
= = (6.67)

F1 {Z CiSi(jw)} = ZCZ' FHS;(jw)}

Ez a szuperpozicié elve, ami tehat annyit jelent, hogy a transz-
formdcio és inverze tagonként elvégezhetd.
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Eltolasi tétel

Ha létezik az s(t) jel S(jw) spektruma, akkor a 7 idével eltolt
s(t — 7) jel spektruma az eltoldsi tétel értelmében a kovetkezd:

Fst—1)} =e7S(jw), (6.68)

azaz az s(t) jel spektrumét be kell szorozni e “7-val, amely —wT

értékii fazisforgatdst végez az S(jw) spektrumon, de az amp-
litidéspektrumot és az energiaspektrumot nem moédositja, mivel
le7“7] = 1. A tétel bizonyitasara a (6.57) Osszefiiggésben irjunk
minden ¢ helyébe (t — 7)-t

s(t—7) / S(jw) e’“’tT)d :—/ e TI¢T eIt du.
7"{ (t=7)}

A konvolucié spektruma

Utobbi tételt alkalmazzuk a konvolicid spektrumdnak meg-
hatérozasa soran. Az idStartomanyban végzett y(t) = w(t) * s(t)
konvolicié a frekvenciatartomanyban szorzattd egyszerisodik:

|V (jw) = Fw(t)} F{s(t)} = W(jw) S(jw),

ahol S(jw) és Y (jw) a gerjesztés és a vélaszjel spektruma,
W (jw) pedig a rendszer atviteli karakterisztikdja. Az Osszefliggés
természetesen mas, Fourier-transzformalhaté jelekre is érvényes.

A (6.69) igazolasat az inverz Fourier-transzformacié segitsé-
gével tessziik meg, és feltételezziik, hogy s(t) és w(t) abszolit
integralhato:

(6.69)

(t) = F7{S (1) W (1)} = 5- /_ ™ (i) W (1) duw =

1 00 00 . )
_ —JjwT : wt
=5 | </ s(T)e d7> W (jw) e dw.

—00

S(w)
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Cseréljiik fel most a 7 és az w szerinti integralasokat és alkalmaz-
zuk az eltolasi tételt:

v = [ s (50 [ Wi ) ar

—00

w(t‘:'r)

ami pontosan a konvolicié kifejezése. A vélaszjel spektruma tehdt
az impulzusvalasz spektrumdanak és a gerjesztés spektruménak a
szorzata.

Kovessiik végig ezutan a kovetkezé gondolatmenetet, melynek
kapcsan eljutunk a Fourier-transzformaécié formalis megadasahoz.
Legyen egy rendszer nem belépé gerjesztése az s(t) = e jel,
amely az Fuler-formuldnak megfeleléen egy szinuszos jel. Vegyiik
ezen jel és a rendszer impulzusvalaszanak konvoluciéjat:

y(t) = / T w(r)s(t — 7)dr = /  w(r)e ) dr,

—00 — 00

majd bontsuk fel a kitev8ben szerepld zaréjelet. Ekkor el“! kie-
melhetd, hiszen az integralds a 7 véltozd szerint torténik:

o0 o

y(t) = / w(T)ete 9T dr = ej“t/ w(T)e 9T dr.
—o0 —o

Az Osszefiiggésben szerepl6 integralban 7 helyett ¢-t ifrva a

w(t) impulzusvélasz Fourier-transzformaltjahoz, vagy a rendszer

atviteli karakterisztikdjdhoz jutunk (ezt a 211. oldalon igazoljuk):

W(jw) = / h w(t)e I+t dt. (6.70)

— 00

Igy a rendszer valasza a kovetkez6:

y(t) = W (jw)e",
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azaz allandésult allapotban a linedris rendszer szinuszos ger-
jesztésre adott valasza is szinuszos lesz, melynek amplitidéjat és
fazisat a W (jw) atviteli karakterisztika hatdrozza meg. Az dtviteli
karakterisztikat ezért a rendszer sajdtértékének is szokas nevezni,
az e gerjesztés pedig az un. sajdtfigguény.

Fz tehat a Fourier-transzformacié formalis bevezetése, ami-
koris a konvoliciébdl indultunk ki és egyben eljutottunk a rend-
szer atviteli karakterisztikajanak definicidjahoz is. Az integralban
szereplé w(7) helyébe tetszéleges (de abszolut integralhatd) s(t)
fiiggvényt irva definidlhatjuk az s(t) jel Fourier-transzformaltjat
is, ha ez az improprius integral létezik.

Derivélt jel spektruma

Ha létezik az s(t) jel S(jw) spektruma, akkor az $(t) derivdlt jel
spektruma a kovetkezo:

| F{5(0)} = jwS(jw),

(6.71)

vagyis az id6tartomanyban végzett derivalas a frekvenciatarto-
manyban jw-val végzett szorzasnak felel meg, amely az eredeti
jel S(jw) amplitiddéspektrumat w-val szorozza, fazisspektrumat
pedig a j-vel vald szorzas miatt 90°-kal elforgatja. Ez az inverz
Fourier-transzformécio Osszefiiggése alapjan lathaté be. Derival-
juk a (6.57) Osszefiiggés mindkét oldalat id6 szerint:

1 [ ;
s(t) = / (i) jw ! duw,
2T J_ oo N
F{s'(t)}
Az Osszefliggés dltalanosithatd: F {s(”) (t)} = (jw)"S(jw). Ugyan-

azon eredményre jutottunk, mint a komplex csicsértékek alkal-
mazasa soran (1. (6.13) és (6.14) Osszefiiggések).
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Az atviteli karakterisztika meghatarozasa. Alkalmazzuk
ezen Osszefliggést az allapotvéltozos lefrasra. Eziton a mar be-
vezetett datviteli karakterisztikdhoz jutunk. A levezetést nem
ismételjiik meg, hiszen az teljes mértékben megegyezik a 151. ol-
dalon bemutatottakkal. Az atviteli karakterisztika tehat nemcsak
a szinuszos gerjesztés és szinuszos vélasz esetén hatarozhaté meg,
hanem tetszéleges gerjesztés és a ra adott valasz spektrumanak
segitségével is, hiszen tetszbleges jel spektrumat végtelen sok szi-
nuszos jel Osszegeként &llitottuk eld. Lattuk, hogy a derivalas
a frekvenciatartoméanyban jw-val torténé szorzassa egyszerlisodik
ugyanigy, ahogy a komplex csicsértékek alkalmazasa soran. Ezen
okndl fogva ugyanez érvényes a rendszeregyenletre is. Az dviteli
karakterisztika tehdt a kovetkezot jelenti:

W) — FW0) V(). 612

F{s@)}  S(w)

s(t) . W (i) y(t) .

S(jw) = F{s(t)} Y(jw) = F{y(®)}

Fontos ismét kiemelni, hogy csak gerjesztés-vdilasz stabilis
rendszer esetén értelmezett az atviteli karakterisztika.
Szimmetriatulajdonsag

Néhéany esetben nagyon hasznos a Fourier-transzformécié szim-
metriatulajdonsiga. Ha egy ¢(t) id6fliggvény spektruma wvalds
értékii, azaz a j elhagyhaté, akkor:

Glw) = / T ge it g(t) = % /_ T W) e dw,

—0o0
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majd ¢ helyébe —w-t, w helyébe pedig t-t irva, az inverz 6sszefiig-
gésbol azt kapjuk, hogy

27Tg(—w):/ G(t) e ¥t dt,

azaz, ha ismert egy g(t) fliggvény G(w) valés spektruma, akkor az
4j f(t) = G(t) idéfiiggvény spektruma az F(w) = 2mg(—w) lesz
(a g(t) id6fuggvényben kell minden ¢ helyébe —w-t irni). Ha a
transzformacids Gsszefliggéseket nem az w, hanem az f valtozoval
haszndljuk, akkor a 27 szorzé elmarad. Ennek illusztaldsat késébb
latni fogjuk.

Eltolas a frekvenciatartomanyban, a modulaciés tétel

A moduldcids tétel kimondja, hogy a frekvenciatartomanyban
wo korfrekvenciaval vald eltolds az idStartomdnyban e)“o! fiigg-
vénnyel végzett szorzast jelent:

/ s(t) et et dt = / s(t) eI Wm0t q¢.

— 00 — 00

azaz az S(jw) spektrumban minden w helyébe (w — wq)-t kell {rni:

F{st) e} = S(j[w — wo)). (6.73)

Az &0t = coswyt + jsinwyt azonossig alapjan ez a tétel tehat
szinuszos jellel torténd szorzasra ad Osszefliggést. A tétel fontos
kovetkezménye, hogy az s(t) cos wot jel spektruma az Euler-relacié
alkalmazésaval a kévetkezo:

00 ) 0o ejw()t e—jwot )
/ s(t) cos wot e 1" dt = / s(ﬂ% e I dt.
—0o0

—00

Felbontva a tortet kapjuk, hogy

F {s(t) coswot} = 5 {S(lw — wol) + Sl +wo)},| (674
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azaz az s(t) jel S(jw) spektruma az w = wq és az w = —wq korf-
rekvencidkon jelenik meg fele akkora amplitudéval.

Hasonléképp, az s(t) sinwyt jel spektruma az Euler-relacié al-
kalmazasaval a kovetkezo:

00 . [e’e] eju)ot _ e—jwot .
/ s(t) sinwot e ¥ dt = / 5(t)—————e ¥ dt.
—c0 2j

— 00

Felbontva a tortet kapjuk, hogy

F{s(t) sinwot} = % {5(lw — wol) — SGlw +wo)}.|  (6.75)

A tétel gyakorlati jelentOsége az amplituddémoduldcioban van:
a kisfrekvencids s(t) jel atteheté a nagyfrekvencids vivéjel segit-
ségével az wg korfrekvencia kornyezetébe. Kiilonbozé wq korfrek-
vencidju vivéjelek segitségével tobb kisfrekvencias jel is atvihetd
ugyanazon csatornan anélkiil, hogy egymast zavarnak. A vételi
oldalon aztan az egyes kisfrekvencids jeleket un. demodulédciéval
lehet visszanyerni. Az amplitidémoduléaciot egy példaval il-
lusztraljuk.

Példa. Legyen a belépdjel s(t) = e(t)Ae " (a > 0, A > 0),
amelyet a coswyt jellel beszorzunk. Hatdrozzuk meg az szorzat
amplitudoéspektrumat.

Megoldas. A jel abszolut integralhato, hiszen

o0 o0 A
/ (s()]dt = / Aeotdqr = 2
—00 0 (6%

ami véges érték (belépd és korldtos jelek mindig abszolit in-
tegralhatok).*? A spektrum meghatdrozasara tehat alkalmazhat-

42 Az integralds alsé hatdra nulldnak valaszthatd, mert a ¢t < 0 intervallumon
a jel értéke és igy az integral értéke is nulla. Az e™®* jel primitiv fiiggvénye

e

Zt. Megjegyezziik, hogy a < 0 esetén a jel nem abszolit integralhaté. Az
A értékére csupan annyit kell kikétni, hogy értéke korlatos legyen.
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juk a Fourier-transzformaci6 (6.56) Osszefiiggését:

S(jw) = / Ae ot et qt = A / e~ (aFiw)t gy —
0 0

o—(atiwyt 1%

~(atiw) ],

A
a+jw’

Ezen jel amplitiddéspektruma és fazisspektruma a kovetkezé3:

A
Va2 +w?’

Az san(t) = e(t) Ae™ cos wpt amplitidémoduldlt jel spektruma
a modulécids tétel értelmében tehdt a kovetkezo:
1 A 1 A

San(i9) = 3 @ —w0) T2 at i@t w)

|S(jw)| = arc S(jw) = —arctgg.

Az s(t) jel, a coswot jel és a kettd szorzata lathaté a 6.13.
abrén (A = 5, a = 2). Az s(t) jelhez rendelt amplitiddspek-
trumot és az amplitidémodulalt jel spektrumat a 6.14. abrin
véazoltuk fel (wp = 20%). A modulélt jelben a két spektrum
egymasra kis mértékben ugyan, de hatast gyakorol. Ha a jel
savkorldtozott (1. 222. oldal), azaz adott 2 korfrekvencia felett
amplitidéspektruma elhanyagolhaté és wg > 2, akkor ez az
atlapolodds és egymasrahatds nem jon létre.

A moduléciés tétel alkalmazasaval nem kell tehat meghata-
rozni a (6.56) integralt:

[e.e]

San(jw) :/ e(t)Ae™ coswot e ¥t

—00

43 Az amplitidéspektrum is és a fazisspektrum is w fiiggvénye. Ha a spekt-
rum egy tort, akkor annak abszolut értéke a szamlalé és a nevezé abszolit
értékeinek a hanyadosa, fazisa pedig a szamldlé és a nevez6 fazisainak a
kiilonbsége.
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6.14. dbra. Az s(t) jel és az san(t) jel amplitidéspektruma

6.3.3. Folytonos idejii jelek spektruma

A kovetkez6kben néhany fontos jel Fourier-transzforméltjat és
djabb tételeket fogunk meghatarozni illetve bemutatni.

1.) Sziikségiink lesz a kovetkezd egységnyi magassagi szim-
metrikus (azaz pdros) négyszogjel (6.15. dbra) Fourier-transz-
formaltjéra, mert segitségével a Dirac-impulzus spektruma meg-
hatarozhato:

hp(t)=e(t+T)—e(t—T). (6.76)

A spektrum a (6.56) definiciébdl kiindulva meghatarozhaté, mivel
a jel abszolit integrdlhats (ablakozott véges értékid jelek mindig
abszolit integralhatdok). Az integréldsi hatarok —7' és T lehet a
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6.15. dbra. A 2T hosszusdgu négyszégimpulzus és amplituddspek-
truma (itt T = 2s)

—00 és oo helyett, hiszen ezen intervallumon kiviil a jel értéke
nulla, egyébként pedig hr(t) = 1:

T —jwt1T 9 oWT _ g—jwT
1) = [ e—wdt:[e. } 2 e
_T —w | _p w 2j

ahol felismerhet6 a sinwT' jel Euler-formulaval felirva:

sinwT sinwT
hr(t)} =2 =2T .
Fihr(t)} =222 — (6.77)

ami egy sin z/x jellegii valés spektrum (péaros jel spektruma min-
dig valds). A jel és amplitudéspektruma lathaté a 6.15. dbrén.

Lathato, hogy a jel amplitidéspektruma paros fiiggvény. A
fazisspektrum a [0,7/T] intervallumban nulla, a [7/T, 27 /T in-
tervallumban pedig +£180°, és ez ismétlédik, ahogy a sinwT
jel elgjele adja, tovabbd pdratlan fliggvény, hiszen sin(—wT) =
—sinwT. A nulla értékii helyek az w1 = km egyenlet alapjdn az
w = k7 értékekndl vannak (k € Z, k # 0%4).

A sing/x fiiggvény = = 0 helyen vett hatarétéke a L’Hospital-szabaly

cosxT __
” 1

: ’
., . . sinx :
alapjan 1: limg—.o = limz_0 (sin )’ =7 - lim, 0 <7 = 1.
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2.) Ezen eredmény segitségével allitjuk elé a Dirac-impulzus
spektrumat. Legyen ugyanis a hp(t) jel magassidga 1/2T. Ebben
az esetben az impulzus tertilete mindig egységnyi, hiszen hossza
2T. Kozelitsiikk ezutén a T értékét nulldhoz, igy a hp(t)/2T jel
a Dirac-impulzushoz kozelit, hiszen magassaga 1T csokkenésével
né mikézben intenzitdsa egységnyi.*® Ezen jel spektruma (6.77)
alapjan a kovetkezo:

1 sinwT'
—hr(t)y =
f{2T 7 )} wl
melynek T' — 0 hatarértéke a L’Hospital-szabdly értelmében a
Dirac-impulzus spektruma:s:

inwT T
F{3(t)} = lim Sli;‘i = lim % = 1. (6.78)

Mivel a Dirac-impulzus abszolit integralhaté jel, ezért spek-

truma meghatérozhaté a definicié alapjin is?6:

o0

FL(0) = /_ T () et 4t = e / S(tydt = 1.

—0o0

A Dirac-impulzus spektruma tehdt minden korfrekvenciat
azonosan egységnyi értékkel (sillyal) tartalmaz.

A Dirac-impulzus eltoltja az eltolasi tétel értelmében a kovet-
kezo:

FLot—7)} =T,

ami a definiciobdl is adodik:
o0

F{o(t—7)} = /_ TSt — ) et dt = oo / 5t — 7)dt,

—00

45fgy vezettiik be a Dirac-impulzust.

46Emlékezziink vissza, hogy a 6(t) jel a t = 0 helyen kiviil mindeniitt nulla
értékii. Ezért minden olyan jel ¢ = 0-ban vett helyettesitési értékét ki kell
szamolni, amit Dirac-impulzussal szorzunk.
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ahol az integral értéke definicié szerint egységnyi, és a
végeredmény igy e 3“7 lesz.

A Dirac-impulzus Fourier-transzformaltjat helyettesitsiik be a
(6.69) konvoliciés Osszefiiggésbe:

Y (jw) = W(jw) 1,

ami annyit jelent, hogy a Dirac-impulzusra adott valasz (az impul-
zusvalasz) spektruma megegyezik az atviteli karakterisztikaval,
azaz az impulzusvdlasz Fourier-transzformdltja (spektruma) pon-
tosan az dtviteli karakterisztika, és megforditva az dtviteli karak-
terisztika inverz Fourier-transzformdltja az impulzusvdlasz:

W(jw) = F{w(t)}, w(t)=F""{W(w)}. (6.79)

Ezzel igazoltuk a (6.70) Osszefiiggést is.

A kovetkezd két jel spektruménak meghatdrozasa a nem
abszolut integrédlhaté e(t) egységugrdsjel spektrumédnak meg-
hatarozasat célozza meg.

3.) Hatédrozzuk meg elGszor a nem belépd, egqysényi értéki jel
spektrumat. Ez a jel nem abszolut integrdalhat6, tehét a (6.56)
Osszefiiggés nem alkalmazhaté. A szimmetriatulajdonsag alapjan
hatarozzuk meg a spektrumot, mivel igy a legegyszeriibb. Lattuk,
hogy a Dirac-impulzus spektruma valds értékii és egységnyi, most
pedig pontosan az egysényi jel spektruméat keressiik. Hasznal-
hatjuk tehat a szimmetriatulajdonsagot. Maradjunk az ott leirt
jelolések mellett: g(t) = d(t) és G(w) = 1. Legyen hat f(t) =
G(t) = 1, amelynek spektruma F(w) = 27d(—w). Mivel a d(w)
fiiggvény péros, ezért F(w) = 2m0(w). Az egysényi jel spektruma
tehat csak az w = 0 korfrekvenciabdl all, ami varhaté is volt,
hiszen ez pl. egy egyenarami jel.*

17 Az Ssszefiiggés ellendrizhetd gy, hogy a kapott spektrumot visszahelyet-
tesitjiik a (6.57) Gsszefiiggésbe: 5= [ 2md(w) €™’ dw, ami pontosan 1.
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Mindez grafikusan a kovetkezot jelenti:

o) = 8(t) 1) =G
t t
{ G(w) “F(w) = 2mg(—w)
=271 (w)
w t

Az egyégnyi jel paros fliggvény és spektruma tisztdn valds

értékii, ahogy annak lennie kell.

4.) Hatdrozzuk meg ezutén az (1. 6.16. abra)

s(t) = s1(t) + s2(t) = —

jel Fourier-transzformaltjat, ha
a > 0. Ez a jel alkal-
mas lesz a nem abszolit in-
tegralhaté elGjelfiiggvény spek-
trumanak meghatdrozasara, u-
gyanis a« — 0 esetén s(t)
az el6jelfliggvényhez tart. Az
[1 —e(t)] jel a t > 0 tar-
tomanyon nulla értékfi és a —e?
jel @ > 0 mellett abszolut in-
tegralhaté a [—o0,0] interval-
lumon. Az e(t)e™™ jelet mér
vizsgaltuk, ez szintén abszolit

[1—e(t)]e™ + e(t)e

1
\\
N\
N,
\,
\\
0.5 -
= 0 pa——
& T
0.5 o
\\\ a=2 ——
A\ a=1 ------
\ a=0,1 -------
o1 1 . I
-2 1 0 1 2
t[s]

6.16. abra. A —[1 — g(t)]e™ +
e(t)e™ ™ fiigguény alakuldsa o
ktlonbozo értékei mellett

integralhatd, igy a spektrum szamithato a (6.56) definici6 alapjéan.
A jel els6 tagjanak spektruma a kovetkezdképp hatarozhato

meg:

. 0
0 a—jw)t
—/ e(o‘_j"’)tdt:—[e( J.)] =- 1, .
oo a—jw| a— jw
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A jel mésodik tagjénak spektrumét mdar ismerjik: S(jw) =
1/(a + jw). A Fourier-transzformacié linearis mfivelet, ezért a
kiilon-kiilon meghatarozott spektrumok Osszege adja az eredd
idofliggvény spektrumat:

1 1 ~j2w

§(ie) = 1) + Sa(jw) = ~ o=+ o = s

Ennek hatarértéke oo — 0 esetén a kovetkezo:

—2w  Sj2w . Sj2w 2
w2 —(w)?  —jwjw  jw’
azaz
2
F th = —. 6.80
fsent} = (6.80)

Az elgjelfiiggvény paratlan, s kovetkezésképp spektruma tisztan
képzetes.

5.) Utébbi két jel spektruménak ismeretében most mér meg-
hatarozhatjuk az egységugrasjel Fourier-transzformaltjat is, hi-
szen

1 1
e(t) = 5t isgnt, (6.81)
] e(t) 0,5 0,5sgnt
= ! 4+ 1
] t
t t

azaz a jelet felbontottuk egy paros és egy pératlan jel Osszegére,
és a két jel spektrumdanak Osszege adja az €(t) jel spektrumat:

FLe(t)} = n6(w) + —. (6.82)

jw

Az £(t) jel nem péaros és nem is paratlan, kovetkezésképp spek-
truma valds és képzetes részt is kell, hogy tartalmazzon. A mwd(w)
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tag az egyenszintnek megfelel§ spektrum, az 1/jw tag pedig
az ugrasnak megfelel6 spektrum. Gyors valtozasok spektruma
ugyanis nagyon széles frekvencia intervallumot o6lel fel egyre ki-
sebb amplitudoval.

Az e(t) jel spektruma kis odafigyeléssel meghatérozhaté a
kovetkez6 jel spektrumanak ismeretében is:

1
a+jw’

sty =e(t)e™ =  S(jw)=

Ha a — 0, akkor s(t) — e(t). A spektrumban azonban nem
képezhetjiik kozvetleniil ezt a hatardtmenetet, ugyanis akkor
1/jw-t kapnénk, ami azonban a 0,5sgn ¢ paratlan jel spektruma.
Az £(t) jel azonban nem paratlan. Alakitsuk dt ezen spektrumot
a kovetkezoképp:

1 a—jw «a jw

S(jw) = =

atjwa—jw o+w? a®+w?

A képzetes rész a — 0 esetén a —i}% = jiw—hoz tart, ami a he-

lyes eredmény. A valds rész azonban kis magyarazatot igényel.
A Dirac-impulzus vizsgdlata sordan megemlitettiik a 61 (t,7) =
m alaki fiiggvényt (1. 12. oldal), melynek a gérbe alatti
teriilete egységnyi és igy a Dirac-impulzus egy lehetséges meg-
valésitasaként fogtuk fel. A valds rész ehhez nagyon hasonlé alaki,
ugyanis helyettesitsiink a ¢ véaltozé helyébe w-t, a 7 helyébe pe-
dig a-t. Egyetlen kiilonbség, hogy a nevezében nem szerepel a .
Integréaljuk a valés részt az w valtozé szerint —oo-t6l co-ig: 48
> o w7 o
———dw = [arctg—] =T = 5
—oo O F W al—co o +w o

= 7md(w).

Mivel a valds rész ezen improprius integralja konstans, ezért
a Dirac-impulzus definicidja szerint felfoghatjuk ugy is, hogy

8 _1 _
[ t5zde = arctga.
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ez a d6(w) Dirac-impulzus 7-szerese. fgy az el6bbivel megegyezo
eredményre jutottunk.

Az e(t) jel spektruménak ismeretében meghatdrozhatjuk egy
s(t) jel integrdlt jelének spektrumét, ha s(t) spektruma S(jw):

}"{ / s dT} — L S(jw) + 7S(0)5(w), (6.83)

5o jw

azaz az integralas nemcsak jw-val val6 osztast jelent, hanem van
egy additiv tag is benne, amely eltilinik, ha S(j0) = 0 (pl. paratlan
fiiggvény esetén). Ekkor S(jO) értelmezett kell legyen, aminek
értéke a Fourier-transzformacié szerint w = 0 helyettesitéssel a
kovetkezo: -
S(j0) = / s(t)dt, (6.84)
— 0o
ha az s(t) jel abszolit integrédlhaté. Ennek egy lehetséges bi-
zonyitasahoz fel kell hasznalnunk a konvolucié-tételt. Az integral
fels6 hatara t, azaz, ha vessziik s(7) és az egységugrasjel a kon-
volucidjat, akkor az integral értéke nem valtozik meg:

/_ s(T)dT:/_ s(r) et — ) dr = FLs()} Fle(t),

ahonnan a tétel mar kovetkezik:

#L a5 [ro) + ] ~ms605) + Zs)

—00 Jw

Az egységugrasjel spektrumat ezen tételbol is meg-
hatarozhatjuk, ugyanis a Dirac-impulzus és az egységugras
jelek jol ismert Osszefiiggése a kovetkezo:

£(t) = /_ ; 5(r) dr,
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és a (6.83) Osszefliggés alapjdn irhatjuk, hogy

t
1
F{et)} = }"{/ 5(7) dT} = mo(w) + e (6.85)
hiszen a Dirac-impulzus spektruma 1.
Ha az s(t) jel belépd, akkor az alsé integraldsi hatar —0 lesz. Az
alsé hatar akkor lehet 0, ha s(¢) nem tartalmaz Dirac-impulzust.

6.3.4. A valasz spektruma és idofiiggvénye

Az s(t) gerjesztés S(jw) spektrumanak meghatdrozdsa utdn a
rendszer W (jw) atviteli karakterisztikdjat felhaszndlva felirhatjuk
a rendszer valaszanak spektrumaét:

Y (jw) = W (jw) S(jw),

(6.86)

amelynek inverz Fourier-transzformaltja szolgdltatja a valaszjel
idofliggvényét:

y(t) = F Y (jw)} = % /_ h Y (jw)e dw. (6.87)

Ezen integral csak nagyon specidlis és egyszerii esetekben alkalmas
az idofiiggvény képletszerti megadésara. Legtobb esetben csak nu-
merikusan oldhaté meg. A gyakorlatban azonban a spektrumbdl
sok lényeges jellemzoOre lehet kovetkeztetni. A kovetkezdkben azt
vizsgaljuk, hogy alkalmazhaté a spektrummodszer linearis, in-
varians és kauzalis rendszerek tulajdonsagainak meghatarozdsara.

Az alakhii jelatvitel

Az alakhii jeldtvitel (torzitdsmentes jelatvitel) azt jelenti, hogy az
y(t) valasz csak egy alland6 K szorzéval és egy T id6késleltetéssel
térhet el az s(t) gerjesztéstol:

ly(t) = Ks(t—7), 7>0] (6.88)
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Felhaszndlva az eltoldsi tételt, a vélaszjel és a gerjesztés spekt-
rumanak kapcsolata a kovetkezo:

Y (jw) = K S(jw)e ™7, (6.89)

azaz az alakhii jelatvitelt biztosité rendszer idedlis atviteli karak-
terisztikdja a kovetkezo:

W(jw) = g((j:j)) = Ke 7, (6.90)

melynek amplitidékarakterisztikdja tehdt konstans: |[W(jw)| =
K, faziskarakterisztikdja pedig linedris, azaz egy negativ mere-
dekségii egyenes: arcW (jw) = —wr.

Ilyen rendszer a gyakorlatban nem valésithaté meg minden w
korfrekvencian. De erre nincs is sziikség, elegend6 ugyanis csak
egy adott intervallumban (kozelit6leg) biztositani azt, amely in-
tervallumot a gerjesztés spektrumédnak un. sdvszélessége hataroz
meg. Természetesen a rendszer atviteli karakterisztikdja is rendel-
kezik savszélességgel. Ezekrol lesz sz6 a kovetkezOkben, majd egy
egyszeru példan illusztraljuk a leirtakat.

A jel savszélessége

Olyan gerjesztésekre szoritkozunk, amelyek spektruma egy frek-
venciasavon kiviil elhanyagolgaté. Ez természetes, hiszen ha nem
igy lenne, akkor a jel nem lenne abszolut integralhatd, azaz véges
energidju (1. Parseval-tétel, a (6.65) Osszefiiggés).

FEgy jel savszélességén azt a korfrekvencia-intervallumot
értjiik, amelyen kiviil a jel amplitiddéspektruma elhanyagolhato,
s igy nullanak tekintheto:

[ [max < [SGw)] < IS () lmas;

(6.91)

azaz elhanyagolhaténak tekintjiik a jel amplitidéspektrumat,
ha értéke a maximum e-szorosdnal kisebb. Az e egy adott kis
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értékli pozitiv szam. Ezen feltételhez hatarozandé meg a jel
sdvszélessége, amelyet Awg-sel fogunk jelélni. Meg szokds adni a
savszélesség intervalluméanak w, alsé és wy fels6 hatarat is, ilyen-
kor Awg = wf — w;.

Az atviteli karakterisztika savszélessége

Az atviteli karakterisztika amplitiddkarakterisztikdjanak két tar-
toméanya van. Az egyik az un. dteresztétartomdny, a masik az
un. zdrdtartomdny. Az ateresztétartomédny a korfrekvencidban az
az intervallum, ahol az amplituddkarakterisztika nem kisebb egy
adott értéknél. A zardtartomdany a korfrekvencidban az az inter-
vallum, ahol az amplitudokarakterisztika nem nagyobb egy adott
értéknél. A viszonyitdst mindig az amplitudokarakterisztika maxi-
mumahoz képest szokas megtenni. Ateresztétartoményban tehat:

|1 W (592) e < [W ()] < [W (i) lmas (6.92)
zarétartomanyban pedig
[0.< W ()] < 72| W () - | (6.93)

Az 1 és 19 értékek mindig adottak. Altalaban ezek értéke n =
N1 =12 = 1/v/2, ami a —3dB-nek felel meg (3dB-es csillapités).*?
Ismét ezen feltételhez hatdrozandé meg az atviteli karakterisztika
(vagyis a rendszer) savszélessége, amelyet Aww-vel fogunk jelolni.
Meg szokds adni a sdvszélesség intervallumanak w, alsé és wy fels6
hatarat is, ilyenkor Aww = wf — wi.

Az alakhid jeldtvitel feltétele az, hogy a rendszer &atviteli
karakterisztikajanak savszélessége foglalja magaba a jel
savszélességét, azaz a rendszer savszélessége legyen nagyobb

a jel savszélességénel:
590

P Megjegyezziik, hogy ez a —3dB-es hatdr a |[W(jw)|* un. energiadtviteli-
karakterisztika maximuma&nak a felét jelenti.
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Ez az alakhi jelatvitel egyike feltétele. Ha teljesiil még, hogy a
rendszer faziskarakterisztikdja kozel linedris a Awg tartomanyban,
akkor az atvitel jo kozelitéssel alakh.

Példa. Egy rendszer atviteli karakterisztikdja és gerjesztése
adott. A paraméterek legyenek a gyakorlatban is alkalmazott
értékek: € = 0,1, n = 1/v/2. A mennyiségek SI-ben értenddk.

1

W) =101

st)=et+T)—ct—T).

Megoldas. Hatarozzuk meg el6szor a jel savszélességét. A jel
spektrumat és amplitidéspektrumat mér kordbban, a (6.77) le-
vezetésben meghataroztuk:

sinwT
wT

S(jw) = 2T = [|S(w)[ = 2T

wT

sinwT '

Abban az esetben, ha a jel amplituddéspektruma stirtin valtozik,
célszeri a jel burkolégorbéjét alapul venni a savszélesség meg-
hatarozasa soran. A burkolégérbe most 2/w (1. 6.15. dbra). Az
amplitidéspektrum maximum értéke az w = 0 korfrekvencian
van, |S(jw)|lmax = [|S(0)] = 2T, igy a jel sdvszélessége meg-
hatarozhato a kovetkez6 egyenlotlenség alapjan:

€|S(w)|max < |S(w)] = 0,1-2T <

€

ahonnan w < 1—:,9 adddik, azaz a jel savszélessége Awg = 1—:,9.

Hatarozzuk meg ezutdn a rendszer &tviteli karakterisz-
tikdjanak savszélességét. Az amplituddkarakterisztika a kovet-

kezd:
1

V1+0,01w?’

(W(jw)| =
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melynek maximuma az w = 0 helyen van, és ez a maximum
W (jw)|max = |[W(0)] = 1. Az &tviteli karakterisztika sdvszéles-
sége meghatarozhatd a kovetkezd egyenlGtlenség alapjan:

: . 1 1
W () lmax < [W(jw)] = —=-1<

- V2 T /140,010’
ahonnan w < 10% adodik, azaz a rendszer sdvszélessége Aww =
10xad

<.

Azt kell megvizsgalnunk, vajon milyen szélességli impulzuso-
kat képes ez a rendszer alakhiien atvinni, azaz vizsgalni kell a
kovetkez6 egyenlOtlenséget:

10
Aww > Awg = IOZT = T >1s.

A 6.17. dbrén két eset lathatd. Az dbrakon berajzoltuk a 2/w
burkolégorbét, valamint az amplitidéspektrumot és bejeloltiik a
savszélességeket is. A spektrumok abszolit értéke paros fiiggvény,
ezért all az abran a sdvszélességek kétszerese, definicid szerint a
savszélesség az w = 0 korfrekvenciatdl mérendd. Az els6 esetben
a T = 2s, ami kielégitit a T > 1s feltételt, azaz a jel savszélessége
kisebb, mint a rendszer sdvszélessége: Awg = 5 %, Awyw =
10 %. Az rendszer amplitiddkarakterisztikaja ekkor kozelitéleg
konstansnak tekinthet6. A mésodik esetben T = 0,28, ami nem
biztositja az alakhi jelatvitelt, ekkor a jel sdvszélessége ugyanis
nagyobb, mint a rendszer sdvszélesség: Awg = 50 %, Aww =
10 %, és lathato, hogy a rendszer amplitudokarakterisztikaja nem
tekintheté konstansnak. Az elsé esetben a faziskarakterisztika a
bejelolt Awg intervallumon nagyon jol kozeliti a linedris egyenest,
a masodik esetben azonban ez sem teljesiil. Lathaté tovabba, hogy
a faziskarakterisztika péaratlan fiiggvény.

Vizsgaljuk meg ezutan a rendszer kimeneti jelét ezen két eset-
ben. A kimeneti jel kifejezése a kovetkezo:

1 &0 sinwT 1 .
t) = — oT et dw.
y(t) 27r/_oo< T 1+jw0,1> n
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6.17. abra. A példdban szerepld jel amplitidospektrumdnak bur-
kologorbéje, az dtviteli karakterisztika amplitudokarakterisztikdja,
faziskarakterisztikdja és a sdvszélességek T = 2s és T = 0,2s
esetekben

Ezen integrél kiértékelését numerikusan végeztiik el (egy progra-
mot lehet irni a meghatdrozasira). A rendszer kimeneti jelének
idofiiggvénye lathaté a 6.18. abran T = 2s és T = 0,2 s esetekre.
Az els6 esetben az alakhii jelatvitel kozelitGleg biztositott, hiszen
a kimeneti jel alakja hasonlit a bemeneti jel alakjahoz, értékét pe-
dig kis késleltetéssel eléri. A méasodik esetben az alakhii jeldtvitel
kozelitéleg sem biztositott, hiszen a kimeneti jel meg sem kozeliti
a bementi jel alakjat. Az alakhti jelatvitel tehat fligg a rendszertol
(annak idéallandé6itol) és a gerjesztéstol.
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6.18. abra. A példdaban szereplé rendszer s(t) gerjesztésre adott
vdlasza T = 2s és T = 0,2s esetekben

Savkorlatozott jelek

Az €l6z6 példdkban (1. pl. a 6.15. dbrdn) lattuk, hogy egy s(t)
jel S(jw) spektruménak |S(jw)| amplitidéspektruma az w korf-
rekvencia névekedésével dltaldban csokken. Ha a jel abszolit
integrdlhaté (véges energidji), akkor ez biztosan igaz.’® Nem
kovetiink el nagy hibat, ha egy bizonyos €2 korfrekvencia felett
a jel amplitudéspektrumat nullanak tekintjiik, elhanyagoljuk:

1S(Gw)| =0, ha [w]> Q.| (6.95)

Az ilyen tipusi jeleket nevezziik sdvkorldtozott jeleknek. Fontos
megjegyezni, hogy az €2 sdvkorlat és a jel Awg sdvszélessége nem
egyenloek, el6bbi ugyanis altaldban nagyobb,

Q> Aws. (6.96)

Ha az igy el6alld, w-tol figgd jelet perodikusnak képzeljiik 22
periédushosszal®!, akkor az Fourier-sorba fejthetd, de a sort csak

*0Parseval tétele értelmében abszolit interalhaté jelek amplitiddspektruma
nulldhoz tart, ha a korfrekvencia végtelenhez tart (1. (6.65) Osszefliggés).

51 Azért 2Q, mert az amplitidéspektrum péros fiiggvény. Ezt igy jeloltok a
6.17. és 6.18. dbrékon is.
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az |w| < Q tartomdnyban hasznédljuk. Az alap ,korfrekvencidja”
ezen amplitidéspektrumnak az idédimenziéju %—6 = ¢ mennyiség,
mivel a periédushossz 2(2.

A levezetés mell6zésével mondjuk ki a kovetkez6, gyakor-
lat szamara is lényeges un. mintavételi tételt: bdarmely folytonos
ideji, savkorldtozott jel idéfiggvénye (elméletileg) tetszdleges pon-
tossdaggal meghatdrozhato, ha ismert a jel nagysdga adott diszkrét
(mintavételi) iddpillanatokban, és a mintdk legfeljebb Ts = &
tdvolsdgra vannak eqymdstol.>?> A mintavételezés periédusideje és

frekvenciaja tehat

T, < = fi>—. (6.97)

2D

2=

Ezt a frekvenciat Nyquist-frekvencidnak is szoktdk nevezni és fn-
nel jelolni. A mintavételezés tehdt erésen Osszefiigg a jel spekt-
ruméval. Fontos megjegyezni, hogy ez csak kozelitéleg teljestilhet,
mert pl. a jelek valéjaban nem savkorlatozottak.

A mintavételezéssel a 10. fejezetben fogunk foglalkozni, mert
ehhez sziikségiink lesz a kovetkezd fejezetben targyalt ismeretekre
is. Itt csak megemlitettiik a spektrum és a mintavételezés kapcso-
latat.

”

Szurok

A négy alapvet§ szlir6karakterisztika lathaté a 6.19. abrén.
Az aluldtereszto-sziir6  a  jel kisfrekvencids komponenseit
atengedi, a magasfrekvencidas komponenseket pedig elnyomja. A
feliilateresztd-sziird ennek pontosan a forditottja. A sdvdteresztd-
sziiréd egy bizonyos intervallumon kiviil minden komponenset
elnyom, a sdvzdro-szird pedig egy bizonyos intervallumot elnyom,
a tobbit pedig atengedi. A sziirék viselkedése neviikbdl tehat
kovetkezik.

2 Az s index az angol sampling (mintavételi) széra utal.
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Ha pl. egy alulatereszté szlir6 bemeneti jele egy periodikus
négyszogjel, amelynek nagy az amplitiddsiiriisége a magasfrek-
vencian is, akkor a szlir6 ezen komponenseket elnyomja, kovet-
kezésképp a kimeneti jelben nem lesznek érzékelhetdk a hirtelen
ugrasok. Ez a jelet ,,simitja”.

1 1
0.75 / \ 0.75 \ /
E 0.5 E. 0.5
) / \ i \/
0.25 0.25
0 0
-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1
o[ rad/s] o rad/ s]

1 1 \ /
0.75 0.75

NOA L
LA 0

[ Wi o) |
| Wi o) |

-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1
o[ rad/s] o rad/ s]
6.19. abra.  Tipikus  szirokarakterisztikdk: — aluldteresztd,

feliilateresztd, savdteresztd, sdvzdrd
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Zajsziirés

A zajos jelek szlirése a Fourier-analizis egyik fontos gyakor-
lati alkalmazasa. Példaképp (6.20. dbra) vegylink egy zajjal
terhelt s,(t) = s(t) + n(t) jelet, ahol s(¢)-t akarjuk meg-
hatdrozni és n(t) egy additiv véletlenszerii zaj. Hatdrozzuk meg
ennek |Sy,(jw)| amplitidéspektrumét. Az amplitidéspektrumbél
valasszuk ki a két legnagyobb értékli Osszetevot, azaz egy
adott szint alatt hagyjunk el (szlirjiink) minden komponen-
set, majd inverz Fourier-transzformdaciéval éllitsuk el§ az sq,(t)
szirt jel id6fliggvényét. Mindezt numerikus az un. gyors Fourier-
transzformdcioval végeztiik (FFT, Fast Fourier Transform). A
sziirt jel csak kis mértékben tér el az eredeti s(t) jeltol.

1 50 1
~ 0.5 _ 40 Z os
= 3 30 @ /\/\/\
Foo = ~ 0
5 £ 2 S L.l Wy
»n -0.5 ~ 10 t,’5-0.5

1 1 0 -1

0 0.5 1 1.5 2 0 10 20 30 40 50 0 0.5 1 1.5 2

t[s] k t[s]

6.20. abra. A zajos jel, annak amplitiddéspektruma, valamint a
Fourier-analizissel szirt és az eredeti jel dsszehasonlitisa

225



7. fejezet

DI rendszerek analizise a
frekvenciatartomanyban

7.1. Szinuszos allandoésult valasz szamitasa

7.1.1. A szinuszos jel

A diszkrét idejl szinuszos jel az w = 2% korfrekvenciaju folytonos
idejii szinuszos jelbdl (1. eléz6 fejezet) szarmaztathatd, ha abbdl
T id6kozonként mintdkat vesziink.

Valasszuk elészor a mintavételi periodusidét Ts = % (K >0
és K € 7Z) értékiinek. Ekkor egy periédusbdl pontosan K szamu
mintat vesziink, ami egy diszkrét idejii szinuszos jelet eredményez.
Abban az esetben, ha a mintavételi periddusidét a kétszeresére
noveljik, akkor két periddusbdl vesziink K szamu mintat, ami
szintén egy diszkrét ideji szinuszos jel lesz. Ezt legfeljebb K — 1
szamu peridédusra végezhetjiik el, az eredmény pedig mindig egy
diszkrét ideji szinuszos jel. Ha ugyanis K szamud mintat vennénk
egyenletesen K szamu peridédusbdl, akkor minden mintavétellel a
jel ugyanazon értékét kapnank, ami pedig egy konstans értéki jel
lenne. Jel6ljik a mintdk szamat K-val, és M-mel a folytonos idejl
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jel figyelembe vett periddusainak a szamat.

Nem sziikségszerti tehat az, hogy a mintavételezés Ty peri-
o6dusidejének egész szamu tobbszorose egyenl6 legyen a folyto-
nos ideji jel T periddusidejével, azonban a mintavételezési ido
egész szamu tobbszordse egyenld kell legyen a folytonos ideji jel
periédusidejének egész szdmu tobbszorosével. Az elébbi jeldlések
alapjan tehat
M T
K T
Ellenkez6 esetben a kapott diszkrét ideji jel nem lesz periodi-
kus. Az elmondottak illusztréldsa céljabdl vegyiik szemiigyre a
7.1. &brat. Itt egy folytonos idejii szinuszos jel lathaté (T =
10ms), amelybdl harom médon mintakat vettiink. Az els6é abran
Ty = 2ms. Ebben az esetben 5 mintavételi periddus utan pon-
tosan elériink egy periddus végére, azaz M = 1 és K = 5. A
masodik dbran Ty = 4ms, s lathatd, hogy 2 periédus sziikséges
ahhoz, hogy a mintavett jel ismétlodjék, azaz M = 2 periédus
sziikséges a K = b mintdhoz. A harmadik abran Ty = %ms, s itt
M =1és K = 3. A lényeg tehét az, hogy az % hanyados két
pozitiv egész szam hdnyadosa, azaz egy raciondalis szam legyen.
Ekkor a mintavételezéssel kapott diszkrét ideji jel is periodikus.
Az abrakbdl kitinik, hogy ha M = 1, akkor egy ¥ = 27” korfrek-
venciaju szinuszos jelet kapunk, ugyanis ekkor a folytonos ideji

MT = KT, = (7.1)

\ RN RN
(RN =N AR
MRTERT A

, , \ RV

s(kTg)

s(kT)
o [l
0
=6
e
—0
s(kTg)
o
P
=6

s(t),
s(t),
s(t),

7.1. abra. Folytonos ideji periodikus jelbdl mintavételezéssel ka-
pott diszkrét ideji periodikus jelek
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szinuszos jel egyetlen periédusabdl vesziink K szamu mintat.
Egy folytonos ideji szinuszos jel idéfiiggvénye a (6.1)
Osszefliiggés szerint a kovetkezo:

s(t) = Scos(wt + p),

ahol S > 0 a jel csiucsértéke, vagy amplitiddja, p pedig a jel
kezddfazisa (0 < p < 2w, vagy —m < p < 7). A mintavételezés
soran a folytonos ideji jelbol t = kT idépillanatokban vesziink
mintat:

slk] = s(t)| =, = S cos(wkTs + p),

ahol ¥ = wTy az un. diszkrét ideji korfrekvencia. A diszkrét idejl
szinuszos jel idofiiggvénye tehat a kovetkezo:

‘ slk] = S cos(Vk + p). ‘ (7.2)

Lattuk, hogy ez csak akkor periodikus, ha a

2m T,
) =wli= 5T = 271'?5

korfrekvencidban szerepld % hanyados (7.1) szerint egy raciondlis
szdm, s mint ilyen felirhat6 két (jelen esetben pozitiv, hiszen csak
pozitiv korfrekvenciarél beszéliink) egész szam hanyadosaként,
azaz ¥ = 277%, ahol M € N és K € N és egyik sem nulla. Ezt gy
is mondhatnank, hogy a diszkrét ideji jel akkor periodikus, ha a
% hényados egy raciondlis szamot ad eredményiil:

9 Iy M

Példaul az s[k] = 2cos(3k)
1

— z 9 __ 1,
szen ¥ = 3, s fgy a 5~ =

o,

iszkrét idejl jel nem periodikus, hi-
hényados irracionélis szdm. Ugyan-
= 3 cos (\/5%1{: + %) jel sem, hiszen a

al

.

csak nem periodikus az s[k
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% = %, ami szintén irraciondlis. Az s[k] = 2 cos(3k) jel viszont
periodikus, hiszen a % = % egy racionalis szam.

A diszkrét ideji jel periddusa (diszkrét idejii peridédusideje)
K, ami egy mértékegység nélkiili pozitiv egész szam, a ©} korfrek-
vencia SI mértékegysége pedig radian.

A diszkrét idejli szinuszos jel természetesen értelmezhetd a
folytonos ideji jeltdl fiiggetlentil is:

M
slk] = S cos (Vk + p) = S cos <27Tfk7 + P> ) (7.4)

Diszkrét idejii szinuszos jelekre példakat lathatunk a 7.2. abran.
Lathato, hogy kiilonb6z6 K és M értékek ugyanazon diszkrét
idejl jelet eredményezhetik.

2 2 2
1 1 1
T 9 T 9 T 9
v AL L LT
-1 -1 -1
-2 -2 -2
-2 0 2 4 6 -2 0 2 4 6 -2 0 2 4 6
k k k

7.2. abra. Diszkrét ideji szinuszos jelek K = 4 periodussal, M =
1, M =2 és M = 3 értékek mellett

7.1.2. A szinuszos jel komplex leirasa

A diszkrét idejli szinuszos jelek leirasidra ugyanolyan moédon al-
kalmazzuk a komplex lefrdst', mint ahogy a folytonos idejii jelek

1A komplex szdmok bevezetését itt nem ismételjikk meg, a részleteket 1.
142. oldalon.
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esetében, azaz:

slk] = Scos(9k + p) = Re {Sej(ﬁk“)} = Re {Sewkejp} ,
(7.5)

ahonnan

S=S8¢ = s[k]=TRe {ﬁeﬁk} = Re{3[K]}.|  (7.6)

Az S neve ebben az esetben is komplex amplitidd, vagy komp-
lex csucsérték, amely két informaciot hordoz: a jel S cstcsértékét
és p kezdofazisat. A diszkrét idejii jel komplex pillanatértéke pe-
dig az 3[k] = Sel?! kifejezés, amely egy forgd fazor: abszolit
értékét és kezddfazisat az S csucsérték és a p szog adja, hely-
zete, azaz ahova a vektor mutat az el”* fazor hatdrozza meg min-
den egyes k idépillanatban. A fazor minden egyes k titemben a
Yk szbg irdnydba mutat. Ez a fazor az éramutatd jardasaval el-
lentétes irdanyban 19 korfrekvenciaval forog, és a valds tengelyre
vett vetlilete, azaz a komplex pillanatérték valés része adja a
(7.2) idéfiggvényt. A képzetes tengelyre vett vetiilete, azaz a
komplex pillanatérték képzetes része egy ugyanilyen amplitudéju,
fazisszogl és korfrekvencidju szinuszos jel.

Az elmondottak illusztraldsa céljabol az s[k] = 2cos(ZFk) jel
fazorjat és idéfliggvényét vazoltuk fel a 7.3. dbran.

Ha a gerjeszt6jel korfrekvencidja 9 és a rendszer linedris, akkor
a rendszer kimeneti jelének a korfrekvencidja is ¢ lesz. Azaz a
gerjesztés és a vélasz korfrekvencidja megegyezik. Ezért az ei%
tényezével nem is kell foglalkoznunk, mert az csak a korfrekvenciat
tartalmazza.

A kovetkezd Osszefliggéseket a késébbiekben tébbszor is alkal-
mazni fogjuk.

1.) Diszkrét idejli jelek esetében is igaz, hogy az s1[k]
és so[k| szinuszos jelek Osszege és kiilonbsége a jelek komplex
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Re K

7.3. abra. Egy diszkrét ideji szinuszos jel komplex pillanatértéké-
nek és iddfiggvényének illusztrdcidja

csucsértékének meghatirozasa utan a kovetkezoképp képezhetd:

S[k}] = Sl[k'] + SQ[kZ] <~ g = gl + EQ. (77)

2.) Egy K valés szdmmal végzett szorzds a vektor hosszét,
azaz a csucsértéket valtoztatja meg:

ylk] = Ks[k] < Y =KS. (7.8)

Ha K > 0, akkor y[k] és s[k] fazisban vannak, ha K < 0, akkor
egyméashoz képest 180°-kal vannak eltolva.

3.) Sziikségiink lesz a késleltetett jel komplex csicsértékére.
Irjuk fel tehat az s[k] jel késleltetett megfeleldjének idofiggvényét,
felhasznalva a komplex cstcsérték és a komplex pillanatérték (7.6)
definiciéjat:

s[k — 1] = Re {ﬁejﬁ“@—l)} ~ Re {§ejﬂ’fe—iﬂ} . (7.9

Ezen Osszefiiggésbol lathat, hogy az idobeli késleltetés a komplex
csticsértékekre dttérve eIV tényezbvel torténd szorzast jelent, azaz

ylkl=sk—1 & Y =238e, (7.10)
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azaz a késleltetett y[k| jel fazisban ¢ szoggel késik az s[k] jelhez
képest. Altaldnosan, K iitemmel torténd eltoldsra a kovetkezo
Osszefliggés 4ll fenn:

ylk] = slk — K] < Y =S8e 17K, (7.11)

Az allapotvéltozés leirds alkalmazdsa sordan pedig sziikséglink
lesz az 1 litemmel siettetett jel komplex csucsértékére, ami az
el6z6ekbol mar kovetkezik:

ylkl =zk+1 < Y =Xd" (7.12)

7.1.3. Az atviteli karakterisztika

Az atviteli karakterisztika és az atviteli egyiitthaté fo-
galma, a valaszjel szamitasa

Ha egy diszkrét ideji, linedris, invarians és kauzalis rendszer ger-
jesztés-valasz stabilis, akkor a teljes vélasz tranziens Osszetevije
nulldhoz tart és a vélasz egy id6 utdan megegyezik a staciondarius
Osszetevovel. Ha a gerjesztés szinuszos lefutdsid, akkor a valaszjel
is szinuszos lesz ugyanazon korfrekvenciaval. Ez a prébafliggvény-
mobdszerbdl is kovetkezik. Legyen hat a gerjesztés (a vizsgéldjel)
is és a valasz is szinuszos:

slk] = Scos(Vk + p), ylk] =Y cos(Vk + ¢). (7.13)
Irjuk fel ezen jelek komplex csticsértékét:
S=28e7 Y=Y, (7.14)

majd képezziik ezek hanyadosat, ami az un. dtviteli karakterisz-
tika:

W =w() = (7.15)

| <]
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s[k] = S cos(9k + p) . ylk] =Y cos(9k + )
— - > W(e]ﬂ) — - >
S = SeF Y =Ye¥

Az atviteli karakterisztika a 1 korfrekvencia fiiggvénye és a-
dott korfrekvencidn (ami pl. a gerjesztés korfrekvencidja) meg-
adja a vélaszjel komplex csicsértékét a gerjesztés komplex
csucsértékének fliggvényében:

Y=WS, (7.16)

amelybdl a vdalasz ylk] idéfiiggvénye meghatarozhaté a komp-
lex csucsérték definicidja alapjan. Az atviteli karakterisztika egy
adott korfrekvencian egy komplex szam, amit dtviteli egytitthato-
nak hivunk. Az atviteli egyiitthaté megadja azt, hogy a gerjesztés
altal megszabott korfrekvencidn a rendszer hatdsdra mennyivel
fog kiilonbozni a valaszjel amplitiddja és fazisa a gerjesztés amp-
litudadjatdl és fazisatol. Megforditva tehat azt mondhatjuk, hogy
ha az atviteli egyiitthatot tobb frekvencidan meghatarozzuk, akkor
eléallithatjuk az atviteli karakterisztikat. Adott korfrekvencian
tehat az atviteli karakterisztika az &atviteli egytitthatét adja:
W = Kei?, ahol K = |W|, az atviteli egyiitthaté abszolit értéke,
¢ = arcW pedig az tviteli egyiitthaté szoge a vizsgalt korfrek-
vencidn. A vélaszjel ezen a korfrekvencidn tehat az alabbiak sze-
rint szamithaté:

Y =WS = Ke? SeP = KSell@+r), (7.17)
s igy a valaszjel id6fliggvénye a kovetkezo:
ylk] = K S cos(Vk + (¢ + p)) = Y cos(Vk + ). (7.18)
Y :
©

Megadtuk tehat az atviteli karakterisztika definiciéjat és azt,
hogy hogyan lehet alkalmazni a szinuszosan gerjesztett valasz
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szamitasaban. A kovetkezOkben megvizsgaljuk, hogy milyen kap-
csolat &ll fenn az idétartomanybeli analizis sordn megismert rend-
szeregyenlet, valamint az allapotvaltozos leirds és az atviteli ka-
rakterisztika kozott.

Az atviteli karakterisztika meghatarozasa a rendszere-
gyenlet alapjan

Egy diszkrét ideji, linedris, invaridns és gerjesztés-vdlasz stabilis
rendszer rendszeregyenletének alakja a kovetkezo:

ylk] + > aiylk —i] = by s[k —i]. (7.19)
=1 =0

A gerjesztés is és a valasz is id6ben szinuszosan valtozik. A cél
a rendszeregyenlet ismeretében a (7.15) Osszefliggésnek megfelel
atviteli karakterisztika meghatarozasa. Ha a rendszer mem ger-
jesztés-vdlasz stabilis, akkor ezen levezetés eredményeképp kapott
atviteli karakterisztikdval szdmitott gerjesztett vdlasznak nincs fi-
zikat tartalma.

Most egyszeriien térjink 4t a komplex leirdsi mddra, azaz
hasznéljuk fel a komplex csicsérték fogalmat valamint a (7.10)
és a (7.11) Osszefliggéseket:

n m

Y + Z a;iYe 1% = Z b;Se IV, (7.20)
i=1 i=0

Fzt megtehetjiik, ugyanis, ha ezen egyenletben szerepld Osszes

komplex cstcsértéket szorozzuk el?%-val, akkor a komplex pilla-

natértékeket kapjuk, majd ha ezeknek vessziik a valds részét, ak-

kor pontosan az id6tartoméanybeli analizisbol ismert rendszere-

gyenlethez jutunk. EbbSl a W = % atviteli karakterisztika kife-
jezhet6:
Y m - pe it
W= L — Ez=g Ze' — (7.21)
S 1+>7"  ae
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vagy részletesen Kkiirva

Y bo+bie 4+ boe I 44 be i

W - — T 5 3 ’
S 14 aje ¥ 4age i 4 +ape iV

(7.22)

azaz az dtviteli karakterisztika az e vdltozé raciondlis fiigguénye
valos egyutthatokkal, vagyis az dtviteli karakterisztika egy polinom
per polinom alaki kifejezés.

Egy adott ¥ korfrekvencidn ez a tort szamithatéd (atviteli e-
gylitthatd), és a (7.16) Osszefiiggésnek megfeleléen a vélaszjel
komplex csiicsértéke meghatarozhato.

Ezen miiveletsor természetesen visszafelé is elvégezhet6. Ha
tehat ismert egy rendszer atviteli karakterisztikaja, akkor an-
nak rendszeregyenlete meghatdarozhatd, hiszen az atviteli karak-
terisztika szamlaléjaban és nevezGjében szerepld b; és a; egytitt-
hatok megegyeznek a rendszeregyenlet jobb- és bal oldalan sze-
repld egylitthatékkal. Az atviteli karakterisztika nevezéje tehat
pontosan a rendszeregyenlet ismeretében felirhaté karakteriszti-
kus polinom, amelynek ismeretében a rendszer gerjesztés-vilasz
stabilitdsa eldonthetd (1. 113. oldal).

Példa. Hatarozzuk meg az alabbi rendszeregyenlettel leirt rend-
szer atviteli karakterisztikajat és adjuk meg a gerjesztett valasz
idéfiiggvényét, ha s[k] = 5cos (Zk + Z).

ylk] — y[k — 1] + 0, 24y[k — 2] = s[k] — s[k — 2.

Megoldas. A rendszeregyenlet a komplex csicsérték de-
finicigjat felhasznélva a kévetkezOképp irhaté at:

Y - Ye ¥ 40,24Ve % =5 — eI,
amibdl az atviteli karakterisztika kozvetleniil felirhaté:
1— e—j219 ej219 -1

1—e ¥ 40,24e7320 @20 — @iV 4 (), 24

wl| <
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A rendszer tehat gerjesztés valasz-stabilis, mivel két sajatértétéke
egységsugaru koron beliil van: Ay = 0,6, és Ay = 0, 4.

A gerjesztés altal megszabott ¢ = Frad korfrekvencian az
atviteli egyiitthatot kapjuk meg:
o251

Wlyg = 25 _ o3 10,24

cosm+jsinm —1

cos + jsinm — (cos § +jsin §) + 0,24 -
-2 2ei™

= — i5,36 _ —j0,92
—0,76 —j  1,256e-i2:22 1,592 =1,592¢ 757

Az atviteli egytitthaté tehat egy komplex szam, melynek értéke a
gerjesztés korfrekvencidjatdl és természetesen a rendszertdl fligg.
Ennek és a gerjesztés komplex csicsértékének (S = 5ej£) segitsé-
gével a rendszer valaszjelének komplex csucsértéke felirhato:

Y =W|,_. S =1,592e7"5elT = 7,96e 71013,
-2
melynek a kovetkezd idofliggvény felel meg:

ylk] = 7,96 cos (gk —0, 13) .

Az atviteli karakterisztika meghatarozasa az allapotval-
tozos leiras alapjan
Egy diszkrét ideji, linedris, invaridns és gerjesztés-vdlasz stabilis
SISO-rendszer éllapotvaltozos lefrdsanak normalalakja a koévet-
kez0:

x[k + 1] = Ax[k] + bs[k],

ylk] = cTx[k] + Dslk], (7.23)

ahol x[k] és x[k + 1] az dllapotvektor k-adik és (k + 1)-edik
iitembeli értéke, s[k] és y[k] a rendszer szinuszos gerjesztése
és valasza, A a rendszermdtriz, a b és ¢! vektorok, valamit
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a D skalar pedig a normalalakban szereplé megfelel egyititt-
hatokat tartalmazzak. Ha a rendszer nem gerjesztés-vélasz sta-
bilis, akkor ezen levezetés eredményeképp kapott atviteli karakte-
risztikdval szamitott gerjesztett valasznak nincs fizikai tartalma.
El6szor SISO-rendszerekkel foglalkozunk, majd a kapott ered-
ményt altalanositjuk.

Térjink ismét at a komplex leirdsi moédra a komplex
csucsérték fogalménak, valamint a (7.12) Osszefliggésnek megfe-
lelGen:

X = AX + b5,

¥ — X + DS. (7.24)
Az elsé egyenletbdl X kifejezhetd:
X = AX +bS = <e“9E— A) X = b,
azaz
X = (eiﬁE - A) “'bS, (7.25)

ahol E az N-edrendii egységmadtrix. A vél_aszjel komplex cstcsér-
tékét megkapjuk, ha a kapott eredményt Y kifejezésébe visszahe-
lyettesitjiik:

_ T —1 _

Y = [c (eJ E—A> b+D} S. (7.26)

Utébbibdl az atviteli karakterisztika kifejezheto:

=
Ul <

_— (ewE . A>_1 b+ D, (7.27)

azaz egy komplex elemii matrixot kell invertdlni. Az inverz matrix
kifejezésébe helyettesitsiik be a mar ismert Osszefliggést:
radj (¢E — A)
=c' —— 7
[eYE — A|

=
Ul <

b+ D,
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majd hozzunk kozos nevezére:

c’adj (6VE — A) b+ [¢VE — A|D

W= [6"E — A

(7.28)

Az igy kapott atviteli karakterisztika is az e’ véltozé racionélis
fliggvénye valds egyiitthatékkal, ami egy polinom per polinom
alaku kifejezés. A nevezd polinomja alakilag megegyezik a [NE—A |
determinansbdl képzett polinommal. Ha ezen rendszer aszimpto-
tikusan stabil, akkor gerjesztés-védlasz stabil is (a feltételeket L.
113. oldalon).

Mindez MIMO-rendszerekre a kovetkezéképp irhaté fel:

W =C (ewE - A>_1 B+ D, (7.29)

ami az dtvitelikarakterisztika-mdtriz, melynek 77 idnext eleme
megadja az i-edik kimenet és a j-edik bemenet kozott fennalld
atviteli karakterisztikat, mikdzben mas bemenetek jelmentesek:

| =

sz: 5 'i:l,...,Ny7j:17‘~~7NS' (730)

n

J

Példa. Hatarozzuk meg az alabbi allapotvaltozds leiras altal
megadott rendszer atviteli karakterisztikajat és adjuk meg a ger-
jesztett valasz id6fliggvényét, ha s[k] = 5cos(§k + J).

x[k +1] = [ 0 —0,24 ]x[k]+ [ ~1,24

b -0 2 e

ylkl = [0 1 ]x[k] + s[k].

Megoldas. Ezt a feladatot kétféleképp is megoldhatjuk. Az (a)
pontban az itt bemutatott médszert kovetjik, a (b) pontban az
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allapotvéltozos leirast mint egyenletrendszert kezeljiik, és az Y /.S
hényadost fejezziik ki beldle.
(a) A levezetés alapjdn irhatjuk, hogy

c’adj (¢VE - A) b+ [¢VE — A|D

W = .
[eYE — A|

Szamitsuk ki elOszor az ezen Osszefliggésben szereplé adjungaltat
és determindanst:

@ e 0,24 7 [e?-1 —0,24
A e 1 | T 1 S

v 0/ . .
¢ 9,324 :eﬁ(eﬂ—l)+0,24=eJ219—eﬂ9+0,24.
-1 V-1
A szamlaléban szereplé c’adj (ewE — A) b szorzat igy a kovet-
kezOképp alakul:

e —1 —0,24 —1,24 1—1,24¢Y
ERS ] Rl | el RG] esver g £

ami —1,24 + €. Ehhez még hozza kell adni a determindns D-
szeresét (ami most 1), s igy az atviteli karakterisztika a kovetkezd
lesz: )
eV —1
el2d — ei? +0,24°

A végeredmény ugyanaz lett, mint az el6zd pontban, amikor a
rendszeregyenletbdl indultunk ki. Ennek oka az, hogy a megadott
rendszeregyenlet és a most vizsgalt allapotvaltozos leiras ugyan-
azon rendszert irjék le.

Hatérozzuk meg ezutdn a gerjesztett valaszt is. A gerjesztés
altal megszabott ¥ = % rad korfrekvencidn az atviteli egyiitthatot

W =
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kapjuk meg:

7 23 1
U=3 0 o285 —el3 40,24

cos %’T + jsin %’r - B
cos%” —I—jsin%ﬂ — (cos § +jsin§) +0,24 a
_ —1,5+j0,866  1,732e/262
- -0,76  0,76eiT

= 2,279¢ 102,

Az atviteli egyiitthaté ezen értékének és a gerjesztés komplex
csticsértékének (S = 5elT) segitségével a rendszer véalaszjelének
komplex csucsértéke felirhato:

Y =W|,_»S=2279¢71052 5el7 = 11,395¢1"%7,
-3
melynek a kovetkezd idofiiggvény felel meg:

yl[k] = 11,395 cos <%k +0, 27) .

Erdemes megfigyelni, hogy ugyanazon rendszer kiilonbozd
kérfrekvencidju jelekre adott valasza kiilonboz6. A bemenet és
a kimenet kozti kapcsolatot ebben az esetben az atviteli karakte-
risztika biztositja.

A példakbdl az is érzékelhetd, hogy a nem belépd szinuszos ger-
jesztésre adott stacionarius vélasz szamitasa a komplex szamitasi
moédszerrel sokkal egyszertibb, mint az idétartomanyban. Ennek
feltétele azonban az, hogy a rendszer gerjesztés-valasz stabilis le-
gyen.

(b) Ezen példan keresztiil bemutatjuk, hogy az
allapotvaltozés leirdssal adott rendszer atviteli karakterisz-
tikdja nem csak a (7.27) vagy a (7.28) szerint hatdrozhaté meg.
A kovetkezékben bemutatott modszer azonban egyenletrend-
szer megoldasat igényli. Az allapotvaltozds leiras normalalakja
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id6tartomanyban és komplex csticsértékekkel a kovetkezs:?

z1[k + 1) = —0,24x5[k] — 1,24s[k], X = —0,24X, — 1,245,
wolk 4 1) = o [k] + wolk] + s[k] = X=X, +X2+5
ylk] = w[k] + s[k]. Y  =X,+5.

Ezen egyenletrendszert gy kell alakitani, hogy abbdl az atviteli
karakterisztika alakjat kapjuk. A megoldds menete a kovet-
kez6. Fejezziik ki az elsé két egyenletbdl az ismeretlennek te-
kintett allapotvaltozok komplex cstucsértékét az ismertnek te-
kintett gerjesztés S komplex cstcsértékével, majd helyettesitsiik
vissza azokat a vélasz komplex csicsértékét megadé egyenletbe.
Az allapotviéltozdkat tehat ki kell ejteni az egyenletekbol. Ezaltal
kapunk egy olyan egyenletet, amely csak az Y-t és az S-et tartal-
mazza. Jelen példanal maradva, fejezziik ki pl. az X véltozét az
els6 egyenletbdl tgy, hogy el’-val elosztjuk azt:

X1 =—0,24eVX, — 1,24e7395,
majd helyettesitsiik vissza ezt a méasodik egyenletbe:
Xy = —0,24e Xy — 1,24 VS + X5+ 5.

Szorozzuk be ezen egyenletet e_jﬁ-val, s rendezziik a kapott egyen-
letet, majd fejezziik ki ebbdl X o-6t:

(ej219_ej19+0 24)72:(ej19_1 24)§ - 72: ‘ ej19_~1724 _
’ ’ el2? — Y 10,24

majd helyettesitsiik ezt be Y egyenletébe:

— eV —1,24 2?1
Y = — _ S+ 5 =— . S
el2V — eiv 40,24 * o2V —eld 40,247

amelyben az (a) pontban is meghatdrozott atviteli karakterisztika
felismerhetd.

2Egy késleltet6 bemenete tehat az dllapotvaltozé komplex csicsértéke szo-
rozva /?-val, kimenete pedig az allapotvaltozd komplex csicsértéke.
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A (b) pontban kozolt megoldés alacsony rendszam esetén na-
gyon egyszerl: egy egyenletrendszert kell a kivant alakra hozni,
amelyben a gerjesztés komplex csucsértékét ismertnek tekintjiik,
s minden ma&s valtozot ismeretlennek, de értelemszeriien csak a
vélasz komplex cstcsértékére kell koncentrdlnunk. Az (a) pontban
kozolt megoldéds csak alacsony fokszdm (N = 2 esetleg N = 3)
esetén végezheto el kényelmesen papiron.

Az atviteli karakterisztika abrazolasa

Az atviteli karakterisztika abrazoldsara diszkrét idejii rendsze-
rek esetében is két mddszer all rendelkezésre: a Nyquist-diagram
és az amplituddkarakterisztika, valamint a fdziskarakterisztika
gorbéjének abrazoldsa (esetenként a Bode-diagram). Mindkett&
a W atviteli karakterisztika

W =W () = K(9)e??) (7.31)

alakjaban taldlhaté K (¢) un. amplitidékarakterisztika és ¢(19) un.
faziskarakterisztika abrazolasat realizalja eltér6 moédon. Ezek o
kiillonb6z6 értékeire mas és mas értékeket adnak. A diagramok
hasonléan veheték fel, mint ahogy azt a folytonos idejii rendsze-
reknél targyaltuk, de az amplitidokarakterisztikat nem szamitjuk
at decibel egységbe, ezért nem is hivjuk Bode-diagramnak. Ha
azonban az amplitidokarakterisztika értéke nagy tartomanyt olel
fel, akkor célszerli lehet decibel egységben dbrazolni.

A diagramok tulajdonsagait a korabbi példa kapcsan mutatjuk
be: )

e —1

T el — el 10,24°

W =

Ul <

frjuk at az eV tényez6t az Euler-alaknak megfelelSen, azaz eV =
cos ¥ + jsin1}, majd helyettesitsiik ezt be az atviteli karakterisz-
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tikaba és csoportositsuk a valds és képzetes részeket:

W cos 29 + jsin29 — 1 B
o520 +jsin 29 —cost —jsind + 0,24
(cos29 — 1) +jsin2v

(cos 29 — cos ¥ + 0,24) + j(sin 29 — sind)

Lathaté, hogy mind a szamlédléban, mind a nevezében a valds rész
csak a ¥ korfrekvencia (és tObbszoroseinek) koszinusz fiiggvényét
és egy konstanst, a képzetes rész pedig csak a 9 korfrekvencia (és
tobbszoroseinek) szinusz fliggvényét tartalmazza. Ez dltaldnosan
is igy van, ami az Euler-alakbdl kovetkezik.

Az amplituddkarakterisztika a kapott komplex fliggvény ab-
szolit értéke, s mivel ez egy tort, ezért a szamlalé abszolut értékét
el kell osztani a nevezd abszolut értékével:

K(¥) = \/( (cos 29 — 1)2 + (sin 219)?

cos 29 — cos ¥ + 0,24)2 + (sin 29 — sin )2’

A faziskarakterisztika gy szamithatd, hogy a szamlalo fazisabdl
levonjuk a nevezd fazisat:

sin 29 ‘ sin 219 — sin ¥
————— —arc .
cos29 —1 gcos2z9—cosz9+0,24

©(¥) = arctg

Az amplitidokarakterisztika is és a faziskarakterisztika is koszi-
nuszos és szinuszos tényezSkbdl all, amelyek 27 szerint periodikus
fliggvények.

Ennek koévetkeztében a két karakterisztika is 2w szerint peri-
odikus a ¥ vdltozoban.

Az amplitidokarakterisztika ezen tiulmenden pdros fligguény, a
faziskarakterisztika pedig paratlan fiigguény. A két karakterisztikét
elegendd tehdt pl. a ¥ € [0,..., 7], vagy ad € [-7/2,...,7/2] tar-
tomanyban ismerni.

A diagramok felvétele soran tehat ki kell szdmolni az atviteli
egyltthatét kiilonboz6 frekvencidkon a ¢ € [0,...,7] (vagy a
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¥ € [—7/2,...,7/2]) zart intervallumban (par pontban &ltaldban
elegendd), majd a kapott atviteli egyiitthatoknak megfelelé pon-
tokat Ossze kell kotni. A példaban szereplé atviteli karakterisz-
tika Nyquist-diagramja és amplitiddékarakterisztikaja, valamint
faziskarakterisztikdja lathato a 7.4. és a 7.5. abrakon, ahol jol
megfigyelhetck az emlitett paros és paratlan tulajdonsagok, vala-
mint a periodicitas. Ezen tulajdonsagok felhasznélasdval az amp-
litudokarakterisztika és a faziskarakterisztika tetszéleges interval-
lumban megrajzolhaté a folytonos vonallal rajzolt goérbe isme-
retében. Mivel az amplitidokarakterisztika paros fliggvény és a
faziskarakterisztika paratlan fliggvény, ezért a Nyquist-diagram a
valds tengelyre szimmetrikus, azaz a ¢ € [0, ..., 7] intervallumnak
megfelel Nyquist-diagram ismeretében a ¢ € [—, ..., 0] interval-
lumnak megfelelé diagram tiikrozéssel meghatarozhaté. A kapott
gorbe pedig 27 szerint periodikus. Mindkét diagramon bejeloltiik
a ¥ = grad és ¥ = Frad korfrekvencidkon szdmitott dtviteli
egyutthatokat.

/‘\

)
z 0
E /

9=10 2 9=1v 3

0 0.75 1.5 2.25 3
Re Wel?)
7.4. dbra. A példdiban szerepld dtviteli karakterisztika Nyquist-
diagramja
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K(9)
L
®®)[rad]
N o
/////
)
/////

-4m -3m -2n -m 0 s 2n -4m -3m -2m -m 0 1 2n
8[rad] 9 rad]

7.5. dbra. A példdban szerepld dtviteli karakterisztika amplitido-
és faziskarakterisztikdja

7.2. Periodikus allandosult valasz szamita-
sa

Diszkrét idejii jelek esetében is beszélhetiink altalanos periodi-
kus jelekrdl (pl. négyszogjel, flirészfogjel stb.). Ebben a részben
az ilyen tipusu gerjesztésre adott vélasz meghatarozdsaval fog-
lalkozunk. Sziikségilink lesz az elézd részben megismert atviteli
karakteriszika fogalmara, és a szinuszos gerjesztett valasz meg-
hatarozasara, ugyanis az altalanos periodikus gerjesztésre adott
véalasz szdmitdsat visszavezetjiik a szinuszos gerjesztett valasz
szamitasara. Els6 1épésben az s[k| periodikus gerjesztés id6fligg-
vényét szinuszos jelek Osszegére bontjuk a Fourier-felbontdsnak
megfelelden, majd az atviteli karakterisztika segitségével minden
egyes szinuszos Osszetevore adott vélasz meghatarozasa utan a
részvalaszokat Osszegezziik, azaz szuperpondljuk. Ezt a rendszer
linearitdsa miatt tehetjiik meg.

Egy idében vdltozo diszkrét ideji s|k] jel akkor periodikus a K
periddussal (diszkrét ideji periddusidével), ha

|slk+ K] =s[k], VkeZ.| (7.32)
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A diszkrét ideji jel alap-kérfrekvencidja a 9 = 27” mennyiség.

7.2.1. Diszkrét ideji periodikus jel Fourier-felbon-
tasa

A folytonos ideji rendszerek analizise soran megismertilk a
folytonos idejl jelek felbontdsanak technikajat a Fourier-Gsszeg
segitségével, ami egy kozelito eljards. Diszkrét idejii jelek esetében
szintén alkalmazhatjuk a Fourier-felbontast, s latni fogjuk, hogy
ez nem kozelités, hanem a periodikus jelek pontos felbontasa.

FEl6szor az elméleti ismereteket foglaljuk 6ssze, majd az elmon-
dottakat példéval illusztraljuk.

A diszkrét idejl jelek Fourier-osszeggel torténd leirasanak be-
vezetését a folytonos idejii Fourier-Osszeg segitségével tessziik
szemléletessé. Diszkrét idejii jelek esetében fOként a Fourier-Osszeg
komplex alakjat hasznéljuk, induljunk ki tehat a folytonos ideji
jelek Fourier-Gsszegének (6.49) és (6.50) komplex alakjabol:

- =C ik —=C 1 T ™
sp(t) = Z Sy el wt, ahol S} :T/o s(t)e™ wt gt

k=—n

A diszkrét idejii szinuszos jel bevezetéséhez hasonléan vegytink T
id6kozonként mintdkat az s(t) periodikus jelbél gy, hogy annak
egyetlen periédusabdl K szamu mintat vesziink. Ezéltal egy olyan
s[k] diszkrét idejii periodikus jelet kapunk, amelynek k-adik titem-
beli értéke az s(kTy) értékkel egyezik meg: s[k] = s(kT5). Igy tehat
a T periédusidejii folytonos ideji jel egy periédusat K szamu
mintaval reprezentéljuk, ami pontosan az s[k] diszkrét idejii peri-
odikus jel K periédussal. Az s(t) periodicitdsabdl ugyanis kovet-
kezik, hogy s[k + K] = s[k]. Kozelitsiik ezutdn téglanyosszeggel
az ?f komplex Fourier-egytitthatét definiald integralt. Osszuk fel
tehdt az integrédlas intervallumat K szamu Ty hosszisagi részre
és a k index helyett hasznaljuk a p indexet, mivel k a diszkrét
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idot jeloli:

K-1

<=C 1 r —jpwt 1 —jpwkT;
Sy = 7 i s(t) eIt dt ~ > s(kTy)e STy
k=0
Tudjuk azonban, hogy
M T
K T

és ebben az esetben M = 1, tovabba ¥ = wTg. Ezen Gsszefliggések
felhasznaldsaval kapjuk a diszkrét idejii jel komplex Fourier-
egyiitthatoit definialo Osszefiiggést:

1 K=l
K
k=0

50— s[kle 3Pk (7.33)

Ebbol adddik, hogy Sy valés szam:

ami az s[k] jel dtlaga (szdmtani kozepe), s ezt a jel kozépértékének
nevezziik. Egy diszkrét idejii periodikus jel egy periddusa K
szamd mintabdl all. Ez meghatirozza a felhasznaland6 Fourier-
egyitthatok szamat is, ugyanis fennall a kévetkez6 Gsszefliggés:

(7.34)

Ezt a (7.33) definici6 alapjén lathatjuk be, ugyanis:

K—
; 1
iKYk _
slkle %

k=0 k=0

—_

1 5=

K

—_

¢ —ipk . —jK Ok
i = s[k]e PNk,
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. . 27
ahol azonban e 1KYk = ¢=IKEEk

az Euler-alaknak megfelelden:3

= e72%_ Trjuk 4t ezen tényezGt

e 127k — cos 2k — jsin 2k = 1 —j0 = 1,

azaz a Fourier-egytitthatok is K szerint periodikusak: §§ LK =

?g. Ez azt jelenti, hogy a diszkrét ideji periodikus jel Fourier-
Osszege pontosan K szamu egyiitthatd linedris kombinacidjaként
allithatd el6, s mivel ez egy véges szam, ezért a kozelités minden
k iitemben pontos (p =0,..., K —1).

frjuk fel ezutédn az s[k] diszkrét idejii periodikus jel Fourier-
Osszegét az sy (t) folytonos idejii jel Fourier-Gsszegébdl:

k=—n

n K-1
sa(t) = > Ukt o (kTy) = 3 ggejpwkTs,
p=0

azaz a Fourier-Osszeg kompler alakja a kovetkezo:

K—-1
slkl = Y 5, ek, (7.35)
p=0

Esetiinkben az s[k| jel valds, azaz (s[k])* = s[k], aminek kovet-
kezménye, hogy

-p

S = <§C> . (7.36)

Ezen 6sszefliggés bizonyitasa érdekében képezziik el0szor a komp-
lex Fourier-egyiitthatékat definidls (7.33) dsszeg konjugaltjat:*

o\ 1 K-1 . * 1 K-1 .
(sp) - (E 3 s[k]e—w%) == ;; s[k]e POk,

3Ugyanez igaz az ¢/>™* tényezére is, hiszen e>™* = cos 2rk + jsin 27k = 1.
10sszeg konjugaltjat Ugy képezziik, hogy az egyes tagok konjugéltjinak
vesszilk az Osszegét. Hasznéljuk ki azonban, hogy s[k] valds.
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Ebbdl az is kovetkezik, hogy

=C =C\*
s =(5) (7.37)
ugyanis
. 1 K-1 1 K-1 * i
< _ Ik —jpdk <
%, = = D slkle = <E s[k]e™P ) (sp>
k=0 k=0

Ezutdn hatarozzuk meg az gi_p értékét szintén a (7.33) de-
finiciébdl kiindulva:

. 1 K-1 =
' —j(K—p)dk _ —jK9k jpok _
Sk_p= Z s[k]e IK—PIVk 74 s[kle ™I VEIPUR =
k=0 k=0
] K-L * o\
_ = jpOk _ —Jpﬁk _ (7T
= 2 sl <KZ )‘(Sl’)’
k=0
hiszen e 35V = 1. Ez azt jelenti, hogy valés s[k] esetén nem

kell K szamu egytitthatot meghatdaroznunk, hanem elegendo csak
a Fourier-egyiitthatok felét kiszamitani. Vizsgaljuk meg ezt az
Osszefliggést egy egyszeri példan keresztiil.

A K € Z (K > 0) értéke lehet paros és paratlan. Ez a
késObbiekben fontos szerepet fog jatszani, ezért hasznos lehet a
kovetkez6 tablazatok és magyardzatok megértése. Ha K péaros,
pl. K =6:

p
K—-p=6-p

01 2 3 4 5|6
6 5 4 3 2 1|0

Fontos észrevenni, hogy K = 6, ami annyit jelent, hogy az s[k]
jel a k = 0,1,2,3,4,5 (dltaldnosan k = 0,..., K — 1) {itemek-
ben adott értékii és a k = 6 iitembeli érték megegyezik a k = 0
itembeli értékkel, azaz s[6] = s[0] (dltaldnosan s[k + K] = s[k]).
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A | kozépsd” elem az ?fm = §3C ezek szerint egyenlé a kon-
jugaltjaval: §§ = (??)*, ami annyit jelent, hogy ez egy valds
szam. A p = 4 indexi elem megegyezik a K —p = 6—4 = 2 indexi
elem konjugaltjaval és igy tovabb. Elegendd tehat a p =0,1,2,3
indext egyiitthatokat meghatdrozni, mert a p = 4,5 indexi ele-
mek a p = 2,1 indexti egyiitthaték konjugéltja. Altaldnosan ele-
gend6 a p=0,..., % indexi elemeket kiszamolni. A p = K = 6
indext elem megegyezik a p = 0 indexti elem konjugaltjaval, azon-
ban a nulladik indexti egyiitthat6 valés szam, a komplex Fourier-
egylutthatok tehat lathatéan K szerint periodikusak: §§ LK = ?g.
Ha K paratlan, pl. K = 5:

D 0 3 415
K—-p=5—-p|5 2 1|0

1 2
4 3

Ebben az esetben tehdt a p = 3,4 indexl egyiitthaték meg-
hatarozhaték a p = 2,1 indexi egyutthatéok konjugaltjaként, s
nincs ,,k6z€éps6” elem. A p = K = 5 indexi elem jelen esetben
is megegyezik a p = 0 indexii elem konjugdltjaval, ami azonban
valés szadm, a Fourier-egytitthatok tehat ebben az esetben is peri-
odikusan ismétlédnek. Ha tehdt K paratlan szam, akkor elegend6
ap=0,..., % indexti Fourier-egyiitthatékat meghatarozni.

A folytonos idejl jelek Fourier-osszegének felirasa sordn meg-
ismertiik a Fourier-Gsszeg valds alakjat is. Diszkrét ideji jelek
esetében is létezik a Fourier-Gsszeg valés alakja. A kovetkez6kben
ezt vezetjuk be, s kihasznaljuk az el6bb elmondottakat. Indul-
junk ki hét a Fourier-0sszeg mar ismertetett komplex alakjabdl és

fejtstik ki az Osszefliggésben szereplé szummat, ha K paros:
= wC o o (K

skl = > S, el = 5u+5) el + 5 e 4 4 Sy el 24
p=0

o +§?{_Zej(K—2)19k + gf{_lej(K—l)ﬁk‘
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Az Sg /er 50k tényez6 csak akkor szerepel, ha K paros, egyébként
értéke nulla, azaz, ha K paratlan, akkor ez a kovetkezd alakot olti:

K-1
slkl = Y 5, &% = Sy 45y &% + 5Tk 4y
p=0

=C (K — =C (K —
—|—SK_2€‘J(K 2)19k_|_SK_1eJ(K 1)1919‘

Mindez a fentebb ismertetett tablazatokbdl és magyarazatokbdl
kovetkezik. A K paros esetet vezetjiik végig, de tartsuk szem el6tt,
hogy a K paratlan eset csak annyiban kiilénbozik az itt leirtaktol,
hogy az Si /gej 50k tényez6 nem szerepel az Osszegben. Hasznaljuk
fel a (7.36) Osszefliggést, tovabba, hogy

15Tk = o™ = cosh +jsinmk = cosk = (—1)*,

és el (K—p)ok _ ejK%”ke—jpz?k — o2k o—ipdk _ o=ip9k 4,0,
o C C

skl = > S, el = §p4+5) el + 5y e 4 (—1)F Sy pot
p=0

T (§§ ) e (7)) eith,

A fentiek értelmében az Sk egyiitthaté a kovetkezOképp
hatdrozhaté meg, ha K péros (egyébként ez a tag nem szerepel):

1= . 1
Skjp =32 2 slkle™ F= 174
k=0 k=0

—_

K—

wlx
=3
L

s[k](—1)*. (7.38)

A komplex Fourier-egyiitthatdkat és konjugaltjat irjuk fel algebrai
alakban:

_C . _C * .
Sp = Sp,re +.]Sp,im7 (Sp) = Sp,re - .]Sp,ima
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majd helyettesitsiik ezeket vissza a fenti Gsszegbe:

s[k] = So+ (Stxe + iS1im) &7 + (Sare + S2im) &% + ...+
+(—1)k SK/2+ (Sl,rc - jsl,im) e_jﬁk + (52,rc - jS2,im) e—j219k'

Bontsuk fel ezutéan a zardjeleket és csoportositsuk gy a valds és a
képzetes részeket, hogy azok megfeleljenek a koszinusz és a szinusz
fiiggvények mar ismert azonossdgainak (az elébbi Osszefiiggésben
az egyes tagok pontosan egymas alatt vannak, igy azokat konnyt
észrevenni):

ok | o=ivk el20k  o—j20k
SI:]{:] = SO+231,TO 2 + 252’1*() 2 - + P +
o0k _ =itk oi20k _ o—j20k
4—(—1)1C SK/2_2SLimT - 252,im2—j’

s vezessiik be a kovetkezd jeloléseket:

Sy =2Re{SS}, SP=-2Im{SS}, (7.39)

azaz paros K esetén a Fourier-osszeg kovetkezo valds alaki kife-
jezését kapjuk:

K_4
2
slk] = So + Z [Sﬁ cos pUk + 51]73 sin pdk] + (—=1)* Sk /25
p=1
(7.40)
paratlan K esetén pedig a kovetkezot:
=t
s[k] = So + Z [Sﬁ cos pik + S)) sin pok] . (7.41)
p=1
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Az ezen 0Osszefliggésekben szerepld S;? és S;]? egylitthatok a (7.33)
Osszefiiggésbol kiindulva a kovetkezOképp hatarozhatdk meg:

K—1
2
A _ C A _
S, =2Re {Sp b= S, = 74 2 s[k] cos pik,
) Kol (7.42)
B c B -
Sy =-2Im{S;} = S = I 2 s[k] sin pdk.

Ebben az esetben is igaz, hogy ha a jel pdros, akkor a valés alaki
Osszegben ,S”:,],3 = 0 (csak koszinuszos tagokbdl 4ll), a komplex alaku
Osszeg pedig valds értékli. Ha pedig a jel pdratlan, akkor a valds
alaku Osszegben Sﬁ = 0 (csak szinuszos tagokbdl all), a komplex
alaku Osszeg pedig képzetes értéki.

A valés alaknak egy masik formédja is ismeretes. Péros K
esetén ez a kovetkezo:

K
K

slk] = Sy + Z S, cos(pik + pp) + (—1)* Sk )2, (7.43)
p=1

paratlan K esetén pedig

K-1

=
slk] = So + Z Sp cos(pk + pp). (7.44)
p=1

A két valos alak kozott a kapcsolat a kovetkezo:

SB
Sp = (S;})z + (55)2, pp = —arctgs—ﬁ, (7.45)
p
és
Sﬁ = Sp cos pp, SE = —Sp sin py,. (7.46)
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A val6s alak és a komplex alak kozott pedig a kévetkezo kapcsolat
all fenn:

Sp =2 ‘?ﬂ ,  pp=arcS,, azaz 35 =0,58,e/r.| (7.47)

Példa. FEgy diszkrét idejii periodikus jel idofiiggvénye az alabbi.
Hatérozzuk meg a diszkrét Fourier-egyiitthatdkat és allitsuk el
a jelet a Fourier-6sszeg mindharom alakjaban.

3s[k]
o]
1

"’czll)z

Megoldas. A jel értéke az egyes litemekben tehat a kovetkezd:
s[0] =0, s[1] =1, s[2] =2, s[3] =3, s[4] = s[0] =0, s[5] = s[1] =
1, és igy tovabb. A jel periédusa tehat K = 4, ami paros szam. A
jel alapkorfrekvencidja 9 = 27” = %TW = 5. Szamitsuk ki el8szor a
K = 4 szam Fourier egyiitthatét (p = 0, 1,2, 3) a (7.33) definicié
szerint és hasznéljuk fel a (7.36) Osszefiiggést is:

3\.1

K-1 3
1 1
SO:?E:S Je 02k — ZE:S 0+1+2+3)_1,5,
k=0 k=0

<0 _ 1 T 3\ _
SI—ZZs[k]eJ2 Z(leJ2 + 27322 4 3¢72 >—
k=0
1 . : : 1 :
= 710=)+(2+j0) +(0+]3)] = 7 (=2+j2) =

1 .3
= —0,5+j0,5 = —el17,
W=
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3
— —o\* 1 o 1 : . .
ng = <S§> =1 E s[k]e 922k = 1 (Le™I™! 4 2e7I™2 4 36713 =

_i[(—lﬁ-JO) +(24j0) + (—=3+0)] =
5= (505) = () = et

Az §§ egylitthatot tehdt nem kell kiilon meghatdrozni. Az §20
egylitthaté szdmithato a kdvetkezOképp is:

3
50 = izs[/ﬁx—nk _ i [1(~1) + 2(1) + 3(—1)] = —0,5.
k=0

Hatarozzuk meg ezutan a periodikus jelet el6allité Fourier-
osszeg komplex alakjét a (7.35) Osszefliggésnek megfeleléen:

slk] = S5y o5k = 5 + 53R 4 57625k 4 5 ek =

.3 s T 1 ;3 i T
Q1T 2k 4 (—0,5) 22k 4 —eTIiT 33K,
(—0,5) 7
So Hg_/ Sa N——

55

S5

. . , , , "oz , 3%
Ebben az osszefiiggésben az utolsé tényezd atirhaté: el3zF =

i
e 12k azaz

1 ;3 s D yus 1 :3 ST
s[k] = 1,5 + —=el1™ 3k — 0, 5el23F 4 —eIim eIk,
[£] 7 7
Itt a mésodik és az utolsé tag atirhaté valds koszinuszos alakra,
a kozépso tag pedig az Fuler-formuldanak megfeleléen koszinuszos

fliggvényt eredményez (ezen fiiggvények lathatdk a 7.6. abran):

s[k] = &/5/4— \/_ (gk‘ + 2#) —0,5cos(7k) .
Sl[k] SS[M

sa[k]
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2 2 1
1.5 1 0.5
= Z 0 = o0
el ~N g
(%] (%] (%]
0.5 -1 0.5
0 1
1.0 1 2 3 4 -1 0 1 2 3 4 -1 0 1 2 3 4
k k k

7.6. dbra. A szinuszos dsszetevdk, melyek szuperpozicidja adja az
slk] jel iddfigguényét

A periodikus jel Fourier-Gsszegének egyik valés alakja a (7.40)
alapjan irhato fel. Itt % -1= % —1 =1, azaz csak S7* és SP
értékét kell meghatarozni a komplex egyiitthatok ismeretében:

SA —92Re {Ef} —2(—0,5) = —1,

SB = _27m {Ef} = —2(0,5) = —1,
s igy
s[k] = 1,5 — 1cos (gk:) ~ 1sin (gk) 4 (~1)k(0,5).

A miésik valés alak a (7.43) alapjdn éallithaté els, ahol a
szumma ismét csak egy elembdl all, hiszen % -1 = % —1=1.
Az 57 csucsérték a meghatarozhatd akar a komplex alak, akéir az
el6bbi valés alak alapjan (1. (7.45) és (7.47) Osszefiiggések):

Si=1/(S2)7 + (SB)? = V2, vagy S1:2‘§1C‘:2%:\/§_

A p; fézis szintén meghatédrozhaté mindkét alakbol:®

B

=Cc 3
p1 = —arctg -7, vagy p;=arcS; = Yk

2L
S 4

5Az arctg fiiggvény képzésekor tigyelni kell az elbjelekre. Ilyenkor célszert
egy abrat is rajzolni.
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A két fazis természetesen egyenl6. A valés alak igy a kovet-
kezoképp irhato:

s[k] = 1,5 4+ V2 cos <gk: — ZTF) + (=1)*(=0,5).
Végeredményben tehdt latszélag harom kiilonbozo alakd
id6fliggvényt kaptunk, azonban behelyettesitéssel meggyézédhe-
tink arrdél, hogy mindhdrom idofliggvény az eredetileg adott
s[k] periodikus jelet adja. A gerjesztett valasz szamitdsdra az
utébbi alakot fogjuk alkalmazni, mert az jdl illeszkedik a komp-
lex szamitasi modszerhez, a Fourier-egyiitthatok meghatarozasara
pedig a komplex alakot alkalmazzuk.

7.2.2. A periodikus valasz szamitasa

Ha a diszkrét idejii rendszer s[k] gerjesztése egy periodikus jel, és
ezen periodikus jel Fourier-felbontasat elvégezziik, akkor a rend-
szer gerjesztett valasza Fourier-Osszeg alakjaban meghatarozhaté.
A Fourier-6sszeggel adott gerjesztés % — 1, vagy % szamu szi-
nuszos jel szuperpozicidja. Ha ismert a rendszer atviteli karakte-
risztikdja, akkor az egyes harmonikusokra adott részvalaszokat ki
tudjuk szamolni a komplex leirasi mdédszer alapjan. Ezutédn ezen
részvalaszokat kell szuperponélni, hiszen a rendszer lineéris. Arra
kell csupén iigyelniink, hogy az egyes harmonikus komponensek
korfrekvenciaja kiilonb6zo: az alapharmonikus korfrekvencidjanak
egész szadmu tObbszordse. A vélaszjel egyes komponensei tehdt a

kovetkez6 Osszefliggés szerint hatarozhatok meg:

Y,=W,5S,, (7.48)

ahol S, jeloli a gerjesztés p-edik harmonikus komplex csticsérté-
két, W, = W(eP?) az atviteli egyiitthaté a py korfrekvencidn és
Y, a valaszjel p-edik harmonikusdnak komplex csticsértéke. Ezek
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szamitasara érdemes egy tablazatot késziteni. Ezutan a valaszjel
felirhat6 a jol ismert alakban:

K
K1

y[k] = Yo + Z Y, cos(pdk + ¢p) + (—1)kYK/2, (7.49)
p=1

ha K péaros, vagy

K-1

2
ylk] =Yy + Z Y, cos(pvk + ¢p), (7.50)
p=1

ha K paratlan. Gyakorlatilag az el6z6 részben ismertetett eljarast
kell ismételni, majd a részeredményeket Gsszeadni. Fontos megje-
gyezni, hogy a valasz periddusa azonos a gerjesztés periddusaval.

Példa. Legyen egy rendszer gerjesztése az eléz6ekben vizsgalt
periodikus jel, melynek Fourier-felbontdsa ismert, atviteli karak-
terisztikdja pedig az alabbi:

3 29
F_ Y _ ¢ |

S e20 —elV 10,24
s[k] = 1,5 + V2 cos <gk - %) + (=1)k(~0,5).

Megoldds. A W atviteli karakterisztika helyébe elGszor is
frjunk W ,-t:

— , o2’ 1
_ pU) _
Wo=W () = 7 —gr 501

majd szamitsuk ki azt a p = 0, 1, 2 esetekre és foglaljuk tdblazatba
az eredményeket:
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yLk]

7.7. dbra. A példdban szerepld gerjesztés és a vdlaszjel staciondrius
osszetevdjének iddfliggvénye

Pl Sy | pp Kp bp Y, ¥Yp
ofl15]0 0 0 0 0

1] v2 ] —2x ]| 1,592 | -0,92 || 2,251 | -4,85
21056 |7 0 0 0 m

A tablazat minden sora tartalmazza a gerjesztés p-edik har-
monikusanak amplitudoéjat és fazisat, amely értékek a gerjesztés
Fourier-kozelitésébol kiolvashatdk (p =0, ..., % — 1, ha K paros
ésp=0,..., %, ha K pératlan), tovabb4 az dtviteli karakterisz-
tika helyettesitési értékét adott p¥ korfrekvencidn. A vélaszjel
amplitiddja a gerjesztés amplitidojanak és az atviteli egytitthatd
abszolut értékének szorzata, fazisa pedig a gerjesztés fazisanak
és az atviteli egylitthatd fazisanak az Osszege, hiszen minden
sorban igaz, hogy Y, = W, S,. Ezért célszerii az Euler-alakot
haszndlni a szamitasok soran. A tablazat utolsé két oszlopa tehat
a gerjesztés p-edik harmonikusara adott gerjesztett valasz amp-
lituddjat és fazisat tartalmazza. A valaszjel id6fliggvénye a komp-
lex csucsérték fogalmanak ismeretében tehat a kovetkezo:

ylk] = 2,251 cos (gk‘ — 4, 85> .
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A gerjesztés és a valaszjel idofliggvénye a 7.7. abran lathato.
Erdemes megfigyelni, hogy a véalaszjel periddusa szintén K = 4.

7.3. Jelek és rendszerek spektralis leirasa

Most mar tudjuk, hogy a Fourier-6sszeg alkalmazédsaval tetszole-
ges periodikus jel eléallithato szinuszos jelek szuperpozicidjaként.
Az egyes harmonikusok diszkrét, un. vonalas spektrummal repre-
zentdlhatdk, és a vonalas spektrum csak az alapharmonikus korf-
rekvenciajanak egész szamu tobbszoroseit tartalmazza.

Ezt az eljarast nem periodikus jelekre is alkalmazhatjuk, mivel
azok végtelen sok szinuszos jel Osszegeként irhatok le.

Az eddigi vezérfonalat megtartva a diszkrét Fourier-transzfor-
maciét a diszkrét Fourier-felbontdshoz hasonléan a folytonos ideji
jeleknél megismert Fourier-transzformaciobdl vezetjiik le.

7.3.1. A Fourier-transzformacié és a spektrum

Induljunk ki tehat a folytonos idejii jelek komplex Fourier-transz-
formaltjabdl és annak inverzébdl:

S(jw) = / T s etdr s(t) = % /_ ” S(w) 6t dw.

—00

Vegytink ismét Ty id6kozonként egyenletesen mintakat az s(t) nem
periodikus jelbél. Eziltal egy olyan s[l] diszkrét idejii jelet ka-
punk, amelynek [-edik iitembeli értéke az s(I7y) értékkel egyezik
meg: s[l] = s({Ty). Kozelitsiik ezutan téglanyosszeggel az S(jw)
komplex Fourier-transzformaciét definiald integrélt. Osszuk fel az
integralas intervallumat végtelen sok Ty hosszisagu részre:

S(jw) ~ Y s(IT)e T

l=—
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Vezessiik be ismét a ¢ diszkrét ideji korfrekvenciat a ¥ = wTy
Osszefiiggésnek megfeleléen, azaz

S(jw) =~ Ty Z s[l]e ™9V,

l=—o0

Ez a kifejezés (és ebbdl kovetkezben a Fourier-transzformalt is)
27 szerint periodikus, hiszen

TS Z S[l]efj(’l?JrQﬂ)l:TS Z S[l]e*jﬁle*jQﬂl:Ts Z S[l]e,jﬂl7

l=—o00 l=—0c0 l=—00

ugyanis az e 327 tényezé értéke 1, ahogy azt a Fourier-felbontds
sordn mar megmutattuk.

Helyettesitsiik vissza a kapott eredményt az inverz Fourier-
transzformacié Gsszefliggésébe és hasznaljuk ki a 27 szerinti peri-
odicitast és azt, hogy

w—ﬁ = dw—d—ﬁ
T T
azaz
1 % > . . do
WKL) =— | T [Jle™370 | elohTs 2
S(KTY) 2W/O <l§f”e ) -

amit Tg-sel torténé egyszertiisités és ¥ = wTy helyettesités utan a
kovetkezOképp irhatunk fel:

s[k] = % OQW ( f: s[l]e_j’%) 7% g,

l=—

A kapott Osszefiiggésben szereplé Osszegzést a diszkrét ideji jel
Fourier-transzformdltjanak, vagy spektruménak nevezzilk. Az [
index helyett k-t irva kapjuk, hogy:

[e.9]

S(e) = Flslkl} = > slkle %, (7.51)

k=—o00
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A jel spektruma tehat komplex értékii, és az el kifejezés fliggvé-
nye, S(1) = S(e’?). A Fourier-transzformalt abszolit értéke a jel
un. amplitiudospektruma, fazisa pedig a jel fdzisspektruma.
Ahogy egy folytonos idejl jel spektruma akkor létezik, ha a
jel abszolut integralhatd, ugy a diszkrét ideji jel akkor Fourier-
transzformalhatod, ha a jel abszolit dsszegezhetd:

oo

> lslk]l < 0. (7.52)

k=—o00

A jel id6fliggvénye a spektrum ismeretében tehat a kovetkezd
integrallal allithato eld:

sk = F SO} = — / 7 5(6) % dg. (7.53)
2m Jo

Az integralasi hatar lehet pl. még —m és . Altaldnos diszkrét
idejti jel spektruma tehdt végtelen sok %S (ei”) d¥ komplex amp-
lituddju ¥ korfrekvencidja szinuszos jel 0sszegébdl all.

A Fourier-transzformdcié tehat egy Osszeg, hiszen a jel
csak diszkrét idopillanatokban 1étezik, az inverz Fourier-
transzformacié azonban egy integral, hiszen a diszkrét ideji jel
spektruma folytonos fiiggvénye a ¢ véaltozénak.

A diszkrét Fourier-transzforméacionak is létezik valds alakja.
A levezetés analdég a folytonos idejii jelek valés Fourier-
transzformaltjanak levezetésével. Ennek felirdsdhoz bontsuk ketté
a (7.53) Osszefliggésben szerepld integrélt a negativ és a pozitiv
korfrekvencidkra, majd az elsé tagban ¢ helyébe irjunk —u-t,
melynek eredményeképp az integralasi hatarok felcserélheték:

L ooy on LT oy ok
i = — [ s@)e d19+%/0 (") o 4y —

T o _7r

1 T ) ) 1 T ) )
= —jvy o—ivk - 9\ A0k
277/0 Se)e d19+27r/0 S(e”) " do.
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Valos slk| figgvények esetében (mi csak ilyenekkel foglalko-
zunk) az S(ejﬁ) komplex spektrum amplitudéspektruma pdros,
fazisspektruma pedig pdratlan fiiggvénye a 9 diszkrét korfrek-
vencidnak. Ennek bizonyitasa céljabdl irjuk fel (7.51) alakjat ugy,
hogy az e 1% = cos ¥k —jsin ¥k Euler-relaciét figyelembe vessziik:

S(eV) = Z s[k] cos Ok — j Z s[k] sin 9k,
k=—o00 k=—o00
valamint
S(e ) = Z slk] cos Uk + ] Z s|k] sin Uk,
k=—o0 k=—o0

azaz S(e)?) és S(e71?) valds része megegyezik, képzetes része azon-
ban egymas —1-szerese, kovetkezésképp:

1S(e7)| = |S(Y)|, arcS(e7V) = —arcS(e), (7.54)

vagy

(S(ew))* — (), (7.55)

Ezek felhasznalasaval irhatjuk, hogy

ol = — /0 i (5)" e‘j’%dﬁ—i—% /O " 5(e?) el .

T o

[rjuk fel ezutén az S (e/”) komplex spektrumot és konjugaltjét
algebrai alakban:

S(e7) = Sie(®) +JSm(@),  (SE7))" = See(9) — Sim (D),

majd irjuk be ezeket a fenti integrélba:

1 4 .
s[k]:% i [See(9) — jSim(9)] e 7% dv+
b2 [ [Sie(9) + S (9)] 7 o),

27T 0
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majd bontsuk fel a zardjeleket és csoportositsuk a valds és a
képzetes részeket és vigyiink be egy 2-es osztét is. A kifejezést
az azonos integralasi hatarok miatt egyetlen integrallal kifejez-
hetjiik:

1/ L oIk _ o—jUk
s[k] —%/0 |:2Sre(19)f — 25 (WT} dd,

és a szokasos mddon vezessiik be a kovetkezd jeloléseket:
SA ) = 2 Re {S(eiﬂ)} . SBW) = —27m {S(ew)} . (7.56)

azaz (7.54) miatt SA(0) paros, SB(¥) pedig paratlan fiiggvény.
Az Euler-reldcié értelmében az utébbi integralt a kovetkezdképp
irhatjuk fel:

s[k] L / i [SA(9) cos 9k + SB(9) sin vk] dv.
0

:27'('

Hétravan még S (1) és SB(¥9) valés spektrumok meghatérozasa.
Irjuk fel ezek meghatdrozasahoz a (7.51) Osszefiiggését és frjuk &t
az exponencialis tényezot algebrai alakra:

oo o0

S(e?) = Z slk] cos Uk —j Z s[k] sin 9k.

k=—00 k=—00
A komplex S(e?) spektrumot azonban

SA(Q9) .SB(W)
2 1T

S(e”) = Re {S(eﬁ?)} +iTm {s(ew)} _

alakban mar felirtuk, s ezek figyelembevételével kapjuk, hogy:

SA W) =2 f: s[k] cos Ok, SB(0) =2 f: s[k] sin Ok.

k=—00 k=—00

(7.57)
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Pdros fiigguény spektruma wvalds, azaz SB(Y) = 0 pdratlan
fiigguény spektruma pedig képzetes, azaz S™(19) = 0.
A négyzetesen Osszegezhetd s[k| jel véges értékii

E,= ) |s[k]] (7.58)

k=—o00

energidja a Parseval-tétel értelmében felirhaté a jel spektruméanak
ismeretében. Ha a jel valés értékii (mi csak ilyenekkel foglalko-
zunk), akkor az abszolut érték képzése el is hagyhaté. Helyet-
tesitsiik be s[k| helyébe az inverz Fourier-transzformacié (7.53)
Osszefliggését:

[e.e] [e.e]

Eo= Y slsikl= Y slA] <%/02W5(ew)ewkd§>'

k=—o00 k=—00

Az 1/27 konstanst emeljiik ki és cseréljiik fel az integralds és az
Osszegzés sorrendjét:

I Y = ik
Ey= o i S(e )(k;oos[k:]é do.

A szumma az S(e'?) spektrum konjugsltja, azaz:

2T 2T
B = S(eiﬂ)s*(eiﬂ)cw:2i / S(e?)2d0, | (7.59)
0

_27T0 ™

ahol, |S(e/?)|? pedig a jel un. energiaspektruma.

7.3.2. A Fourier-transzformacio tételei

A kovetkez6kben a Fourier-transzformécié néhdny, szamunkra
fontos tételével foglalkozunk. A tételek bizonyitdsat (ahol ez
sziikséges) az inverz Fourier-transzformacié segitségével végezziik
el.
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Linearitas

A Fourier-transzformacié egy Osszegzés, inverze pedig egy in-
tegral. Ezen miuveletek linedris operdtorok, azaz barmely C', Co
konstans esetén fennall, hogy

F{Cis1[k] + Casa[k]} = C1F{s1[k]} + CoF{ss[k]},
FHOS() + CoSa(@)) = CF 1)} + CoF H{Sa(e”)}-

(7.60)
Altalanosan ez a kovetkezot jelenti:
F {Z C’isi[k]} = Ci Fisilk]},
= = (7.61)

F! {Zn: CiSi(ejﬁ)} - Zn:ci f_l{si(ejﬁ)}'

i=1

Ez a szuperpozicié elve, ami tehat annyit jelent, hogy a transz-
formdcio és inverze tagonként elvégezhetd.
Eltolasi tétel

Ha létezik az s[k] jel S(el”) spektruma, akkor a K iitemmel eltolt
slk — K] jel spektruma az eltoldsi tétel értelmében a kovetkezo:

F{s[k — K]} = e VES(e?), (7.62)

azaz az s[k] jel spektrumét be kell szorozni e 77X _val, amely —0K
értékll fazisforgatdst végez az S(el?) spektrumon, de az amp-
litudospektrumot és az energiaspektrumot nem mddositja, mivel
le=9K| = 1. A tétel bizonyitdsdra a (7.53) Osszefiiggésben frjunk
minden k helyébe (k — K)-t:

2 2
slk— K| = L S(el?) =K qy = L S(el?) e TIVE eIk 4y,
F{slk—K
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Az atviteli karakterisztika meghatarozasa. Alkalmazzuk
az eltolasi tételt a rendszeregyenletre és az allapotvéltozos
leirasra, melynek kapcsan eljutunk a diszkrét idejii rendszer dtvi-
teli karakterisztikdjahoz, amely egy rendszerjellemzd fliggvény.

Induljunk ki tehat a diszkrét ideji SISO-rendszer rendszere-
gyenletébol:

ylk] + > aiylk —i] = by s[k —i].
=1 =0

Képezziik ezen egyenlet Fourier-transzformaltjat és kozben alkal-
mazzuk az eltolési tételt:

V() +) a;Y(e)e 7 = "b; S(e”)e I
i=1 1=0

Ezen egyenlet két oldalan egy e 17-ban n-edfoku és egy m-edfoki
polinomot kapunk. Emeljiink ki a bal oldalon Y (ei?)-t, a jobb
oldalon pedig S(e/?)-t:

Y (&?) (1 +) a e—ﬁ%> = 5(") ) b
i=1 1=0

Ebbdl képezhetjiik az un. W (el?) 4tviteli karakterisztikat:

V') it bie”
S(el?) 1430 e’

W () = (7.63)

vagy részletesen kiirva:

W(ejﬁ) _ Y(elﬁ) _ by + b1 e_w + bs e_jZI9 + ...+ by e—jmﬁ
S(eJﬁ) 14+ ay e—iv + as e—j20 +...+ay, o—int

(7.64)
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azaz az &tviteli karakterisztika az eV véltozé raciondlis
fiiggvénye valds egyiitthatokkal.b Az dtviteli karakterisztika tehat
egy polinom per polinom alaki kifejezés, nevezéjének polinomja
alakilag megegyezik a rendszeregyenlet karakterisztikus poli-
nomjaval.

Ezen miiveletsor természetesen visszafelé is elvégezhetd. Ha
tehat ismert egy gerjesztés-vdlasz stabilis rendszer atviteli ka-
rakterisztikdja, akkor annak rendszeregyenlete meghatarozhato,
tovabba az atviteli karakterisztika szamldléjaban és nevezojében
szereplé b; és a; egyutthatok megegyeznek a rendszeregyenlet
jobb- és bal oldalan szerepld egyiitthatokkal.

Erdemes megfigyelni, hogy a levezetés nagyon hasonlit a
komplex csiicsértékek alkalmazasa sordn bemutatott levezetéshez.
Ott a gerjesztés és a valasz komplex csucsértékébdl, ebben az
esetben pedig azok Fourier-transzformaltjabol indultunk ki. Az
allapotvaltozés leiras egyenleteinek Fourier-transzformalasaval
szintén az atviteli karakterisztikdhoz juthatunk. A levezetést itt
mell6zziik, mert az megegyezik a komplex csicsértékek alkal-
mazdsa soran bemutatottal.

Az atviteli karakterisztika tehdt nemcsak szinuszos gerjesztés
és szinuszos vialasz esetén hatdarozhaté meg, hanem tetszOleges
gerjesztés és a ra adott vilasz spektruménak segitségével is, hiszen
a spektrum éppen a szinuszos komponenseket adja meg a korfrek-
vencia fliggvényében. Tehat az dtviteli karakterisztika a vdlasz és
a gerjesztés spektrumdnak hdnyadosa. Ezt illusztrilja a kovetkezo
abra:

s[k] 9 ylk]
- > W(eJ ) - >
S(el?) = F {s[k]} Y (e?) = F {y[k]}

6 Az alkalmazasok soran azonban e pozitiv kitevéire fogunk attérni.
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A konvoluicié spektruma

Az eltolasi tételt alkalmazzuk a konvolicid spektrumdnak meg-
hatdrozasa soran. Az idétartoményban végzett y[k] = wlk] * s[k]
konvolicié a frekvenciatartomanyban szorzattd egqyszerisodik:

Y (") = Fluwlk]}F{s[k]} = W () 5(), (7.65)

ahol S(e?) és Y(eV) a gerjesztés és a valaszjel spektruma,
W (el”) pedig a rendszer 4tviteli karakterisztikdja. Az Osszefiiggés
természetesen mas jelekre is érvényes.

A (7.65) igazolasét az inverz Fourier-transzformécié segitsé-
gével tessziik meg, feltételezziik tovabba, hogy s[k] is és wlk] is
abszolut 6sszegezhetd:

ik = FH {5 W)} = o 7 S0 W (@) 4 =
™ Jo
= % 027r (i;oos[i]e_jm) W () el do.
S(e?)

Cseréljik fel most az Osszegzés és az integralds sorrendjét és al-
kalmazzuk az eltolasi tételt:

oo 27
gl = 3 sli <% 0 W(eiﬂ)e—iﬂieiﬂkdﬁ>,

wlk—i]
ami pontosan a konvolucié kifejezése. A véalaszjel spektruma tehat
az impulzusvalasz spektrumanak és a gerjesztés spektruménak a
szorzata.

A kovetkez6 szemléletes illusztracié kapcsan eljutunk a
Fourier-transzformacié formaélis megadasahoz. Legyen egy rend-
szer nem belépd gerjesztése az s[k] = e/ jel, amely az BEuler-
formulanak megfeleléen egy szinuszos jel. Vegyuk ezen jel és a
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rendszer impulzusvalaszanak konvolicidjat, ami a rendszer kime-
neti jele:

[e.e] [e.e]

ylkl = Y wlilslk —i] = > wlile”™™0 =™ T awfilen?.

1=—00 1=—00 1=—00

Az utébbi Gsszegben szerepel a wlk] impulzusvélasz Fourier-
transzforméltja (irjunk ¢ helyébe k-t), ami pontosan a rendszer
atviteli fiiggvénye (ezt a 272. oldalon igazolni is fogjuk):

W (e?) = i wlk]e 3% (7.66)

k=—o00

fgy a rendszer vélasza a kovetkezo:
ylk] = W(e”)e’",

azaz allandésult allapotban a linedris rendszer szinuszos ger-
jesztésre szinuszos valaszt ad, amely a W (el?) atviteli karak-
terisztika altal meghatarozottan csak amplitidoban és fazisban
kiilénbozik a gerjesztéstél. Az dtviteli karakterisztikat a rendszer
sajdtértékének is szokds nevezni, az eI”F gerjesztés pedig az un.
sajatfiggvény.

fgy a konvolicié ismeretére tamaszkodva jutottunk el a
rendszer atviteli karakterisztikajanak definicigjahoz, valamint a
Fourier-transzformécidhoz. Az Osszegben szereplé wl[i] helyébe
tetszoleges slk| fiiggvényt irva definidlhatjuk az s[k] jel Fourier-
transzformaltjat is, ha ez a végtelen Osszeg létezik.
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Eltolas a frekvenciatartomanyban, a modulacios tétel

A moduldcids tétel kimondja, hogy a frekvenciatartomanyban
Yo korfrekvencidval valé eltolds az idStartomanyban eI”0F fiigg-
vénnyel végzett szorzast jelent:

[e.e] [e.e]

Z s[k] elVok =ik Z s[k] e_j(ﬁ_ﬁo)k,

k=—00 k=—00

azaz az S(e”) spektrumban minden 9 helyébe (¢ — )t kell frni:

F {s[k] ejﬁok} = S(W—00)), (7.67)

Az &Pk — cos 9ok + jsin gk azonossag alapjin ez a tétel tehat
szinuszos jellel torténo szorzasra ad Osszefliggést. A tétel fontos
kovetkezménye, hogy az s[k] cos Yok jel spektruma az Euler-reldcié
alkalmazdsaval a kovetkezo:

o o 3 3

) e]ﬂok 4 e—Jﬂok .
s[k] cos 9ok e Ik = s[k] —————— eIk,
S sl cos g S s

k=—0o0 k=—o00

Felbontva a tortet kapjuk, hogy

F {s[k] cos 9ok} = [S(ei<ﬂ—0o>)+5(ei<ﬁ+ﬁo>)], (7.68)

N =

azaz az s[k] jel S(e¥”F) spektruma a ¥ = ¥ és a ¥ = —Jg korfrek-
vencidkon jelenik meg fele akkora amplitudéval.
Hasonléképp, az s[k] sin Yok jel spektruma az Euler-reléci6 al-
kalmazasaval a kovetkezo:
0 ) . 0 ejﬁok‘ _ e—j’ﬂok .
Z s[k] sin 9ok e 9k = Z s[k]Z—J e Ik,

k=—o00 k=—o00

271



Felbontva a tortet kapjuk, hogy

f{s[k]sinﬂok}:%[S(eﬂﬂ—ﬂo))—S(eﬂ(M@) 1 769

A tétel szerint amplitudomoduldciondl a kisfrekvencids s[k|
jel spektruma a nagyfrekvencids vivéjel segitségével a +1y korf-
rekvencia kornyezetébe tevédik at. Ez tiikrozodik a tétel elne-
vezésében is.

7.3.3. Diszkrét ideju jelek spektruma

A kovetkez6kben néhany fontos jel Fourier-transzformaltjat, azaz
spektruméat fogjuk meghatarozni.

1.) A Dirac-impulzus Fourier-transzformaltja a (7.51) de-
finici6 alapjan meghatdrozhatd, mivel az abszolit Osszegezhetd:

F{0k]} = f: S[k]e I = §[0]e 0 = 1, (7.70)

k=—o00

hiszen a J[k] jel a k = 0 itemen kiviil minden id6pillanatban nulla.
Az eltolt egységimpulzus spektruma hasonléképp adhaté meg:

F{ok - K]} = f: o[k — K]e 0% = ¢ 70K,

k=—o0

ugyanis az eltolt egységimpulzus a k = K hely kivételével min-
den titemben nulla. Ugyanezen eredményre jutunk az eltolasi tétel
alkalmazdsaval is:

F{o[k — K]} = F {0[k]} e VK = ¢7I0K, (7.71)

A Dirac-impulzus Fourier-transzformaltjat helyettesitsiik be a
(7.65) konvolticids sszefiiggésbe:

Y (&) = W ()1,
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ami annyit jelent, hogy a Dirac-impulzusra adott valasz (az impul-
zusvalasz) spektruma megegyezik az atviteli karakterisztikaval,
azaz az impulzusvdlasz Fourier-transzformdltja (spektruma) pon-
tosan az dtviteli karakterisztika, és megforditva az dtviteli karak-
terisztika inverz Fourier-transzformdltja az impulzusvdlasz:

W(el) = F{wlk]}, wlk]=F" {W(eﬁ)} . (7.72)

Ugyanezen eredményt szolgaltatja a (7.66) Osszefiiggés is.
2.) A tovdbbiakban felhasznéljuk a belépd, exponencidlisan
csillapodo jel spektrumét (|g| < 1):

]_—{E[k]qk} _ iqke—jﬂk _ i (qe_jﬂ)k.
k=0

A végtelen mértani sor 6sszegképletének felhasznalasaval kapjuk,
hogy:

) 1 eV
f{s[k:]q } e (7.73)

A |q| < 1 feltétel sziikséges, mert ellenkezd esetben a jel nem ab-
szolit Osszegezheto, a végtelen mértani sor pedig nem konvergens.
Ezen jel amplituddéspektruma a kovetkezo:

; 1 1
S(e?)| = —— = .
15(€) [1—gcos?+jgsind| /(1 — qcosd)?+ (gsin )2

A fazisspektruma pedig

: gsind
arc S(e)?) = —arctg—————.
(™) & 1—gcos?d

A jel idogiiggvénye, amplitudéspektruma és fazisspektruma
lathaté a 7.8. dbrdn. Az amplitidéspektrum péros fiiggvény, a
fazisspektrum pedig paratlan fiiggvény.

273



1 2 0.6
=)
0.75 _ 15 / \ g os /\
—_ -~ =
X 0.5 > 1 0
[ k73 It
0.25 — 0.5 -0.3
o
2 Y
0 0 -0.6
-1 0 1 2 3 4 -2m -m 0 T 21 -2m -m 0 T 21
k B[ rad] B[ rad]

7.8. dbra. Az s[k] = €[k] 0,5% jel idéfigguénye, amplitiddspektru-
ma €s fazisspektruma

A nem abszolut 6sszegezhet6 egységugrasjel Fourier-transzfor-
maltjanak meghatarozasa el6tt bevezetjik az el6jelfiiggvény és az
egységnyi értékli, nem belépd, allando jel spektrumat. Ugyanis az
egységugrasjel spektruma ezek ismeretében meghatarozhaté.

3.) Hatédrozzuk meg elGszor az

s[k] = — {1 — e[k} 7" + ek — 1]¢"

jel Fourier-transzformaltjat (0 < ¢ < 1). Abban az esetben, ha
q — 1, akkor ezen jel a

—1, ha k<O
sgnk =< 0, ha k=0;
1, ha k>0

eldjelfiggvényhez tart, az s[k] jel értéke a k = 0 litemben ugyanis
nulla. Az s[k] jel abszolut Osszegezhetd, a sgn k fiiggvény viszont
nem. Ezért spektrumét az s[k] jel spektrumdbdl szarmaztatjuk.
Alkalmazzuk a Fourier-transzforméacié definiciés Osszefliggését az
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s[k] jelre:

-1 0o
FLoliy == Y aher i+ 3 gre i =
k=1

k=—o00
2o (St s e
1=0 k=0
(2) 1 1
L S L R
1—qe1’9+ 1—qge ¥

Az (1) 1épés szerint az els6 szummdéban attériink a k indexrél az
[ indexre [ = —k helyettesitéssel, ugyanis a végtelen mértani sor
Osszegképletét igy definidltuk. Az Gsszegképlet [ = 0-t6l és k = 0-
tél érvényes. Ezért kibovitettiik az Osszeget, ugyanakkor az [ = 0
és k = 0 indexekhez tartozé értékeket le is vontuk az 6sszeghdl. A
(2) 1épésben pedig felhasznaltuk az eléz6 fiiggvény spektrumat.

Ko6z0s nevezére hozds és Osszevonds utan a kovetkezo
eredményt kapjuk:

ge V"V — gel?
F sk} = 1= P

Képezziik ezen spektrum hatarértékét, ha ¢ — 1, és rendezziik
az eredményt

. ge i — gei? INCRER
F{sgnk} = (111_)1111 1—go? —qge 39 1 2 oV —2fe 0

Ezt az eredményt tovabb lehet egyszertisiteni, ha felismerjik,

hogy a nevezét teljes négyzetté lehet alakitani az (a — b)? =

a® — 2ab + b? azonossig alapjan, tovabba a szamlalé a jol ismert

(@ +b)(a — b) = a® — b? azonossignak megfeleléen alakithaté

(a = ejg, b= e‘jg):




P , 2 0, ” " os .
A nevez6ben szerepld €2 — e 2 tényezbvel lehet egyszertisiteni.
. (a4 e s vy s 0
Ezutén szorozzuk be a szamlalét is és a nevezot is e J2-vel, s azt
kapjuk, hogy

140

F{sgnk} = T (7.74)

Alakitsuk at az el6bbi eredményt gy, hogy a szamlélét is és
a nevezot is elosztjuk 2j-vel, majd alkalmazzuk az Euler-reldciot:
. . 9 _o—it 9 _o—it
el? — =iV B e 23-3 B e 23-3 _ —jsind
T 0 T "2, d%4e ¥ . sdP4e ¥ ] _ )
el 2+e 5+ % —jete 1—cos?

ami egy tisztan képzetes fliggvény. Ez az eredmény abbdl fakad,
hogy az s[k] jel paratlan fiiggvény.
4.) Hatdrozzuk meg ezutén az

slk] = g™ = {1 — e[k} g + e[klg"

jel spektrumat, ha 0 < ¢ < 1. Az ablakozott felirasban az
els6 tag a k = —oo,...,—1 litemekben, a masodik tag pedig
ak =0,...,00 itemekben szolgdltatja a ¢/*! jel értékét. Ez a
jel abszolut GsszegezhetO, hiszen értéke mindkét irdanyban expo-
nencidlisan csokken. Ha képezziik a ¢ — 1 hatarértéket, akkor
ezen jel a nem abszolut 6sszegezhets egységnyi értéki jelhez tart.
Ezen hatarérték képzése azonban az el6bbinél jéval bonyolultabb.

Az elézéekhez hasonléan képezziikk az s[k] jel Fourier-
transzformaltjat:

1 1 1—¢?
{S[ ]} 1— qelﬁ + 1— qe—Jﬁ 1— qe]ﬁ _ qe—Jﬁ + q2
Alakitsuk at a kapott spektrumot az Euler-formuldnak megfe-
lelGen:

1—q2 _
1 —gcos? —jgsin® — gcos ¥ + jgsin®d + ¢2
1—q2
1—2qcos? + ¢

F{slk]} =
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Az igy kapott eredménybdl latszik, hogy ezen jel spektruma
tisztan valos fiiggvény. Ez varhaté is volt, hiszen az s[k| jel paros.

A jel idéfiggvénye és amplitiddspektruma lathaté a 7.9.
abran (a fazisspektrum konstans 0, hiszen a spektrum valés). Az
id6fliggvénybol lathato, hogy ¢ — 1 esetén a jel a konstans 1
értékhez tart.

1 4
0.75 3
—_ va:
X 0.5 2 2
w . \ / \ /
0.25 1
oL Ly

k 9 rad]
7.9. dbra. Az s[k] = 0, 5l jel idéfiigguénye és amplitiddspektruma

Ebben az esetben nem képezhetjiik egyszerien a ¢ — 1
hatarértéket, mert akkor nullat kapndnk eredményiil, ami vi-
szont lehetetlen egy nem nulla értékii jelnél. A folytonos ideji
jeleknél a konstans 1 értéki jel Fourier-transzformaltjara azt kap-
tuk, hogy 2md(w). Diszkrét idejli konstans 1 értékii jel esetében
ennek analdégidjara a 2wd()) spektrumot varnank. Vizsgaljuk meg
hat a kapott spektrumot a ¢ € [—m,..., 7] intervallumban. Ha
¥ =0¢és q— 1, akkor

1—¢? . (1-q9+q . (1+9)

lim ———— = lim = lim
—11-2¢+¢> =1 (1-q)? ¢—1 (1 —q)

Ha 9 # 0 és ¢ — 1, akkor minden esetben nulla értéket kapunk
hatarértéknek. Ezen két esetbOl a folytonos Dirac-impulzusra is-
merhetlink. Teljesiilni kell azonban még azon feltételnek, hogy
a gorbe alatti teriilet egységnyi. Ennek bizonyitdsara irjuk fel a
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kovetkezd hatarozatlan integrélt:
(b+c) tgg
1 2arctg {7@_0)(6_‘_6) }
dd =
b—ccos? (b—c)(b+c)
és vezessiik be a kovetkezd jeloléseket: b = 1 + ¢2, ¢ = 2¢. Ha

ugyanis a spektrum szamlaléjaban szerepld 1 — ¢? tényez6t kie-
meljiik, akkor

1
J— 2 pu—
(1 q)/1+q2—2qcos19d19

(®+2¢+1) tg 3
2arctg { V(@ —2q+1)(+2q+1)

, (7.75)

( ) V(@ —2¢+ 1) (> +2¢+1)
(g+1)% tg?
@ 1)2aTCtg {7@—1)((1&)}
= — q —

(g—1(g+1)

Az integrandusz primitiv fiiggvényében tehat jél ismert azo-
nossagok szerepelnek. Tovabbi egyszertisitésekkel a kovetkezo ala-
kot kapjuk:

1 g+1 9
1—¢? d¥ = —2arctgq ——tg— .
( q)/1+q2—2qcosq9 ang{q—l g2}

A gorbe alatti tertilet az integralasi hatarok behelyettesitése és
g — 1 hatarérték képzése utan kaphaté meg:”

T 1
1—¢° dy =
( q)/_wl+q2—2qcosﬁ
= —2arctg {—oo} + 2arctg {oo} = 2m.

A g — 1 hatérérték képzése sorén a % kifejezés bal oldali hatarértékét
kell képezni, ugyanis ¢ alulrdl tart 1-hez, hiszen abbdl indultunk ki, hogy
lg| < 1. Ez a hatérérték pedig —oo. Ezért vélt elbjelet az arctg fuggvény
argumentuma. Ha minden egyes helyen 1 — q szerepelne, természetesen akkor

is ugyanezen eredményre jutnank.
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Az integréalasi hatarok tehat —m és m, hiszen a spektrum 27 szerint
periodikus és elegend6 csak ezen tartoméanyt ismerni. A gorbe
alatti tertilet tehat nem egységnyi, hanem 27. A spektrum tehat
a Dirac-impulzus 27-szeresével ekvivalens fliggvény, azaz

|F{1} =276(9), ha Ve[-m,...,7], (7.76)

ahogy azt az analdgia alapjan is sejtettiik. Fontos megjegyezni
tehdt, hogy ez a spektrum csak a ¥ € [—m,..., 7] intervallumban
érvényes. A spektrum azonban 27 szerint periodikus, s a teljes
spektrum a kovetkezo:

F{1} =2r i 5(0 — i2m). (7.77)

1=—00

A kettd természetesen ekvivalens egymadssal. A spektrum valds
értékil, hiszen a konstans jel paros fliggvény.

5.) Utébbi két spektrum ismeretében mér meghatarozhatjuk
az eqységugradsjel spektrumét is. A folytonos idejli egységugrasjel
spektruméanak meghatarozasahoz hasonléan adjuk 6ssze az %sgn k
fliggvényt és az % allandé értéki, nem belép6 fiiggvényt. Az eredd
fiiggvény a k = 0 iitemen kiviil minden iitemben az ¢[k] jelet adja,
a k = 0 helyen azonban értéke csak % Adjuk hozz4 ezért az eredd
jelhez még az %5[/{:] jelet:

2

elk] = Lsenk + % + %5[@. (7.78)

l%sgn k % %5[k] elk]

ur??f””;
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FEnnek Fourier-transzformaltja a kévetkezo:

114V

F{elk]} = 31— o0

1

Ko6z0s nevezore hozéds utan kapjuk az egységugrasjel spektrumaét:

1
1—e W

Flek]} = + 78 (9). (7.79)

Ez a spektrum lathatéan tartalmaz valds és képzetes részt.

7.3.4. A valasz spektruma és idofiiggvénye

Az s[k] gerjesztés S(e”) spektrumanak meghatdrozésa utén a
rendszer W (el?) atviteli karakterisztikdjat felhasznalva felirhatjuk
a rendszer valaszanak spektrumaét:

Y (e?) = W(V) S(e?), (7.80)

amelynek inverz Fourier-transzformaltja szolgaltatja a valaszjel
id6fliggvényét:

ylk] = 1 {Y(ew)} - % /W Y (%)% . (7.81)

—Tr

Fzen integrél csak nagyon specidlis és egyszerii esetekben alkalmas
az idofliggvény képletszerii megadédsara. Legtobb esetben csak nu-
merikusan oldhaté meg. A gyakorlatban azonban a spektrumbdl
sok lényeges jellemzore lehet kovetkeztetni.

Diszkrét idejli rendszerek esetében is létezik a torzitdsmentes
jelatvitel és a sdvszélesség fogalma. Ezen fogalmak azonban
megegyeznek a folytonos ideji jelek és rendszerek esetében
targyaltakkal, ezért ezeket itt nem ismételjiik meg.
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4. rész Analizis a komplex
frekvenciatartomanyban

Ebben a részben azzal a gyakorlatban is sokszor el6forduld
esettel foglalkozunk, amikor a folytonos idejii rendszer beme-
netére a t = 0 idépillanatban rékapcsolunk egy s(t) id6fiiggvény
szerint valtozé gerjesztést és a gerjesztés értéke nulla a ¢t < 0
idopillanatokban. Ez az un. bekapcsoldsi jelenség. Altaldnosan a
bekapcsolas torténhet a ¢ = 7 > 0 idopillanatban is. Ennek parja
az un. dtkapcsoldsi folyamat, amikor is a gerjesztés értéke a 7 < t
idépillanatokba nem nulla és a t = 7 idépillanatban (vagy at =0
id6pillanatban) ugrés (dtkapcsolds) kovetkezik be. El6bbi az un.
energiamentes eset, utébbi pedig a nem energiamentes eset.

Mindez diszkrét idejii rendszerek esetén ugyanezt jelenti. Be-
kapcsolasi folyamatok vizsgdlata soran a diszkrét idejii rend-
szer bemenetére a k = 0 iitemben rakapcsolunk egy s[k]
idofliggvény szerint valtozd gerjesztést és a gerjesztés értéke a
k < 0 id6pillanatokban azonosan nulla. Altalanosan a bekapcsolés
torténhet a k = K > 0 iitemben is. Ennek pérja diszkrét idejl
esetben is az dtkapcsoldsi folyamat: a gerjesztés értéke a K < k
iitemekben nem nulla, de a k = K iitemben (vagy a k = 0 litem-
ben) egy dtkapcsolds kovetkezik be.

Ilyen jelenségek leirdasara és a vélaszjel szamitasara folyto-
nos idejl rendszerek esetében alkalmas a Laplace-transzformdacio,
diszkrét idejli rendszerek esetében pedig a z-transzformdcid. Eb-
ben a részben értelmezziik ezen transzforméltakat, és vizsgaljuk
kapcsolatukat a Fourier-transzformaciéval.

A gerjesztés tehat belépd jellegli, és a rendszer kauzalitasabdl
kifolydlag a véalaszjel is belépo jellegii.
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8. fejezet

FI rendszerek analizise a
komplex
frekvenciatartomanyban

8.1. A Laplace-transzformacio

A Laplace-transzformaciot tobbféleképp is bevezethetjiik. Eloszor
a Fourier-transzformacié fel6l kozelitjiik meg a Laplace-transz-
formaciot, majd lentebb formalis bevezetést is adunk. Mar az
elején leszogezziik, hogy alapvetéen belépdjelekkel foglalkozunk,
azaz olyan jelekkel, amelyek a ¢ < 0 idGintervallumban nulla
értékliek. Egy vizsgalt folyamatot leird jelek ugyanis egy adott
pillanatban kezdédnek, ami nyugodtan valaszthaté nullanak.
Lattuk, hogy csak azok a jelek Fourier-transzformalhatok a de-
finici6é alapjan, amelyek abszolut integrdlhatok. fgy nem Fourier-
transzformélhat6 pl. az e(t), vagy az €(t)t fliggvény sem, hiszen
ezen esetekben a (6.56) definiciénak megfelelé improprius integral
nem létezik. Ez nagyon lesziikiti az alkalmazasi lehetGségeket.
Képzeljiik el azonban, hogy az abszolit integralhatdésdgot gy
biztositjuk, hogy a belépdjelet (ami egyébként nem feltétleniil ab-

282



szoltit integralhatd) beszorozzuk egy e 7! (o > 0) jellel, azaz

/OO Is(B)[dE £ o0, de /OO s(etdt < 00| (8.1)
0 0

Ha a jel belépd, akkor tetszéleges pozitiv értékli o valaszthaté a
gyakorlatban el6forduld jelek esetében, azaz o értéke érdektelen
szamunkra. Az e(t) jel pl. tetszileges o > 0 érték mellett ab-
szoltit integralhatéva tehetd, az e(t)e® (a > 0) exponencidlisan
novekvd jelhez alkalmas vilasztas a o > a. A lényeg tehat an-
nak biztositasa, hogy a belépdjelet, ami esetleg a t — oo esetén
nem tart nulldhoz, ,leszoritsuk” egy exponencidlis tényezovel,
ami elég gyorsan tart nulldhoz ahhoz, hogy a szorzatfiiggvény
eltlinjon t — oo esetén. Abban az esetben, ha egy jelhez nem
taldlunk ilyen o értéket, akkor a jelet nem tekintjiik Laplace-
transzformalhaténak, s ilyen jelekkel nem is foglalkozunk. Egy
példa ilyen jelre: e(t)e(®t)”

Képezziik ennek a belép6 szorzatfiiggvénynek a Fourier-
transzformaltjat:

f{&(t)s(t)e—at} — / S(t)e—ate—jwtdt — / S(t)e—(a-‘rjw)tdt,
0 0

majd vezessiik be az s = 0 4 jw jelolést, melynek eredményeképp
definidljuk egy s(t) folytonos idejii jel Laplace-transzformaltjat:

S(s) = / T s(te (8.2)

-0

ahol S(s) az s(t) id6fiiggvény Laplace-transzforméltja (képfiige-
vénynek is nevezik), s pedig az un. komplez frekvencia, ugyanis
s € C. Az integralds als6 hatdra —0, ami azt jelenti, hogy az s(t)
jel belépé kell legyen.! A szokésos jelélés szerint a —0 azt is jeloli,

!Fontos megjegyezni, hogy az interalds csak a t € [0, 0] intervallumban
torténik, kbvetkezésképp a jel t < 0 intervallumbeli viselkedése figyelmen kiviil
marad. Példdul az 1 és az £(¢) jelek Laplace-transzformaltja ugyanaz.
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hogy ha az s(t) jel tartalmaz Dirac-impulzust, akkor azt is figye-
lembe kell venni az integralds soran, egyébként az alsé hatar 0-
nak tudhaté be. Az (8.2) integralt a kovetkezd operdtorral szokds
jelolni (irott L betil):

S(s) = L{s(1)} ] (8.3)

A komplex frekvenciatartomanyt folytonos idejii jelek esetében
s-tartomanynak is nevezik.

8.1.1. A Laplace-transzformacié tételei

A kovetkezSkben felsoroljuk és bizonyitjuk a Laplace-transzfor-
macié néhany tételét, amelyekre a tovabbiakban sziikségiink lesz.
Egyes esetekben ezeket alkalmazzuk is.

Linearitas

A Laplace-transzformécié és (késébb latni fogjuk) inverze is egy-
egy integralt jelent. Az integralds pedig linedris operdtor, azaz
barmely Cq, Cy konstans esetén fennéll, hogy

E{Clsl(t) + CgSg(t)} = Clﬁ{sl(t)} + CQﬁ{SQ(t)},
E‘l{ClSl(s) + C955(s)} = C’lﬁ‘l{Sl(s)} + CQE_I{SQ(S)}.

(8.4)
Altaldnosan (n Osszegre) ez a kovetkezot jelenti:
L {Z C’isi(t)} = CiL{si(t)},

£t {f: C’Z-SZ-(s)} = f: C; L7S;(s)}.
i=1 i=1

Ez a szuperpozicid elve, és azt jelenti, hogy a transzformdcid és
inverze tagonként elvégezhetd.
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Eltolasi tétel

Ha létezik az e(t) s(t) jel S(s) Laplace-transzforméltja, akkor a
7 > 0 id6vel eltolt (késleltett) e(t — 7) s(t — 7) jel Laplace-transz-
formaltja az eltoldsi tétel értelmében a kivetkezd:?

LAe(t—T)s(t—71)} =e7S(s), (8.6)

azaz az id6beli eltolas az s-tartoméanyban e ™" exponencialis fiigg-

vénnyel végzett szorzasnak felel meg. Itt arra kell igyelniink, hogy
az £(t) jelben és az s(t) jelben is ugyanazon 7 eltolds szerepeljen.
Ezt a tételt a kdvetkezo illusztracid segitségével bizonyitjuk:

e(T)s(T)

'0 T

Irjuk be a Laplace-transzformacié (8.2) definicidjaba az e(t) s(t)
jel helyett az eltolt e(t — 1) s(t — 7) jelet:

[e.e]

Llett=m)st -} = [ stt—meat,
7—0
ahol az integralds als6 hatara azért lett 7 — 0, mert a t < 7
idopillanatokban az eltolt jel értéke nulla. Vezessiik be most a
T =t — 7 valtozdt, mint j id6tengelyt, melynek origdja a 7 pont-
ban lesz (1. dbra). [gy t = T+7 és dt = dT, mivel 7 konstans. Irjuk
at ezen 1Uj integraldsi valtozonak megfeleléen a fenti integralt:

L{e(t—T)s(t—7)} = /_ OOO s(T)e™*T+7)ar,

amelyben az e™*7 konstans a T véltozé szerint, igy ez a tag ki-
emelhetd az integral elé, és az integrdl a Laplace-transzformacid

2Az £(t) jel mindig szerepel az s(t) jel mellett, hiszen belépdjelekrél van
sz0.
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definiciéja lesz, azaz

L{et—T)s(t—7)}=e°T /OO s(T)e T dT = =75 (s).

-0

S(s)=L{e(T) s()}

Ez pedig pontosan az eltolasi tétel.3

Derivélt jel Laplace-transzformaltja

Ha létezik a szakaszonként folytonos és differencidlhatd, nem
belépé s(t) jel S(s) Laplace-transzforméltja, akkor az $(t) derivdlt
jel Laplace-transzformdltja a kovetkezd:

| £{3(t)} = 5 S(s) — 5(-0), (8.7)

azaz a t = —0 pontban (dltaldnosan a szakadasi helyeken) kell,
hogy létezzen az s(—0) bal oldali hatarérték. Ha az s(t) jel belépé,
akkor s(—0) = 0, azaz az id6tartomanyban végzett derivalas az
s-tartomanyban s-sel végzett szorzdasnak felel meg:

L{[e@)st)]'} = s5(s). (8:8)

A (8.7) osszefiiggés igazoldsa céljabdl helyettesitsiik be az $(t)
derivélt jelet a Laplace-transzformécié (8.2) Osszefliggésébe és
hasznéljuk az [vw'v = wv — [wv’ parcidlis integralds szabalyat

(legyen u = S(t) és v = e—st’ valamint u = S(t) és v = —Se_St):
£(s(0)) = [ st = [ste)e ], 4 s [ s

3 Az eltolési tételt a Fourier-transzformécié kapcsan annak inverz alakjabdl
igazoltuk, mivel az als6 integralasi tartomanyt nem lehetett volna atirni 7—oo-
re.
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Az els6 tag értéke nulla a felsé integralasi hatar helyettesitése
esetén és s(—0) az alsé hatar esetén, végeredményben —s(—0)-
4t ad. Az integral pedig pontosan az (8.2) kifejezés. Igy a (8.7)
kifejezést kapjuk.

Az Gsszefiiggés belépbjelekre a kovetkezoképp altalanosithaté:

L {(6(t) s(t))(")} = s"S(s) | Az altalanositds nem belépGjelekre

a kovetkezoképp néz ki dltalanosan:

L {s<"> (t)} = "5(s) = Y s's" 10 (-0). (8.9)

Példaul
n=2: L{5(t)}=s[sS(s)—s(=0)] —s(-0)

= 529(s) — ss(—0) — §(—0),

n=3: L {3(3)(15)} = 535(s) — s2s(—0) — s5(—0) — 3(—0).

Az atviteli fliggvény meghatirozasa az allapotvaltozoés
leiras alapjan. Alkalmazzuk az utébbi tételt az dllapotvaltozos
lefrasra. Eziton egy 1j fogalomhoz, a rendszer dtviteli
fiiggvényéhez jutunk, amely egy rendszerjellemzd figgvény.*

Egy folytonos ideji, linedris, invarians és kauzalis SISO-
rendszer allapotvaltozés leirdsdnak normadlalakja a kévetkezo:

x(t) = Ax(t) + bs(t),
y(t) = cI'x(t) + Ds(t).
Képezziik az egyenletek Laplace-transzformaltjat és alkalmazzuk

a derivalt jel Laplace-transzformaltjanak megismert kifejezését és
szoritkozzunk belépd gerjesztésre (igy a valaszjel is belépd):

sX(s) = AX(s) + bS(s),
Y (s) = cIX(s) + DS(s).

(8.10)

(8.11)

1A levezetés nagyon hasonlé az allapotvaltozés leirds és az atviteli karak-
terisztika kapcsolatdnak bemutatdsa soran leirtakhoz (1. 151. oldal).

287



Az els6 egyenletbél az X (s) allapotvektor Laplace-transzformaltja
kifejezheto:

sX(s) = AX(s)+bS(s) = (sE—A)X(s)=DbS(s),

azaz

X(s) = (sE — A) "' bS(s), (8.12)

ahol E az N-edrendii egységmatrix. A kapott eredményt helyet-
tesitsiik be az Y (s) kifejezésébe:

Y(s)= [T (SE— A) b+ D] S(s). (8.13)

Ut6bbibdl fejezhet6 ki az dtviteli fliggvény, amely o vdlaszjel és a
gerjesztés Laplace-transzformdltjanak hdnyadosa:

W(s) =5 =c"(SE-—A)'b+D. (8.14)

Alkalmazzuk ezutén az

adj (sE — A)

E—-A)'=
(s ) |sE — A

Osszefiiggést, melynek segitségével az atviteli fiiggvény a kovet-
kez6 polinom per polinom alakban fejezheté ki:

c’adj(sE— A)b+ [sE—A[D
|sE — A| B

o b08n+b18n_1+...+bn

o4 a1 s L4 ays" 2+ ... +a,

W(s) =

(8.15)

azaz az dtviteli figguény az s vdltozd raciondlis figgvénye valds
egytitthatokkal. Az atviteli karakterisztika a kovetkezd dbraval il-
lusztralhaté:
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s(t) y(t)
S(s) = L{s(t)} Y(s) = L{y(t)}

Y
=
—~
»
~
Y

Az 4tviteli karakterisztika MIMO-rendszerekre a kovet-
kezOképp irhato:

W(s)=C(sE—A) 'B+D, (8.16)

ami az dtvitelifiigguvény-mdtriz, melynek ij indexii eleme megadja
az i-edik kimenet és a j-edik bemenet kozott fenndllé atviteli
fliggvényt gy, hogy kozben az Gsszes tobbi bemeneten nincs jel:

Yi(s)
55(8) |, (s)=0.h

W(S)Z‘j: y izl,...,Ny,j:1,...,Ns.

(8.17)

Az dtviteli fiigguény nevezdjének gyokeit polusoknak, szdmld-
loganak gyokeit zérusoknak nevezzik.

Ha a gerjesztés nem belépd, akkor az allapotvektor derivalt-
janak Laplace-transzforméltja nem egyszeriien sX(s) lesz, hanem
sX(s) —x(—0).

Lathato, hogy formalisan ugyanazon muveleteket végeztiik el,
mint a frekvenciatartomédnybeli analizis soran.

A rendszeregyenlet és az atviteli fliiggvény kapcsolata.
Egy rendszer atviteli fliggvénye tehat a kovetkezo:

_Y(s)  Ygbis"
Wis) = S(s) s+ > apsmh

Szorozzunk keresztbe:
Y (s) (s” + Z a; 8"_i> = S(s) Z by s,
i=1 1=0
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majd belépd gerjesztést és valaszt feltételezve vegyiik figyelembe,
hogy s-el valé szorzas az id6tartoményban derivaldsnak felel meg.
Igy eljutunk a rendszeregyenlethez:

YO+ a0 = > bis ()
i=1 =0

A miiveletek forditott sorrendben is elvégezhetck, melynek
eredményeképp a rendszeregyenletbol jutunk el az Aatviteli
fliggvényhez.

A konvolicié Laplace-transzformaltja

Az eltolési tételt alkalmazzuk a konvolicio Laplace-transzformdlt-
jédnak meghatérozasa sordn. Az idétartoményban végzett y(t) =
w(t) * s(t) konvolicié Laplace-transzformalhat6 belépégerjesztés
és Laplace-transzformalhaté belép6 impulzusvalasz esetén az s-
tartomanyban szorzattd egyszeriisodik:

Y (s) = L{w()}L{s(t)} = W(s) S(s),

(8.18)

ahol S(s) és Y (s) a belépOgerjesztés és a belépévélaszjel Laplace-
transzforméltja, W (s) pedig a rendszer atviteli fiiggvénye. A
tétel bizonyitasa érdekében Laplace-transzformaljuk a konvolicio
(4.14) kifejezését:

Y(s) = /_ OOO < /_ tOS(T)w(t —7) dT> e~ dt.

Ezen Osszefiiggésben a belsé integral fels6 hatara ¢, hiszen az
impulzusvélasz belépé. Cseréljiik le ezen hatért oo-re ugy, hogy
kozben a w(t — 7) helyébe e(t — T)w(t — 7)-t frunk, azaz az in-
tegralon beliil jeloljiik, hogy az impulzusvalasz belép6. Erre az ezt
kovetd 1épések miatt van sziikség. Tehdt:

Y (s) = /_OOO (/_C: s(r)elt — Pyw(t — 1) dT> et dt
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Cseréljiik fel ezutan az integraldsok sorrendjét:

Y(s) = /_000 s(T) </:00 et — Tw(t — 1)e”™ dt) dr.

A belso integral alsé hatara T — 0 lett, hiszen az integrandusz-
ban szerepld e(t — 7)w(t — 7) jel a t < 7 idépillanatokban nulla
értékii. A bels6 integral pedig pontosan az eltolt jel Laplace-
transzforméltja (v.6. (8.1.1) sszefliggéssel), azaz:

o0

Y(s) = / s(r)W(s)e T dr = W(s)/ s(T)e” " dr,
-0 -0
amely Osszefliggésben a gerjesztés Laplace-transzformaltja ismer-
heté fel, azaz:

Y(s) =W(s)S(s).

Ezen Osszefiiggés tehat a konvolicié Laplace-transzformaltja. Em-
lékezzlink vissza arra, hogy a konvolicié adott impulzusvalaszi
rendszer valaszanak meghatarozasara alkalmas adott gerjesztés
mellett. Ezen Osszefliggés pedig a gerjesztés Laplace-transzfor-
maltjdnak és az atviteli fliggvénynek a szorzatat tartalmazza, ami
a valaszjel Laplace-transzformaltjat eredményezi.

Kovessiik végig ezutan a kovetkez6 gondolatmenetet, melynek
kapcsan eljutunk a Laplace-transzformécié formalis megadasahoz.
Legyen egy kauzélis rendszer nem belépd gerjesztése az s(t) = et
jel, amely gyakorlatilag megfelel egy exponencidlisan noévekvd
amplitiddji szinuszos jelnek, hiszen e’ = e%%el“! ahol ¢ > 0
és a masodik tényezd pedig az Euler-formulanak megfeleléen egy
szinuszos jel (1. 202. oldal). Vegytiik ezen jel és a rendszer impul-
zusvalaszanak konvoliciéjat:

)= [ uste—ryar = [T umet
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majd bontsuk fel a kitevOben szerepld zaréjelet. Ekkor e®! kiemel-
hetd, ugyanis az integralas a 7 valtozd szerint torténik:

y(t) = / w(r)ete " dr = eSt/ w(r)e T dr.
0 0

Az 6sszefiiggésben szerepld integralt a w(t) impulzusvélasz Lapla-
ce-transzformaltjanak, vagy a rendszer atviteli fliggvényének ne-
vezzik (ezt a 299. oldalon igazoljuk is):

W(s) = /:)O w(t)e " dt. (8.19)

Igy a rendszer valasza a kovetkez6:

azaz a kimeneti jel alakja a W (s) atviteli fliggvényt6l eltekintve
olyan, mint a gerjesztés alakja. Az atviteli fliggvényt ezért a rend-
szer sajdtértékének is szokas nevezni, az e gerjesztés pedig az un.
sajatfiiggvény.

Fz tehat a Laplace-transzformacié formélis bevezetése, ami-
koris a konvoliciébdl indultunk ki és egyben eljutottunk a rend-
szer atviteli fiiggvényének definicigjahoz is. Az integralban sze-
replé w(7) helyébe tetszéleges s(t) fliggvényt {rva definidlhatjuk
az s(t) jel Laplace-transzforméltjét is, ha ez az improprius integral
1étezik.

Integralt jel Laplace-transzformaltja

Ha létezik az () s(t) jel S(s) Laplace-transzformaltja, akkor az
integrdlt jel Laplace-transzformdltja a kovetkezd:

c {/t s(r) dr} - ES(S), (8.20)

-0
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azaz az idOtartomanyban végzett integralds az s-tartomanyban
s-sel valé osztast jelent. A tételt kétféleképp is bizonyithatjuk.
El6szor helyettesitsiik be az integrélt a (8.2) definiciéba és alkal-
mazzuk az [u'v =wuv — [wuv’ parcidlis integrélds szabdlyat:

T e T R T e

ahol a kovetkezd jeloléseket alkalmaztuk?®:

!/ __ —st _ e st
u =e U—_—S,

v= [ s(r)dr o = s(t).

A parcialis integraldsban az els6 tag nulla, mivel a fels6 integralasi
hatar helyettesitési értéke nulla, az alsé integralasi hatar helyet-
tesitési értéke pedig azért nulla, mert az integral felsé hatara
megyezik az alsé hatarral. Az utolsé integral pedig pontosan a
Laplace-transzforméacié definicidja.

A kovetkez6 bizonyitas egyszeriibb, de igényli a kovetkezd il-
lusztricié értelmezését:

et —7) s(t)

[ ]

t T

Induljunk ki az e(t) jel és egy tetszéleges belép6 s(t) jel (amit
jelen esetben integralni akarunk) konvoliciéjabol:

t t
e(t) * s(t) = / e(t—71)s(r)dr = / s(t)dr.
-0 -0
Vegyiik figyelembe, hogy az integralas a 7 valtozo szerint torténik,
s ennek szempontjabdl ¢ egy konstans, ahol épp keressiik az in-
tegral értékét. Ennek megfeleléen az e(t—7) = e(—(7—t)), ami az

5Ezt mindenképp igy érdemes megtenni, ugyanis ha forditva vélasztottunk
volna, akkor az integral primitiv fiiggvényét kellett volna meghatarozni.
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abran is lathaté. Ugyanis az e(—7) jel az £(7) jel tiikorképe az or-
dindtatengelyre. Az e(—(7—t)) tehat azt jelenti, hogy az e(7) jelet
tikrozni kell a fliggéleges tengelyre, majd t-vel el kell tolni po-
zitiv irdnyba. A két jel szorzata tehat valéban a végeredményben
kapott integralt adja, és pontosan ezen integral Laplace-transz-
formaltjat keressiik. A konvolicié Laplace-transzformaltjanak is-
meretében irhatjuk, hogy:

¢ 1
L {/_03(7) dT} =L{et)*s(t)} = L{e)} L{s(t)} = ;5(5).

A 296. oldalon igazoljuk, hogy L{e(t)} = 1.

A csillapitasi tétel

A csillapitdsi tétel azt mondja ki, hogy egy belép6 és Laplace-
transzformdlhat6 s(t) jel és egy e~ exponencidlisan csokkend
jel (a > 0) szorzatdnak (amely csillapitja az s(t) jelet) Laplace-
transzformaltja a kovetkezo:

L{st)e ™} = S(s+ ), (8.21)

hiszen

/ s(t)e et dt = / s(t)e” T qt = S(s + ),
-0 -0

azaz az s(t) jel S(s) Laplace-transzformaltjaban minden s helyébe
(s + a)-t kell irni. Ez egy eltolds s-ben. A tétel tehdt a Fourier-
transzformacié modulacios tételével analdg.

Kezdetiérték-tétel és végértéktétel

A Laplace-transzformaciénak van két un. végérték tétele, melyek
segitségével meghatérozhatjuk az s(t) jel kezdeti értékét a t = 4-0-
ban és végértékét t — oo esetén az S(s) Laplace-transzformalt
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ismeretében, ha ezek a hatarértékek léteznek:

s(+0) = SILIEOSS(S), s(t — o00) = lim s S(s). (8.22)

s—0

Ezen tételeket akkor kényelmes alkalmazni, ha a jel Laplace-
transzformaltja ismert és az id6fuggvény hatarértéke a kérdés,
pl. ha a valaszjel Laplace-transzformaltjat meghatdrozzuk. A
hatarértékek meghatarozasahoz tehat nem kell meghatdrozni az
idéfiggvényt. A kezdetiérték-tétel bizonyitdsiat késébb végezziik
el (1. 298. oldal), a végértéktételt pedig a kovetkezOképp bi-
zonyitjuk. Tudjuk, hogy a derivélt jel Laplace-transzforméltja
L{5(t)} = sS(s) — s(—0). Hatdrozzuk meg el6szor a (8.2) de-
finiciéban szerepld integral kovetkez6 hatarértékét az s(t) jelre:

lim b s(t)e stdt = /OO 5(t)dt = s(o0) — s(—0) = lim s(t) — s(—0).

s—0 0 0 t—oo

Hasznaljuk fel ezutan a derivalt jel Laplace-transzformaltjat is:

lir% $(t)e *tdt = lirr(l) [sS(s) —s(—0)] = lirr(l) sS(s) — s(—0),
§— -0 S§— S—>
majd tegylik ezeket egyenl6évé, amikor is s(—0) kiesik és a végér-
téktételt kapjuk eredményiil:

lim s(t) = lim sS(s).

t—o00 S—

Kapcsolat a Fourier-transzformalttal

A fejezet bevezetGjében lattuk, hogy a Laplace-transzformaciét
a Fourier-transzformdcié altaldnositasaként vezettiikk be. Ennek
eredményeképp kell, hogy legyen kapcsolat a két transzformalt
kozott.

Ha ugyanis az s(t) jel belépd és abszolit integrdlhatd, akkor a
jel S(jw) spektruma meghatdrozhaté a Laplace-transzformaltbdl
s = jw helyettesitéssel:

S(jw) = S(s)] (8.23)

s=jw *
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Ez biztosan igaz, ha a jel belépd, korldtos és véges tartoji, vagy ha
a jel belépd, korldtos és a t — oo esetén exponencidlisan nulldhoz
tart. Az sszefiiggés igy nem érvényes pl. az £(t) jelre, mert az
nem abszolit integralhaté. Az e(t) jel Laplace-transzformaltja
ugyanis £{(t)} = 1. Ha s helyébe jw-t helyettesitiink, akkor
jiw-t kapunk, ami helytelen, hiszen tudjuk, hogy ezen jel Fourier-
transzforméltja F{e(t)} = J% + 7 (w).

Ha a rendszer gerjesztés-vdlasz stabilis és kauzdlis, akkor az
atviteli karakterisztika el6dllithaté az atviteli fliggvénybol:

W (jw) = W(s)| (8.24)

s=jw *

Felmeriil a kérdés: miért lehet ebben az esetben o = 07 Belépo-
jel Laplace-transzformaltjanak ismeretében a jel Fourier-transz-
formaltja csak akkor allithaté el6, ha a jel abszolit integralhato.
Az abszolut integralhaté jeleket azonban nem kell ,,leszoritani”
az e ! fiiggvénnyel, kovetkezésképp o = 0 valaszthaté.

8.1.2. Folytonos idejii jelek Laplace-transzformaltja

A kovetkezdkben néhany fontos jel Laplace-transzformaltjat fog-
juk meghatarozni, melyekre a késobbiekben sziikségilink lesz.

1.) Hatérozzuk meg el6szor az e(t) egységugrdsjel (a legegy-
szeriibb belépéjel) Laplace-transzformaltjat. Induljunk ki a de-
finiciébdl és vegyiik figyelembe, hogy az s(t) = £(t) jel értéke 1 a
t > 0 tartomanyban:

)

e® 0-1 1
N _-S

San -5

L)) = /0 T estdg — [

azaz

L{e(t)} = % (8.25)

Jegyezziik meg, hogy ugyanez lesz a t < 0 idopillanatokban is
egységnyi értékii jel és az el6jelfiiggvény Laplace-transzformaltja
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is. Barmi is legyen tehat a jel értéke a ¢t < 0 id6pillanatokra, azt
a Laplace-transzformécié figyelmen kiviil hagyja.

2.) Hatérozzuk meg az e(t)t jel (un. sebességjel) Laplace-
transzformaltjat el6szor a definiciébdl kiindulva, és alkalmazzuk

az [u'v = uv — [wv' parcidlis integralds szabdlydt az u’ = e,

st ,
E-ésv' =1

o0 st oo 11 1
E{a(t)t}:/o te—stdtz[te } +_/0 e™tdt =~ = —.

—S 1o S

v =t jelolések mellett, azaz u =

Az elsé tag nulla, hiszen a két helyettesitési érték nulla. A mésodik
tagban az integrél értéke pedig az £(t) jel Laplace-transzformaltja.

Meghatarozhatjuk ezen jel Laplace-transzformaltjat ugy is,
hogy kiindulunk abbdl a ténybél, hogy az 1 jel integralja (pri-
mitiv fiiggvénye) a t fiiggvény, azaz az e(t) jel integrilja az
e(t)t jel. Az e(t) jel Laplace-transzforméltjat ismerjiik: %, majd
alkalmazzuk a (8.20) Osszefliggést: ha az £(t) jelet integraljuk,
akkor az s-tartomdnyban s-el kell osztani az e(t) jel Laplace-
transzformaltjat. fgy szintén Siz—et kapunk.

Folytassuk ezt a sort (1. 8.1. dbra). Az £(¢)t jel integrédlja az
z—:(t)% jel, aminek Laplace-transzformaltjat gy kapjuk, hogy az
e(t)t jel Laplace-transzforméltjat elosztjuk s-el, azaz:

c {s(t)g} -

Tovabbi par integralt jelre kapjuk, hogy:

£{E(i)§} = é, ﬁ{ﬁ(t)g} = sis,’

Altaldanosan tehat:

s {a(t)ﬁ} = sn1+1- (8.26)
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8.1. dbra. Az e(t)%n! jelek n = 0,1,2 esetekre (ezen jelek biztosan
nem abszolit integrdalhatok, ez ldtszik az dbrdbdl is)

Ezen 0Osszefliggésre az inverz Laplace-transzformécié soran sziik-
ségiink lehet.

Ezen ismeretek birtokaban egyszertien bizonyithatjuk a kez-
detiérték-tételt. Késébb latni fogjuk, hogy az &ltalunk vizsgalt
jelek Laplace-transzformaltja polinom per polinom alaku kife-
jezés, amelyben a nevezd fokszdma nagyobb, mint a szamldld
fokszama. Allitsuk el8 ennek % szerinti hatvanysorat tgy, hogy
polinomosztasok sorozatat végezziik, azaz

ap aj as as
Ss)=—+=+—5+—5+-...,
(s) S+82+83+84+

amelyhez tehat a kovetkez6 idofliggvény tartozik:

2 3

2 b
s(t) = () (ao + a1t + (125 + (135 + .. > = e(t) Zaiﬁ7
=0

ami épp az s(t) jel Taylor-sora a t = 0 pont kérnyezetében. Ebben
lathatd, hogy ha t = 40, akkor s(4+0) = ag, ami az S(s) Laplace-
transzformaltbél akkor kaphaté meg, ha azt s-el beszorozzuk és
vessziik a hatarértékét az s — oo esetben. Ez pedig pontosan a
kezdetiérték-tétel.

3.) A Dirac-impulzus Laplace-transzformaltjat is kétféleképp
kaphatjuk meg. A (8.2) definicié és a Dirac-impulzus definicidja
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alapjan irhatjuk, hogy

£(ow) = [

-0

+0 +0

S(t)e 0 dt :/ S(t)dt = 1.
-0

Az alsé integrédldsi hatart tehat —0-nak kell irni, hiszen a behe-
lyettesitett s(t) fliggvény a Dirac-impulzus, ami azonban a t = 0
helyen kiviil mindeniitt nulla értékl. Ezért kell a felsd integralasi
hatrt +0-nak valasztani, és az e™*¢ fiiggvény argumentumadba is
ezen okndl fogva kell a t = 0 értéket behelyettesiteni, ami igy 1-et
ad. Az eredmény a Dirac-impulzus definici¢jabdl kovetkezik.

Ha figyelembe vessziikk, hogy a Dirac-impulzus az
egységugrasjel dltaldnositott derivéaltja (d(t) = €'(t)), akkor a de-
rivélt jel Laplace-transzformaltja (1. (8.7) &sszefiiggés) alapjan azt
mondthatjuk, hogy ha az £(t) jel Laplace-transzforméltjit (ami
1

<) megszorozzuk s-sel, akkor megkapjuk az egységugrésjel de-

rivaltjanak, azaz a Dirac-impulzusnak a Laplace-transzformaltjat:

L{5()} = sL{e(t)} = sé ~ 1. (8.27)

Az eltolasi tétel értelmében az eltolt Dirac-impulzus Laplace-
transzformaltja a kovetkezo:

L{o(t—T)} =e°. (8.28)

Helyettesitsiik be most a Dirac-impulzus Laplace-transzfor-
maltjat a (8.18) Osszefiiggésbe:

Y(s)=W(s)1,

azaz a Dirac-impulzusra adott valasz (ami az impulzusvdlasz) Lap-
lace-transzformaltja pontosan az dtviteli figgvény, és megforditva
az dtviteli fiiggvény inverz Laplace-transzformdltja az impulzusvd-
lasz:

W(s) = L{w(®)}, w(t)=LT"{W(s)}, (8.29)
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ahogy azt a (8.19) Osszefliggéssel is definidltuk.

4.) Hatérozzuk meg az £(t) jel és az e ® (a > 0) jel
szorzatanak, azaz a csillapitott egységqugrdsjelnek a Laplace-
transzformaltjat.% Induljunk ki el8szor a definiciébél:

L{e(t)e—ty = / o0t 4t — / (@t gy —
0 0

e—(s+a)t 0—1 1
—(s+a) |  —(s+a) s+a
Haszndlhatjuk a csillapitdsi tételt is, ugyanis az e(t)e = jel az

e(t) csillapitottja. A csillapitasi tétel pedig azt mondja ki, hogy
az eredeti jel (jelen esetben az e(t)) Laplace-transzformaltjaban
(ami ekkor ) minden s helyébe (s + a)-4t kell frni, azaz

1
= . 8.30
S+« ( )

Cle(tety = 1

S

s—Ss+a

Ha elvégezziik az o = 0 helyettesitést, akkor pontosan az £(t) jelet
kapjuk, tovabba a transzformalt % lesz, ami a helyes eredmény.
5.) Sziikségiink lesz az e(t)e! és az e(t)e ™t jelek Laplace-
transzformaltjara. Az el6bbiek alapjan, a = jw helyettesitéssel
ezek a kovetkezoképp néznek ki:
jwt 1 —jwt 1
LLe)e ) = ——, L{e(t)e™} =

5 — jw s+ jw’

(8.31)

Ezen eredmények segitségével pedig az e(t) coswt és az (t) sin wt
jelek Laplace-transzforméltja felirhaté a (8.2) integrdl meg-
hatarozasa nélkiil:

+1 1
2s—jw  2s+jw

L{e(t)coswt} = L {E(t)u} L1

5 —

SUgyanez lesz pl. az e ®I*! az [1—e(t)]e* +e(t)e ™, vagy az e~ ** jelek
Laplace-transzformaltja is, hiszen a transzformécié a ¢ < 0 id6pillanatokat
figyelmen kiviil hagyja.
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Hozzunk ko6z6s nevezore:

1 1 11 ls+jw+s—jw s
L{s(t)coswt}:§s_jw+§s+jw T 2 iw? T2 rw?

Az e(t) sinwt jel Laplace-transzforméltja pedig a kovetkezo:

elwt _ gmiwt 1 1 1 1
2j

ﬁ{E(t)SinWt}Zﬁ{E(t) T 2s—jw  2s+jw

Hozzuk kozos nevezore ismét az eredményt:

. 1 1 1 1 1s+jw—s+jw w
s = — I = — = .
He@sinwt) = o~ 3 0~ 2 21 2 + w?

Osszefoglalva, tehét:

S w

L{e(t) coswt} = T L{e(t)sinwt} = T (8.32)

6.) Hatérozzuk meg a belépd, dltaldnos periodikus jel Laplace-
transzformaltjat. Az f(t) fliggvény szerint valtozé periodikus jel
els6 periédusa a kovetkezd fiiggvénnyel allithato el6:

s7(t) = [e(t) —e(t = T)]f(2), (8.33)

melynek Sp(s) = L{s7(t)} Laplace-transzformaltjat meghataroz-
hatjuk. Ha ezt a jelet eltoljuk i7" helyekre (i = 0,1,...,00), akkor
megkapjuk az s(t) periodikus jel id6fiiggvényét:

s(t) =Y sp(t—iT). (8.34)
=0

Hasznaljuk ki a Laplace-transzformacié linearitdasat, azaz transz-
forméljuk ezt a kifejezést tagonként és kozben alkalmazzuk a
Laplace-transzformécié eltolasi tételét:

7 Sr(s). | (8:35)

S(s) = L{s(t)} = > _ L{sr(t)}e T =
=0
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Utébbi eredményt a konvergens (|le=*T| < 1, ha o > 0) végtelen
mértani sor Osszegképletének felhasznédlasdval kaptuk.

Fzen Gsszefliggés hasznos lehet a Fourier-sor egytitthatdinak
meghatdrozasara a (6.50) integral kiértékelése nélkill. Ha
ugyanis el6allitjuk a periodikus jel elsé periddusanak Laplace-
transzformaltjat, akkor s = jkw helyettesitéssel és T-vel torténd
osztassal megkapjuk a Fourier-egyiitthatokat:

(8.36)

s=jkw *

—C 1
Sy = T St(s)

Ez a komplex Fourier-sor egyiitthatdinak szamitdsara hasznalt
integral és a Laplace-transzformécié definicidéjanak osszehasonli-
tasabdl lathato:

1

o T . T
o1 / sp(t)e Rt dt, Sp(s) = / sp(t)e=t dt.
T -0 -0

Példa. Hatarozzuk meg a 181. oldalon taldlhaté elsé jel Fourier-
egyiitthatéit az ismertetett médon.”

Megoldas. Az elsd jel els6 periddusanak idofiiggvényét a kdvet-
kez6képp lehet felirni:

sr(t) = [s(t) iy (t - 2T>] 0,5 [g (t - §T> (- T)]
—(t) —1,5¢ (t _ §T> +0,52(t—T),

amelynek Laplace-transzformaéltja az egyes tagok Laplace-transz-
forméltjainak ismeretében a kévetkezo:

1 1,5 0,5 1
Sr(s) = —— e [1 —1,5e1T +0,5e 7| .
s s s s

"Gyakorldsképp érdemes meghatdrozni a mésik jel Fourier-egyiitt-
hatéit. Azon jel els6 periédusdnak idéfliggvénye a kovetkezd: s(t) =
[e(t)—e(t—L)] Asinwt =e(t)Asinwt +¢ (t — L) Asinw (t — £).
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Helyettesitstink most s helyére jkw-t és vegyiik figyelembe, hogy
w = 2%, tovabba osszuk el az eredményt T-vel, azaz

—C 1 T

k= ?k—2 |:1 — 1,5e_jk2%%T + 0,5e_jk2%T:| .
JRaT

A periédusidovel lehet egyszeriisiteni, és megkapjuk a komplex
Fourier-egytitthaték altaldnos alakjat k& > O-ra:

=C 1 —jk3 —jk2

— —— [1—1,5¢7 %37 40,57 ﬂ}.

kT Then [ +

Alakitsuk at az Euler-alakokat trigonometrikus alakra és szoroz-
zunk be Jl = —j-vel:

—j+1,5jcos <kg7r> + 1,5sin <kg7r> —

— 0, 5j cos(k2m) — 0, 5sin(k27r)] .

—C 1
Sk = on

A valos rész kétszerese adja az S ]?, a képzetes rész minusz kétsze-
rese pedig az S ,f egylitthatét (az utolsé tag értéke mindig nulla):

1,5 3 1,5 3
A _ b . < B: ) _ 2
Si = T S0 <k27r> . Sk = [1 cos </€27T>:| .

1. Példa. Hatdrozzuk meg az s(t) = e(t)te ™ (a > 0) jel
Laplace-transzformaltjat.

Megoldds. Ha a feladatot a (8.2) definiciébdl kiindulva, in-
tegralassal oldjuk meg, akkor parcidlis integraldst kell alkalmaz-
nunk. Ha viszont felsimerjiikk, hogy ez a jel az e(t)t jel csil-
lapitottja, akkor alkalmazhatjuk a csillapitéasi tételt az e(t)t jel
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Laplace-transzformaltjara, ami sig Ezutén az s helyébe (s + a)-t
kell frnunk:

1

L{e(t)te "} = GraR

2. Példa. Hatdrozzuk meg az s(t) = (t)e ™ coswt és az s(t) =
e(t)e sinwt (a > 0) jelek (. a 8.2. dbra) Laplace-transzformalt-
jat.

g(t) e *cos(wt)
=) [
/
/
/
/
7
/
Jl
]
i
|
7
g(t)e Msin(wt)
i =) [
/l
/
/
/
/
T
,»%//
/
—
i

t[s] t[s]
8.2. dbra. A 2. példdban szerepld két jel iddfliggvénye
Megoldas. Alkalmazzuk szintén a csillapitasi tételt az

g(t)coswt és az e(t)sinwt jelek Laplace-transzforméltjanak
felhasznélasaval:

—a s+«
L {z—:(t)e t COSLUt} = m,
—at - o w
L{e(t)e " sinwt} = Grafia®

3. Példa. Hatdrozzuk meg a T szélességli impulzus Laplace-
transzformaltjat.
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Megoldas. A jel idéfliggvénye ablakozott jelként irhato fel:
s(t)y=¢(t) —e(t—=T).

A Laplace-transzformaécié linedris miivelet és ez a jel két jel kii-
16nbségeként adott. A Laplace-transzformaciét elvégezzilk a két
jelre kiilon-kiilon, majd az eredményeket kivonjuk egymasbdl. A
fenti két jel Laplace-transzforméltjat ismerjik (a mésodik az el-
tolasi tétellel hatarozhaté meg), s irhatjuk, hogy:

L{e(t) — et = T)} = L{e()} — L{c(t —T)} = % - %e_ST.

4. Példa. Hatdrozzuk meg a [0,7] intervallumban + fiiggvény
szerint valtozo jel Laplace-transzformaltjat.

s(t) e(t) —e(t—T) =

1
T

— i3
= X T

T

t / ! t

Megoldas. A jel idéfliggvénye a kovetkezoképp irhato fel:

s(t) = [e(t) — e(t — T)]% - 6(t)% et T)%.

Az els6é tag Laplace-transzformaltjat mar meghataroztuk. A
masodik tag ugyanez a jel, csak épp T-vel el van tolva.
Utébbi Laplace-transzformaltja tehat az els6 jel Laplace-
transzformaltjanak ismeretében az eltolasi tétel felhaszndlasdaval
hatdrozhaté meg. Az eltolasi tétel ismertetésekor hangsilyoztuk,
hogy a jelben minden helyen, ahol ¢ all ugyanazon eltolasnak kell
szerepelni, azaz az e(t — T)s(t — T') alaku jelekre igaz az eltolasi
tétel. A masodik tag pedig nem ilyen. A t helyébe t — T kell, hogy
szerepeljen, amit igy tudunk elérni, hogy a t helyébe t — T + T-t
frunk:
¢ t-T+T ¢

5(0) = e(t)m—e(t-T) s(t)f—s(t—T)¥—a(t—T).

305



Ezutan mar tagonként elvégezhetjiik a Laplace-transzformaciot:

1 1 _ 1 _
E{S(t)} = T—g2 — T—s2€ sT _ —e ST.

8.2. A Laplace-transzformacié alkalmazasa

8.2.1. A valaszjel Laplace-transzformaltjanak meg-
hatarozasa

Els6 1épésben meg kell hatarozni az s(t) gerjesztés S(s) Laplace-
transzformaltjat, valamint a rendszert jellemz6 W (s) atviteli
fiiggvényt. Ezutén a kett6t ossze kell szororzni a (8.18) Gsszefiiggés
értelmében, ami a vélaszjel Y (s) Laplace-transzforméltjit adja.
Ezen transzformaltat inverz Laplace-transzformalni kell, melynek
eredményeképp kapjuk a valaszjel y(t) idéfiiggvényét.

A példak kapcsan megfigyelhettiik, hogy elemi fiiggvények al-
tal leirt jelek Laplace-transzformaéltja dltalaban egy tort, mely-
nek szamlaldja konstans, nevezdje pedig egy polinom s-ben. El-
tolt fiiggvények esetében megjelenik még egy e™*7 exponencidlis
szorzétényezd is. Ennél bonyolultabb Osszefiiggésekkel nem foglal-
kozunk.

Az atviteli fiiggvény pedig mindig egy polinom per polinom
alakt kifejezés.

A vélaszjel Laplace-transzformaltja tehat két tort szorzata,
mely szorzat mindig polinom per polinom alaku kifejezésre vezet
(az esetleges exponencidlis tényezével). Végeredményben tehét
egy polinom per polinom alakd kifejezés (a vélaszjel Laplace-
transzforméltja az s véltozd un. raciondlis figgvénye) inverz
Laplace-transzformaltjat kell meghatarozni, amely ezen esetekben
nagyon egyszerli szabalyok segitségével elvégezheto.
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8.2.2. Az inverz Laplace-transzformacio

A jel Laplace-transzformaltjanak ismeretében a jel id6fiiggvénye
altalanosan a kovetkezoképp képezheto. Idézziik fel elobb az in-
verz Fourier-transzformécié Osszefliggését:

s(t) = %/ S(jw)etdw.

A Laplace-transzformacio bevezetése kapcsan lattuk, hogy a belé-
p6 és e t-vel szorzott jel Fourier-transzformaltjabdl eljuthatunk
a Laplace-transzformélthoz. Forditsuk meg ezt a miveletet, azaz
keressiik az S(o + jw)-hoz tartozé belépd idéfiiggvényt:
1 & .
e(t)s(t)e 7 = —/ S(o + jw)etdw.
— 0o

2T

Szorozzuk be mindkét oldalt e -vel:
1 o0 .
(D)s(t) = 5 / (o + jw)el )y,

Mivel s = o+ jw, ezért ds = jdw, hiszen ¢ konstans, azaz dw = %.

Helyettesitsiik ezt az el6z6 Osszefiiggésbe:

o+joo
e(t)s(t) ! / S(s)eds. (8.37)

B 2—77.] —joo

Ez az un. inverzids integrdl, ami definidlja az inverz Laplace-
transzformaciot.® Az integraldsi hatarok most s szerint értendék,
ezért lett —oo és oo helyett o — joo és o + joo, o ugyanis kons-
tans. Ez az integral ¢ < 0 értékeire nulla értéket ad. Mindezt a
kovetkez6 operator jeloli:

s(t) = £L71{S(s)}. (8.38)

8 Az Gsszefiiggés Fourier—Mellin-tétel néven is ismeretes.

307



Az alkalmazdsok szempontjabdl a (8.37) integral kiértékelésé-
re azonban nincs sziikségiink, ugyanis —ahogy arra mar utaltunk—
egyszeri szabalyok és formalizmusok alkalmazhatok az inverz
transzformacié elvégzésére.

A valaszjel Laplace-transzforméltja tehat a (8.18) alapjén
hatarozhaté meg. Ennek inverze, azaz a valaszjel idofiiggvénye
az un. kifejtési tétel segitségével hatarozhaté meg, mely-
nek lényege abban &ll, hogy a polinom per polinom alaki
Laplace-transzformaltat tortfiiggvények Osszegére bonthatjuk
(részlettortekre bontds), és a részlettorteket idofliggvénnyé transz-
formélhatjuk az egyes tortfliggvények ismeretlen allanddinak meg-
hatarozasa utan.

Alapvetéen két nagy csoportba lehet sorolni a polinom per
polinom alaku tértfiigguényeket:

e Valodi tortfiiggvények. Valddi tortfiiggvényrol akkor beszé-
liink, ha a szamldlé polinomjanak fokszama kisebb, mint
a nevezO polinomjdnak fokszama. Ezen belil a koévetkezo
esetek lehetségesek:

— a nevezo6 polinomjanak gyokei mind kiilonboéznek egy-
mastdl (egyszeres polusok),

— a nevezO polinomjanak gyokei kozott van legaldbb két
azonos (tobbszoros pélusok),

— a kifejezésben szerepel az exponencidlis szorzdtényezo.

e Nem valddi téortfigguények. Nem valddi tortfiiggvényrol (al-
tort) akkor beszéliink, ha a szamlél6 polinomjénak fokszdma
nagyobb, mint a nevezd polinomjanak fokszdma, vagy e-
gyenl6 azzal. Ez az eset mindig visszavezetheto az elézore
az un. polinomosztds médszerével (masnéven eukleidészi-al-
goritmus).

A kapott tortfliggvény szdamlaléjanak fokszama tehdt kisebb
kell legyen nevezéjének fokszaménal, aminek kovetkeztében csak
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olyan tortfiiggvényekkel foglalkozunk, amelyekre igaz, hogy

lim X(s) < o0. (8.39)

§—00

Ellenkez6 esetben az X (s) nem lehet egy z(t) jel Laplace-transz-
formaltja.

Vizsgaljuk meg az inverz Laplace-transzformacié technikajat
a kovetkez6 példakon keresztiil.

1. Példa. Hatarozzuk meg a rendszer valaszat, ha &atviteli
fliggvénye és gerjesztése a kovetkezo:

95+ 1
Wis) = s24+4s+ 3’

s(t) = be(t)e .

Megoldas. Hatarozzuk meg el6szor a gerjesztés Laplace-transz-
formaltjat. Legtobb esetben a Laplace-transzformaltak meghata-
rozasa soran nem kell alkalmaznunk a definicids Gsszefliggést, hi-
szen bizonyos fiiggvények Laplace-transzformaltjat ismerjik. Je-
len esetben az e(t)e™ tipusi gerjesztésrél van szé, melynek
Laplace-transzformaltja a kovetkezo:

_ 5
s+ 27

1
—at __
L{e(t)e” "} = ia = S(s)
Lathaté, hogy az 5 konstanssal a Laplace-transzformaltat is egy-
szertien beszoroztuk. Ez azért teheté meg, mert a Laplace-transz-
forméacié egy integral, amely elé a konstans kivihetd.
Szorozzuk ezutdn Ossze az Aatviteli fiiggvényt és a kapott
transzformaltat, ami a valaszjel Laplace-transzformaltjat adja és
irjuk fel a nevezdt gyoktényezGs alakban:

o5 +1 5) 255 +5

Y(s)=W(s)S(s) = 214513542 (+3)GLD6s12)

Ez a tortfliggvény tehat valédi tort, hiszen a szamlalé fokszama
1, a nevezd fokszama pedig 3, tovabba a nevezé minden gyoke
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kiilonbozé (egyszeres pdlusok): p1 = —3, po = —1 és p3 = —2.
Ebben az esetben a tort a kovetkezéképp irhatd fel un. parcidlis
tortek Osszegeként:

Vs 255 + 5 _ A B
S (s+3)(s+D(s+2) s+3 s+1 0 s+2

ahol A, B és C egyelore ismeretlen konstansok, értékiiket a ki-
fejtési tétel segitségével lehet meghatarozni. Ez ebben az eset-
ben legegyszerlibben ,letakardssal” oldhaté meg. Az A egytitt-
hatét ennek megfeleléen gy hatarozzuk meg, hogy az A egytitt-
haténak megfelel§ (s + 3) gyoktényezbt letakarjuk, és a maradék
tortfiiggvényben minden s helyébe —3-at frunk:

25(—3) + 5
(—3+1)(—-3+2)

A= = —35.

A B egyiitthatd értékének meghatdrozasa soran letakarjuk az
(s + 1) gyoktényezot és a megmaradt tortfiiggvényben minden s
helyébe —1-et irunk, a C egytitthaté meghatarozasa értelemszeri:

25(—1) + 5
(—1+3)(-1+2)

25(—2)

b= (—2+3)(—2+1)

Ezen értékeket felhasznalva a vélaszjel Laplace-transzformaltja
tehat a kovetkezdképp irhato fel:

—35 -10 45

Y(s) = .
=3t tsre

Az egyes tagok S_% alaku tortfiiggvények, melyek az e(t)Ke
id6fliggvény Laplace-transzformaltjanak felelnek meg. Ez az oka
annak, hogy parcidlis tortekké kell alakitani a tortfiggvényt. A
valaszjel idofiiggvénye tehat a kovetkezo:

y(t) = () (—356_3t —10e t & 456—2t) .
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Fontos megjegyezni, hogy a Laplace-transzformécié segitségével
szamitott valaszjel mindig beléps fliggvény, hiszen a gerjesztés
belépd és a rendszer kauzélis.

A feladat természetesen megoldhatd az egyiitthatdk egyezte-
tésével is. Ebben az esetben hozzuk koz0s nevezore a parcidlis
tortekkel felirt alakot:
A(s+1)(s+2)+B(s+3)(s+2)+C(s+3)(s+1)

(s+3)(s+1)(s+2) ’

aminek meg kell egyezni a kiindulasi Y'(s) tortfiiggvénnyel. Ezen
két tortfiiggvény nevezbje megegyezik, kovetkezésképp szamlaloik
egyenl6ségérol kell gondoskodnunk, ami az A, B és C egylitt-
haték bizonyos értéke mellett lehetséges. Bontsuk fel az utobbi
tortfigevény szamlaldjaban taldlhaté zardjeleket és tegyik ezt
egyenlévé a kiindulasi tortfliggvény szamlaléjaval:

A(s?> +3s+2)+ B(s> + 55+ 6) + C(s* + 45 + 3) = 255 + 5,

majd az s?, az s' és az s” tagok egyiitthatéit tegyiik egyenl6vé,

amely egy haromismeretlenes egyenletrendszerre vezet:

Y(s) =

A+B+C =0 A= -35,
3A+5B+4C =25 = B=-10,
2A+6B+3C =5 C = 45.

Ez a moédszer természetesen ugyanazt az eredményt adja, de lat-
hatéan (mar az egyenletrendszer megolddsa miatt is) tobb sza-
mitds utan. A késObbiekben lehetdség szerint a ,letakardsos-
médszer”-t fogjuk alkalmazni.”

2. Példa. Adott egy rendszer impulzusvalasza és gerjesztése,
hatarozzuk meg a valaszjel idofiiggvényét, valamint a rendszer
atviteli karakterisztikajat.

w(t) =e(t) (e7* +3e™) +25(t), s(t) =5e(t)e .

9 Azért irtuk azt, hogy ,lehetéség szerint”, mert ez a médszer akkor alkal-
mazhaté kozvetlentil, ha a nevezd gyckei egyszeresek.
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Megoldas. Elso lépésben hatarozzuk meg az impulzusvalasz és
a gerjesztés Laplace-transzformaltjat a szabalyok alapjan és hoz-
zuk koz6s nevezre az atviteli fiiggvényt: 1°
1 3 252 4 185 + 31 5
W(s) = =

s—|—2+s—|—5+ (s +2)(s+5H)’ 5(8)23—1—2’

A vélaszjel Laplace-transzformaltja ezen két transzformalt szor-
zata, amely tortfliggvény most is valédi tort, azonban a nevezében
az egyik gyok kétszeres és az ennek megfelel parcidlis tortek a
kovetkezdképp irhatdk fel:

¥(s) = 10s* +90s +155 A LB . C
(s+2)2(s+5) s+2 (s+2)?2 s+5
A hédrom ismeretlen konstansbdl most csak kett6é hatarozhaté meg
a ,letakardsos-mddszer” segitségével, a B és a C' egyiitthatdk:
10(—5)% + 90(—5) + 155
(=5 + 2)?
Az A egyiitthaté azért nem hatdrozhaté meg igy, mert ha le-
takarndnk a neki megfelelé gyoktényezot (az (s + 2)-6t), akkor
a nevez6ében még mindig maradna egy (s + 2), melynek helyet-
tesitési értéke az s = —2-ben nulla és igy nullaval osztanank.
Ebben az esetben tehat mindig csak a legmagasabb foku tagnak
megfelel6 egylitthaté hatdrozhaté meg. Az A egylitthaté meg-
hatérozasa az egyilitthaték egyeztetésével lehetséges. frjuk fel hat
a parcialis torteknek megfelel6 tortfiiggvényt:

A(s+2)(s+5)+ B(s+5)+ C(s +2)?
(s+2)%(s+5) '

Ezen tort szamlédldja egyenld kell legyen a kiindulas tortfliggvény

szamlaléjaval:

A(s* 4 75+ 10) + B(s + 5) + C(s% 4 45 + 4) = 10s* 4 90s + 155,

_10(—2)? +90(—2) + 155

B
—2+5

—9.

5 C=

Y(s) =

A7 4tviteli fiiggvény nevezbjét célszerti mindig gyoktényezds alakban
hagyni, mert dgyis arra lesz sziikségiink.
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azaz az A, B és C egyiitthatéknak ki kell elégiteni a kovetkezé
egyenletrendszert:

A+C =10
TA+B+4C =90
10A+5B +4C =155

Fzen egyenletrendszert most azonban nem kell megoldanunk, hi-
szen B és C' értékét mar meghatdroztuk. Az A egylitthatd legegy-
szeriibben az els§ egyenletbdl adédik: A = 10 — C' = 15. Termé-
szetesen a masik két egyenlet is ugyanerre az eredményre vezet.
A valaszjel Laplace-transzformaltja tehdt a kovetkezé alakban

irhaté fel:
15 5 )

Y(s) = .

s R ) Ehr
Ebben a kifejezésben a maésodik tag az el6z6 feladathoz képest
tjat jelent, azonban korabbrdl tudjuk, hogy a Ke(t)te ™ jel Lap-
lace-transzformaltja ﬁ, igy a valaszjel idéfliggvénye a kovet-

kez6 lesz:
y(t) = e(t) (15672 + bt — 5e ™).

Mivel az impulzusvalasz belépd, ezért tudjuk, hogy a rend-
szer kauzalis, tovabba az impulzusvalasz abszolut integralhato,
hiszen exponencidlisan csokkend tagokbdl all, ezért atviteli ka-
rakterisztikdja meghatdarozhaté az atviteli fiiggvénybdl s = jw
helyettesitéssel:

2(jw)? + 18(jw) + 31
(jw)?2 + 7(jw) + 10

W (jw) =

Ha a rendszer nem gerjesztés-véalasz stabilis, akkor a formalisan
szamitott dtviteli karakterisztika nem bir fizikai tartalommal. A
formdlis szamitds alatt az s = jw helyettesitést értjiik.
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3. Példa. Egy vilaszjel Laplace-transzformaltja a kovetkezd.
Hatérozzuk meg a végértékeket, majd ellendrizziik azokat az ido-
fliggvény alapjan.

252 4+ 4

YO = e

Megoldas. Alkalmazzuk a végértéktételeket:

: 25744 . 2+ %
y(r0) = Joy s¥le) = i o gy~ a3
: . 252 +4 4
b = o) = sV (s) =y o 353~ 3

Hatarozzuk meg az idéfiiggvényt is. Az Y (s) egy valddi tortfligg-
vény, azaz a kovetkezO alaku parcialis tortekre lehet bontani:

A B C
+ + —,
S s+1 s+3

ahol az egyiitthaték meghatarozhatdk letakarassal:'! A = %, B =
-3, C = %, azaz az id6figgvény a kovetkez6 lesz:

y(t) = e(t) (% —3e !+ %e_3t> .

A végértékek az idéfliggvénybdl kozvetleniil leolvashatok.

UA=4 B= 2(=1)%+4 3,0 = 2(=3)°+4  _ 11

D(—1+3) — = =38+ T 3
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8.2.3. Az atviteli fiiggvény poélus-zérus elrendezése,
a rendszer stabilitasa

Lattuk, hogy az atviteli fliggvény egy polinom per polinom alakt
kifejezés, és mint ilyen felirhaté gyoktényezbs alakban is:

W(S)— b08n+b18n_1+...+bn .
s 4a s 4ass" 24 ... 4a,
(s—2z1)(s—22)...(s — zpn)

(s =p1)(s—p2).-- (s —pn)’

(8.40)
— K

ahol a szamlalé gyokei alkotjak a zérusokat, a nevez6 gyokei pe-
dig a pdlusokat, K pedig egy kiemelhet6 konstans. A zérusok
nullava, a pdélusok végtelenné teszik az atviteli fiiggvényt. Az
allapotvaltozds leiras, illetve a rendszeregyenlet és az atviteli
fliggvény kapcsolatabodl lathatd, hogy az atviteli fiiggvény ne-
vezdjének polinomja az [sE — A| éltal definidlt determinédns, ami
IAE — A| alakban mér megjelent az idétartoménybeli analizis
soran is, illetve a karakterisztikus polinommal megegyez6 alak.
Ebbadl kideriil, hogy a sajatértékek és a polusok megegyeznek,
tehat a pélus-zérus elrendezésbdl kovetkeztetni lehet a rendszer
gerjesztés-valasz stabilitdsara: a rendszer akkor és csakis akkor
gerjesztés-vdlasz stabilis, ha dtviteli fiiggvényének minden polusa
negativ valos részi:

‘Re{pi}<0, i=1,...,n,

(8.41)

azaz, ha minden sajatértéke a komplex szdmsik bal oldaldn helyez-
kedik el.

Példa. Vizsgaljuk meg a kovetkezo allapotvaltozds leirasaval
adott rendszer stabilitasat:

HE R B ER
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Megoldas. Ennek atviteli fiiggvénye a kovetkezo:

s —4s—5  (s+1)(s—5) s+1
W) = 3310~ 53265 st2

Lathato, hogy a rendszer atviteli fiiggvényének két pdlusa van:
p1 = —2 és pa = b5, amelyek megegyeznek a rendszermatrix
sajatértékeivel. Az (s — 5) taggal azonban lehet egyszertisiteni,
midltal a redukalt rendszer egyetlen pélusa p; = —2. A Ao
sajatérték (a po pdlus) miatt a rendszer nem aszimptotikusan
stabil, s a kapott atviteli fiiggvényben szereplé po polus miatt
a rendszer nem is gerjesztés-valasz stabil. Az egyszeriisités utan
azonban a nem stabil pélus ugyanazon értékli zérus miatt kiesik.
Ez a rendszer igy gerjesztés-vélasz stabilis.

Elmondhatoé tehédt az, hogy ha egy rendszer aszimptotikusan
stabil, akkor biztosan gerjesztés-valasz stabil is, forditva azonban
ez nem biztos, hogy igaz. Ha egy rendszer aszimptotikusan nem
stabil, akkor még lehet gerjesztés-vélasz stabil, ami a B oszlop-
vektortol és a C sorvektortdl fligg.
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9. fejezet

DI rendszerek analizise a
komplex
frekvenciatartomanyban

9.1. A z-transzformacio

A z-transzformaciot is kétféleképp vezetjiik be. El6szor a Fourier-
transzformaciébol kiindulva, majd lentebb formaélis bevezetést is
adunk. Alapvetden csak belépdjelekkel foglalkozunk.

Lattuk, hogy csak azok a diszkrét idejl jelek Fourier-transz-
formalhaték a (7.51) definicié alapjdn, amelyek abszolit Ossze-
gezhetdk. fgy nem Fourier-transzformalhat6 pl. az e[k], vagy az
e[k]¢* (|lq| > 1) fiiggvény sem, hiszen a transzforméciét definidlé
végtelen sor ezen esetekben nem konvergens. Képzeljiik el, hogy az
abszolut Osszegezhetséget azaltal biztositjuk, hogy a belépdjelet

beszorozzuk egy e_0t|t:kTS = e %% (6 > 0) jellel (0 := 0T}), azaz
> Islk]l £ oo, de ) |s[kle¥| < oo. (9.1)
k=0 k=0
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Ha a jel belép6, akkor tetszéleges pozitiv értékii o valaszthaté a
gyakorlatban el6fordulé jelek esetében, azaz o értéke érdektelen
szamunkra. Az €[k] jel pl. tetsz6leges o > 0 érték mellett abszolut
Osszegezhetvé tehetd, az e[k]q* (|¢| > 1) exponencidlisan novekve
jelhez tgyszintén taldlhaté alkalmas o, ugyanis az e % szerint
alakulé exponencidlis csokkenés erésebb, mint a ¢* fiiggvény sze-
rinti névekedés (természetesen |¢| < 00). A lényeg ismételten an-
nak biztositasa, hogy a belépdjelet, ami esetleg a k — oo esetén
nem tart nullahoz, ,,leszoritsuk” egy exponencidlis tényezdével, ami
elég gyorsan tart nulldhoz ahhoz, hogy a szorzatfiiggvény eltinjon
k — oo esetén, s igy az abszolit Osszegezhetové tehetd. Ha egy
jelhez nem talalhaté ilyen o érték, akkor a jel nem teheté ab-
szolut Osszegezhet&vé, ilyen jelekkel nem foglalkozunk, mert nincs
z-transzformaltjuk. Ilyen pl. az 5[k]qk2 jel.

Képezzilk most az exponencialis fiiggvénnyel leszoritott
belép6-szorzatfiiggvénynek a Fourier-transzformaltjat:

Flelk]s[kle™F} = f: s[kle~ ke Ik — f: s[k]e~(+Nk,
k=0 k=0

majd vezessiik be az sT, = o+jv jelélést! és legyen z = €75, mely-
nek eredményeképp definidljuk egy s[k] diszkrét idejii belépdjel
z-transzformaltjat:

S(z) = Z s[k]z7% = s[0] + s[1]z7  + s[2]z 72 + ..., (9.2)
k=0

ami a z~! hatvanysora, és S(z) az s[k] id6fiiggvény un. z-transz-
forméltja (képfiiggvénynek is nevezik), a z = e’V komplex kife-
jezést pedig szokds komplex frekvencidnak nevezni. Az Osszegzés

'Mindez a Laplace-transzforméciéval is szoros kapcsolatban van, hiszen
s =0 +jw, s igy sTs = 0Ty + jwTs, ami a mar ismertetett jelolések szerint a
kovetkezét jelenti: sTs = o + jo.
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alsé hatara 0, ami azt jelenti, hogy az s[k] jel belépd kell legyen.?
A (9.2) Osszeget a kovetkezd operatorral szokas jelolni (frott Z
beti):

|S(2) = Z {s[k]} ] (9.3)

A komplex frekvenciatartomanyt diszkrét ideji jelek esetében szo-
kds z-tartomanynak is nevezni.

9.1.1. A z-transzformacio tételei

A kovetkezdkben felsoroljuk és bizonyitjuk a z-transzformécié né-
hany, szamunkra fontos tételét. Egyes esetekben ezeket alkalmaz-
zuk is.

Linearitas

A z-transzformdci6 egy Osszegzés, inverze pedig (kés6bb latni fog-
juk) egy integrél, amelyek linedris miveletek, azaz bérmely C1,
C5 konstans esetén fennall, hogy

Z{C’lsl[k‘] + CQSQ[]C]} = CIZ{sl[k‘]} + CQZ{SQ[]{I]},
Z‘l{ClSl(z) + C2S2(2)} = 012_1{51(2)} + 022_1{52(2)}.

(9.4)
Altaldnosan (n Osszegre) ez a kovetkezot jelenti:
Z {Z cis,-[k]} = Ci Z{s[k]},
i=1 i=1 9.5)

z-1 {Zi; CZSZ(Z)} = Z:C’Z Z_I{Si(z)}.

Ez a szuperpozicio elve, és azt jelenti, hogy a transzformdcid és
1nverze tagonként elvégezheto.

2A Laplace-transzforméciéhoz hasonléan a z-transzformécié esetében is a
jel k < 0 intervallumbeli viselkedése figyelmen kiviil marad.
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Eltolasi tétel

Ha létezik a belépd e[k]s[k] jel S(z) z-transzformaltja, akkor a
K > 0 itemmel eltolt (késleltett) e[k — K] s[k — K] jel z-transz-
formaltja az eltoldsi tétel értelmében a kivetkezd:3

Z [e[k — K] sk — K]} = 2 55(2), (9.6)

azaz az id6beli eltolds a z-tartomsnyban z % tényez6vel végzett
szorzésnak felel meg. Itt arra kell tigyelniink, hogy az ¢[k] jelben
és az slk] jelben is szerepeljen ugyanazon K eltolés.

A tétel bizonyitasat segiti a kovetkezd illusztracio:

e[k]s[k] e[M]s[M]

e[k — K]s[k — K]
2 $ T 9
M

& ggoo
0 - K k 0

Irjuk be a z-transzformécié (9.2) definicidjaba az e[k] s[k] jel he-
lyett az eltolt e[k — K| s[k — K] jelet:

Z{e[k — K] s[k — K]} = i s[k — K]z7*,
k=K

ahol az Osszegzést azért kell a k = K iitemtdl kezdeni, mert a
k < K iitemekben az eltolt jel értéke nulla. Vezessiik be most
az M = k — K valtozét (igy k = K + M), mint 4j id6tengelyt,
melynek origéja a K pontban van. Irjuk at az elbbi Gsszeget
ennek megfeleléen:

Z{elk — K]slk — K|} = i s[M]z~EFM),
M=0

3Az e[k] jel mindig szerepel az s[k] jel mellett, hiszen belépdjelekr8l van
sz6.
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amelyben az 2~ ¥ konstansnak tekinthetd, hiszen az Osszegzést az
M valtozo szerint kell elvégezni, igy az kiemelhetd az Osszeg elé,
és a szumma a z-transzformécié definicidja lesz:

Z{elk — K]s[k— K]} = 2K is[M]z_M = 27K5(2),
M=0

—_———
S(z)=Z2{e[M]s[M]}

ami pontosan az eltolasi tétel.

Bizonyos esetekben (példat a 346. oldalon fogunk latni) elo-
fordul, hogy az s[k] nem belépd jelet kell késleltetni. Az s[k — K]
z-transzformaltja az el6z6hoz hasonléan vezethet6 le. Induljunk
ki a (9.2) definiciébdl:

s[k — K]z7F,

WE

Z {s[k — K]} =

B
Il

0

ahol az Osszegzés alsé hatdra most nem K, hanem tovabbra is
0, hiszen a k < K fltemekre a jel értéke nem feltétleniil nulla,
hiszen oda az s[k] nem belépéjel k < 0 titembeli értékei keriilnek.
Vezessiik be ismét az M = k — K valtozot, és bontsuk ketté az
Osszeget:

00 —1 00
Z S[M]Zf(K+I\/I) — Z S[M]Zf(K+I\/I) + Z S[M]Zf(KJrM) —
M=-K M=-K M=0
—1 00
= Z s[M]z~(BE+M) 4 =K Z s[M]zM.
M=—K M=0

Ebben a masodik tag megegyezik a belépé6jel eltoltjanak z-transz-
forméltjaval, azaz

-1
Z{slk— K]} = > s[M]z=FHM) 4 27 Kg(z),
M=—-K




Specialisan:

K=1: Z{slk—1]}=s[-1]+2719(2),
K=2: Z{s[k—2]} =s[-2] +s[-1]z71 +2725(2).

Az atviteli fliiggvény meghatarozasa a rendszeregyenlet
alapjan. Alkalmazzuk az eltoldsi tételt a rendszeregyenletre,
melynek kapcsdn jutunk el a diszkrét ideji rendszer dtviteli fiigg-
vényéhez, amely egy rendszerjellemzd fiiggvény.*

Induljunk ki tehat egy diszkrét idejii SISO rendszer rendszer-
egyenletébol:

ylk] + > aiylk —i] = by s[k —i].
=1 =0

Alkalmazzuk most ezen egyenletre az eltolasi tételt és tételezziik
fel, hogy a gerjesztés belépd. fgy a rendszer kauzalitasabdl kovet-
kezben a vélasz is beléps.®> A rendszeregyenlet z-transzformaltja
tehat a kovetkezo alakot Olti:

Y(z)+ Z a; Y ()27 = Z bi S(2)z7".
i=1 i=0

Ezen egyenlet két oldaldn z~'-ben egy n-edfok, és egy m-edfoki
polinomot kapunk. Emeljiink ki a bal oldalon Y'(z)-t, a jobb ol-
dalon pedig S(z)-t:

Y(z) <1 + Z a; z_i> =5(z) Z by 27"
i=1 1=0

4A levezetések nagyon hasonlbak a rendszeregyenlet és az stviteli karakte-
risztika kapcsolatdnak bemutatdsa sordn alkalmazottakhoz (1. 234. oldal)

°A nem belépd gerjesztés esetét példdn keresztiil vizsgdljuk meg, 1. 346.
oldal.
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Ebbél képezhetjilk az un. W(z) dtviteli figgvényt, ami a vdlasz
€s a gerjesztés z-transzformdltjdnak hdnyadosa:

VG Siabha
Wiz) = S(z) 1+ 25;1 a; 2% (9.7)

vagy részletesen kiirva:

Y(z b biz 4. 4by,z™
Wiz) = S((z)) 1y a01 —,Iz_—11+ a;z_—2 —|—+. coFapzT (0.8)
s[k] . W) ylk] .
S(z) = Z {s[K} Y(z) = Z {y[k]}

Az dtviteli figguény tehdt a 21 vdltozd raciondlis fiigguénye
valds egyiitthatokkal.® Hasonléan az dtviteli karakterisztikdhoz, az
atviteli fligguény is egy polinom per polinom alaku kifejezés, ne-
vezOjének polinomja alakilag megegyezik a rendszeregyenlet ka-
rakterisztikus polinomjaval, gyokeik tehat megegyeznek, kivéve,
ha az atviteli fliggvény szamlaléjanak és nevezbjének kozos gyoke-
ivel egyszertisiteni lehet.

Ezen miiveletsor visszafelé is elvégezheto. Ha tehat ismert egy
rendszer atviteli fliggvénye, akkor annak rendszeregyenlete meg-
hatarozhaté, tovabba az atviteli fiiggvény szamlaldjaban és ne-
vezOjében szereplo b; és a; egylitthatok megegyeznek a rendszere-
gyenlet jobb- és bal oldaldn szerepl6 egyititthatékkal.

Siettetett diszkrét idejii jel z-transzformaltja

Az allapotvéltozos leirds normélalakjdban szerepel az x[k| élla-
potvaltozé zlk + 1], egy tlitemmel siettetett eltoltja. Hatdrozzuk

6 Az alkalmazasok soran azonban z pozitiv kitevéire fogunk attérni.
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meg ezen jel z-transzformaltjat. Alkalmazzuk a (9.2) Osszefliggést:
(o @]
Z{zlk+1 Z zlk + 1]z
k=0

majd a k + 1 helyébe vezessiik be az M = k + 1 véltozdt, azaz
k=M —1:

[e.e] (o)

Z{alk+1]} = > a[M]z= M =23 " a(M]zM

M=1 M=1

Itt az Osszegzés alsé hatdra az M = k + 1 miatt lett 1, a 0 +
1 helyettesitésnek megfeleléen. A z-transzformécié definiciéjaban
azonban az als6 hatdrnak nullatdl kell indulnia. Ha hozzaadjuk az
Osszeghez az M = 0 iitembeli értéknek megfeleld tényezot, akkor
azt le is kell vonni az 0sszegbol:

Z{zlk + 1]} = z( > M)z —x[O]).

M=0
Z{z[M]}

A szumma pontosan az xz[M] jel z-transzforméltja, azaz a siette-
tett jel z-transzformaltja a kovetkezd:

| Z{alk + 1]} = 2(X(2) — 2[0]) = 2X(2) — z2[0]. | (9.9)

Belépo gerjesztés esetén az allapotvaltozok k = 0 iitembeli értéke
nulla, igy

| Z{alk + 1]} = 2X(2). | (9.10)
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Az atviteli fuggvény meghatarozasa az allapotvaltozoés
leiras alapjan. Alkalmazzuk az utébbi tételt az allapotvaltozos
leirasra, melynek kapcsan szintén eljutunk a diszkrét idejti rend-
szer dtviteli figguényéhez.”

Egy diszkrét idejii SISO-rendszer allapotvaltozds lefrasanak
normalalakja a kovetkezo:

x[k + 1] = Ax[k] + bs[k],

y[k] = cTx[k] + Ds[k], (©-11)

Képezziik ezen egyenletek z-transzformaltjat és alkalmazzuk a si-

ettetett jel z-transzforméaltjanak megismert kifejezését és szorit-

kozzunk belépd gerjesztésre (igy a vélasz is belépd és x[0] = 0):
2X(z) = AX(z) + bS(z),

Y (2) = c'X(2) + DS(2). (6-12)

Az elsé egyenletbdl az X(z) dllapotvektor z-transzformaltja kife-
jezheté:

2X(z) = AX(2) +bS(z) = (E—A)X(z2)=bS(z),

azaz

X(z) = (zE — A)"'bS(z), (9.13)

ahol E az N-edrendii egységmatrix. A kapott eredményt helyet-
tesitsiik be az Y (z) kifejezésébe, s igy a valaszjel z-transzforméalt-
janak kifejezése a kovetkezd alaku lesz:

Y(z) = |T (zE—A)_1b+D] S(z). (9.14)

TA levezetések nagyon hasonléak az dllapotvéltozés leirds és az Atviteli
karakterisztika kapcsolatdnak bemutatdsa sordn alkalmazottakhoz (1. 236. ol-
dal).
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Utébbibdl az atviteli fiiggvény kifejezheto:

W(z) = =c"zE-A)"'b+D. (9.15)

Ez szintén egy polinom per polinom alaku kifejezés, amely —
ahogy a frekvenciatartomanybeli leirds sordn is tettiik®— dtirhaté
a kovetkez6 alakra is:

c’adj (?:E — A)b+ |2E — A|D
Wi(z) = . 1
e T (9.16)

Mindez MIMO-rendszerekre a kévetkez6képp fejezhetd ki:

W(z)=C(:E—-A) 'B+D, (9.17)

ami az dtvitelifiiggvény-mdtriz, melynek ij indexti eleme megadja
az i-edik kimenet és a j-edik bemenet kozott fenndllé atviteli
fligegvényt ugy, hogy koézben a rendszer minden madas bemenete
jelmentes:

= , i=1,...,Ny,j=1,...,Ns.
Si(2) sy ()=0.5 " )
(9.18)
Ha a gerjesztés nem belép6, akkor az allapotvektor eltoltjanak
z-transzforméltja nem egyszertien 2X(z) lesz, hanem zX(z) —
zx/[0].
Lathato, hogy mindkét esetben formélisan ugyanazon miivele-
teket végeztiik el, mint a frekvenciatartomédnybeli analizis soran.
Az dtviteli fiiggvény nevezdjének gyokeit polusoknak, szdmld-
loganak gyokeit zérusoknak nevezzik.

8 Alkalmazzuk az (zE — At = % Osszefliggést.
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A konvolucié z-transzformaltja

Az eltolasi tételt alkalmazzuk a konvolicic z-transzformdltja-
nak meghatdrozasa sordan. Az id6tartomanyban végzett ylk] =
wlk] * s[k] konvolici6 z-transzformdlhaté belépd gerjesztés és z-
transzformalhato belép6 impulzusvalasz esetén a z-tartomanyban
szorzattd egyszerisodik:

|V (2) = Z{wlk]} Z2{s[k]} = W(2) S(2),

(9.19)

ahol S(z) és Y(z) a gerjesztés és a vélaszjel z-transzformaltja,
W (z) pedig a rendszer &atviteli fliggvénye. A tétel bizonyitdsa
érdekében z-transzformaljuk a konvolicié (5.9) kifejezését:

00 k
Y(z2)= Z (Z s[iw(k — z]) P

k=0 \:=0

Ezen 0Osszefliiggésben a belsé szumma fels6 hatara k, hiszen az
impulzusvélasz belépé. Cseréljiik le ezen hatért oo-re ugy, hogy
kozben a w(k —i] helyébe e[k —iJw[k —i]-t {runk, azaz a szummén
beliil jeloljiik, hogy az impulzusvélasz belépd. Erre az ezt kovetd
lépések miatt van sziikség. Tehat:

Y(z)=>)_ (Z slilelk — iJw[k — i]) 2k,
k=0 \i=0

Cseréljiik fel ezutan az Osszegzések sorrendjét:

Y(z)=> i (Za[k — dwlk — z’]z_k> :

i k=i

A bels6 Gsszeg alsé hatara 4 lett, hiszen a szummaban szerepl6
elk — iJwlk — i] jel a k < ¢ lUtemekben nulla értéki. A bels6
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szumma pedig pontosan az eltolt jel z-transzforméltja (v.6. (9.1.1)
Osszefiiggéssel), azaz:

Y(z2) = Z s[i]W(2)27" = W (z) Z s[i]z"",

=0 =0

amely Osszefiiggésben a gerjesztés z-transzformaltja ismerhetd fel,
s igy a konvolicid z-transzformaltjdhoz jutunk:

Emlékezziink vissza, hogy a konvolicié adott impulzusvélaszi
rendszer valaszanak meghatarozasara alkalmas adott gerjesztés
mellett. Ezen Gsszefliggés pedig a gerjesztés z-transzformaltjanak
és az atviteli fliggvénynek a szorzatat tartalmazza, ami a véalaszjel
z-transzformaltjat eredményezi.

A kovetkezd szemléletes illusztracié kapcsan eljutunk a z-
transzformacié formalis megadasdhoz. Legyen egy kauzdlis rend-
szer nem belépd gerjesztése az s[k] = z* jel, amely gyakorlatilag
megfelel egy exponencidlisan névekvé amplitidéju szinuszos jel-
nek, hiszen z¥ = e”*el’* ahol ¢ > 0 és a méasodik tényez6 pedig
az BEuler-formulanak megfeleléen egy szinuszos jel. Vegyiik ezen
jel és a rendszer impulzusvalaszanak konvoliciéjat:

wli]ZF = 2F Z wli]z™"

=0

o

@
Il
o

ylk] = wlilslk —i] =
=0

Az utébbi Gsszegben szerepel a w[k] impulzusvélasz z-transzfor-
maltja, ami pontosan a rendszer &tviteli fiiggvénye (ezt a 335.
oldalon igazoljuk):

W(z) = Z wlk]z 7", (9.20)




Igy a rendszer valasza a kovetkez6:

azaz a kimeneti jel alakja a W (z) dtviteli fliggvényt6l eltekintve
olyan, mint a gerjesztés alakja. Az atviteli fliggvényt ezért a rend-
szer sajdtértékének is szokds nevezni, a z* gerjesztés pedig az un.
sajdtfiiggvény.

Igy a konvolicié ismeretére tdmaszkodva jutottunk el a rend-
szer atviteli fliggvényének definiciéjahoz, valamint a z-transzfor-
maciéhoz. Az Osszegben szereplé w[i] helyébe tetszbleges s[k|
fiiggvényt {rva definidlhatjuk az s[k] jel z-transzformadltjdt is, ha
ez a végtelen Osszeg létezik, azaz ha az s[k]| jel z-transzformalhato.

A csillapitasi tétel

A csillapitdsi tétel azt mondja ki, hogy egy belépd és z-transzfor-
mélhaté s[k] jel és egy ¢* exponencidlisan csékkend jel (|g| < 1)
szorzatanak (amely csillapitja az s[k| jelet) z-transzformaltja

z {s[k]qk} s (g) , (9.21)

hiszen ;S[k]qkz_k ) gs[k] <g> —k g <§> |

azaz az s[k] jel S(z) z-transzforméltjaban minden z helyébe -t
kell irni.
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Kezdetiérték-tétel és végértéktétel

A z-transzformdciénak is van két un. végérték tétele, melyek
segitségével meghatarozhatjuk az s[k] jel kezdeti értékét a k = 0-
ban és végértékét k — oo esetén az S(z) z-transzformdlt isme-
retében, ha ezek a hatarértékek léteznek:

s[0] = lim S(z), s[k — oo] =lim[(z—1)S(z)]. (9.22)

2—00 z—1

Fzen tételeket akkor kényelmes alkalmazni, ha a jel z-transzfor-
maltja ismert és az idofliggvény hatarértéke a kérdés, pl. ha a
véalaszjel z-transzforméltjat meghatdrozzuk. A hatarértékek meg-
hatarozasahoz tehdt nem kell meghatdrozni az idéfliggvényt.

A kezdetiérték-tétel a z-transzformécioé definicigjabdl adodik:

S(z) = is[k‘]z—k =s0] + s[1]z7t +s[2272 + ...,
k=0

ugyanis, ha ezen végtelen sorba z — oo, akkor minden z %

minek eredményeképp csak x[0] marad.

— 0,

Kapcsolat a Fourier-transzformalttal

Ha az s[k] jel belépd és abszohit dsszegezhetd, akkor a jel S(ei?”)
spektruma meghatarozhaté a z-transzforméltbél z = eV helyet-
tesitéssel:

S(el”) = S(2)| ,—giv - (9.23)

Ez biztosan igaz, ha a jel belépd, korldtos és véges tartoju, vagy ha
a jel belépd, korldtos és a k — oo esetén exponencidlisan nulldhoz
tart. Az Osszefiiggés nem érvényes pl. az c[k| jelre, mert az nem
abszolit 6sszegezhetd, és ez egy feltétel. Az abszolut dsszegezhetd
jeleket ugyanis nem kell az €% jellel ,leszoritani”, éppen ezért
o=0.
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Ha a rendszer gerjesztés-vdlasz stabilis és kauzdlis, akkor az
atviteli karakterisztika el6allithaté az atviteli fliggvény isme-
retében:

W () = W(2)|,_yo - (9.24)

9.1.2. Diszkrét ideju jelek z-transzformadltja

A kovetkez6kben néhdny fontos jel z-transzformaltjat fogjuk meg-
hatarozni, melyekre a késébbiekben sziikségiink lesz.

1.) Hatérozzuk meg el6szor az elk| egységugrdsjel (a legegy-
szeriibb belépéjel) z-transzforméltjat. Induljunk ki a z-transzfor-
maci6 definicijabdl és vegyiik figyelembe, hogy az (k] jel értéke
1 a k > 0 iitemekre:

Z{elk]} =Y zF = (="
k=0 k=0
Hasznaljuk fel a végtelen mértani sor 6sszegképletét:
- 1
S -l (9.29
l—gq
k=0

ha |g| < 1, azaz ha |27 < 1, ami teljesiil az |e™?| < 1 miatt
(o0 > 0). Eredményiink tehat a kovetkezo:

1 z
:1_2_122_1, (9.26)

Z{elk]}

Jegyezziik meg, hogy ugyanez lesz pl. a k < 0 idopillanatokban is
egységnyi értékl jel, vagy az eléjelfiiggvény z-transzformaltja is.
Barmi is legyen tehat a jel értéke a k < 0 iddpillanatokra, azt a
z-transzformaécié figyelmen kiviil hagyja.
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2.) Hatarozzuk meg az €[k] jel és a ¢* (|q| < 1) jel szorzaténak,
azaz a csillapitott egységugrasjelnek a z-transzformaltjat.? Indul-
junk ki el6szor a definiciobdl és alkalmazzuk a végtelen mértani
sor (9.25) Osszegképletét:

Bt =Yt =3 (1) = g =
k=0 z

o
k=0 q

Hasznalhatjuk a csillapitasi tételt is, ugyanis az e[k]q* jel az
e[k] csillapitottja. A csillapitasi tétel pedig azt mondja ki, hogy az
eredeti jel (jelen esetben az e[k]) z-transzformaltjdban (ami ekkor

—~-) minden z helyébe -t kell frni, azaz

z—1
z
Elelbd'y = —=| =i =,
z—1 — c—1 z—g¢q
tehat ~
Z{e[kl¢"} = -t (9.27)
Ha itt elvégezziik a ¢ = 1 helyettesitést, akkor pontosan az

e[k] jelet kapjuk, valamint a —%5 transzformaltat, ami a helyes

eredmény.

Derivéljuk az utébbi kifejezés mindkét oldaldt ¢ szerint:'9

z

Z{e[k]kq" 1} = e

(9.28)

Erre az Osszefiiggésre sziikségiink lesz az inverz z-transzformaécio

9Ugyanez lesz pl. a ¢/*! jel z-transzformaltja is, hiszen a transzforméacié a
k < 0 idopillanatokat figyelmen kiviil hagyja.

1OHasznéljuk fel, hogy (%)/ _ u/v;uU/.

v
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soran. Folytassuk ezt a sort:

2z
Z{elklk(k — 1)¢* 2} = ,
(elhlh(k = a2 = =
Z{elkk(k — 1)(k - 2)¢" "} = —
(z =@
24
Z{elklk(k — 1)(k - 2)(k - 3)¢" 1} = ——
(z—q)
1 1 3
0.75 - 0.75 <
~ - :‘2
§ 0.5 £ oos o
¥ 025 T 0.25 §1
0 m0
-2-10 1 2 3 4 -10 1 2 3 45 01 2 3 45 6
k k k

9.1. dbra. A levezetésben szerepld jelek iddfigguénye (g =0,5)

Az elsé harom jel iddfiiggvénye lathaté a 9.1. dbran.'!
Altalanosan a kovetkezd Osszefliggés irhato fel:

Z{e[kk(k —1)(k—2)... (k= (m—1))¢" ™} = %

Az m! tényez&vel Aatosztva az alkalmazdsok soran leginkdbb
hasznalt alakhoz jutunk:

E(k—1)(k—2)...(k—(m—1)) 1. z

2 (ol ml e
(9.29)

3.) Ezek alapjan allithatjuk elé pl. az e[k]k, vagy az e[k]k(k —
1) jelek z-transzformaltjat, ha a ¢ = 1 helyettesitést alkalmazzuk:

Z{elklh) = _2'1)2, Z{elklk(k ~ )} = 321)3.

Erdemes lehet végigkovetni, hogy kell a jeleket felvazolni.
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Ha a két jelet Osszeadjuk, akkor a linearitas miatt a transzformal-
takat is Osszeadhatjuk. lgy kapjuk meg pl. az e[k]k? = e[k][k +
k(k — 1)] jel z-transzforméltjat:

z 2z 224z

WK = et o T Lo

Altalanos formula az e[k]k™ (m e N) alaku jel z-transzformaltjé-
nak meghatdrozasara nem ismert.

4.) Sziikségiink lesz az e[k]el’* és az e[k]e™17F jelek z-transz-
forméltjdra. Utébbi eredmények alapjan, ¢ = ei¥ helyettesitéssel
ezek a kovetkezoképp néznek ki:

v z

Z{e[k]e*} = — Z{e[k]e I} = ——| (9:30)

Ezen eredmények segitségével pedig az e[k] cos ¥k és az e[k] sin 9k

jelek z-transzformaltja felirhato:
oIk | o—ivk

2 } B

z 1 z

1
T 22—l 2y iV

Z{e[k]cosVk} = Z {E[k]

Hozzuk koz6s nevezore az eredményt:

1 =z 1 z 1z(z—e7) + 2(z — &)
Z{elk] cos Ok} T2z ' 2z-6d 2 (z—a?)(z_e W)
1222 (el e i) 2% — zcos

222 z(@ e )+ 1 22— 2zcosV+ 1
Az e[k] sin ¥k jel z-transzformadltja pedig a kovetkezo:

ek _ gk } 1 =z 1 z

2j :2_jz—ej19_2_jz—e*j”'

Z{clk]sindk} = Z {a[k]

Hozzuk kozos nevezore ismét az eredményt:

. 1z 1z 1lz(z—e)—z(z—¢€")
Z{eWlsin k)=~ ey e~
1 z(el? — e~i?) zsind

T2 — 2@ fe ") +1 22— 2zcosV+ 1
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Osszefoglalva tehét:

22 — zcos? zsin 9
22 —2zcos¥ + 1’ Z{elk] sin vk} = 22 —2zcosV+1°
(9.31)
5.) A Dirac-impulzus z-transzformaltjat kétféleképp kaphat-
juk meg. A (9.2) definicié és a Dirac-impulzus definiciéja alapjan
irhatjuk, hogy

Z{clk] cos ¥k} =

Z{[k]} = ié[k]z—’f = 6[0]2° + 0[]zt + ... =1,
k=0

hiszen a Dirac-impulzus a k = 0 hely kivételével mindenhol nulla
értéki.

Ha figyelembe vessziik, hogy a Dirac-impulzus az egységug-
rasjelbdl eloallithaté a

Olk] = elk] — e[k — 1]

alakban, akkor a Dirac-impulzus z-transzformaltja az egységug-
rasjel z-transzformaltjanak és az eltolasi tétel ismeretében el6al-
lithato:

z z z I z2=-1

Z{é[k]}:z—l_z—lz :z—l_z—l_z—l_l’

azaz

Z{k]} = 1. (9.32)

Az eltolt Dirac-impulzus z-transzformaltja az eltolasi tételbdl a-
dédik:

Z{0[k — K]} = 27K, (9.33)

Helyettesitsiik be most a Dirac-impulzus z-transzformaltjat a
(9.19) Osszefiiggésbe:



azaz a Dirac-impulzusra adott vdlasz (ami az impulzusvdlasz) z-
transzformdltja pontosan az dtviteli figgvény, és megforditva az
datviteli fligguény inverz z-transzformdaltja az impulzusvdlasz:

W(z) = Z{w[k]}, wlk]=2"1{W(2)}, (9.34)

ahogy azt a (9.20) szummaval megadtuk.

6.) Hatarozzuk meg a belépd, dltaldnos periodikus jel z-transz-
formaltjat. Az f[k] fliggvény szerint valtozé periodikus jel els6, K
utembdl allé periddusa a kovetkezd fiiggvénnyel allithato el6:

sic[k] = {e[k] — e[k — KT} f[K], (9.35)

melynek Sk (z) = Z{sk[k]} z-transzformaltjat meghatarozhat-
juk. Ha ezt a jelet eltoljuk i¢K helyekre (i = 0,1,...,00), akkor
megkapjuk az s[k| periodikus jel idéfliggvényét:

s[k] = i silk — iK]. (9.36)
=0

Hasznaljuk ki a z-transzformaécié linearitdsat, azaz transzformél-
juk ezt a kifejezést tagonként, majd hasznaljuk fel a végtelen
mértani sor Osszegképletét:

$(z) = Z{slk]} = > Z{sxlkl} ™" = ——%Sk(2). | (9.37)

1=0

Ezen eredmény hasznos lehet a Fourier-sor egyiitthatdinak
meghatdrozasira a (7.33) Osszegzés kiértékelése nélkiil. Ha
ugyanis eldallitjuk a periodikus jel els6 periédusdnak z-
transzformaltjat, akkor z = eP” helyettesitéssel és K-val torténé
osztassal megkapjuk a Fourier-egyiitthatokat:

— 1
Sy = = SK(2)]s—gm - (9.38)
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Fz a komplex Fourier-sor egytitthatéinak szdmitasara hasznalt
szumma és a z-transzformécié definicidjanak Gsszehasonlitasabdl
lathato:

c K K
S- =

1 —ipkd o —k
) EkzzjosK[k]e Pk, SK(z)—kZ:OsK[k’]z .

A kovetkezOkben tovabbi, dltalanosabb példakat oldunk meg,
melyekben felhasznaljuk a fenti eredményeket.

1. Példa. Hatérozzuk meg az s[k] = e[k] (2-0,9% —0,8%) jel

z-transzformaltjat.

Megoldés. Az e[k]q* jel z-transzformaltjat ismerjiik. Ezt kell
kétszer alkalmaznunk, majd az egyes eredményeket ki kell von-
nunk egymadsbdl, hiszen a transzformaécié linedris:

2z 2z
2—0,9 2z-0,8

Z{slk]} =2

Lathatd, hogy a 2-es szorzé a transzforméltban is megjelenik, hi-
szen a konstans a definicioban szereplo szumma elé kiemelhetd.

2. Példa. Hatdrozzuk meg az s[k] = £[k]0, 7% cos 5k és az s[k] =
e[k]0, 7% sin 5k jelek z-transzformaltjat.

Megoldas. Alkalmazzuk a csillapitasi tételt az e[k] cos ¥k és az
elk] sin 9k jelek z-transzformaltjanak felhasznéldséval:

2
m) — g7 COSH 22— 0,192
Z {e[k]0, 7" cos 5k} = ( ’ = .
{elk]0, 7% cos 5k} = ———— 220,392 40,49
(W) —Wcos5+1
Z_sin b —0,67z
Z {e[k]0, 7% sin 5k} = 0.7 = ’
{[k]0, 7" sin 5k } N . 220,392 + 0,49’
W) —Wcos5—|—1
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azaz a szinuszos és koszinuszos jelek z-transzformaltjaban minden
z helyébe %—et irtunk a csillapitdsi tételnek megfeleléen. Ha a
cos b és a sin b értékeket numerikusan is meg akarjuk hatarozni,
akkor figyelembe kell venni, hogy ¢ = 5 radidn egységben adott.

3. Példa. Hatdrozzuk meg az s[k] = c[k]k 0, 6" jel z-transzfor-
maltjat.

Megoldas. Az e[k]k¢" ' jel z-transzforméltjit méar meghaté-
roztuk. Ezen jel pedig ehhez hasonlé. Alakitsuk hat at a kérdéses
jelet a kivant alakra:

s[k] = e[k]k 0, 6F 11 = ¢[k]k 0,681 0,6,

azaz ,,becsempésztiik” a k — 1 tagot azdltal, hogy a kitevOhoz
hozzdadtunk és levontunk 1-et. Ennek a jelnek a z-transzforméltja
azonban mar meghatirozhato:

z

Z{slk} = 0,675

4. Példa. Hatdrozzuk meg az s[k] = e[k — 4]k 0,5% z-transzfor-
maltjat (1. 9.2. dbra).

Megoldas. A jel az el6z6 feladatban adott jelhez hasonld, csak
épp a k = 4 iitemben lép be. Az eltolési tétel akkor alkalmazhato,
ha a jelben szereplé Osszes k ugyanannyi iitemmel van eltolva.
Alakitsuk at ennek megfeleléen a megadott jel id6fliggvényét:

s[k] = e[k — 4](k — 4 + 4) 0, 5F~4+4,

Ezaltal nem mdédositottunk a jelen, de a sziikséges eltolasokat min-
den helyre bevittiik. Bontsuk fel ezutan a zaréjelet és a kitevét:

s[k] = e[k — 4](k — 4) 0,5540,5% 4 e[k — 4]4 - 0,5*7%0, 5%.
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Az els6é tag kiilon figyelmet érdemel. Ismerjiik ugyanis az
e[k]kg"! jel z-transzformaltjat. Ha ezen jelet K-val eltoljuk, ak-
kor az e[k — K|(k — K)¢" %=1 jelhez jutunk. Itt figyelni kell a
kitev6ben szerepld (k — K — 1)-re, esetiinkben tehdt még egy —1-
et be kell vinni az els6 tag kitevéjébe:

s[k] = e[k — 4](k — 4)0,5=47110, 5% - ¢[k — 4]4 - 0,5%7%0,5* =
= elk — 4](k — 4)0,5%750, 5% + e[k — 4]4 - 0,510, 57.

A miésodik tag az e[k]q” jel eltoltja 4 iitemmel, aminek a transz-
formaltjat ismerjik. Ezt a jelet mar z-transzformalhatjuk az el6z6
feladatban is szerepl6 Osszefliggés és az eltolasi tétel szerint:

L ty0,25—2

Z =0,03125——
{slkl} = 0,03 5(z—o,5)2 Z2—0,5

Az eltolasi tétel értelmében a jel z-transzforméltjat tehdt még
2% gyel be kell szorozni.

5. Példa. Hatédrozzuk meg a kovetkez6 jel z-transzformaltjat (1.
9.2. 4bra).
s[k] = (e[k] — e[k — 5]) 0, 2",

Megoldas. Els6 lépésben bontsuk fel a zardjelet és alakitsuk at
a jel masodik tagjat, hogy az eltolasi tételt alkalmazni tudjuk:

s[k] = e[k]0, 2% — e[k —5]0, 287545 = ¢[k]0, 2% — e[k — 5]0, 2550, 25.

A jel z-transzformaltja ebbdl mar felirhato:

z 5 2 _5

,2
z—0,2 z—0,2

Z{s[k]} =
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9.2. dbra. A 4. és az 5. példaban szerepld jelek iddfiggvénye
9.2. A z-transzformacio alkalmazasa

9.2.1. A valaszjel z-transzformaltjanak meghataro-
zasa

Els6 1épésben tehat meg kell hatdrozni az s[k| gerjesztés S(z)
z-transzforméltjat, valamint a rendszert jellemzé W (z) atviteli
figgvényt. Utdbbi vagy adott, vagy az impulzusvalaszbdl, vagy
a rendszeregyenletbol, vagy az &llapotvaltozéds leirdasbél meg-
hatdrozhaté. Ezutan a kettét Ossze kell szororzni a (9.19)
Osszefiiggés értelmében, ami a vélaszjel Y (2) z-transzformaltjat
adja, s ezen transzformaltat inverz z-transzformalni kell, melynek
eredményeképp kapjuk a vilaszjel ylk] id6figgvényét. A kovet-
kezOkben ezen lépéseket targyaljuk.

A példak kapcsan megfigyelhettiik, hogy elemi fliggvények &l-
tal leirt jelek z-transzformaéltja altalaban egy tort, melynek szam-
14l6ja is és nevezdje is egy-egy polinom z-ben, vagy z~!-ben. Eltolt
fiiggvények esetében megjelenik még egy 2 szorzétényezd is.
Ennél bonyolultabb transzformaltakkal nem foglalkozunk.

Az atviteli fiiggvény pedig mindig egy polinom per polinom
alakt kifejezés.

A valaszjel z-transzforméltja tehat két tort szorzata, mely
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szorzat mindig polinom per polinom alaku kifejezésre vezet (az
esetleges 27K szorzétényezével). Végeredményben tehét egy po-
linom per polinom alakt kifejezés inverz z-transzformaltjat kell
meghatarozni, amely ezen esetekben nagyon egyszerli szabdalyok
segitségével elvégezhets. A vélaszjel z-transzformaltja ebben az
esetben a z, vagy a 2~ valtozé un. raciondlis figguénye. Pontosan
ezen okndl fogva nem is bonyolitjuk feleslegesen az inverziét, ha-
nem tipikus példak kapcsdn mutatjuk be azt. A z-transzforméltak
esetében hasonld jellegii tortfliggvényeket kapunk, mint a Laplace-
transzformécié esetén (1. 308. oldal), ezért a csoportositdst nem
ismételjiik meg. Ennek azonban fontos kovetkezménye, hogy csak
azon z-transzformaltakhoz tartozhat id6fiiggvény, amelyekre igaz,

hogy

lim X(z) < oc. (9.39)

Z— 00

Fz akkor lehetséges, ha a nevezd fokszama nagyobb a szamlalo
fokszdmanal.

9.2.2. Az inverz z-transzformacio6 és a kifejtési tétel

A jel z-transzformaltjanak ismeretében a jel idofiiggvényét alta-
ldnosan az un. inverzids integral segitségével szamithatjuk, ami-
hez a kovetkezOképp jutunk. Idézziik fel elébb az inverz Fourier-
transzformacié Osszefiiggését:
1 [ N
s[k] = — (e)elPkdy.

T or _7r

A z-transzformécidhoz a beléps és e 7%-val szorzott jel Fourier-
transzformacidjaval jutottunk el. Forditsuk meg most ezt a miive-

letet, azaz keressiik az S(e”t¥)-hoz tartozé belépd idéfiiggvényt:

cHsfle* = = [ S ag.

C2m
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Szorozzuk be mindkét oldalt e?*-val:

1 [7 : :
elk]s[k] = %/ S (7 ieloHiNk gy,

Mivel z = 71V = %6V ezért

dz = e?del? = e%el?jdy = 7 Tjd0 = zjdY,
hiszen o konstans. Innen d¢ = ?—ZZ adédik. Helyettesitsiik ezt az
el6bbi integralba:

elks[H] = 2% N S(2)241dz, (9.40)

Ez az un. inverzios integrdl, ami definidlja az inverz z-transzfor-
méciét. Ez az integral & < 0 esetén nulla értéket ad. A korin-
tegral abbdl addédik, hogy mig az inverz Fourier-transzformaécio
integralja —m-t6l, m-ig fut a ¢ véltozd szerint, addig mindez az
eV komplex véltozéban pontosan egy kort jelent, melynek su-
gara pontosan e, hiszen z = e?el”. Az inverz z-transzforméciot a
kovetkez6 operator jeloli:

skl = 271 {S(2)}. (9.41)

Az alkalmazasok szempontjabdl ezen integral kiértékelésére azon-
ban nincs sziikségiink.

A vélaszjel z-transzformaéltja tehét a (9.19) alapjan hatdroz-
haté meg. Ennek inverze, azaz a vélaszjel idéfliggvénye esetiink-
ben az inverz Laplace-transzforméciéhoz hasonléan az un. kifejtési
tétel segitségével hatarozhaté meg.

Vizsgaljuk meg ezen lehetdségeket példakkal illusztralva.

1. Példa. Egy rendszer atviteli fiiggvénye és gerjesztésének id6-
fliggvénye a kovetkezo. Hatarozzuk meg a rendszer valaszat.
W(z)

z
~ 2240,42— 0,05’

s[k] = 2¢[k] 0, 3%.

342



Megoldas. Elso6 lépésben hozzuk az atviteli fiiggvény nevezojét
szorzat alakra. A nevezd polinomjdnak két egyiitthatdja p1 = 0,1
és po = —0,5, azaz

z
(z—0,1)(z+0,5)"

W(z) =
A gerjesztés idofiiggvényének z-transzformaéltja pedig a kovetkezo:

2z
SE) =03

A vélaszjel z-transzforméltja a konvoliucié z-transzformaltjanak
megfeleloen ezen két z-transzformdlt szorzata. Fzutan a szamla-
16bdl a z elséfoku tagjat emeljik ki a tortfiiggvény elé (ennek
okéra a feladat végén visszatériink), azaz

2z

Y(2) = W(2)S(2) = 2 (z—0,1)(z+0,5)(z — 0,3)

A tortfuggvényt a Laplace-transzformécié alkalmazdsa sordn is-
mertetett médon bontsuk fel parcialis tortek szorzatara. Ezt meg-
tehetjik, hiszen a tortfiiggvény valédi, mivel a szamlalé fokszama
(ami 1) kisebb a nevez6 fokszamanal (ami pedig 3). Kézben azon-
ban ne feledkezziink el a kiemelt z tényezorol:

A B c >

Y(z) =
(2) Z<z—0,1+z+0,5+z—0,3

Az A, B és C egyiitthatokat ezutan letakardssal hatarozhatjuk
meg.'2 Szorozzunk vissza ezutdn a kiemelt z tényezével, s a
valaszjel z-transzformaltja a kovetkezd lesz:

V() = —1,67z n —2,08z n 3,75z
 z-0,1 z+0,5 2-0,3

12 _ 2.0,1 _ _ 2(-0,5) —
A = (0,140,5)(0,1—0,3) -1,67, B = (—=0,5—0,1)(—0,5—0,3) —2,08,
C = 2.0,3

30003705 — 3,75. Természetesen alkalmazhatjuk az egyenld
egyutthaték mdédszerét is.
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Ezen tagokban mar felismerhetjiik a Zi_q alaku tortfiggvényt,
ami pontosan az e[k|¢* fiiggvény z-transzformaltja. Lathat6, hogy
a z tényezd kiemelésére mindig sziikkség van, pont azért, hogy
a parcialis tortekre bontds utan vele visszaszorozva megkapjuk
a sziikséges z-transzformaltakat. fgy a valaszjel idoéfiiggvénye a
kovetkezo:

ylk] = e[k] (—1, 67-0,1F — 2,08(—0,5)% +3,75 -0, 3’“) .

Fontos itt is megjegyezni, hogy a z-transzformaciéval szamitott
valaszjel beléps fiiggvény, hiszen a gerjesztés belépd fliggvény és
a rendszer kauzélis (impulzusvélasza is belép6 fiiggvény).

2. Példa. Egy rendszer impulzusvalasza és gerjesztése a kovet-
kezo. Hatdrozzuk meg a rendszer véalaszjelének idéfliggvényét.

wlk] = e[k] (0, ok 4 9.0, 5’“) . s[k] = [k] 0, 5%

Megoldas. Els6 lépésben hatarozzuk meg az impulzusvalasz és
a gerjesztés z-transzformaltjat az ismert Osszegiiggések alapjan:
z 2z 322 -0,9z 2z

= ? S = .
202 2205 (:-02)(z-0,5) ()= —05
Ne felejtsiik el, hogy az impulzusvalasz z-transzforméltja ponto-
san az atviteli fliggvény. A vélaszjel z-transzformaltjat ezen két
transzformalt szorzata adja, de kozben emeljik ki az el6z6 fela-
datban mar emlitett z szorzétényezét:

W(z) =

622 — 1,82
(z—0,2)(z —0,5)2"
A tortfiiggvény valodi, mivel a szamldld fokszdama 2, a nevezo
fokszdma pedig 3, de a nevez6ben kétszeres gyok is szerepel. A
tortfiiggvényt a kovetkez6képp lehet parcidlis tortekre bontani:
A B C
Y(2) = + + :
(2) =z <z—0,2 2—0,5 (z—0,5)2>

Y(z) =W(z)S(z) =z
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A Laplace-transzforméciénal targyaltakhoz hasonléan, ebben az
esetben is csak az A és a C' egyiitthatd szamithaté kozvetleniil le-
takarassal, hiszen ha csak a z—0, 5 polinomot (és nem a (z—0,5)?
polinomot) takarjuk le, akkor nulldval osztanank.'® A B egyiitt-
hatot tehat mindenképp az egyenl6 egytitthaték mddszerével kell
meghatarozni. Hozzuk héat kozos nevezore a harom parcialis tort
Osszegét:

A(z—0,5)2+ B(2—0,2)(z — 0,5) + C(2 — 0,2)
(z—0,2)(z — 0,5)2

FEnnek szdamlaléja egyenld kell legyen az eredeti z-transzformalt
szamlaléjaval:

A(z* —2+40,25)+ B(22 = 0,724+ 0,1) + C(2 — 0,2) = 62% — 1, 8z,

ahonnan az egytitthatok egyenléségébdl a kovetkezo egyenletrend-
szert kapjuk:

A+B =6
~A-0,7B+C =-1,8
0,254 +0,1B—0,2C =0

és pl. az els6 egyenletbdl a hidnyzé B egyutthaté szamolhato:
B =6 — A = 7,33. Természetesen az egyenletrendszer meg-
oldasabdl is megkaphatjuk a hdrom egytitthatot, de akkor azt meg
kell oldanunk. A letakaras kissé egyszertisiti a megoldds menetét.
Visszaszorozva a kiemelt z tényezOvel a z-transzformilt alakja
tehat a kovetkezo:

Y(Z)_—1,332+ 7,33z n 2z
C2-0,2 z-0,5 (2-0,5)%

amelybdl az id6fiiggvény felirhaté:

ylk] = e[k] (—1,33 0,28 47,33 0,5% + 2k 0, 5k—1> .

13 4 _ 6:0,22-1,80,2 _ _ 6:0,52-1,80,5 _
A= (0,2=0,5)2 1,33, 0= 0,6—0,2 =2
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Az utolsé tag ugyanis pontosan az e[k]k ¢*~! fiiggvény z-transz-
formaltja.

3. Példa. Egy rendszer rendszeregyenlete és gerjesztése a
kovetkezd. Hatarozzuk meg a rendszer valaszjelét és hatarozzuk
meg a rendszer impulzusvélaszat is.

ylk] — 0,7ylk — 1] + 0, 1y[k — 2] = 3s[k] — 0,9s[k — 1],
s[k] = {1 — e[k]} 2 + {e[k] — e[k — 4]} 0,4F.

Megoldéds. A rendszer gerjesztése nem beléps.'* Ezen oknél
fogva a nem belépé jelre vonatkozé eltolasi tételt kell alkalmaz-
nunk a rendszeregyenletre S = S(z) és Y = Y (z) jelolésekkel:

Y —0,7{y[-1]+Yz""} +0,1{y[-2] + y[-1]e" ' + Y2 }=
=39-0,9{s[-1]+S5=""}.

A z-transzformaécio értelmében ez az egyenlet a k > 0 litemekre
adja meg a valaszjel idofliggvényét, ugyanakkor sziikségiink van
az s[—1|, az y[—1] és az y[—2| értékekre is. Ezeket a k < 0 iite-
mekre felirt rendszeregyenletbdl hatdrozhatjuk meg, ahol a ger-
jesztés értéke 2. Feltehetjiik, hogy elegendd id6 eltelt mar ahhoz,
hogy a tranziens OsszetevO lecsengjen, feltéve, hogy a rendsze-
regyenlet sajatértékei egységsugari koron beliil helyezkednek el.
Ellendrizziik hat a rendszer gerjesztés-valasz stabilisat:

e(AN)=X2=0,7A+0,1=0 = A =0,5 A\ =0,2.

Fz tehat teljesiil. Ebben az esetben a rendszer stacionérius dllapo-
tara igaz, hogy y = ylk] = ylk — 1] = y[k — 2] és s = s[k] = s[k —
1], hiszen konstans gerjesztéshez konstans valasz tartozik, azaz

" Gyakorldsképp érdemes megoldani a példdt tdgy is, ha s[k] =
{e[k] — e[k — 4]} 0, 4", azaz ha a gerjesztés belépd.
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tetszdleges k iitemre mind a gerjesztés, mind a véalasz konstans
értékii:

y—0,7y+0,1y =35s—0,9s=3-2—-0,9-2=4,2 = y=10,5,
ami a rendszer gerjesztett valasza. Igy tehét y[—1] = y[—2] = 10,5
és s[—1] = 2. Ezeket felhasznalva irhatjuk, hogy
Y —0,7{10,5+Y2""} +0,1{10,5+10,5:"" + Yz ?} =
=39-0,9{2+52""}.

Bontsuk fel a zéréjelet, szorozzunk be z2-tel és rendezziik a kapott
egyenletet:

Y(22—0,72+0,1) = S(32% —0,92) + 4,522 — 1,052.

Ezen egyenletbe mar csak be kell irnunk a gerjesztés z-transz-
formaltjat, midltal megkapjuk a vélaszjel z-transzformaltjat. A
gerjesztés z-transzformaltja pedig a kovetkezd:

z

= —0,4%
s z2—0,4 0 z—0,4

z _
p 4

Mielott ezt beirnank a rendszeregyenlet z-transzformaltjaba, gon-
dolkodjunk: a z-transzformalt méasodik tagja majdnem ugyanaz,
mint az els6, csak épp szerepel benne egy konstans szorzotényezo
és egy id6beli eltolas. Ha tehat meghatarozzuk a vélaszjelet csak
az elsé tagra vonatkoztatva, majd abbdl levonjuk ennek 0,4%-
szeresét és 4 litemmel eltoltjat, akkor megkapjuk a teljes vélaszje-
let. Ezt a rendszer linearitasa és kauzalitdsa miatt tehetjiik meg.
Azaz y[k] = y1[k] — 0,2%y1[k — 4], ahol y; [k] csak az elsé tagnak
megfelel6 valaszjel, amelyre kapjuk, hogy

z

Vi(2® — 1) =
1z = 0,72 +0,1) = ——5

(322 —0,92) +4,52% — 1,05z
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Hozzuk el6szor kozos nevezore a jobb oldalt, majd osszunk &t a
bal oldalon 1év6 polinommal. Ennek eredményeképp kapjuk az
y1[k] z-transzforméltjat:

7,522 — 3,752 4+ 0, 42 7,522 — 3,752 4+ 0,42

Y, = - .
LT 20,7240, 1)(2—0,4)  (2-0,5)(—0,2)(z — 0, 4)

Ennek inverz z-transzforméltja lesz a keresett y[k] id6fliggvénye
a k > 0 idépillanatokban. A raciondlis tortfiiggvény valddi, tehat
a szokasos médon parcidlis tortekre bonthatjuk és alkalmazhatjuk
a ,letakardsos moédszert”: P

14z +—0,5z —62z
z2—0,5 2z—-0,2 2-0,4

Y| =
amelynek a kovetkezd id6fiiggvény felel meg:

i k] = e[k] {14-0,5’f —0,5-0,2" —6-0,4k}.

A vélaszjel tehat a kovetkezs: o

ylk] = <[k] (14 0,5 —0,5-0,2% — 6. 0,4’f> _
— 0, 2%k — 4] (14 0,554 -0,5.0,254 6. 0,4’f—4> .

Ez az id6fliggvény megadja a helyes 10,5 értéket a k = 0 és
k = —1 ltemekre a k > m —n = 1 — 2 = —1 0Osszefiiggésnek
megfeleléen, de a k < —1-re természetesen nem ad helyes értéket.
Az Gsszefiiggés alapvetOen a k > 0 titemekre ad helyes eredményt.

Az impulzusvilasz meghatarozasihoz irjuk fel a rendszere-
gyenlet z-transzformaltjat belépd gerjesztés esetén:

Y —0,7Y 21 +0,1Y2"2 =35 —0,9527",

154 _ 7,5:0,52-3,75-0,5+0,42 _ _ 7,5:0,22-3,75.0,240,42 _ B

A= “m5is0s0n - = 4 B = “Giosio0zm0n = 09 C =
7.5:0.4° -3,75:0,41042 _ _g
(0,4-0,5)(0,4—0,2) "

16 A feladatot célszerti GsszetevSkre bontdssal is megoldani és a kapott

eredményeket Osszevetni.
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majd szorozzunk be z2-tel és emeljiinki ki Y-t és S-et:
Y (22 -0,72+0,1) = 5 (322 - 0,92),
ahonnan a rendszer atviteli fliggvénye:

Y(z)  322-0,9z . 32—-0,9
S(z)  22-0,72+0,1 " (2—-0,5)(z—0,2)°
Tudjuk, hogy az impulzusvalasz az atviteli fliiggvény inverz z-

transzformaltja. Bontsuk fel a fenti valédi tortet parcidlis tortek
Osszegére: 17

W(z) =

2z n z
2—0,5 z-0,2’

azaz az impulzusvalasz a kovetkezo:

W(z) =

wlk] = k] (2 £0,5% +0, 2’“) .

4. Példa. Hatédrozzuk meg az x[k| jel értékét a k = 0,1,2,3,4
utemekre, ha a jel z-transzformaltja adott.
223 — 1,222 41,12 — 1,1

24 —0,623 +0,0522

X(z) =

Megoldas. Abban az esetben, ha nincs sziikségiink az idofiigg-
vényre, csak a jel értékére az elsé néhany iitemben, akkor célszerii
polinomosztast végezni. Ezt z pozitiv hatvanyival lehet kényelme-
sen elvégezni:
3 2 4 3 2y Wy 1 W g
(22° = 1,224+ 1,1z —1,1) : (2 = 0,62° 4+ 0,052°) = 227" + 1z
(7)

(2) (223 —1,222+0,12) — 0,521
(3) z—1,1

(5) (z—0,6+0,05271)

(6) —-0,5—0,05z"1

17 4 _ 3:0,5—-0,9 __ _ 30,2-0,9 __
A= 0,6-0,2 2, B= 0,2-0,5 L.
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Az (1) lépésben osszuk el a szamldlé legmagasabb foki tagjat a
1 ’ .. 223 —1 =z ,

nevez6 legmagasabb foku tagjaval: 5 = 2277, és az eredményt
irjuk le az egyenldségjel utén. A (2) lépésben szorozzuk be ezen
értékkel a nevez6 minden tagjat, és a szorzatot irjuk le a szamlalo
ald, majd a (3) 1épésben vonjuk ki a szamlalébol a kapott szorza-
tot. Ez lesz a z — 1,1 polinom. Ismételjiik meg a miiveletet, azaz
a (4) lépésben a z — 1,1 polinom legmagasabb foku tagjat osszuk
el a nevezd legmagasabb foki tagjdval: 5 = 273 és a kapott
eredményt (elGjelhelyesen) adjuk hozzd az egyenléségjel mogott
allé polinomhoz. Az (5) lépésben ismét szorozzuk be a nevezét a
273 taggal (2 —0,6+40,05271) és frjuk le ezt a polinomot a z—1,1
polinom ald, majd a (6) lépésben vonjuk ki a kapott polinomot a
felette 16v6bol. Ez lesz a —0,5—0,05271. A (7) 1épésben osszuk el
megint az utolsé polinom legmagasabb foku tagjdt a nevezd leg-
magasabb foku tagjaval: _24’5 = —0,52~%, majd adjuk ezt hozza
az egyenloségjel mogott allé polinomhoz.

Hényszor kell elvégezni a miiveletet? Annyiszor kell ismételni
a polinomosztast, amig a kapott polinom kitevGjében meg nem
jelenik a kivant legmagasabb iitem, ameddig ki akarjuk szamolni a
fiiggvény értékét. Jelen esetben tehdt z~*-ig. A kapott eredmény-
nek megfelel6 idofiiggvény ugyanis az eltolasi tétel értelmében a
Dirac-impulzus eltoltjait tartalmazza. Az id6fiiggvény ezen része
tehat a kovetkezo:

z[k] = 20[k — 1] + o[k — 3] — 0, 5[k — 4],

azaz z[0] = 0, z[1] = 2, 2[2] =0, 2[3] = 1, z[4] = —0,5.18

18 Gyakorldsképp érdemes a feladatot parcidlis tortekre bontéssal is megol-
dani és az eredményeket ellendrizni.
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9.2.3. Az atviteli fiiggvény poélus-zérus elrendezése,
a rendszer stabilitasa

Lattuk, hogy az atviteli fliggvény egy polinom per polinom alakt
kifejezés, és mint ilyen felirhaté gyoktényezbs alakban is:

- bo+biz" 4. by 2™

S l4azl4az24+...+a,z"
(z—2z1)(z—22) ... (2 — z2m)
(z—p1)(z—p2)...(z—pn)’

W(s)

(9.42)

ahol a szamlalé gyokei alkotjak a zérusokat, a nevezd gyokei pedig
a polusokat, K pedig egy kiemelheté konstans. A zérusok nullava,
a polusok végtelenné teszik az dtviteli fliggvényt. A nevezd poli-
nomja a |zE—A| altal definidlt determinéns, ami |[\E— A | alakban
mar megjelent az idétartomanybeli analizis soran is, vagy ala-
kilag a rendszeregyenlethez rendelheté karakterisztikus polinom-
mal egyezik meg. A sajatértékek és a pdlusok tehat megegyeznek,
vagyis a pélus-zérus elrendezésbol kovetkeztetni lehet a rendszer
gerjesztés-valasz stabilitdsara: a rendszer akkor és csakis akkor
gerjesztés-vdlasz stabilis, ha dtviteli fliigguényének minden pdlusa
abszolit értékben egynél kisebb:

pil <1, i=1,....n, (9.43)

azaz, ha minden sajdtértéke egységsugari koron belil van.
Diszkrét idejii rendszerek esetében is elmondhaté az, hogy ha
egy rendszer aszimptotikusan stabil, akkor biztosan gerjesztés-
valasz stabil is, forditva azonban ez nem biztos, hogy igaz. Ha egy
rendszer aszimptotikusan nem stabil, akkor még lehet gerjesztés-
valasz stabil, ami a B oszlopvektortdl és a C sorvektortdl fligg.
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5. rész Kapcsolat a folytonos
és a diszkrét idejii rendszerek
kozott

Ebben a részben folytonos idejii jelek mintavételezésével és a
mintavett jelek rekonstrukcidjaval, valamint folytonos idejii rend-
szerek diszkrét ideji szimulacidjaval foglalkozunk.

Folytonos idejii jelek tovébbitasanak és feldolgozasanak
alapveté modszerei alapszanak a jel mintavételezésén és re-
konstrudldsén. A jel mintavételezésén a folytonos idejii jel adott
t; id6pillanatokban vett mintdinak rogzitését értjik. A legegy-
szeriibb esettel foglalkozunk, amikor a mintavételezés azonos
id6kozonként torténik adott Ty mintavételezési periédusidovel,
azaz t, = kT, ahol k egész szdm. A folytonos ideji jelet tehat
ekvidisztans mintdk reprezentdljak. Latni fogjuk, hogy a min-
tavételezési periédusido megvalasztiasa kulcskérdés és szoros kap-
csolatban all a jel spektrumaval. Bevezetjik a mintavételi tételt.
Az igy kialakitott diszkrét idejii jelet kvantdlas utdn tovabbit-
jak, majd a vett jelet visszaalakitjak folytonos idejl és folytonos
értéki jellé. Ez utébbi a jel rekonstrukcidja.

A részt a folytonos idejii rendszerek diszkrét idejli szi-
mulaciéjanak lehetoségeivel zarjuk.
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10. fejezet

Mintavételezés és
rekonstrukcio

10.1. A mintavételezett jel idofiiggvénye

A mintavételezés illusztralasa a 10.1. dbran ldthaté. Az s(t) foly-
tonos ideji jel mintavételezését végzo legegyszeriibb eszkoz gy
miikodik, hogy Ty id6kozonként 7 ideig atengedi a folytonos idejl
jelet, egyébként kimenetén nulla értéki jelet ad. Fontos azonban,
hogy 7 <« T. Az igy kialakul6 s, (¢) jel tehdt Ty id6kozonként
7 ideig az eredeti jellel egyezik meg, majd értéke nulla, s ez
periédikusan ismétlédik. Az dbra alapjan irhatjuk, hogy
s(t), ha kI, <t<kly+T;

st,(t) = { 07( ) ha kTs+7<t<(k+1)T,. (10.1)
A KT, idépillanat pontosabban a kT + 0 id6pillanatot jelenti. Ez
a jel leirhaté ablakozott jelek Gsszegeként is:

[e.e]

sn(t)= > [e(t —kTy) —e(t — (kT + 7)) s(t). (10.2)

k=—00
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N
3 3 N 3N
—_ ] — h “ . - — Y ~o . -
=2 Z,2 > ) N
73 u'a_ T :né
1 1 1
0 0 0
0 T, 2T, 3T .. 0 T 2T, 3T, .. 0 T 2T, 3T,

10.1. dbra. A mintavételezett jel bevezetésének illusztrdldsahoz

Osszuk el ezt az Gszefliggést T-val és szorozzuk is meg vele:

f: e(t — kTy) —e(t — (KTy + 1)) «(0).

T

sp.(t)y =71

k=—o00

Ha 7 értékét nagyon kicsire vélasztjuk!, akkor s(t) értéke kons-
tansnak is vehet$ a kTy < t < kTs+ 7 idépillanatokban és s(kTy)-
sel jelolheto, tovabba raismerhetiink a Dirac-impulzust bevezeto
osszefiiggésre. gy juthatunk el az s(t) jel spy(t) idedlisan min-

tavételezett leirdsdhoz (matematikai mintavételezésnek is neve-
zik):?

sav(t) =7 Y 6(t— KTy s(kTy) =7 Y 8(t — kTy) s[k].

k=—o0 k=—o0

(10.3)
Az s(kTy) jelsorozat gyakorlatilag az s(t) jel mintdit jelenti, e-
zért jelolhetjiik gy, mint a diszkrét idejii jeleket, azaz s[k] =
s(kTy). Ez azt jelenti, hogy egy s(t) folytonos idejii jelhez egy
s[k] diszkrét idejii jelet rendeliink, melynek k-adik iitembeli értéke
megegyezik az s(t) jel t = kT idépontbeli helyettesitési értékével.

1Ugy kell megvalasztani, hogy a jel ezen 7 id6 alatt csak kicsit véltozzon.
Mindez tehat a jel valtozasi sebességétol is fiigg.

2Egyes irodalmakban az %SMV (t) jelet hasznaljak. Ennek azonban nincs
jelentbsége.
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Az Osszefiiggésben tehat vegyesen fordul el6 a folytonos idejii és
a diszkrét idejli lefras. Vizsgaljunk meg egy egyszerii példat.

Példa. Legyen s(t) = e(t)e”*". Hatdrozzuk meg a hozzd rendel-
hetd s[k] = s(kTs) diszkrét idejii jelet és az sy (t) mintavételezett
jelet.

Megoldas. A t valtozd helyébe tehat helyettesitsiink k7T5-t:

s(t) = e(t)et =EE S(kTy) = e(kTy)e 4T = e(kTy) (e°T)",

—oTs helyettesitéssel megkapjuk a diszkrét idejd

amelybdl ¢ = e
jelet:

s[k] = e[k]¢®, ahol ¢=e %,

A mintavételezett jel id6fiiggvénye (10.3) alapjan tehdt a kovet-
kez0:

smv(t —TZ575—]CT i o(t — kTy)
k=—00 k=0

Legyen a tovdbbiakban o = 2 1. Ha pl. Ty = 10ms, és 7 = 15,

akkor a jel megvaltozdsa a t = 0 idGpillanatban (itt a legnagyobb
a valtozéds) vett minta soran e — e=20.001 = 1 0,998 = 0, 002,
ami elég kicsi véltozast jelent és a jel értéke 1-nek veheto ezen
idGintervallumban.

Kérdés még a Ty mintavételi periodusidé helyes megvalaszta-
sa. Ebben lesz segitségiinkre a mintavételezett jel spektruma.

10.2. A mintavételezett jel spektruma

10.2.1. Kapcsolat a mintavételezett jel spektruma
és a diszkrét idejii jel spektruma kozott

Ha az s(t) jel abszolut integralhatd, akkor az syv(t) jel ab-
szolit Osszegezhetd, azaz képezhetjiik a mintavételezett jel Fo-
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urier-transzformaéltjat, vagy spektrumat:

f{SMv(t)} = /_OO st(t)e_j“t dt =

:/OO <T 3 5(t—l<:Ts)s[k:]> e Wt dt.

k=—o00

Az integralas szempontjabdl a k szerinti Osszegzés és a 7-val toOr-
téno szorzas kiemelheto:

[e.e]

Flomvy =7 3 sl /_ St — KT)et ar.

k=—o0

Az integral az eltolt Dirac-impulzus Fourier-transzformaltjat je-
lenti, amit a transzformacié eltoldsi-tételének értelmében hataroz-
hatunk meg: F{5(t — kT,)} = e ks azaz az
o
Flsuv(t)} =7 Y slke T
k=—0c0
Osszefliiggés megadja a mintavételezett jel spektrumat. Hasonlit-
suk ezt Ossze a diszkrét ideji jel
o0
Fisk]} = Y slkle "
k=—o00

spektrumédval. A két Gsszefiiggésbdl adddik, hogy

Flsmv ()} =7 F{slkl}g—pr, = Suv(jw) =7 S(e”)

H=wT,

(10.4)
azaz a mintavételezett jel spektruma a folytonos ideji jel minta-
ibdl képzett diszkrét idejl jel spektrumabdl ugy képezhetd, hogy
elvégezzilk a ¥ = wT; helyettesitést, majd a végeredményt -
val beszorozzuk. A folytonos idejl jelet tehat diszkrét idejii jellel
jellemeztiik. Folytassuk ennek megfeleléen a mér elkezdett példat,
amely egy nagyon fontos konkluziéval zarul.
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Példa. Hatarozzuk meg az s(t) = e(t)e~ folytonos idejii jelbél
mintavételezéssel kapott jel spektrumat az s[k] = s(kT) diszkrét
idejti jel ismeretében. Abrazoljuk az amplitiddéspektrumot is.

Megoldds. A mér meghatdrozott s[k] jel id6fiiggvényébdl a jel
spektruma felirhato:

: 1
Sy = ———.
(") 1—ge ¥
Végezziik el a (10.4) Osszefliggésnek megfelelé atalakitést, mely-
nek eredményeképp kapjuk a mintavételezett jel spektrumét:
1 1

My (jw) =7 1 — ge—wTs T 1 — gcos(wTy) + jgsin(wTy)

Korébban (1. 223. oldal) mar megjegyeztiik, hogy a jel savszélessé-
ge és a mintavételezés periddusideje kozott szoros kapcsolat van.
Most ezt vizsgaljuk meg, kés6bb pedig igazoljuk is a mintavételi
tételt.

Ha megszabjuk, hogy az S(jw) amplitidéspektrum maximu-
ménak 1%-andl kisebb értéke elhanyagolhat6, akkor az s(t) jel
sdvszélessége Awg =~ 200%. Tekintsiik igy a spektrumot sav-
korldtozottnak az 2 = Awg savkorldttal. Annyit mar most is
tudunk, hogy a mintavételezés korfrekvencidja legfeljebb & le-
het. Rajzoljuk fel az %SMV(jw) spektrum abszolit értékét (amp-
litidéspektrumdt) Ty = 555, Ty = 555 8 s Ty = 5555 8 mintavételi
periddusidéket vélasztva. Az eredmények a 10.2. dbrén lathatdk.

Az |S(jw)| amplitidéspektrum maximuma az w = 0524 kor-
frekvencian |S(jO)| = 0,5. A megadott mintavételi periédusidvel
mintavételezett jel amplitidéspektrumanak maximuma ugyane-
zen korfrekvencian 3, 7092, 32,334 és 318, 81, amely értékek a 0, 5-
nek kb. az Tis—szerese (ennek hamarosan az okét is latni fogjuk).
Lathatdé, hogy a mintavételezett jelek spektruma wys = % szerint
periodikus, és ezen mintavételi korfrekvencia novekszik, azaz a

357



spektrum szélesedik. Az egyes esetekben wy = 40 %, wg = 400 %
és wy = 4000 24,

4 40 400

30

3

I
W

0 0
-80 -40 0 40 80 -0.8-0.4 0 0.40.8 -8 -4 0 4 8
of rad/ s] of krad/ s] of krad/ s]

20

ISwiw)l/t
ISwiw)|/t
ISwiw)|/t
[
8

10

10.2. abra. A mintavételezett jel spektrumdnak meghatdrozdsa
(10.4) alapjdn, egyre csékkend mintavételi periodusiddk mellett

A 7. fejezet ismeretében tudjuk, hogy a diszkrét ideji, valds
értéki jel spektruma 27 szerint periodikus, amplitidéspektruma
paros, fazisspektruma pedig paratlan fiiggvény. Azt is lattuk,
hogy a spektrumot elegend6 a ¥ € [0,...,n] intervallumban is-
merni, hiszen ennek ismeretében a spektrum tetszéleges 1 korfrek-
vencian meghatarozhaté. Ha most ¢ helyébe az wT; helyettesitést
irjuk, akkor a mintavételezett jel spektruma az wTy valtozéban
lesz 27 szerint periodikus és a mintavételezett valds értékii jel
amplitudéspektrumat és fazisspektruméat elegend6 csak az wTly €
[0,...,n] intervallumban ismerni. frjuk fel ezek alapjan a perio-
dicitas feltételét:

27
wly=2r = w=_—, (10.5)

T
azaz a mintavételezett jel amplitidéspektruma az w valtozéban
valéban 2T szerint periodikus, ami a 7, mintavételezési

T
periédusid6hoz tartozd mintavételezési korfrekvencia, és ezért wg-

sel jeloljik:

_27T

Smv(j(w £ nws)) = Suv (jw), ws= 7 neZ (10.6)

Pontosan ez az Osszefliiggés lathaté a 10.2. dbran is.
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10.2.2. Kapcsolat a mintavételezett jel spektruma
és a folytonos ideju jel spektruma kozott

Az utébbi példdban az s(t) jelhez rendelt diszkrét ideji s[k] jel
ismeretében hataroztuk meg a mintavételezett jel spektrumat.
Sok esetben azonban csak az s(t) jel S(jw) spektruma ismert.
Vizsgaljuk meg tehat azt, hogy milyen Osszefliggés van az ere-
deti folytonos ideji jel S(jw) spektruma és a mintavételezett
jel Smv(jw) spektruma kozott. Azt ugyanis mér tudjuk, hogy
a mintavételezett jel spektruma periodikus, de j6 lenne olyan
Osszefiiggést taldlni, amely megadja Sy (jw) és S(jw) kapcsolatét.

A levezetés soran sziikségink lesz két fiigguény szorzatdnak
spektrumdra. ElGszor ezt vezetjiik be.

Két jel szorzatdnak spektruma. Ha ismert az u(t) és a v(t)
jelek U (jw) és V (jw) spektruma, akkor a két jel szorzatdnak spekt-
ruma kifejezheto spektrumaik segitségével a kovetkezd frekvenci-
atartomanybeli konvolicios Gsszefliggéssel:

FLu@uo)} = 5= [ UGVl N)dh = S-U() V(i)

27 J_ o m

(10.7)
A Dizonyitds érdekében képezzik a két jel szorzatanak
Fourier-transzformaltjat:

Flu(t)v(t)} = /OO u(t)v(t) e tdt,

— 00

majd hasznaljuk fel az u(t) id6fiiggvényt el6allité inverz Fourier-
transzformécié formuldjat a A véltozé segitségével (w mar foglalt):

Flut)v(t)} = / h <% / h UGN erA> v(t) e 9tde.

—00 —00

Ha v(t) Fourier-transzformalhaté (méarpedig jelen alkalmazasban
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az), akkor az integralok sorrendje felcserélhetd:

1 o0 [e.e] A
Fluo®)} = — / UGN ( / o(t) eIt dt) d\.
2T J oo —0o0
A belsé integrél pedig pontosan a V (jlw — A]) spektrum kifejezése,
és igy igazoltuk a tételt.
Térjink most vissza eredetei célunkhoz, azaz probaljunk 6sz-
szefiiggést taldlni a S(jw) és az Smv (jw) spektrumok kozott.
A mintavételezett folytonos ideji jelet a (10.3) alapjan a
kovetkezSképp irtuk fel:

sav(t) =7 Y 6t — kIy) s[k] = <T > 5(t—l<:Ts)> s(t).

k=—o00 k=—00

A zaréjelben 1éve kifejezés pontosan az egységnyi értékii, nem
belépd jel mintavételezésének eredménye, jeloljik ezt enpy (t)-vel:
SMv(t) = 6Mv(t) S(t).

Hasznaljuk fel a két jel szorzatdanak spektrumét adé tételt:

Flwv(t)) = Flewv(t) s(0)} = 5= Buv(je) = 5(j«) =

— o [ BNl - A ax

Ehhez azonban sziikséglink van az Eypy (jw) spektrumra. Vegytik
figyelembe, hogy az eyy(t) jel folytonos idejii ugyan, de min-
tavételezett, spektruma pedig a diszkrét ideji, egységnyi értékii,
nem belépd jel spektruménak ismeretében a (10.4) Osszefiiggés
felhasznalasaval hatarozhaté meg. Pontosan a mintavétel miatt
nem alkalmazhatjuk a folytonos ideji, egységnyi értékii jel spekt-
rumat. A diszkrét idejl, egysényi értékii jel spektrumét ismerjik:

F{1} =2r i (9 —i2m).

1=—00
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Ehhez (10.4) alapjén a kovetkez6 folytonos idejil, valds értékii
spektrum rendelhetd:

By (jw) = 27r7'§: S(wTy — z'27r):27r7'§: 5 <TS [u) —~ ZZT_”D =

. . S
1=—00 1=—00

T — ,
= 27TTS Z O(w — iwg).

1=—00

Utébbi 1épés a Dirac-impulzus d(aw) = 16(w) (@ > 0) tulaj-
donsagabdl kovetkezik. Helyettesitsiik be a kapott eredményt a
frekvenciatartomanybeli konvolicids 6sszefiiggésbe:

Flsmv(t)} = % /_OO (27%5 .Z S\ — iws)) S(w — A]) dA =

1=—00

-7 > /_Z SO\ — iws) S(ifw — A]) dA.

Az integralban szerepl6 Dirac-impulzus a A = iwg hely kivételével
mindeniitt nulla, és az integral pontosan az S(jlw — iws]) helyet-
tesitési értéket adja, azaz

Saiv(jw) = % 37 S(jlw — iw)). (10.8)

1=—00

Ez az Osszefliggés a kovetkezot jelenti. Az syv(t) mintavételezett
jel Smv (jw) spektruma elddllithato az s(t) jel S(jw) spektrumdnak

ismeretében ugy, hogy azt az iws (i = —o0,...,00) helyekre el-
toljuk és a kapott dsszetevdket dsszegezziik. Az eltolds wg = %

kézonként torténik, ami pontosan a mintavételezési korfrekven-
cia. Ez megegyezik a (10.6) Osszefiiggéssel, és ezt lathatjuk a 10.2.
abran is.
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Az i = 0 indexhez tartozo spektrum az un. féeloszlds, az Osszes
tobbi az oldalsdvokban elhelyezked6 un. jdrulékos eloszlds.

A (10.8) Osszefliggés csak akkor érvényes, ha a jel mindenhol
folytonos, azaz sehol nincs ugrésa. Ha a belépd s(t) jelnek csak
a t = 0 idopillanatban van ugrasa, akkor az Osszefliggés a kovet-
kez6képp mdédosul (ezt itt nem bizonyitjuk):

Surv (i) = 8(2)7' n % D S(ilw —iws]), (10.9)

1=—00

ahol a t = 0 idopillanat természetesen a t = +0-t jelenti.

Példa. Hatdrozzuk meg az s(t) = e(t)e™ jel mintavételezésé-
vel kapott jel spektruméat S(jw) és az (10.9) Osszefliggés alapjén.

Megoldas. A jel spektrumat mar ismerjiik:

1
a+jw’

S(jw) =

sy e . . , 5(+O) 1.
Helyettesitsiik ezt az (10.9) Osszefiiggésbe =5~ = 35:

Sav(iw) = 2+ = | .+ ! + L

W)= =T — ...

MV 2 T atjlw+2ws)  a+jlw+ws)
1

b —— +— +
atijw  atjlw—ws) a+jlw—2ws)

Az |Suv(jw)|/T amplitidéspektruma lathaté a 10.3. &bran
a 357. oldalon taldlhaté6 példdban is szereplé mintavételi
periédusidékre.? A végtelen tagi Gsszegben elegendd csak par ta-

3Fontos megjegyezni, hogy az Osszegzés a spektrumra, és nem az amp-
littidéspektrumra vonatkozik. Az ered6ként kapott spektrum abszolit értéke
tehat nem egyenlé az egyes amplitidéspektrumok Osszegével, azt ugyanis
az Osszeaddsok elvégzése utan kell képezni. A fazisspektrumra természetesen
ugyanez vonatkozik.
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10.3. dbra. A mintavételezett jel spektrumdnak alakuldsa a (10.9)
osszefiiggés alapjdn az i = —10,...,10 tagokat figyelembevéve

got szimmetrikusan figyelembe venni, amely tagok az dbran egy-
egy csucsnak felelnek meg. Az eredmények természetesen mege-
gyeznek a 10.2. abréan felrajzoltakkal.

Vizsgaljuk meg most ezen 6sszeg képzését a kovetkezo valds

értékii és Q savkorlati S(jw) spektrumon:?
S(jw)
—30 —20  —Q 0 20 30 w

Az itt elmondottak dltaldnosan is igazak. A kovetkezd dbréan
(ahogy a 10.3. dbra elsé dbrajan is) a mintavételi periédusidé
tulsdgosan nagy, azaz a mintavételi korfrekvencia tulsagosan Kki-
csi, kovetkezésképp az (10.8) Osszefliggésben szereplé spektrumok
kozel esnek a szomszédos tagokhoz és egymasra hatast gyakorol-
nak, dtlapolodnak. Ez az un. aliasing:

4A fenti példéban szerepld spektrum nem valds, pontosan ezért nem lehet
egyszertiien Osszeadni az egyes tagok amplitiddspektrumadt. Pl. az s(t) = e—oltl
jel spektruma valds.
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Smv (jw)

eredo spektrum

—30 —20 —Q QO 20 30 w
Ws
Ekkor tehat kevés szamui mintat vesziink a jelbol. Ha ezen spek-
trumokat tavolabbra helyezziik egymastol, azaz csokkentjik a
mintavételi periédusidét (noveljiik a mintavételezés korfrekvenci-
ajat), akkor egyre kisebb mértékben lapolédnak at a szomszédos
spektrumok, hiszen a csiicsok tavolabbra keriilnek egyméstol:

Swv (jw)
30 —20 —Q Q=w, 20 30 w
és
Swv (jw)

30 —20 —Q Q20 30 w

W
Az 10.3. dbréan is ez a tendencia figyelheté meg. Ha a jel spektruma
egy bizonyos (2 korfrekvencia felett nulldnak tekintheté (savkorlé-
tozott jel, ahogy ezen illusztraciéban is), és a mintavételezés kor-
frekvencidja ennek legalabb kétszerese, akkor a szomszédos spekt-

rumok egyaltalan nem gyakorolnak hatast egymasra:

W

30 —20 -0 | Q20=w,3Q w
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Tovabb novelve a mintavételi korfrekvenciat, az egyes spektrumok
egyre tavolabb keriilnek egymaéstdl, s még csak nem is érintkeznek.
Ezt fogalmazza meg az utébbi &brardl is leolvashatd tétel. A
Shannon-féle mintavételezési tétel kimondja, hogy ha az ws min-
tavételezési korfrekvencia legaldbb a sdvkorldt kétszerese, akkor a
(10.8) dsszegben szerepld spektrumok az w < Q intervallumban
nem lapolodnak dt, azaz ebben az intervallumban elegendd egyet-
len tagot figyelembe venni (i = 0):5

Smﬁwhﬁgﬂw% ha wg%i (10.10)

ahonnan S(jw) rekonstrudlhatd:

T : w,
oy =Suv(jw), ha w< Q<
A%W—{Q ha s Q. (10.11)
ha

Wy T Q

ws =20 = Q<= = T,<—- = [f>—.

2 Q T
(10.12)

Fzt a frekvenciat Nyquist-frekvencidnak is szoktdk nevezni és fn-
nel jelolni.

Példa. Az eddig is vizsgalt példanal maradva, vazoljuk fel az
i = 0 indexhez tartozé S(jw)/Ts spektrum abszolit értékét és a
mintavételezett jel [Snv (jw)|/7 amplitidéspektrumat a Ty = 45 s
és a Ty = ﬁs mintavételi periddusidék mellett (wg = 40%
és ws = 400 %) a (10.10) Osszefliggés illusztralasa céljdbol. Az
eredmények a 10.4. dbrén ldthaték. Lathat6, hogy az w < %¢
korfrekvencidkon a mintavételezett jel spektruma és az eredeti
jel spektruma (itt jé kozelitéssel) akkor egyezik meg, ha a min-
tavételezési tételben rogzitett feltételeket betartjuk. Az elsé dbran

®Nem savkorlitozott jelek esetében ez csak kozelitSleg érvényes.
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10.4. abra. A mintavételezett jel spektruma és az eredeti jel spekt-
ruma az w < wyg intervallumban

ugyanis az egyes spektrumok &tlapolédédsianak eredményeképp
az |Svv(jw)|/7 amplitidéspektrum nagyobb, mint az eredeti
jel amplitidéspektruma, a maésodik &bran azonban ezek jo
kozelitéssel megegyeznek az w < %5 = 200% intervallumban,
annak ellenére, hogy az £(t)e™ ! jel nem sdvkorlatozott.

Ezen mintavételezési tételt kihasznaljuk a jel visszaallitasa,

vagy masnéven rekonstrualdsa soran.

10.3. Mintavételezett jel rekonstrukcidja

A rekonstrukcié célja, hogy eldéllitsuk az ismeretlen y(t) jel egy
§(t) kozelitését az ismeretlen y(t) jel ismert y[k] mintdira, vagy
az ymv(t) mintavételezett jelre tamaszkodva. Erre két alapvetd
modszert mutatunk be. Az ismeretlen y(t) jel lehet pl. egy min-
tavételezett jellel gerjesztett rendszer kimeneti jele.

10.3.1. Nulladrendii tartoszerv

A nulladrendii tartészerv az ylk] = y(kTs) mintdk kozott szaka-
szonként allandé (nulladrendil) értékkel kozeliti az y(t) jelet. Az
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eredmény tehat egy lépcsds gorbe:
9(t) = yo(t) = y(kTs), ha kT, <t < (k+1)T.. (10.13)

A kozelit6 jelet egy adott intervallumban tehét a legkozelebb eso
bal oldali minta értéke adja (nulladrendii extrapoldcié). A re-
konstrukecié hibdja akkor kicsi, ha maga a visszadllitandé y(t) jel
is kozel konstans értéki, vagy legalabbis kis mértékben véltozik.
A mintavételi idépillanatokban a rekonstrukcié azonban pontos:
yo(kTs) = y(kTs). Ertelemszerti tehét, hogy pl. az e(t) jelet a
nulladrendi tart6é hibatlanul rekonstrudlja.

A nulladrendii tartészerv egy Dirac-impulzusra tehat egy Ty
szélességli impulzussal felel. A mintavételezés hatdsdra a jelben
megjelenik egy 7 szorzdtényezd, amit azonban ki kell ejteni a re-
konstrukcié soran. Ezt egy % konstanssal lehet megtenni. A nul-
ladrendi tartészerv impulzusvalasza igy a kovetkezo:

wolt) = < [£(8) — (¢ = TL)]. (10.14)

T

Ezen szerv tehat a 76(t) jelre egy Ty szélességli és egységnyi ma-
gassagu impulzussal valaszol. A nulladrendii tartészerv atviteli
karakterisztikdja az eddigi ismeretek alapjan felirhato:©

1—e s () Tse_j“’% QT e F
Wo(jw) = — = —7 =
T ! s (10.15)
. Ty :
(2) 15 sin () iR
T 1 ’
atviteli fliggvénye pedig a kdvetkezo:
1— —sTy
Wo(s) = :;7 (10.16)

LTy
6Az (1) lépéshben emeljiink ki a szdmldlébsl e™“ 2 -t, a nevezSbe pedig

csempéssziink be egy Ty tényezbt és egy 2-es szorzét. Ezen atalakitdsokra a
(2) 1épésben alkalmazott Euler-formula miatt van sziikség.
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Az atviteli fliggvény nem polinom per polinom alakt racionalis ki-
fejezés, ezért a nulladrendii tartészerv nem valdsithaté meg, csak
kozelitoleg.

Példa. Legyen egy egyszeri mintavételezett jelsorozat a kévet-
kez6: y[—2] = 1, y[-1] = 1,8, y[0] = 1,5, y[1] =1 és Ty = 1s.
Vizsgaljuk meg a nulladrendii tarté kimenetét ezen bemeneti jel-
sorozatra.

Megoldas. A 1épcsis megoldas a 10.5. elsé dbrajan lathats. A

2 3
S
L
2
1
< o1
o —
> >
0
0
-1 1
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3
t[s] t[s]

10.5. dbra. A nulladrendd és az elsérendd tartd dltal rekonstrudlt
gel

masik abran a ritkan hasznalt elsérendi tarto altal rekonstrudlt,
szakaszonként linedris jel lathaté. Fontos megjegyezni, hogy ezen
tartoszerv a t € [tg,tg+1] idOpillanatbeli értékeket a k — 1 -edik
és a k-adik mintakra tamaszkodo egyenessel kozeliti, ahogy az az
abran is lathaté, de a mintavételi idépontokban pontos. Példaul
a t € [—1,0] id8pillanatokban rajzolt egyenes a megeléz6 inter-
vallum két végpontja, azaz az 1 és az 1,8 értékek altal meg-
hatarozott egyenes. Ez azért fontos, mert ezen intervallumban
az 1,5 még nem ismert érték. A tarté hibdja akkor kicsi, ha a
jel kozel linearisan valtozik. Maximumok és minimumok koérnye-

368



zetében azonban kifejezetten rossz rekonstrukciét realizal, ahogy
az 1,8 érték kornyékén is lathatd. Az elsérendi tarté pl. az e(t)t
jelet hibatlanul rekonstrudlja.

10.3.2. Alulatereszt6 sziro

Ha egy Q savkorlatd savkorlatozott jelet legaldbb wg = 20
mintavételi korfrekvencidval mintavételeziink, akkor az eredeti
jel spektruma az w < <% intervallumban eldallithaté a min-
tavételezett jel spektrumdabdl a (10.11) Osszefliggés segitségével.
Az (10.8) Osszefiiggésnek megfelelé Syv(jw) eredd spektrumbdl
kézenfekvd megoldds lehet az w < %¢ intervallum megtartdsa és
az w > % intervallum elnyomdsa, azaz a spektrum alkalmas ka-
rakterisztikaval torténo beszorzasa a kovetkezoképp:

Swv(jw)

o(jw)

30 —20 -0 Q20 =w, 30 w

Mindez a kovetkez6 atviteli karakterisztikdval bird aluldtereszto
szird alkalmazasat jelenti:

Ty Ws
.y =, ha |w| <49y
Wa(jw) = { 0, ha lw|> % (10.17)

melynek segitségével S(jw) eldallithaté az |w| < % interval-
lumban az S(jw) = Wa(jw) Smv(jw) szerint. A sziiré impul-

zusvalasza az atvitetell karakterisztika inverz Fourier-transzfor-
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maldsaval hatdrozhaté meg:”

- : 1 [7 T W 1T, [elt]?
t :f 1 W - _Sejwtd )~ TS| F _
wel) o)} =5 /_g T YT Tt e
B igej%t — eIt @) %sinwgt 3) lsing—:
ot 2jt T oomt T z

A kapott impulzusvalaszban nem szerepel az £(t) fiiggvény, azaz
az aluldtereszt6 szlir6 impulzusvalasza nem belépd jel, és a t < 0
id6pillanatokban nullatdl kilonbozé értékeket vesz fel. Ez a rend-
szer nem kauzdlis, hiszen az impulzusvélasz mar akkor is értéket
ad, amikor a 0(t) gerjesztés még be sem 1ép (1. 10.6. dbra). Az ilyen
rendszer nem megvalésithatd, csak kozelitoleg. Ezért ezt idedlis
aluldteresztd sziirének is nevezik.

Wolt)
wg(t-tg)
i/t
hY
= AN
3 Tt =
ES g / \
st L. ~ / \ <
= Sh7 %%
-y -wd2 0 /2 oy -4Tg8Tg2T-Tg 0 T 2T, 3T 4T
w t

10.6. dbra. Az idedlis aluldtereszté sziréd amplitidokarakteriszti-
kdja €s impulzusvdlasza

Ha az idedlis alulatereszt6 sziiré alakhii jelatvitelt biztosit az
atereszt6 savban, akkor karakterisztikdja altalanosan a kovetkezé

"Az (1) lépésben meghatsrozzuk az integrandusz primitiv fiiggvényét. Itt
arra kell vigydznunk, hogy az integrdlds az w valtozé szerint torténik. A (2)
1épésben pedig alkalmazzuk az Euler-formuldt, majd a (3) 1épésben az ws = 2T—7'
Osszefiiggést. ’
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alakot olti:

Le-iwta = g |w| < %5

Wa,1(jw) :{ 0 ha o] > . (10.18)

amelynek a Fourier-transzformécié eltoldsi tétele értelmében a
kovetkez6 impulzusvélasz felel meg (a 10.6. dbran ezt az id6fligg-
vényt is feltiintettik):

1 sin T-t2)

wa1(t) = wo(t —tg) = ;Tf;). (10.19)

S

A 10.6. abran is lathaté, de a sin% = 0 egyenletbdl is meg-
hatarozhaté, hogy az impulzusvalasz nullhelyei a }—: = k7 egyen-
letnek megfeleléen a t = kT helyeken van. Ennek —ahogy latni
fogjuk— nagyon fontos szerepe van a jelvisszadllitasban. A faziské-
sést is realizald alulatereszt6 szlird nullhelyei pedig a t = kT —to
id6pillanatokban vannak.

Ha ezen idedlis aluldtereszt6 sziiré bemenete az yyrv(t) min-
tavételezett jel és impulzusvélasza wq(t), akkor yo(t) kimenete
a konvoliciés integréllal meghatdrozhaté (az integralds 7 helyett
& szerint végezziik, mert 7 itt a mintavételezd szerv bekapcsolasi
idejét jeloli):

yat) = / T v (& walt — €)de =

00 oo 1 ﬂ—(tT_g)
= _OOT Z 6(& — KT5) ylk] P dg.
k=—o00 Ts
v (€) wa (t—€)

Az integralban 7-val lehet egyszeriisiteni. Az Osszegzés és az in-
tegralas pedig megcserélhetd, mivel az Osszeget tagonként is in-
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tegralhatjuk:

si 7T(f 3]
i) = 3 olt] [ ot~ 1y e

k——oo
Az integrél az

/faa—ﬂﬂww:fv>

Osszefiiggés alapjan a & = kT helyettesitéssel a kovetkezd Ossze-
fliggést adja:

B © Slnﬂ'(is—k) B 0 Sln?T(Ts—k’)
ya(t) = kzz_:ooy[k] <% ~ ) = k;wy(kTs) - (Ti B >
(10.20)

Ez az Osszefliggés azt jelenti, hogy a szlir6 kimenetén megjeleno
folytonos yq(t) jel ugy &ll el6, hogy a k iitemekben, azaz a kT
id6pillanatokban az ismert y[k] értékével stlyozott SBZ jellegfi
fliggvényeket helyeziink, majd ezeket Gsszeadjuk.

Ha figyelembe vessziik a tq eltoldst, akkor a kovetkezo jelet
kapjuk az aluldtereszt6 sziiré kimenetén:

o0 - t—tg
yo1(t) = ya(t —ta) = k;wy(k’Ts) SIZEST;SQ k)k)

Ez az Osszefliggés ugyanazt jelenti, mint az el6z6, azzal a kilonb-
séggel, hogy a Sz == jellegti fliggvények tq értékkel jobbra tolédnak,
azaz késnek.

(10.21)

Példa. Legyen egy egyszerii mintavételezett jelsorozat a koévet-
kez6: y[—2] = 1, y[-1] = 1,8, y[0] = 1,5, y[l] =1 és Ty = 1s.
Vizsgaljuk meg az alulateresztd sziiré kimenetét ezen bemeneti
jelsorozatra.
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Megoldas. A megoldds a 10.7. dbran lathatd. Az egyes kom-
penensek lathatdk az els6 abran. Ezek a kT idopillanatokba
eltolt y(kTy) = ylk] magassagu % jellegli tagok. Az is jdl
lathaté, hogy a k-adik komponens az [Ty (I # k) titemekben
nulla értéket ad, azaz a k-adik mintavételezési idGpillanatban
csak a k-adik minta értéke adddik, kovetkezésképp a kimenet
a mintavételezési iddpillanatokban pontos. Ezen komponensek
Osszege adja a masodik abran lathaté jelet, amely a bejelolt min-

tavételezési idépillanatokban valéban pontos.

2 2
/Q\
B
2
S 1 1
f=
o —
g o)
o [e]
X >
//,,
o S 0
T
>
-1 1
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3
t[s] t[s]

10.7. dbra. A szird kimeneti jelét felépité komponensek és az yqo(t)
kimeneti jele

Ha figyelembe vessziik a faziskésést is, akkor a kimeneti jel
alakja pontosan ugyanez, csak épp tqo értékkel késik.

Ebben az esetben ismertnek tételeztiik a rendszer kimeneti
jelének diszkrét ideji idéfliggvényét, amit aztan rekonstrukcio-
nak vetettiink ald. Ezt a diszkrét ideji jel spektrumabdl is meg-
hatarozhatjuk:

T, [T
o | =

Ts

ol = — [ v ()i dy

:271'

Y (eTs) ek qy..

—Tr

Itt alkalmaztuk a ¥ = wTy helyettesitést, azaz dv = dwT;. Az
integralasi hatarok az w = T%—nek megfelel6en véaltoznak.
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11. fejezet
Diszkrét ideji szimulacio

Folytonos idejii, linearis, invarians és kauzalis rendszerek diszkrét
idejii szimulacidjanak célja, hogy a konstrualt diszkrét idejii szi-
mulator viselkedése minél jobban megkozelitse a folytonos idejl
rendszer viselkedését. A szimuldtor s[k| diszkrét idejii gerjesztése
a folytonos idejli rendszer s(t) gerjesztésébél Ty mintavételi id6-
kozonként vett s(kTs) mintdit jelenti. A szimulacié célja, hogy a
szimuldtor ezen s[k| gerjesztésre adott y[k] diszkrét idejli valasza
minél jobban megkodzelitse a folytonos ideji rendszer y(t) vé-
laszabdl Ty mintavételi id6kozonként vett y(kTs) mintdit. Az
el6z6 fejezetben lattuk, hogy a Ty mintavételezési periédusidé
megvilasztasa kulcskérdés a mintavételezési folyamatok soran.

Idedlisnak nevezziik a szimuldtort, ha a diszkrét ideji vélasz
pontosan a folytonos idejii valasz mintait jelenti, azaz y[k] =
y(kTs). Amint azt létni fogjuk, ilyen azonban csak kozelitéleg
létezik.

Ebben a fejezetben a folytonos idejii rendszert jellemzd6 im-
pulzusvélasz és atviteli fliggvény szimuldcidjaval foglalkozunk. Az
elmondottakat ugyanazon példaval illusztraljuk, s latni fogjuk,
hogy a két médszer kiillonbozd szimuldtorra vezet, melyek kime-
nete azonban jol koveti a folytonos idejii rendszer kimenetét.
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11.1. Az impulzusvalasz szimulacidja

Egy folytonos ideji, linedris, invarians és kauzdlis rendszer belépd
gerjesztésre adott belépd valasza meghatdarozhaté a rendszer im-
pulzusviélaszanak segitségével a konvolicié alapjan:

y(t) = /_0 s(Mw(t—7)dr = /_Ow(T)s(t —T7)dT. (11.1)

A levezetés soran a masodik alakot fogjuk hasznélni. Mivel a foly-
tonos idejl rendszert diszkrét idejii rendszerrel akarjuk szimulalni,
ezért a fenti alakot a kovetkezo diszkrét idejii konvolicié alakjara
kivanjuk hozni:

ylk] = Zsmw[k: —i] = Zw[i]s[k — . (11.2)

k k
1=0 =0

Lattuk, hogy az &altalunk vizsgalt folytonos idejii rendszerek
impulzusvélasza altalanosan egy konstanssal szorzott Dirac-im-
pulzust és egy belépd fiiggvényt tartalmaz:

w(t) = Di(t) +e(t) f (1),
ahol f(t) egy folytonos fiiggvény és D értéke természetesen lehet

nulla. Feltessziik még, hogy s(t) nem tartalmaz Dirac-impulzust.
Helyettesitsiik vissza ezen alakot a konvolicié kifejezésébe:

y(t) = / DB(7) + £(r) (7)) sl = ) =
= /_0 6(T)s(t—7')d7'+/0 f(r)s(t—7)dr.

A maésodik integrél alsé integralasi hatdra azért 0, mert az s(t)
gerjesztés nem tartalmaz Dirac-impulzust. Az elsé integral kiér-
tékelhetd, hiszen az s(t — 7) tagban a 7 helyébe 0-t irva s(t) kie-
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melhet6 (¢ és igy s(t) is az integralds szempontjabdl konstans) és
igy ennek értéke Ds(t).!

Annak érdekében, hogy a folytonos ideji leirdsbdl
attérhessiink a diszkrét idejii leirdsba, vegyiilk a t-ben foly-
tonos idejli jelek mintdit a kT, idOpillanatokban (k =0,1,2,...):

kT

y(kTy) = Ds(kTs) + (1)s(kTs — T)d T,
0

azaz

J(KTL) = { Ds(0), k= 0;

Ds(kTy) + [ f(r)s(kT, — 7)d 7, k> 0.
Az integralt kozelitsiik téglanyosszeggel a kovetkezSképp:

Ds(0), k= 0;

y(hT:) =~ { Ds(KTy) + Yb, fUT)s(KTy —iT)T,, k>0,

Ha a t = kT és t = iTy folytonos ideju id6pillanatokat diszkrét
idejii idopillanatokra, azaz iitemekre irjuk at, akkor kapjuk a
diszkrét ideji szimulator altal adott valaszjel diszkrét mintdit:

| Ds|0], k = 0;
ylk] = { Dslk] + Ty %, flils[k —d], k> 0.

A Dslk] tag a Ds(t) jel mintdit jelenti. Az erre adott valasz pe-
dig a Do(t) impulzusvélasszal szamolt vélasz mintdi, tehat ennek
Dé[k] impulzusvélasz felel meg. A mésodik tag pedig a diszkrét
idejii konvolucid, csak az Osszegzés i = 1-t0l megy, ami egy el-
tolasnak feleltetheté meg. Osszegezve tehat a w(t) folytonos idejl
impulzusvalaszhoz az aldbbi médon rendelhetiink w[k] diszkrét
ideji impulzusvalaszt:

(w(t) = D3(t) + () f(t) = wlk] = Do[k] + Tuelk — 1] (KT).
(11.3

'D fjo o(t)s(t—7)dT =D fio o(1)s(t)dT = Ds(t) fjo o(t)dT = Ds(t).
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Fontos megjegyezni, hogy a stabil folytonos idejli impulzusvalasz-
hoz rendelt diszkrét idejii impulzusvalasz is stabil rendszert jel-
lemez. A szimuldtor kimenetének szdmitdsa soran tartsuk szem
elott, hogy a k-adik iitemhez a t = kT idopillanat tartozik, azaz
ylk] = y(kTy). Ugyanez igaz a gerjesztésre is, azaz slk| = s(kTy).
Ha a jel szakadast tartalmaz, akkor a jobb oldali hatarértéket
szokds a minta értékének valasztani, azaz s[k] = s(kTs + 0) és
ylk] = y(kTs + 0). A kozelités annél pontosabb, minél kisebb Ty
értéke. Az elmondottakat a kovetkezd példaval illusztraljuk.

Példa. Hatarozzuk meg az impulzusvalaszaval adott folytonos
idejli rendszer diszkrét idejli szimuldtoranak impulzusvalaszat és
a rendszer szimuldtoraval szamitott valaszjelét ha Ty = 0,02s.2

w(t) = 3e(t)e™,  s(t) = e(t)e ™.

Megoldas. Hatarozzuk meg el6szor a folytonos idejli rendszer
vélaszjelének idéfiiggvényét Laplace-transzformdaciéval (igy kap-
hatunk leggyorsabban és legegyszertibben eredményt):
Y(s):3 1:1_'_—1’
s+2s+5 s+2 s+5
amelyhez a kovetkezo id6fiiggvény tartozik:

y(t) =e(t) (7 —e™™).

Hatarozzuk meg ezutan a diszkrét idejli szimuldtor impulzusvéla-
szat (11.3) alapjén:

wlk] = 3Tyelk — 1]e ¥ = 0, 06 [k — 1)e %04,

amit azonban tovabb kell alakitanunk, hogy z-transzformélhas-
suk:

w[k] =0,06¢[k — 1)e~004k—1+D) —0 06k — 1004k~ 001 =
=0,0576e[k — 1](e %)k~ =0, 0576¢[k — 1]0,961% 1,

2Ez a mintavételezési id6 a kisebb id6allandé szdzad része.
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amelynek z-transzformaltja a szimuldtor atviteli fliggvénye:

z -1

A valaszjel z-transzformaltjanak kifejezéséhez z-transzformalnunk
kell az s(t) jel mintaibdl képzett diszkrét ideji jelet is:
s(t)=e(t)e ™™ = s[k] = e[k]e T = g[k]e Ok =
= e[k](e~"1)* = £[k]0, 905%,

azaz
z

z—0,905

A szimuldtor valaszanak z-transzformaltja tehat a kovetkezo:

S(z) =

Y(2) =0,0576—— 1 — =

2 -0,961° 2-0,905
17,857  —17,857
= 0,0576z (z ~0,961 2= 0,905> ’

amelyhez a kovetkez6 diszkrét idejl id6fiiggvény rendelhetd:

ylk] = 1,029¢[K] (0,961’f - 0,905’“) .

Hasonlitsuk 6ssze a kapott folytonos ideji valaszjelet és a
diszkrét idejli szimuldtorral kapott valaszjelet (11.1. dbra). A
Ty értékétol vald fliggés érzékeltetése érdekében abrazoltuk a
Ty = 0,2s-hoz tartozé szimuldlt valaszjelet is, amely nyilvan
jobban eltér a valédi idéfiiggvénytSl.? Az abran lathaté, hogy
a szimulator kimeneti jele kicsit nagyobb, mint a valédi
valaszjel. Megjegyezziik, hogy pontosabb kozelité integralassal
(pl. trapézszabdly) még pontosabb eredmény kaphatd.

SEbben az esetben a szimuldtor kiemetének idSfiggvénye: ylk] =
1,331¢[k] (0,67" — 0, 368" ). Gyakorlédsképp érdemes ezt is kiszdmolni.
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11.1. abra. A walodi wvdlaszjel és szimuldlt vdlaszjel 6sszeha-
sonlitdsa Ty = 0,2s és T = 0,02s esetekre

11.2. Az atviteli fuggvény szimulacidja

Ha adott egy folytonos idejli rendszer W (s) atviteli fliggvénye és
keressiik az ezen rendszert szimulalé diszkrét idejii rendszer W (z)
atviteli figgvényét, akkor a levezetés mell6zésével a kovetkezo un.
bilinedris transzformdciot alkalmazhatjuk:

W(Z) = W(S)‘SZ%Zi s (11.4)

azaz a folytonos idejii rendszer atviteli fliggvényében minden s
helyébe s = T%z—ﬁ-et kell helyettesiteni. Ez a Tustin-képletnek
is nevezett transzformdcié ugyanis biztositja, hogy a stabil foly-
tonos idejli rendszerhez stabil diszkrét ideji rendszer tartozzék,
azaz az s komplex szamsik bal félsikjat a z komplex szamsikon
az egységsugaru kor belsejébe, a jobb félsikot pedig azon kiviilre
transzformdlja. A formula igazoldsira a kovetkezd alfejezetben

visszatérunk.

Példa. Hatarozzuk meg az el6z6 feladatban vizsgélt folytonos
idejli rendszer atviteli fiiggvényéhez rendelhetd diszkrét ideji at-
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viteli fliggvényt és hatarozzuk meg ezen szimulator kimenetének
id6fliggvényét, ha a gerjesztés ugyanaz és Ty = 0,02s.

Megoldas. A folytonos idejii rendszer &atviteli fiiggvényében

szerepld s helyébe tehat s = T%%-t kell helyettesiteni:

3 z+1

— =0,029—— .
2_z=1l 4 9 20,96

Hatarozzuk meg ezutdan a szimuldtor valaszjelének z-transzfor-
maltjat:

z+1 z
2—0,96 z — 0,905

Y(z) = 0,029

0,020 (35, 6362  —34, 6362> |

Z-0.96  2-0,905
azZaz

ylk] = e[k] (1,033 -0,96F — 1,004 - 0, 905’f) .

Fzen id6fiiggvény nem egyezik meg pontosan az el6zé feladatban
szamitottal, azonban ha felrajzoljuk, lathatjuk, hogy majdnem
ugyanazon eredményt kapjuk (11.2. dbra). A kicsi eltérés oka az,
hogy kiilonb6z6 mdédon tértink at a folytonos idejii rendszerrol
a diszkrét idejli rendszerre. Ez a szimulator pl. jobban kozeliti
a folytonos idejl jelet a ¢t > 0,5s id6pillanatokban, de a t = 0
idopillanatban, azaz a k = 0 iitemben egyik szimuldtor sem adja
a helyes 0 eredményt.

11.3. Differencialé és integralé operatorok
mintavételes kozelitése

Végiil bemutatjuk milyen diszkrét idejii rendszerrel és héldzat-
tal lehet megvaldsitani a derivalast és integraldst végzé esz-
kozoket. Segitségiikkel a folytonos idejii rendszereket leird dif-
ferencialegyenletek atirhatok diszkrét ideji differenciaegyenle-
tekké. A bemeneti jel az s(t) idéfliggvény, a kimenet pedig en-
nek derivaltja, vagy hatarozott integralja, amit y(t)-vel jeloliink.
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11.2. abra. A walodi wvdlaszjel és szimuldlt vdlaszjel 6sszeha-
sonlitdsa

Abrdkon a meghatarozott rendszeregyenletek altal leirt rendsze-
rek hdlozattal torténd realizdsat is bemutatjuk.

Eloretartd differenciaséma. Az eldretartd differenciaséma a
kovetkez6 differenciahanyadossal kozeliti a derivaltat:
~ ds(t) _s(t+T5) — s(t)

W=7 = w= ST )

azaz a gorbe meredekségét két szomszédos mintara tdmaszkodva
kozeliti. Irjuk at ezen kozelitést ¢ = kT helyettesitéssel diszkrét
idébe, és frjuk fel a rendszeregyenletet:*

slk + 1] — s[k] 1 1
= - =

T ylk —1] = is[k:] - Ts[k —1].

s[k] ~s[k—1] k]
D e e [
L T ylk — 1]

ylk]

1A rendszeregyenletben csak a k-adik és a megel6z6 iitembeli értékek sze-
repelhetnek, k£ 4+ 1 pedig nem. Ezért el kell tolni az egyenletet.
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Haéatratart6 differenciaséma. A hétratarté differenciaséma a
megel6z6 mintara tamaszkodva képezi a differenciahdanyadost:

y(t) = dz(tt) AN Ol ;ét i) (11.6)

Az ennek megfelel6 diszkrét idejii 6sszefiiggés és a rendszeregyen-
let a kovetkezd:

o = S = L - ol )
s[k] —slk —1] (k]
D=1
| .

Bal oldali téglalapszabdaly. A hatarozott integralt Ty széles-
ségll elemi tertiletek Osszegeként allitja el6, és a megel6z6 mintara
tamaszkodik:

t n—1
y(t):/o s(rydr = y(t)~> s(kT) T (11.7)
k=0

Az integrélds eredményét a t = kT idOpillanatban képezhetjiik
agy is, hogy az eddigi kozelit6 értékhez hozzaadjuk a soron kovet-
kez6 téglalap teriiletét:

ylk +1] = y[k] + s[k]Ts = y[k] = y[k — 1] + s[k — 1T

SIH] T i oG
DF 2 oD D

ylk + 1]
Itt két ekvivalens realizdciét is felrajzolhatunk. Utdbbi csak egy
késleltet6t tartalmaz, s benne az elsé egyenletre ismerhetiink.

382



Jobb oldali téglalapszabdly. A hatédrozott integralt Ty széles-
ségli elemi tertiletek Osszegeként éllitja eld, és a kdvetkezd mintéra
tamaszkodik:

n n—1

y(®) :/ sr)dr = yt) =Y ST T =3 sk + 1T Th.
0 k=1 k=0 118)

Ezen kozelitésnek a kovetkez6 diszkrét idejii rendszeregyenlet felel
meg:

ylk + 1) =ylk] + sk +1]Ts = ylk] = y[k — 1] + s[k]Ts.

pralns LS

Trapézszabdly. A hatarozott integralt Ty szélességli interval-
lum két végpontjara tamaszkodo trapézok teriiletének Gsszegeként
allitja el6:

[asry

n—

y(t):/os(T)dT = y(t) ~
k

s(KTY) + sk +1T3)
2 Sy

=0
(11.9)
és a rendszeregyenlet:

ylk+1] = y[kH%s[k]—i—%s[k—i—l] = gk = y[k—1]+%s[k—1]+%s[k].

DS[H D2 @ y[k]
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Vizsgaljuk meg a trapézszabdlynak megfelelé differenciaegyenlet
z-transzformaltjat:

S(z) +25(2)
2

T, z+1
Ty = Y(z):?z_lS(z).

Tudjuk ugyanakkor, hogy y(t) az s(t) integralja, amelynek
Laplace-transzforméltja Y(s) = 15(s). A két Osszefiiggés Ossze-
hasonlitdsa a mar ismertetett Tustin-formulat adja:

1 Toz+1 2 21

— = = )
s 2 2-1 T i+
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6. rész Nemlinearis rendszerek
néhany szamitasi médszere

Az eddigi fejezetekben csak linedris rendszerekkel foglalkoz-
tunk. A gyakorlatban el6fordulé objektumok viselkedése bizonyos
koriilmények kozott kelld pontossaggal valoban leirhatd, modellez-
het6 linedris rendszerek segitségével. Ez fligghet pl. a gerjesztés
nagysigatol. Az objektumok nagy része azonban nemlinedris, és
szlikség lehet a nemlinedris jelleg minél pontosabb leirdsara. Ezen
fejezeben a nemlinedris rendszerek vizsgalatanak legegyszeriibb
moédszereit targyaljuk réviden.

A nemlinedris rendszer bizonyos korilmények kozott helyet-
tesithetd egy linedris rendszerrel. Ezt a nemlinearis rendszer linea-
rizdaldsanak nevezziik, a ,,bizonyos korilmények” fogalmat pedig a
rendszer munkapontja jelenti. A munkaponti linearizélas modszere
kozel all az eddig megismert modszerekhez, ezért ezzel nyitjuk a
fejezetet.

A nemlinedris rendszerek vizsgdlata leginkabb numerikusan
lehetséges, amikor elkészitjiik a nemlinedris rendszer egy mo-
delljét, és numerikus, kozelit6 modszerekkel oldjuk meg a nem-
linearis differencidlegyenlet-rendszert. Ezt szamitégéppel, szoftver
aton célszerti megvaldsitani. Errol a ma is dinamikusan fejlédo
teriiletrdl a legegyszeriibb mddszer bemutatasdval adunk izelitét.
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12. fejezet

F1I nemlinearis
rendszerek analizise

12.1. Az allapotvaltozos leiras fogalma

Folytonos idejii linearis rendszerek esetében megismertiik az alla-
potvaltozés leiras fogalmat, amely egy linearis, elsorendii, allando
egyitthatds differencidlegyenletekbol all6 differencidlegyenlet-
rendszer. Nemlinearis rendszerek esetében az allapotvaltozdk deri-
valtja, valamint a rendszer valaszjele nem fejezhetd ki egyszertien
az allapotvaltozdk és a gerjesztés linedaris kombindacidjaként,
hanem azok nemlinedris fiiggvényeként adhaté meg. SISO-
rendszerek esetében az dllapotvaltozds leiras normalalakja tehat
a kovetkezo:

% = £(x, 5),

y=9(x,s),

(12.1)

ahol f ismert tobbvaltozés fliggvények egyiittese, azaz vek-
tor értéki fliggvény, g pedig egy tobbvaltozés fliggvény. A
fliggvények tobbvaltozdsak, hiszen fiiggetlen valtozdéjuk az x =
x(t) allapotvektor és az s = s(t) gerjesztés, fiiggd valtozdjuk pe-
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dig az éllapotvektor derivaltja, valamint a rendszer y = y(¢) kime-
nete. A fiiggvények nem fiiggenek a t id6tél, a rendszer tehat in-
varians. Varians és MIMO nemlinearis rendszerek esetében mind-
ez a kovetkez6 alakot Olti:

(12.2)

Els6 1épésben az allapotvektor idofliggvényét, un. trajektorid-
jat kell meghatarozni, majd annak ismeretében a rendszer valasza
is szamithato.

12.2. Az allapotvaltozos leiras eloallitasa a
halozati reprezentacio alapjan

A nemlinedris rendszert reprezentalé hélézat alapjan eldéallithatéd
az allapotvaltozés leirds normélalakja, amit a kévetkezd példan
keresztiil mutatunk be. A halézat két nemlinearis erdsitot tartal-
maz (melyek karakterisztikdja adott), és egy szorzécsomoépontot:

2
m| e & m = =3
@ ne = —In(1 + &)

S N

. . Y

Py S TR U @:cg(z)@@
e
3

|

Elészor is jeloljiik be az dllapotvaltozékat és azok derivaltjat. Az
(1) jelzésti csomépont egy eldgazécsomépont, azaz i9 = x1. Ez
megfelel a kivant alaknak, hiszen jobb oldaldn csak az allapot-
valtozo, bal oldalan pedig az allapotvaltozo derivaltja szerepel a

2 (I)Q o
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maér ismert linedris kapcsolat szerint. Az x1 lesz a bemenete a ®9
nemlinedris karakterisztikaval leirhaté erdsitének: £ = x1, mely-
nek kimenete 7o = —In(1l + x1), ami az egyik bemenete a bal
oldali Gsszegzének. A (2) jelzésii csomdpont szintén eldgazd, ami-
nek kovetkeztében a ® karakterisztikaval biré nemlinearis erdsité
bemenete az xs: & = xo, kimenete pedig n = —31‘%. Ez lesz a
bal oldali 6sszegz6 masik bemenete. Az &1 tehat a kovetkezd nem-
linearis differencialegyenlettel irhaté fel:

i1 = —In(1 +z1) — 323 + 5.
A rendszer kimenete egy szorzé kimenete, amelynek bemeneteit
ismerjiik:
Yy = 5.%1332.

Az allapotvaltozds leirdas normalalakja és a benniik szerepld
fliggvények tehat a kovetkezoképp adddnak:

i1 = —1In(1+x1) — 323 + s, fi = =In(1 4+ 1) — 323 + 5,
jz =7, = f2 =1,
Y = dr1T2. g = d5T1%2.

12.3. Az allapotvaltozos leiras linearizalasa

Abban az esetben, ha a rendszer gerjesztése egy 3 allandé és egy
kis értékkel valtozo (kisjelli) 5(t) jel dsszegeként irhaté fel:

[s(t) =5+3(1),

(12.3)

akkor a nemlinedris rendszer az allandé gerjesztés altal meghaté-
rozott un. egyensulyi dllapotban linearizdlhato. Ekkor a rendszer
allapotvektora és valasza is két részbdl tevidik Ossze:

x(t) =x+%(t), y(t)=7+i(t).| (12.4)

A rendszer egyensulyi allapotat, vagy maéasnéven munkapontjat
tehat a gerjesztés 5 dllando Gsszetevije hatarozza meg, amelyre a

388



nemlinedris rendszer vélasza 7. Ha ez a munkapont stabil (amit
meg kell vizsgdlni), akkor a nemlinedris rendszer ezen munka-
pont kornyezetében helyettesitheto egy linearis rendszerrel, amely
rendszer alkalmas a kisjelii §(t) gerjesztésre adott kisjeli g(t)
vélasz szédmitdsira. Ezutdn a két eredményt Ossze kell adni. A
megoldas tehat harom 1épésbdl all:

1. Az egyensilyi allapotok (munkapontok) meghatarozasa.
2. Az egyensilyi allapot stabilitdsdnak vizsgalata.

3. A linearizalt rendszer valaszdanak meghatarozasa.

A kovetkezOkben ezen 1épéseket vizsgdljuk.

Egyensiilyi allapotok meghatarozasa

Az egyensulyi allapot tehat a gerjesztés dllandd Osszetevéje dltal
meghatarozott. Az s allandé gerjesztés hatasara az allapotvektor
egy X allandé értékhez tart, kovetkezésképp a valasz az iy allando
lesz. Az allandé allapotvektor derivéltja nullvektor, azaz X értéke,
és ismeretében a rendszer véalaszdnak dllandé Gsszetevéje (12.1)
alapjan meghatarozhaté:

0=f(X5), = 7=g(%5) (12.5)

Egy rendszernek tébb munkapontja is lehet, hiszen azt az f fiigg-
vény hatarozza meg. El6fordulhat olyan gerjesztés is, amelyhez
nem tartozik egyensulyi allapot.

Egyensulyi allapotok stabilitasa

Az egyensiilyi allapot stabilitdsanak vizsgdlata céljabol allitsuk
el6 az f(x, s) fiiggvény A un. Jacobi-mdtrizét a munkapontban:

_ Of(x,s)
A=—2= (12.6)

X5
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Fz pl. egy két allapotvaltozoval jellemezhetd rendszer esetében a
kovetkezOképp néz ki:

{ &1 = fi(z1,22,5) N A:[ Chlrires) 8f1(§17x278) ]

8 o0xr1 5 T
Ty = f2(fL'1, X9, S) f2(z;1571m273) fQ(z:lEv;%S)

)

Z1,T2,5

azaz az egyes parcidlis derivaltak elvégzése utan a kapott matrix
elemeit alkotd fliggvények argumentumaba be kell helyettesiteni
a kapott munkaponti értékeket. fgy a munkapontoknak megfelel6
szamu kvadratikus matrixot kapunk. A Jacobi-métrix altaldnosan
a kovetkez6képp toltheto fel:

A — 8fi(£L'1,£L'2, e ,ZL'N,S)
K 81’j

, (12.7)

X=X,5=§

ahol 7 és j jeloli a matrix sor- és oszlopindexét, feltéve természete-
sen, hogy az f;(-) fliggvények differencidlhaték a munkapontban.
Vezessiik be ezutan az egyensilyi allapottdl valé eltérést (12.4)
alapjan:
X=X+X = X=x-—X,

amit okozhat pl. a gerjesztés kisjelli 0sszetevije, vagy egyéb zaj.
Helyettesitsiik a véltozassal terhelt munkaponti értéket vissza az
f(x, s) fliggvénybe, és kozelitsiik azt els6foki Taylor-polinomjdval
az X munkapont kérnyezetében:'

of(x, s)

f(x,s5) = f(xX+x,5) ~f(X,35) + %

% = f(X,3) + A%

X3

Helyettesitsiik vissza ezen kozelitést a (12.1) nemlineéris differen-
cidlegyenletbe:

x=f(x,5s) = xX+x=f(%X3) +A%




Az egyensilyi pontban azonban (12.5) szerint teljesiil a 0 =
f(X,3), azaz az X = 0 egyenlet, aminek kovetkeztében a fenti
Osszefliggés a kovetkezd allapotegyenletté egyszeriisodik:

x = AX, (12.8)

amely megegyezik a linedris rendszerek allapotegyenletével. Ha
ezen linearis rendszer stabil, akkor x — 0, amelynek kévetkezté-
ben a munkapontbdl (pl. zavar altal) kimozditott allapotvektor
visszatér a munkapontba. Ez tehat egy stabil egyenstlyi helyzet,
azaz a munkapont akkor stabil, ha a Jacobi-méatrix sajatértékei a
bal félsikon helyezkednek el:

[Re{\} <0, i=1,...,N.| (12.9)

Ezt minden munkapontban szamitott Jacobi-matrixra el kell vé-
gezni. Ha valamely munkapont nem stabil, akkor a kovetkezd
pontban targyalt eljaras nem alkalmazhato.

A linearizalt rendszer valaszanak szamitdasa

A nemlinearis rendszer A Jacobi-matrixa megegyezik a linea-
rizédlt rendszer rendszermatrixaval. Ezért is jeloljik A-val. A
linedris rendszer b és ¢t vektora és a D skaldr a kovetkezSképp
hatarozhaté meg a vizsgalt munkapontban:
afi(x,s) v Og(x,s)

blzi s S = — 7_D
Js C] Z?xj

_ 9g(x,)

X5 Os §,§7
(12.10)

hiszen b elemei és D a gerjesztést, cT elemei pedig az allapot-

valtozdkat sulyozza. Az igy el6allé linearis rendszer az egyensulyi

allapot kornyezetében érvényes, és a kisjell tagokra a jol ismert

normalalak irhaté fel:

X3

AX + bs,
c'x + Ds.

K-
Il

(12.11)

<
Il
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Ez pedig a linearis rendszerek témakorben targyalt valamely maéd-
szerrel megoldhaté. A vélasz szamitasat az allapotvektor isme-
retében elvégezhetjik az itt kapott linearizalt egyenlettel, vagy a
g(+) fiiggvénybe torténé visszahelyettesitéssel. A teljes valasz pe-
dig az egyensulyi allapotban szamitott valasz és ezen kisjelil tag
osszege lesz (1. (12.4) sszefiiggés).

Példa. Legyen az el6bbi allapotvaltozos leirdssal adott rendszer
gerjesztése az aldbbi. Hatdrozzuk meg a véalaszjel id6fiiggvényét.
krad

s(t) =5+5(t) =27+ 2coswt, w=2 .
s

Megoldas. Hatarozzuk meg el0szor a rendszer egyensulyi alla-
potat (&llapotait) a (12.5) Osszefiiggés szerint, és vegyiik figye-
lembe, hogy s = 27:

—In(1 +71) — 373 + 27,
1,
T1TL2.

¢ o o
Il
o g

A masodik egyenlet szerint T; = 0. Ezt helyettesitsiik vissza az
elsébe: —372% + 27 = 0, ahonnan Ty, = 3 és Tg, = —3 lehet. Az
y munkaponti érték mindkét esetben 0. Vizsgéljuk meg ezutén,
hogy ezen munkapontok stabilak, vagy sem. A rendszer Jacobi-
matrixa a kovetkezo:

Of1(x1,x2,s) Of1(x1,22,s) -1 _
A 1(%1,72 1(%1,72 =L 6T '
1 0

o1 0o
Of2(z1,x2,8) Ofa(x1,22,8)
o1 0o

x1,T2,5

A két munkapontnak megfelelé matrix és a sajatértékek a kovet-
kezok:

Ao = —0,5 —j4,21,

-1 —-18 }

B A = —0,5+j4,21,
s=[0 0] -
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A2:[—1 18} N {/\1:—4,77,

1 0 Ao = 3,77,
Az els6 munkapont tehat egy stabilis munkapont, a masodik vi-
szont nem az. A tovdbbiakban tehat csak az els6 esetet vizsgaljuk.

Allitsuk el ezen munkapontban a nemlinearis rendszer linearizalt
modelljét (12.10) alapjan:

Of1(z1,m2,8)
— [5)
b= 8f2(r18,902,8)

Js

T1,%2,8

T _ | 9g(xz1,x2,8) Ig(z1,22,s) _
of = [ Mg dgns || —[15 0],
a b b
p = 29nras) = 0.
s T1,T2,5

A linearis rendszer az els6 munkapontban tehat a kovetkez6 alla-
potvaltozés leirassal adhaté meg:

-0 RG] e ]

Ennek felhasznaldsaval hatarozhatjuk meg a kisjeld g(¢t) id6fligg-
vényt, amit az §(t) gerjeszt. Mivel utébbi szinuszos, alkalmazzuk
a tanult atviteli karakterisztikdt és a gerjesztés komplex csicsér-
tékét. Az dtviteli karakterisztika és az atviteli egyiitthaté értéke
a megadott korfrekvencidn a kovetkezo:

, 15jw — 1 570
W(w) = —F————, W =212,
) = o T jw 18’ ’

A valaszjel komplex csicsértéke tehat
Y =W = 2,122 = 4,24 8157
lesz, amibdl a teljes valasz id6fiiggvénye felirhato:

y(t) =7+ g(t) = 4,24 cos(wt + 81,87°).
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12.4. Az allapotvaltozos leiras numerikus,
kozelit6 megoldasa

Ezen médszerek f6ként szamitégéppel torténé szamitasok elvég-
zésére alkalmasak, és a nemlinedris differencidlegyenlet-rendszer
id6beli diszkretizalasan alapszanak. A numerikus megoldéds soran
adott t; idépillanatokban valamilyen séma szerint kozelitéleg old-
juk meg a nemlinearis differencidlegyenlet-rendszert, azaz ezen
id6pillanatokban az allapotvektor x(tr) értékeit numerikusan
meghatarozzuk. Ezen értékekre tamaszkodva aztdn a valaszjel
ugyanezen idopontokban szamithaté.

A tobbféle kozelitd eljaras kozil csak a legegyszeriibb egylépé-
ses Euler-algoritmusokat mutatjuk be.? Az egylépéses jelzé azt je-
lenti, hogy a megoldés a tx1 idopillanatban csak az ezt megel6z6
tr. idépontbeli megoldasra tamaszkodik és az x(to) ismert.

Az elbrelépéses FEuler-algoritmus a derivalt differencidlassa
torténd atirdsaval fogalmazhatoé meg:

X(tgs1) — x(tg)

=f t 12.12
At (X(tk)v 5( k))7 ( )

ahonnan az algoritmus a a kovetkezo:
X(tk+1) = X(tk) + At f(X(tk), S(tk)). (12.13)

A hatralépéses Fuler-algoritmus pedig a kovetkezoképp:

X(tk—i—l)A; x(ty) = £(x(ths1), 5(trs1)), (12.14)

ahonnan

X(tpt1) = x(tg) + ALE(X(tpt1), s(te+1))- (12.15)

Ebbol még x(tx41) kifejezését meg kell hatdrozni, hiszen az a jobb
oldalon is szerepel. Az elérelépd mddszer feliilbecsiili, a hatralépd
moédszer pedig alulrdl kozeliti az egzakt megoldast.

2Ms4s hatékonyabb, de bonyolultabb médszerek: Runge-Kutta-médszer,
prediktor-korrektor médszer, Newton—Raphson iteracié stb.
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Példa. Oldjuk meg az elébbi feladatot az elérelépéses Euler-al-
goritmussal:

21(ter1) = 21(tk) + At (= In(1 + 21 (t)) — 325 (tx) + s(t)) ,
ﬂjg(tk_H) = :L'g(tk) + Atl‘l(tk),
Y(tr+1) = 521 (tpt1) w2 (Lht1),

és hasznaljuk az x1(tg = 0) = 0, x2(tp = 0) = 3, y(to = 0) =0
kiindulasi értékeket, valamint legyen At = 0,01 ms és abrazoljunk
N = 1600 id6pillanatot. Megjegyezziik, hogy csokkend At értékek
mellett egyre pontosabb megoldast kapunk. A munkaponti line-
arizalassal kapott és a numerikusan szamitott valaszjel Gssze-
hasonlitdsa lathaté a 12.1. abran. Utdbbi esetben a gerjesztés

10

; 1

T T T T
Eul er - al gori t mus Eul er - al gori t mus
Minkaponti lin. ------ Minkaponti lin. ------

5 A 0.5
\ ;- " 2 ™ I
/ \\ / \\
[N iy 1
! \ y ’V i
| Y A V)
OF ! | \ OF Y
\ A \ \
\\ 1 \ \\ 1 \
¥ | \ \ 3
/
v/ / \ W Y Y/ 1 \

-10 -1
0 4 8 12 16 0 4 8 12 16

t[ms] t[ms]

y(t)
y(t)

12.1. dbra. A munkaponti linearizdldssal kapott vdlasz és az Euler-
algoritmussal kapott vdlasz 6sszehasonlitdsa Spmar = 2 €S Smaz =
0,2 esetekben

véltakoz6 5(t) tagjanak amplititéja tizede a kordbban alkalma-
zottnak. Ebben az esetben lathatd, hogy a két megoldés a masodik
periddus utéan gyakorlatilag megegyezik. A munkaponti linea-
rizalds tehat helyes eredményt ad, a rendszer ezen gerjesztés mel-
lett valéban linedrisnak tekinthet6, az f(-) és g(-) fiiggvények itt
linearis fliggvénnyel helyettesitheték. Az el6bbi esetben azonban
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a kilonbség nagyobb, mert a linearizalt modell a nagyobb amp-
littiidé miatt nem teljes érvényti, hiszen a rendszer ebben a tar-
tomanyban méar nem tekintheté linedrisnak. A linearizdlt modell
alkalmazdsa tehat meglehetésen korldtozott §(¢) nagysiga éltal.

Az els6 két periédusban lathatéan nagy az eltérés a két meg-
oldas kozott. Ennek oka, hogy a linearizalt modell alapjan szami-
tott megoldas csak a staciondrius vélasz, az Euler-algoritmussal
kapott kozelité megoldéds pedig a tranzienst is tartalmazza.® Ez
pedig az els6é néhany peridédusban érzékelhetd.

Az allapotvektor trajektoridja lathaté a 12.2. abran az el6bbi
két esetben. Lathaté, hogy z1(0) = 0 és 22(0) = 3 a kiin-
dulési érték és bizonyos id6 multan a trajektoria egy zart peri-
odikusan ismétlodé gorbéhez, az un. hatdrciklushoz tart. Ennek
eredményeképp lesz a vélasz is periodikus. Az dllapottrajektoria
tehdt a rendszer dllapotvektordnak idobeli vdltozdsdt dabrdzolja egy
gorbével. Nyilvanvald, hogy ez csak masodrendii rendszer esetében
ad szemléletes abrazolést.

LA .
v/ 7
O \_

\/ 2,985 T

2.8 2.97
-0.6 -0.3 0 0.3 0.6 -0.06 -0.03 0 0.03 0.06

x1(t) x1(t)

Xa(t)
Xa(t)

12.2. dbra. Az dllapottrajektoria az dllapotsikon dbrdzolva

3Emlékezziink vissza, hogy a teljes megoldds a tranziens Gsszetevd és a
staciondrius Osszetevé Osszege.
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13. fejezet

DI nemlinearis
rendszerek analizise

13.1. Az allapotvaltozos leiras fogalma

Diszkrét idejlii linearis rendszerek esetében is definidltuk
az allapotvaltozds leirds normalalakjat, amely egy linearis,
els6rendii, allandé egyiitthatdés differenciaegyenletekbdl allé dif-
ferenciaegyenlet-rendszer. Nemlinedris rendszerek esetében az
allapotvéltozdk (k + 1)-edik {itembeli értéke, valamint a rendszer
valaszjele a k-adik iitemben az dllapotvaltozdék és a gerjesztés k-
adik titembeli értékének nemlinedris fliggvényeként adhaté meg:

(13.1)

Teljesen altalanos diszkrét idejli (varidns és MIMO-) rendszer &l-
lapotvaltozos lefrasanak normalalakja a kovetkezo:

(13.2)




Els6 1épésben az allapotvektor idofiiggvényét, vagyis trajek-
téridgjat kell meghatarozni, majd annak ismeretében a rendszer
valasza is szamithato.

13.2. Az allapotvaltozos leiras linearizalasa

Diszkrét idejii nemlinedris rendszerek esetében hasonléan alkal-
mazhatjuk a munkaponti linearizalast, ha a rendszer gerjesztése
egy S allando és egy kisjelli 5[k| jel Gsszegeként frhaté fel:

|s[k] =5+ 5[k | (13.3)

Az dllapotvektor és a vélasz szintén két részbdl tevddik Ossze:
|x[k] =%+ ®[k], ylk] =7+lk] ] (13.4)

A rendszer X egyensilyi allapotat a gerjesztés s allandé Ossze-
tevOje hatarozza meg, amelyre a nemlinedris rendszer valasza
7. A nemlinedris rendszer ezen munkapont koérnyezetében he-
lyettesitheto egy linearis rendszerrel, amely rendszer segitségével
a kisjelii 5[k| gerjesztésre adott kisjeli g[k] valasz szédmithato,
majd a két eredményt Gssze kell adni. A megoldds szintén harom
1épésbél all.

Egyensiilyi dllapotok meghatarozasa

Az s alland6 gerjesztés hatdsara az allapotvektor az X[k] = X
munkaponti értékhez tart, és az eltolt X[k + 1] dllapotvektor is
ugyanez az X allandé lesz, azaz X[k + 1] = X[k] = X, hiszen az
allapotvektor ekkor nem véltozik. A (13.1) alapjan a munkapont
meghatarozhato:

x=fx5), = 7=g(%5) (13.5)

Egy rendszernek tébb munkapontja is lehet, hiszen azt az f fiigg-
vény hatarozza meg. El6fordulhat olyan gerjesztés is, amelyhez
nem tartozik egyensulyi allapot.
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Egyensulyi allapotok stabilitasa

Az egyensilyi allapot stabilitdsanak vizsgdlata céljabol allitsuk
el6 az f(x[k], s[k]) fiiggvény A Jacobi-mdtrizit a munkapontban.!
Vezessiik be ezutan az egyensilyi allapottdl valé eltérést (13.4)
alapjan:
xk] =X+ x[k] = X[k]=x[k] —X,
amit okozhat pl. a gerjesztés kisjelli Osszetevije, vagy egyéb zaj.
Helyettesitsiik a valtozassal terhelt munkaponti értéket vissza az
f(x[k], s[k]) fiiggvénybe, és kozelitsiik azt els6foku Taylor-poli-
nomjaval az X munkapont kérnyezetében:
Of (x[k], s[k])

f(x[k], s[k]) = f(X+ X[k],5) ~ £(X,5) + o

x[k]
X5
= f(X,3) + Ax[k].
Helyettesitsiik vissza ezen kozelitést a (13.1) nemlineéris differen-
ciaegyenletbe:

xlk+1] = f(x[k], s[k]) = X+x[k+1]=F(%35)+ A%[k].

Az egyensilyi pontban azonban (13.5) szerint teljesiil a X =
f(X,3), aminek kovetkeztében a fenti Osszefliggés a kovetkezd &l-
lapotegyenletté egyszertisodik:

| %[k + 1] = A[K],

(13.6)

amely megegyezik a linedris rendszerek allapotegyenletével. Ha
ezen linedris rendszer stabil, akkor X[k] — 0, amelynek kévet-
keztében a munkapontbdl kimozditott allapotvektor visszatér a
munkapontba. Ez tehédt egy stabil egyensilyi helyzet, azaz a mun-
kapont akkor stabil, ha a Jacobi-matrix sajatértékei egységsugariu
koron beliil helyezkednek el:

Nl<1, i=1,..,N (13.7)

'Ezt ugyandgy kell szdmitani, ahogy a folytonos idejli rendszereknél be-
mutattuk (1. 389. oldal).
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A linearizalt rendszer valaszanak szamitasa

A nemlinedris rendszer A Jacobi-métrixa megegyezik a linearizalt
rendszer rendszermétrixaval, a linedris rendszer b és ¢T vektora és
a D skalar ugyanugy szamithatd, ahogy azt a folytonos idejii rend-
szereknél bemutattuk (1. (12.10) Osszefiiggések). Az igy eléallé
linedris rendszer az egyensulyi allapot kornyezetében érvényes, és
a kisjeli tagokra a jol ismert normalalak irhaté fel:

(13.8)

Ez pedig a linearis rendszerek témakorben targyalt valamely méd-
szerrel megoldhatd. A vélasz szamitasiat az allapotvektor isme-
retében elvégezhetjiik az itt kapott linearizalt egyenlettel, vagy a
g(+) fiiggvénybe torténd visszahelyettesitéssel. A teljes valasz pe-
dig az egyensilyi allapotban szamitott valasz és ezen kisjelil tag
osszege lesz (1. (13.4) sszefiiggés).

13.3. Az allapotvaltozos leiras megoldasa
,,Jépésrol 1épésre”’-modszerrel

A diszkrét idejii nemlinedris rendszer allapotvaltozds leirdsanak
kézenfekvé megoldasi eljarasa a ,,1épésrol lépésre”-modszer. Ez
inkdbb gépi szdmitdsokra alkalmas. A megoldds menete az x[0]
kezdeti allapot ismeretében par titemre a kovetkezo:

x[1] = £(x[0], s[0]),  y[0] = g(x[0], s[0]),
x[2] = £(x[1], s[1]),  y[1] = g(x[1], s[1]),
x[3] = £(x[2], s[2]),  y[2] = g(x[2], s[2]),
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