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Bizonytalan tudas

Lehetseges okok

o Lazasag/lustasag” - a részletes kapcsolatok megfogalmazasa tul nehéz, a
hasznalatuk szintén nehézkes (véges erdforrasok)

*Elméleti ismeret hianya - adott problématertletnek az elméleti feltarasa
meg nem zarult le, vagy lezarni soha nem lehet

*Gyakorlati ismeret hianya - nem minden, a szabalyokban hivatkozott
feltétel ismert a szabalyok alkalmazasakor



Bizonytalan tudas

Vvp. Tunet(p, Fogfajas) — Van( p, Fogszuvasodas)
Vvp. Tunet(p, Fogfajas) — Van( p, Fogszuvasodas) v
Van(p, Inysorvadas) v Van(p, Bolcsességfognd) v ...

Vvp.Van(p, Fogszuvasodas) — Tlnet(p, Fogfajas)

*Fogfajas és fogszuvasodas kozotti kapcsolat egyik iranyban
sem feltétlen logikai kovetkezmeny.

Az agens tudasa legjobb esetben is csak egy bizonyos
mertekd hiedelmet jelent az adott allitassal kapcsolatban.



Valoszinlsegi axiomak

1. Minden valdszinlség 0 és 1 kozeé esik 0<PA)<L1.

2. A biztosan igaz allitas valoszinUsége 1,
a biztosan hamis allitasé 0. P(lgaz) =1 P(Hamis) =0

3. Diszjunkcio valdészinlisége: P(Av B) =P(A) + P(B) - P(A A B)

P(€2)

‘ , vilagok,
. ahol A hamis

Val6szinlsegi axiomakbaol bizonyitottuk pl., hogy:
P(-A) =1-P(A)
P(A) = P(AAB) + P(AA—B) stb.



Valoszinuségi allitasok

binaris Lyuk = Igaz P(Lyuk = Igaz) P(Lyuk)
tobbértek Id6jaras 1 érteket vesz fel az alabbi 4 lehetségesbdl

(kategorikus) {Napos, Esés, Felhds, Havazas}

P(ld6jaras = Es6s)

folytonos Homeérséklet = 22.1 °C, Hoémeérséklet < 22 °C
valtozo

P(H6mérséklet < 22 °C)

Feltételes valoszinliség: P(A| B) =P(AB)/P(B)



Valoszinuségi allitasok atalakitasa

Lancszabaly: PAB CD E) = P(A|BCDE) P(BCDE) =
P(A|BCDE)P(B|CDE)P(CDE)=...
P(A|BCDE)P(B|CDE)P(C|DE)P(D | E) P(E)

P(X, X, X, X3 ) = POX,X, X g0 Xy g) P(X g | X, X0 Xy y)
= P(X, X, X X)) P(X o | XX X o) POX | XX e X )

N
=..= | [P(X; | X, X,... X,y)
=1



Bayes-tetel
P(A|B) = P(BFL(Aé;)(A)
p(A 1B)=-PBIAPA) ) 0 AnA -

> P(BIAP(A)

Miért fontos a Bayes-tétel?
Sokszor rendelkezunk kauzalis (ok-okozati) tudassal:

Ok Okozat
Betegség Tiinet P(tlnet | betegség)
Tiiz Riasztas  P(riasztas | tiz)



Bayes-tétel
* Viszont sokszor,ellentétes iranyban” szeretnék kovetkeztetni,
tehat evidenciak (kovetkezmények) alapjan az ok(ok)ra

k k
© Diagnosztika Okozat
P(betegség |tlinet)  Betegség Tiinet
P(tiz | riasztas) Tiiz Riasztas



Bayes-tétel jelentossége

LehetOve teszi a valoszinlUsegi allitasok atalakitasat

- gy kiszamithatdva valnak nehezen becsiilhetd mennyiségek
» Oksagi irany: altalaban konnyebb becsuini

» Diagnosztikai irany: altalaban nehezebb

Mi a Tunet létrejottének valdszinlisége Mi a Betegség kialakulasanak a
a Betegség ismeretében!? ‘l' valoszinusége!? l

P(TUnet | Betegseg)P(Betegség)

P(Betegseg | Tlinet) =

P(TUnet)
Mi a Betegseg meglétének 1‘
valoszinusége a Tunet ismeretében? Mi a Tinet létrejottének a
valoszinlsege?
Ok Okozat



Bayes-tétel jelentosége

Mi a Tunet létrejottének valoszinlisége Mi a Betegség kialakulasanak a

a Betegség ismeretében? ‘l' valdszinlsége!? l
P P(Tlnet | Betegseg)P(Betegse
P(Betegség | Tlnet) = ( | g" 9)P( gs€9)
P(TUnet)
Mi a Betegség meglétének 1‘
valoszinlsége a Tlunet ismeretében? Mi a Tinet létrejottének a

valoszinusege?

a posteriori valoszinliség (poszterior) Likelihood  a priori valoszinlseg (prior)

| U
o(Alg) - PBIAPM)
®

Normalizacios konstans




Bayes-tétel - muveletek

Osszetett feltétel

A értéke: {v, v,, ... V} P(A=v,)=P,
P(A=v )AP(A=v;)=0, k=]
P(A=v,)vP(A=Vv,)..vP(A=v)=1

P(szl)\/ P(AZVZ)...V P(AZVK) :Zkll:)l

PBIAPA) | b alBAX) - P(BIAA X)P(A[X)

AR =" ) P(B(X)




Bayes-tétel - muveletek

Bovités: P(A:VK)AP(A:Vj):O, k = J

A értéke: {v, v,, ... V} P(A=v)v P(A=vV v P(A=V. )=1
P(A=Vv,)=P, (A=) V(A=) V(A=)

P(A=v)VvP(A=Vv,)..vP(A=v )= Zk:p

i
i=1

P(BIAP(A) __ P(BIAP(A)

P(A|B) = .
S WGV TS

Pl. ha A egy binaris valdszinlségi valtozo:
P(B=1|A=1)P(A=1)
P(B=1|A=0)P(A=0)+P(B=1| A=1)P(A=1)

P(A=1|B=1)=




ValoszinUiség értelmezése
Frekventista vs. bayesi megkozelités

frekventista nézopont: a valoszinliség objektiv, események
gyakorisagabol szamithato

Valoszinlség (frekventista definicidja): Egy adott A esemény
valoszinlisége az a szamérték, amely korul az esemeny relativ gyakorisaga (f,)
ingadozik, ha egyre tobb kisérletet vegzunk.

P(A)= lim .. f,

P(A) tehat azt mutatja meg, hogy az A esemeény az osszes kisérlet mekkora
hanyadaban (%) kovetkezik be.



ValoszinUiség értelmezése
Frekventista vs. bayesi megkozelités

bayesi nézopont: a valoészinliség egy esemenybe vetett hiedelem
mertéke.

Valészintliség (bayesi definicidja): Egy adott A esemény valoszinlsége az
adott esemeny bekovetkezési esélye.

Ez a gyakorlatban azt a hiedelmet fejezi ki, hogy a pillanatnyi tudasunk
birtokaban, a jelenlegi helyzettol megkilonboztethetetlen esetek mekkora
hanyadaban fog bekovetkezni az adott esemény.

* Prior val6sziniségekbdl (hiedelmekbdl) indulunk ki és az Uj evidencia

érkezésekor azokat frissitjuk (posterior valoszinlségekké)
P(A) — P(A) — ... — P(A) — Bayes-tétel — P(A|B)



Hiedelmek és értelmezéstik

Egy adott kijelentéshez rendelt (szubjektiv) 0 / 1 valészinlség:
hatarozott hiedelem, hogy az allitas hamis / igaz.

A 0 és 1 kozotti valészinlség a mondat igazsagtartalmaban valé hiedelem
mertékeinek felel meg. Az allitas valdéjaban persze vagy igaz vagy hamis.

A 0.8 (szubjektiv) valészinliség nem jelenti, hogy az allitas a ,80 %-ban
igaz”, hanem egy 80 %-0s meértekl hiedelmet, azaz igen erds elvarast az
allitas igazsagaval szemben.

Valoszinlsegi kijelentés szemantikaja: egy Kkijelentéshez rendelt
valésziniliség az addigi észlelésektol (tény, evidencia, tényallas) fugg.

Agens kihuz egy lapot egy megkevert kartyapaklibol. Miel6tt ranézne a
lapra: P(,a lap pikk asz (lesz)”) = 1/52. Miutan megnézte: P(...) =0, vagy 1.

Orvos paciens megvizsgalasa utan P1 valoszinlUséginek lat egy konkret
betegséget. Labor lelet ezt vagy erdésiti (> P1), vagy gyengiti (< P1).
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semények — véletlen Kkisérlet

» Elemi esemény: minden lehetséges kimenetel
(e,e,...,e,), amirol egy kiserlet elvegzése utan eldontheto,
hogy bekovetkezett vagy sem

reNe,N...Ne, =0

» Eseménytér: egy kiserlet osszes kimenetele, az osszes
elemi esemény halmaza (Q).

» e,Ue,U...Ue, =Q
» Véletlen esemény: az esemenyter egy reszhalmaza

» Biztos esemény: a kiserlet soran biztosan (minden
kimenetelnel) bekovetkezik.

» Ellentett esemény: akkor es csak akkor kovetkezik be,
ha az eredeti esemeny nem kovetkezik be



&2

oyuttes valoszinliség-eloszlas

* Az egylttes valoszinlség-eloszlas P(X,, ... ,X,) minden egyes elemi
esemeényhez valdszinlséget rendel.

« Ha minden vizsgalt valészinlségi valtozoé diszkrét, akkor az egyulttes
valoszinlseg-eloszlas leirhato egy n-dimenzids tablazattal

* Egy cella = az adott allapot valoszinlsége.

Irjuk le a budapesti idéjarast két (egy binaris és egy ternaris) valtozoval:
idgjaras: {napos, felhds},
hémerséklet. {meleg, kozepes, hideg}.

Akkor az egyuttes eloszlas P(idgjaras, hGmerseklet).



Egyuttes valoszinuség-eloszlas

Irjuk le a budapesti id&jarast két (egy binaris és egy ternaris) valtozéval:
idGjaras: {napos, felhés},
hémerséklet. {meleg, kozepes, hideg}.

Akkor az egyuttes eloszlas P(id6jaras, hbmérséeklet).

Meleg Kozepes Hideg
Napos A 2 A
Felhos .05 .35 2

* Mivel az elemi esemeények egymast kizaroak, ezek egyuttes
bekovetkezése szukségszerlen hamis tény.

» Az axiomakbol kovetkezben: a tablazat elemeinek osszege 1.



Marginalis €s mas eloszlasok

P(X.Y) =Y. ciomz) P(X.Y. Z = 2)

T Mele Kozepes Hide
P(homérséklet) = : P S
A5 .55 .3

P(idGjaras) = Napos Felhos

4 .6

Meleg Kozepes Hideg

Napos A 2 A
Felhos .05 .35 2



Marginalis €s mas eloszlasok

P(hémérséeklet| idbjaras = Napos) =

P(id6jaras| homerseklet) =

Meleg
25

Napos

Felhos

Meleg

.67
33

Kozepes

2
.35

Kozepes
.50

Kozepes

36
.64

Hideg

33
.67



Egylttes valoszinuség-eloszlas

JO hir: egyuttes eloszlas birtokaban minden kérdésre kapunk
valaszt, ami a benne szerepl0 véletlen valtozok viszonyara es
tulajdonsagaira vonatkozik.

Rossz hir: nemigen megy 10-nél tobb valtoz6t tartalmazo
eloszlasok megadasa

P(Xy, X5, ..., Xy) €setén kell 2N —1 flggetlen valdszinlségérték.

A diagnozishoz exponencialis szamu valoszinliség ismerete
szukseges.

Rémalom: ha valamelyik valészinlség érteke megvaltozik?



A bayesi frissités

« Egyeseével gyljtjuk a tényeket, majd modositjuk az ismeretlen
valtozoval kapcsolatos korabbi hiedelmi mértéket.

1. Fogfajas:
P(Ffaj | Fogsz)
P(Ffaj)

2. Lyuk: a Bayes-tételt ugy alkalmazzuk, hogy a tovabbiakban
a Fogfajas-t allando feltételnek tekintjuk:

P(Fogsz| Ffaj) = P(Fogsz)

P(Lyuk | Fogsz)
P(Lyuk)

P(Lyuk | Ffaj A Fogsz)
P(Lyuk | Ffaj)

P(Fogsz| Lyuk) = P(Fogsz)

P(Fogsz| Ffaj A Lyuk) = P(Fogsz | Ffaj)




A bayesi frissités -példa

P(Fogsz| Ffaj A Lyuk) = P(Fogsz | Ffaj) P(LyF:I(k I_lyll:J|1I:<a|J I/:\fgj(;gSZ)

\
| \
. P(Ffaj | Fogsz)
P(Fogsz| Ffa)) = P(Fogsz
(Fogsz| Ffaj) = P(Fogsz) > (FTa)

P(Fogsz| Ffaj A Lyuk)
P(Ff4j | Fogsz) P(Lyuk | Ffaj A Fogsz)
P(Ffaj) P(Lyuk | Ff4j)

= P(Fogsz)



Feltételes fuggetlenség

Mind a fogfajasnak, mind a szonda lyukba akadasanak
kozvetlen oka a fogszuvasodas.

Amint tudjuk, hogy fogszuvasodas, nem hisszuk, hogy a szonda
lyukba akadasanak valdszinlseége a fogfajastol fog fuggeni.

Hasonloképpen, a szonda talalata nem befolyasolja annak
valoszinliségeét, hogy a szuvasodas fogfajast okoz.

P(Lyuk | Ffaj A Fogsz) = P(Lyuk | Fogsz)
P(Ffaj | Lyuk A Fogsz) = P(Ffaj | Fogsz)

a Fogszuvasodas tenye esetén a Fogfajas és Lyuk kozott fennall
a feltételes fuggetlenseég.



Feltételes fliggetlenség - alkalmazas

P(Fogsz| Ffaj A Lyuk)

— P(Fogsz) P(Ffaj | FOgSZ M—JA—M

P(Ffaj) P(Lyuk | Ffaj)

P(Lyuk | Ffaj A Fogsz) = P(Lyuk | Fogsz) —
P(Ffaj | Lyuk A Fogsz) = P(Ffaj | Fogsz)

P(Fogsz| Ffaj A Lyuk)

_ P(Fogsz) P(Ffaj | Fogsz)‘Pnguk | Fogsz 2\

P(Ffaj) P(Lyuk | Ffaj)




Normalizalas

Még mindig kérdéses a: P(Lyuk|Fogfajas)?!

- varhatoan figyelembe kell venni a tunetek 0sszes lehetséges
parositasat (harmasait, stb.), valésagban ez a kifejezés kiesik:
a nevezbk szorzata: P(Lyuk|Fogfajas) P(Fogfajas) = P(Lyuk)

Ezt az un. normalizalassal kikiszobdlhetjuk, feltéve, hogy pl. a
P(Lyuk|—Fogszuvasodas)-t megbecsuljuk.

P(Lyuk | Fogsz )P(Fogsz)
P(Lyuk)
P(Fogsz| Lyuk) = P(Lyuk | Fogsz )P (Fogsz)

P(Fogsz| Lyuk) =



Normalizalas

P(Lyuk | Fogsz)P(Fogsz)

P(Lyuk)
P(Fogsz| Lyuk) ~ P(Lyuk | Fogsz )P(Fogsz)
P(Fogsz| Lyuk) = ¢P(Lyuk | Fogsz )P(Fogsz) =C,x
P(—Fogsz| Lyuk) = aP(Lyuk | =Fogsz )P(—Fogsz) =C,«
P(Fogsz| Lyuk) + P(—=Fogsz| Lyuk) = (C, +C,)a =1
a=(C,+C,)™

P(Fogsz| Lyuk) =

P(Ok|Hatas,, Hatas,, ..., Hatasy) =
a - P(Hatas{|Ok)-P(Hatas,|OK) -... - P(Hatasy|OK) - P(OK)




Lehetseges problemak

» Az a priori feltételes és egyuttes valoszinliségek
begydljtése nehéz és koltseges

» Az emberek rossz valoszinliségbecs|fk
(szubjektiv megkozelités eseten)

» A Bayes-szabaly sok szamitast igényel



