2. Analizis az idétartomanyban

Ebben a részben megadjuk az olyan linedris, invaridns rendszerek kiilénbozd
idétartomanybeli leirasat, amelyeknek a gerjesztései és a valaszai vagy egyarant diszkrét
idejliek (DI) vagy egyarant folytonos idejliek (FI).

Az id6tartomanybeli leiras az jelenti, hogy a rendszer gerjesztésének és valaszanak
leirasara az u[k] és y[k] illetve az u(f) és y(¢) valtozokat hasznaljuk. A 3. illetve a 4.
részben az  id6tartomdnyban  értelmezett  véltozokhoz  rendelt mis (a
frekvenciatartomanyban illetve a komplex frekvenciatartomanyban értelmezett) véaltozokat
is hasznalunk majd.

A targyalds sordn vagy parhuzamosan vagy kozvetleniil egymas utan targyaljuk a
diszkrét idejii és a folytonos idejli rendszereket. A targyalast a DI esettel kezdjilk, mert az
tébbnyire egyszertibben kezelhetd. Arra az esetre szoritkozunk, amikor a jelek valosak és
folytonos értékiiek, tehat még a DI esetben sem vesszik figyelembe a digitalis
rendszerekben alkalmazott kvantalas hatasat.

A 2.1. fejezetben értelmezziikk a linedris rendszer impulzusvalaszat, ¢és
megmutatjuk néhany alkalmazédsat, mint pl. az adott gerjesztéshez tartozo valasz
szamitsa, a rendszer gerjesztés-valasz (GV) stabilitasanak vizsgalata.

A 2.2. fejezetben értelmezziik a linedris, invaridns rendszer rendszeregyenletét,
bemutatjuk megoldasanak néhany médszerét, megvizsgaljuk a rendszer GV stabilitasat a
rendszeregyenletének ismeretében. Ez a fejezet kihagyhato, a kévetkezd, ennél célszerlibb
lefrast tartalmazé fejezetek e nélkiil is megérthet6k. Egyes szakteriileteken viszont ez az
elterjedtebb rendszer leiras.

A 2.3. fejezetben targyaljuk a linedris, invarians rendszer allapotvaltozos leirasat és
e leirds megoldasanak néhany modszerét. Ertelmezzik az aszimptotikus stabilitdst és
médszert adunk annak eldontésére. A modellezendd objektum vagy annak hélézati
reprezentacidja alapjan tobbnyire az allapotvéltozos leirds egyszer(ibben allithato el6, mit
akar az impulzusvalasz, akar a rendszeregyenlet. Az Aallapotvéltozos leirds azért is
altalanosabb az el6zoknél, mert kézenfekvobb az 4ltalanositisa nemlinedris vagy varians
rendszerekre.

A 2.4, fejezetben linearis, invaridns jelfolyam halozatokkal foglalkozunk.
Megmutatjuk, hogy miként allithat elé a haldzat altal reprezentalt linedris, invarians,
kauzalis rendszer éllapotvaltozos leirdsa, tovabba hogy miként rendethetd jelfolyam
halézat egy allapotvaltozds leirdsaval vagy rendszeregyenletével jellemzett rendszerhez. A
halozatok irdnt nem érdek16d6 olvasé ezt a fejezetet kihagyhatja.

A 2.5. fejezet targya a nemlinedris rendszerek allapotvaltozos leirdsa, jelfolyam
halozatos reprezentacidja, az allapotegyenlet k6zelitd megoldisanak néhany modszere, a
megoldas szemléltetése. Ennek a fejezetnek a témajaval a késébbiekben nem
foglalkozunk.
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Egy rendszernck az iddtartomanybeli leirasa tekinthet6 a természetes targyaldsnak.
Sok rendszerelméleti feladat azonban konnyebben megoldhaté vagy a 3. részben
targyalandé frekvenciatartomanybeli vagy 4. részben tirgyalandé komplex frekvencia-
tartomanybeli leirasmdddal. Vannak olyan feladatok, amelyek az idétartoméanyban nem is
fogalmazhatdk meg egyszeriien. A két utobbi leirdsmod azonban csak lineéris, invarians
rendszerek esetén alkalmazhatok kényelmesen.

A 2. rész 6nmagédban lezartnak tekinthet$. Erre épiil a 3. és a 4. rész. Az ut6bbi
tanulményozasahoz az el6bbi kihagyhat6, vagy a két fejezet tanulmanyozasanak sorrendje
felcserélheto.



2.1. Az impulzusvilasz és alkalmazasai

Egy lineéris, invariins rendszer valaszat meg tudjuk hatérozni, ha ismerjik barmely
konkrét w=up gerjesztéshez tartozd y=yo valaszat. Ez az yo jel jellemzi a rendszert,
alkalmas explicit gerjesztés-vélasz kapcsolatinak megfogalmazisara. A legelterjedtebb
ilyen specidlis gerjesztés a diszkrét ideji d[k] egységimpulzus, illetve a folytonos idejii
&(¢) Dirac-impulzus, mert az ehhez tartozé hlk] illetve A(f) impulzusvélasz ismeretében a
legegyszeriibb a tetszoleges ulk], illetve u(f) gerjesztéshez tartozo y[k], illetve y(¢) valasz
kifejezése.

A 2.1-1. szakaszban diszkrét idejli rendszerekkel, a 2.1-2. szakaszban folytonos
idejli rendszerekkel foglalkozunk. Latni fogjuk, hogy a diszkrét idejli rendszerek kezelése
egyszeriibb, mint a folytonos idejli rendszerek kezelése, ezért - noha taldn kevésbé
megszokottak - a tovabbiakban is a diszkrét idejli rendszerekkel kezdjiik vizsgalatainkat.

2.1-1. Diszkrét idejii rendszer impulzusvalasza
2.1-1.1. Az impulzusvalasz definiciéja
Megadjuk a DI rendszer impulzusvalaszanak definicidjat, majd bemutatjuk alkalmazasat.

Egy diszkrét idejii, linearis, invaridns rendszer A = h[k] impulzusvdlasza a
rendszernek az egységimpulzus gerjesztéshez tartozo valasza (1. dbra):

ulk]=o6[k] = y[k]=nlk]. (2.1-1)

Az impulzusvélaszt silyfiggvénynek is nevezik. Ennek okat a kovetkez6 pontban
latni fogjuk.
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2.1-1. 4bra Egy DI rendszer impulzusvélasza az egységimpulzushoz tartoz6 valasza




42 2. Analizis az id6tartoményban

A linearts, invarians, diszkrét idejli rendszer akkor és csakis akkor kauzdlis, ha
impulzusvélasza belépé jel, vagyis h[k] =0, k e Z_ tulajdonsagq.

Nem részletezziik e kézenfekvo 4llitas igazolasat.

Ha ismerjitk a rendszer y = % {u} explicit gerjesztés-valasz kapesolatat, akkor az
impulzusvalasz klk]=% {6 [k] }alakban formalisan is kifejezhet6.

Egy rendszer impulzusvalasza meghatarozhaté az objektumon végzett méréssel.
El6szor meg kell gy0z6dni arrdl, hogy a diszkrét ideji, linearis, invaridns modell
alkalmazhat6-e. Ha igen, akkor az objektumra egy u[k]=U 5[k] gerjesztést kapcsolunk,
megmérjiik az y[k] valaszt és ebbdl szamitjuk a A[k]=y[k])/U impulzusvalaszt a mérés altal
lefedett k értékekre. Nem kénnyli feladat egyszeri és jol kozelit6 A[k] fiiggvényt talalni. A
mérési pontokra torténd tokéletes illesztést mar csak azért sem kell biztositani, mert a
mérési eredmény maga nem pontos. A valasz értékei azonban szamithatok a fliggvény
ismerete nélkiil is, mint latni fogjuk

Ha a rendszemnek sok gerjesztése és sok valasza van, akkor minden gerjesztés-
vélasz parhoz egy h,, impulzusvélasz rendelhet: yp[k]:hpq[k], ha uq[k]=5[k] és
minden mas u, [k] =0.

Egy kauzalis rendszert véges impulzusvdlaszi (FIR tipus(, ,Finite Impulse
Response”) rendszernek nevezink, ha az impulzusvélasza azonosan nulla egy L - 1 iitem

utén. Az impulzusvélasz hossza ekkor L iitem. A FIR tipust rendszer impulzus-vélaszdnak
altalanos alakja

Hk]=0; k<-1, kx2L. (2.1-2)

Kés6bb latni fogjuk, hogy a FIR tipusii rendszer eldnyos tulajdonsiga, hogy
feltétleniil GV stabilis.

Altalanos esetben egy rendszer végtelen impulzusvélaszii (IIR tipusi, ,Infinite
Impulse Response”).

2.1-1.2. A valasz szamitasa

Meg akarjuk hatirozni a h = h[k] impulzusvalaszd DI rendszemek az u = ulk]
gerjesztéshez tartozé y = y[k] valaszat.
A gerjesztés felirhato a kovetkez6 alakban:

©

4] = 3ol 4k -

i=—o

Az impulzusvalasz definicidja szerint a o[k] gerjesztéshez [k] valasz tartozik. A rendszer
invarians jellegébdl kovetkezik, hogy a JS[k—i] gerjesztéshez h[k—i] valasz tartozik. A
rendszer linedris jellegébdl kovetkezik, hogy az ufi]o[k—i] gerjesztések Osszegéhez az
u[i)hlk—i] valaszok Gsszege tartozik.

A diszkrét idejli, linedris, invaridns, A[k] impulzusvélaszi rendszemnek az wu[k]
gerjesztéshez tartozo vdlasza a kovetkezé alakban fejezhetd ki:

2}

ylk]=Y Hk—iluli], kez. (2.1-3)

=m0
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A miivelet neve: h és u konvolucidja. A DI konvolucié szimbolikus alakja
yle] = Alk]xulk]. (2.1-4)

Ennek jelentését a (3) adja. Az Olvas6 is belathatja, hogy a konvolicié kommutativ,
asszociativ és az 6sszeadasra disztributiv mivelet.
A p = k— i 4j valtozd bevezetésével a valasz kifejezhetd a kovetkezd alakban is:

yikk S Hlpklk- plkez. 2.1-5)

p=o0

Kauzdlis rendszerre h[k] belépd jel és az dsszefiiggések egyszeriisddnek:

SR Al —l]u[t]EZ Hlphlk—p] keZ. 2.1-6)

j=—0

Ha a rendszer kauzdlis és a gerjesztés belépd jel, akkor a vélasz is belép6:

k

i) =elk] > Ak i]sg[k]gh[p]u[k—p]. @.17)

i=0

A gyakorlati esetek tobbségében a (7) alak hasznalhatd. A (3) altalanos alak akkor
is érvényes, ha a rendszer nem kauzalis nem GV stabilis és a gerjesztés nem belépd. A
késébb targyalandé rendszer leirdsok egyike sem rendelkezik e tulajdonsigok
mindegyikével.

A valasz értékei kauzalis rendszer és belépl gerjesztés esetén részletesebben
megadva a (7) értelmében kovetkez6k:

y[0]=H{o]u[o],
y[t]=A(t]ufofrnlo]ult], (2.1-8)
y2]= #[2]uf0]+ A1) u[t]+ A[0]uf2], ... .

A valasz y[k] értékei akkor is szamithatok, ha A[k] és u[k] értékei csak numerikus
sorozatként ismertek.

A konvolici6 egyszeriien szamithat6 zart alakban tetszéleges k esetére, ha A[k] és
ulk] egyarant leirhatd exponencialis fiiggvénnyel. Ebbe beletartozik az allando, a
szinuszos ¢s az exponencialisan csillapitott szinuszos jel is.

A wvalasz (3) kifejezése a kovetkezOképpen értelmezhetd. Az y[k] értéke
valamennyi u[i] sulyozott 6sszege. A h[k — i} adja meg azt a silyt, amellyel u[i] az y[k]
kifejezésében szerepel. Ez magyarazza az impulzusvélasz ,,sulyfliggvény” elnevezését is.
A sily nulla is lehet. Kauzalis rendszerre a stly nulla k —i <0, azaz i > k esetén, ami azt
jelenti, hogy u[i] ezen értékei nem befolyasoljak y[k] értékeit, a ,,j6vd” nem befolyédsolja a
Jjelent”.

Egy FIR tipusi kauzalis rendszer impulzusvalaszanak és az u[k] gerjesztéshez
tartoz6 valaszanak kifejezése

Rk )= (e[k]-elk-L])f[k] = y[k] Lih ulk—i]. (2.1-9)

A valasz k barmely értékére legfeljebb L tag osszege: az ulklulk ~1),...,ulk - (L~ 1)]
linedrkombindcioja. Ha a gerjesztés is véges idejl, akkor y[£] is véges idejil.
A@Ryaz y=W { u} explicit gerjesztés-valasz kapcsolat egy konkrét alakja.
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1. példa Egy DI rendszer impulzusvalasza h[k] = k] ¢*
Hatarozzuk meg a rendszer valaszit, ha gerjesztése u[k] = s{k] a.

A kauzalis rendszernek a belépé gerjesztéshez tartoz6 valasza maga is belépd jel,
vagyis y[k] =0,hak € Z.Hak € Z, akkor példaul (8) értelmében:

yol=1-1=1, y[i]=1-a+ql=a+q,y[2]=1a’+q-a+q*1=a’+qa+q>,
és igy tovabb. Még ebben a nagyon egyszerli esetben sem konnyii kitaldlni y[k] altalinos

kifejezését.
Alkalmazzuk most az altalanos (3) vagy a most érvényes specialis (7) alakot:

yk]= k]Zh —i]uli]= gk]Zq’” = elk]q* g(gjl

E geometriai sor hdnyadosa (a/g), a sor Gsszege a =g esetén ismeretesen

K+1 k+1 k+1

1-(a/q) q4-a

ylk]=
Ellendrizhetjiik, hogy £ = 0, 1 és 2 esetén a mar szamitott eredmény addodik. A valasz
teljes leirdsa (az a = g eset kozvetleniil is, hatarértékként is szamithato)

k+1

y[k]=g[k]qT:Zi‘, avq; k= k] (k1) g, a=q.

Ha o<1 és |g| <1, akkor [y[k]|—>0,k—> . Ha akar |a|>1, akr |¢|>1, akkor
k)| >, k—o0. #

2. példa Hatdrozzuk meg az el8z6 példaban vizsgalt rendszer valaszat, ha gerjesztése
ulk]=(e[k]-e[k-L])a*, LeN, a#q.

A vaélasz szamithat6 (7) felhasznaldsdval. Ehhez az §sszegezést két részre célszerti
bontani: hai=0, 1,..., -1, akkor u[i] = a’, egyébként u[i] = 0.
Egyszer(ibb azonban a vélaszt a szuperpozicié elvének alkalmazasaval szamitani.
Az u [k] = g[k]a’c gerjesztéshez tartozo yl[k] valasz az el6z6 példabol ismert. Az
uz[k] = a{k—L] d=d e{k—L] at=at ul[k—L]
ger]eszteshez tartoz6 vélasz a rendszer linedris és invaridns jellege kovetkeztében nyilvan
¥, [k] =aqa yl[k L] A keresett valasz kifejezése tehat
k1 ksl k+I-L _ _k+l-L
y[k]=ek] L—2— glk—L]a* A
qg-a q-a

Attekinthet6bb a valasz elemi 4talakitassal eldallithato kovetkez6, ablakozott alakja:

ylk]= (elk}-elk-L) q“ +e& k—L] i — q"“‘L .
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Lathato, hogy !ql <lesetén |y[k]|—> 0, k — oo, és ez fiiggetlen a értékétdl. Ez nem
meglepd, hiszen a rendszer £ 2 L esetén gerjesztetlen. #

3. példa Egy rendszer impulzusvélasza
Hk] = k] 4"
Hatirozzuk meg az u[k] = s{k] cos Fk belépod gerjesztéshez tartozo valaszt!

A konvolicios dsszeg szamitasa nehéz feladatnak latszik. Egyszertisodik a feladat
az Buler-relaci6 alkalmazisaval (j = v -1 a képzetes egység jele):

e“=cosa+jsina, e =cosa—jsina ;

cosa = l(ej“+ ee ), sina = -1— (ej“_ e-i“) .
2 2j
A gerjesztés megadhato ezek szerint a kovetkezd alakban is:
il-elt] S Lo,
2 2

Most mdr felhaszndlhatjuk az 1. példa eredményét a = ' és a = ¢™'* helyettesitéssel. (Az
1. példaban nem feltételeztiik, hogy a valos értékii!) Azt kapjuk, hogy

K+l j8(k+1) k+1 —jS(k+l))

k)= E[k](qz(q _eejS) + q2(q—_ee~js‘r

Elemi 4talakitassal a kovetkez6, formailag is valos alakhoz jutunk:

2 k
= elk (4°—g cos 8)q* +cos 9 k- g cos 9(k-+1) .

y[l 5[1 g* +1-2gcos 9

Ha Iq[<1, akkor ylk|—> Acos(9k+p), k—>w, ahol 4 és p allandok a g és I

paraméterek ismeretében a fenti eredményb6l szamithatok. #

*4, példa Hatarozzuk meg az el6z8 példakban szereplé rendszernek az u[k]: a* pem

belépd gerjesztéshez tartozo valaszat!
Az (6) masodik alakjaba helyettesitve kapjuk, hogy

k=Y Hplulk-pl=> g% a* " =a* ¥ (q/ a)".
=0 p=0 p=0
A végtelen mértani sor csak akkor konvergens, ha I q/a | < 1. Ekkor
_ 1 k
y[k]_l—(q/a)a , keZ,ha |q]<|a|.

Halg/ a|>1, akkor a feladat értelmetlen, mert y[k] értéke nem véges a k barmely véges

értékére. Az a tetszoleges, de csak az |a|> 1 eset értelmezhets k — —oo esetén is. #



46 2. Analizis az id6tartoményban

2.1-1.3. Gerjesztés-valasz stabilitis

impulzusvéalasz ismeretében adhatunk jobban hasznalhaté feltételt is. Tovabbi
rendszerleirasok ismeretében tovabbi feltételekkel is meg fogunk ismerkedni.

A diszkrét idejli, linedris, invaridns rendszer akkor és csakis akkor gerjesztés-
vdlasz stabilis (azaz barmely korlatos gerjesztéshez korlatos valasz tartozik), ha
impulzusvalasza abszolit Osszegezhetd:

GV stabilisrendszer < 3 JAlk]| <co. (2.1-10)

k=—0

Ennek egy sziikséges (¢s a gyakorlati esetek tobbségében elegendd) feltétele
hlk] > 0, ha k — . (2.1-11)

Ez a helyzet, ha h[k] csokkend exponencialis fiiggvénnyel majoralhaté.

Kauzalis rendszer impulzusvéalasza belépd jel. Ekkor az Osszegezés alsd hatdra
ténylegesen k£ = 0.

A véges impulzusvalaszii rendszer feltétleniil GV stabilis, hiszen ekkor a (10)
Osszeg csak véges szamu tagot tartalmaz.

A h[k] =.’;"[k](1+k)“1 impulzusvalasz kielégiti a (11) sziikséges feltételt, de az altala
jellemzett rendszer mégsem GV stabilis, mert (10) nincs kielégitve.

A stabilitds hatdrhelyzetében 1évbnek nevezhet az olyan nem GV stabilis DI
rendszer, amelynek impulzusvélasza ugyan nem abszolut dsszegezhetd, de korlatos. Az
ilyen rendszer valasza csak bizonyos gerjesztések esetén nem korlatos. Ha példéul k£ — «
esetén A[k] dlland6 értékhez tart, akkor y[k] csak olyan korlitos u[k] esetén nem

korlatos, amely ugyancsak é4llanddhoz tart. Szokas labilis rendszenck nevezni az olyan
nem GV stabilis rendszert, amelyik nincs a GV stabilitds hatarhelyzetében.

Példa Legyen a rendszer impulzusvélasza h[k] = g[k]q" , ahol g lehet valés vagy ¢ = re'’
alakban komplex.

A rendszer akkor GV stabilis, ha \q‘ <1, vagyis komplex ¢ = re'® esetén ha » <1.
Ebben az esetben nem csak (11) teljesiil, hanem

s

> [lk]=3 ol 1—? ,

q]<1

k=—cc k=0

értelmében a (10) is. Ha |q| =1, akkor a rendszer a GV stabilitas hatarhelyzetében van, ha
lg| > 1, akkor a rendszer GV labilis. Nyilvanvalé, hogy a

h[k]=g[k]{A1 ql"+ 4, qé‘ o+ 4, qf}

impulzusvalasz akkor és csakis akkor jellemez egy GV stabilis rendszert, ha
minden|q,| < 1. #

A (10) allitas igazolasédhoz legyen ]u[k] l< M,, a korlatos gerjesztésre. Ekkor (3)
értelmében
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- Sl

Az | k] | véges marad, azaz y[k] korlatos, ha (10) teljesil, vagyis a feltétel elegends.
A feltétel sziikségességének igazolasahoz legyen u[k] = 1, ha A[-k] > 0 és legyen
ufk] = -1, ha h[—k] < 0. Ekkor a (3) értelmében k = 0 helyettesitéssel

{ol= ¥ Hplud-rl= THe].

p=- p=-o

< ol jle-pll< . Splp]).

p=—o

Ez csak akkor véges, ha (10) teljesiil, vagyis e feltétel sziikséges.

*2.1-1.4. Az ugrasvalasz és alkalmazasai

A linedris rendszer vilasza nem csak impulzusvalaszdnak ismeretében hatdrozhatd meg,
hanem barmely adott gerjesztéshez tartozé valaszdnak ismeretében is. Itt csak a
legegyszeriibb és leggyakrabban hasznalt altalanositast targyaljuk.

Egy diszkrét idejll, linedris, invarians rendszer g = g[k] ugrdsvdlasza a rendszernek
az egységugras gerjesziésre adott vilasza:

ulk]=elk] = y[k]=g[k]. (2.1-12)

Kauzdlis rendszer ugrasvalasza belépb jel: g[k] =0,kel.

Az impulzusvalasz kozvetleniil arrol ad felvilagositast, hogy miként viselkedik a
rendszer valasza a gerjesztés megsziinése utan. Az ugrasvalasz azt adja meg, hogy miként
viselkedik a rendszer valasza, ha gerjesztése egy bizonyos id6 utan alland6 marad.

Mivel ci[k] = a{k] - 6{k - 1], ezért a g ugrasvalasz ismeretében egyszeriien
kifejezhet6 a h impulzusvalasz és viszont:

Hlkkelklgle-1] glk1=3 i) (2.1-13)

A tovabbiakban a rendszer jellemzésére az ugrasvalaszt nem fogjuk hasznalni.

2.1-1.F. Feladatok

F-1. Egy DI rendszer impulzusvalasza
Hk]=5 e[k-1)(0.5*" - 0,1+).
Hatdrozza meg az y[k] valaszt a k=0, 1, 2, és 3 iitemekre, ha u{k] = k].

F-2. Hatirozza meg az y[k] valasz kifejezését, ha a A[k] impulzusvalasz az €ldzd
feladatban megadott és a rendszer gerjesztése

(a) ulk]=elk]. (5) ulk]=elk] (0% (c) ulk]=e[k](O.D".
(@) ult ek Lelk-5). () ulk]=9 (1-elk])+ k).

Ellenérizze az eredményt & = 0,1 és 2 értékére!
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F-3. Egy DI rendszer impulzusvalasza h[k] = 6‘[/{] q°.
Hatérozza meg e rendszer u[k]= &[k] gerjesztésre adott y[k]= glk] ugrasvalaszat!
Mivel az impulzusvélasz rendszerint ilyen tagok szuperpozici6ja, ezért az
eredmény sok esetre altalanosithat6.

F-4. Milyen tulajdonsagi egy FIR tipusu rendszer g[k] ugrasvalasza?

F-5. Egy kauzalis 1IR tipusa rendszer gerjesztése véges hosszisagi: u[k =0,k>L ]
Milyen tulajdonsaga e rendszer véalasza?

F-6. Egy DI rendszer explicit gerjesztés-valasz kapcsolata
1 1 1
K] =ulk+1]+ Eu[k]+ el -1],

vagyis a valasz a gerjesztés sulyozott atlaga.
Hatérozza meg az impulzusvalaszt! Kauzalis-e, illetve GV stabilis-e ez a rendszer?

*F-7. Igazolja, hogy a kovetkezd impulzusvalaszii rendszerek GV stabilis rendszert
jellemeznek:

(a) k)= e[k]ki! . () HE=elk -1k (c) Hk]=elk-1]k, a>1.

F-8. Adott a valaszértékek y[0], y[1],..., ¥[L] véges sorozata, tovibba

(a) adott a gerjesztés u[0], u[1],..., u[L] sorozata. Hatdrozza meg az impulzusvalasz
h{0], A[1],..., A[L] sorozatat. Ez a rendszer-identifikacié problémaéja.

(b) adott az impulzusvalasz 4[0], A[1],..., h[L] sorozata. Hatirozza meg a gerjesztés
uf0], u[1],..., u[L] sorozatat. Ez a feladat példaul, ha u[k] a mérend? jel, A[k] jellemzi a
mérémtiszert és y[k] a mérési eredmény.

F-9. Egy DI rendszernck az ufk]= 5{k] gerjesztésre adott valasza y[k}= £[k}0,5*.
Igaz-e, hogy e rendszer kauzalis, linearis, invarians és GV stabilis?

F-10. Egy DI rendszer impulzusvélasza hl[k]. E rendszer yl[k] valasza egy h, [k]
impulzusvélaszii rendszer uz[k] gerjesztése. Ez az elrendezés a két részrendszer kaszkad
kapcsoldsa (nevezik soros kapcsolasnak is).

(a) Adja meg az u = u, gerjesztésii €s y = y, vélaszii rendszer 4 impulzusvélaszat
h és h, ismeretében! Megvaltozik-e & kifejezése, ha a két részrendszer felcseréljiik?

(b) Adja meg hlk] kifejezését, ha h[k]= h,|k]= e[k]a* alaku!

*(c) Sziikséges és elegendd feltétele-e a rendszer GV stabilitisdnak mindkét
részrendszer GV stabilitédsa?

2.1-1.M. Megoldasok

M-1. h[0] =0, A[1] =0, A[2] =2, h[3] = 1,2. Ezek felhasznalasaval y[0] = 0, y[1] = 0, y[2]
=2, h[3]=32.
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M-2. A valasz altalanos alakja az (a)-(d) esetekben

y[k]=5 ek— 1]2(() 54,157 ’)u[z] 5efk—1] {05" - ZZ' ui]-0,1* 1ZIO' u[z}

i=0

(a) vk g[k_l]{% -5+ (0,1)“}.
®) yk]= elk-1 {——(—01 Ty (05)‘1——(01) }
(c) ylk]= elk- 1{ 345 1)+ (OS)k'—Sk(Ol)"‘}
(d) ylk]= {elk—1] - elk- 6] {——5(0 54 (0,1)"“}+
+g[k—6]{4.969 (0.,5)"° ; (0,1 }

() ui-9-850K] = »fil=s00- ol 1}«
+ S[k——l]{— % +40 (0 s)k -1 490 (O l)k 1}

M-3. Konvoliciéval: g[k]=£[k] (l— g™ )/ (1-¢);ha g =1, akkor glk]= e[k} (1+ k).

L-1
M-4. Ha gl[k]=0,k>L (L az impulzusvilasz hossza), akkor glk]=>_Hi] allando
i=0
k > L diszkrét idépontokban. Az alland6 nulla is lehet.

M-5. A valasz eldéllithat6 L szami h[k - i] alakt tag szuperpozicidjaként.

1
M-6. (a) Az impulzusvélasz h[k]= " qk+1]+ % qk]+ % qk-1].
(b) A rendszer nem kauzélis. A rendszer GV stabilis. Noha A[k [véges hossziisagy, a
rendszert nem szokés FIR tipustinak nevezni, mivel nem kauzilis.

*M-7. Mindegyik rendszer GV stabilis

M-8. (@) Oldjuk meg egymas utan a (6) egyenletrendszert:

Hlo}= o ]y[O] h[l]—u[ ]{y[l]—h[O]u[I]}, h[2]=u—[16]{y[2]—h[l]u[l]—h[O]u[Z]},.---
H[L])= [0]{ ylL]-HL-1]ult]-... - H0]«[L]}.

Ha u[O] =0, akkor y[O] =0,¢és ekkor a szamitast a k =1 {itemt8] kezdjiik.
(b) A fenti Osszefliggésekben a A[k] és az u[k] szerepe felcserélhetd, ez
eredményezi a feladat megoldasat.

M-9. Egyetlen gerjesztés-valasz par alapjan az allitasok egyikére sem lehet kovetkeztetni.
Az viszont igaz, hogy ha a rendszer a megadott tulajdonsagokkal bir, akkor lehet ilyen
impulzusvalasza.
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M-10. (@) Mivel y=y, =h, *u, =h,*y, =h, *(h *u)=h, *h *u, ezért h=h,*h,.
Mivel a konvolicié kommutativ mivelet, ezért a részrendszerek felcserélése ugyanazt az
impulzusvélaszt eredményezi.

k
(b) Konvolicioval hk]= [k]>" " a* =elk]a* (k +1).
i=0

*(c) A feltétel elegendd, de (legalabbis elméletileg) nem szitkséges. Gyakorlatilag
azonban ilyenkor a rendszer GV stabilitisa nem biztosithaté megbizhatéan.

2.1-2. Folytonos idejii rendszerek impulzusvilasza

2.1-2.1. Az impulzusvilasz definiciéja

Egy folytonos idejli, linearis, invarians rendszer h=h(r) impulzusvilasza a
rendszernek a Dirac-impulzus gerjesztéshez tartozo valasza (2. 4bra):

ult)=3() = y(t)=hl). (2.1-14)

A DI és a FI rendszerek impulzusvalaszinak sok hasonl6 tulajdonsaga van, Példaul
h=W {5} érvényes mindkét esetben (2.1-1.1. pont). Viszont mig a Jk) egységimpulzus
egy ,.kozonséges” DI fiiggvény, a ) Dirac-impulzus nem ,.kézénséges” FI figgvény.

u
e >
o(h) h(t)
— kayzdlis
Y h A - 1EM kauzdlis
u(t) = o(t)

PR 0
’ k/\x
[ ~
>, \1:}
0 1 0 \/ 1

2.1-2. dbra Folytonos ideji rendszer impulzusvalasza a rendszernek a Dirac-impulzus gerjesztéshez tartoz6
vélasza

A lineéris, invarians, folytonos idejii rendszer akkor és csakis akkor kauzdlis, ha
impulzusvalasza belépd jel, vagyis h(t) =0, 1 eR. tulajdonsagn.

Nem részletezzitk e kézenfekvd allitas igazolasat.

A FI impulzusvalasz mérésekor nem gerjeszthetjik az objektumot Dirac-
impulzussal, legfeljebb egy azt kozelité lefolyasy véltozdval. A mérés eredménye is csak
kozelitése a FI impulzusvalasznak, a kozelités ¢ kis értékeire nem lehet jo.

Elméletileg egyre rovidebb &s egyre nagyobb amplitidéju impulzusokkal
kozelithetjitk a Dirac-impulzust. Az amplitidé azonban nem novelhetd korlatlanul, mert a
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Linearitas feltételezése nem lesz jogos. Ha viszont az amplitiddt allandd értéken tartva
csokkentjiik az impulzus hosszat, akkor a betéplalt energia egyre kisebb lesz és a zajok
egyre jobban torzitjdk a mérés eredményét. Egyesek nem tartjdk korrekt (,,proper”)
modellnek az olyan rendszert, amelynek impulzusvalasza Dirac-impulzust tartalmaz,
hiszen ez csak akkor I€p fel, ha a jel terjedéséhez sziikséges id6 nulla.

Mig egy FIR tipusi DI rendszer kénnyen megvalosithato digitalis objektummal, ez
nem 4ll FIR tipusu FI rendszerekre, amelyek csak nehezen valosithatok meg.

A FI rendszerek koziil az idétartomanyban a tovabbi fejezetekben csak késébb
definialand6 differencidlis rendszerek rendszeregyenletének és allapotvaltozos leirdsanak
targyalasara szoritkozunk. A frekvencia- és a komplex frekvenciatartomanyban ez a
megszoritas nem szitkséges.

2.1-2.2. A valasz szamitasa

Meg akarjuk hatdrozni egy h(t) impulzusvilaszit FI rendszernek az adott uf(t)
gerjesztéshez tartozd y(t) valaszat.
Kozelitsiikk meg a gerjesztést szakaszonként allando fiiggvénnyel (3. abra):

u(t)zu(rk), T, <t<7,,; r,=k-Ar, kel

A t=1, idopontban beléps, Ar hosszisigy, u(rk) amplitadoju, vagyis u(rk)Ar
intenzitasi gerjesztéshez tartozé, ¢ idGpontbeli 3(f) vélasz kozelitd kifejezése
u(‘rk)Ark-h(t—Tk),ahol t—7, az eltelt id6. Az y(r) kozelitd értéke az ilyen tagok
szuperpozicidja:

W)= 3 ule,) Az, ;).

k=—w0

Minél kisebb Az anndl kisebb a kozelités hibdja. A A7 — 0 hatarértéket képezve az
Osszeg egy integralhoz konvergil.

u/\

u(t AT

——
e

2;1;3. abra A gerjesztés kozelitése szakaszonként allandé fliggvénnyel

Egy folytonos idejt, linearis, invarians és % = h(¢) impulzusvélaszi rendszernek az
u =ulr) gerjesztéshez tartozo y = y(r) valaszanak kifejezése:
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y(t)= Q:i-h(t—r)u(r)dr , teR. (2.1-15)

—o0

ey

w(t) = h(e)*u(r). (2.1-16)

Ennek jelentését a (15) adja. A (16)az y =W~ { u} explicit gerjesztés-valasz kapcsolat egy
konkrét alakja.

Az Olvasé is belathatja, hogy a konvolucié kommutativ, asszociativ és az
osszeadasra disztributiv miivelet. A 4 *u konvoliciordl belathato, hogy létezik, ha / és u
egyike korlatos, masika abszohit integralhaté; még akkor is folytonos, ha / és u egyarant
ugrasos; abszolut integralhato, ha % és u egyarant abszolut integralhato.

A valasz kifejezésének egy masik alakjahoz juthatunk a 3 = ¢ — 1 Gj integracios
valtozo bevezetésével:

w(t)= G]'h(S)u(t—S)dS, teR. (2.1-17)
Ha a rendszer kauzdlis, akkor h belépd jel és ekkor
w(t)= ]'h(t—r)u(r)drz a]h(&)u(t—@)dg, teR, . (2.1-18)
- %
Kauzdlis rendszer és belépd gerjesztés esetén a kovetkezd alakhoz jutunk:
y(t)= ]h(z-r)u(r)dr= ]h(&)u(r—s)dg, teR,. (2.1-19)
% %

Az integral —0 alsé hatara azt fejezi ki, hogy ha akar A(f), akar u(f) tartalmaz &)
OsszetevOt, akkor azt figyelembe kell venni az integralds sordn. A gyakorlati esetek
tGbbségében a (19) alakok hasznalhatok. Az éltaldnos (15) és (17) alakok nem kauzalis
(fizikailag nem realizalhat6) rendszerekre is érvényesek.

Az impulzusvélaszt sulyfliggvénynek is nevezik, mivel A(+—7) megadja u(t) sulyat
¥(?) kifejezésében.

A konvollcio szamitdsa zart alakban viszonylag konnyll, ha » és u egyarant
egyszerli fliggvény (példaul exponencidlis, szinuszos, polinomidlis fiiggvény, ezek
Osszege €s szorzata). Némi figyelemre van szilkség a szdmitas sordn, ha a gerjesztés
szakaszonként elemi fiiggvény alakjdban adott.

Gyakran sziikséges vagy eldnyds a konvolicié numerikus kozelité szémitasa.
Szoritkozzunk kauzalis rendszerre és belépd gerjesztésre. A (19) értelmében

4%
Ht,)= [hle—r)u(z)dr 1, €R,. (2.1-20)
0
Ha kiszamitjuk ezeket az értékeket kellSen stiriire valasztott #,,1,,...,¢, iddpontokra, akkor

Y(® ismertnek tekinthetd. Szoritkozzunk arra az esetre, amikor A(f) és u(f) egyarant
fiiggvény (nem tartalmaznak Dirac-impulzust). Koézelitsiik e fliggvényeket a kovetkezd
1épcsos fiiggvényekkel:
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u(t)y=ulkT), Ht)~h(kT), kT<t<kT+T, k=0,1,2,..

ahol T kellden kis id6koz. Ekkor példaul a valasz kozelitd kifejezése

k-1
w0)=0;  ykT)=T X hkT~T)u(iT), k=12,... . (2.1-21)

i=0

Alkalmazhatunk természetesen pontosabb integrdciés eljardsokat (példaul a trapéz
szabalyt vagy a Simpson-szabalyt). Minél kisebb T értéket vélasztunk, annal kisebb a
kozelités hibdja, de anndl t6bb szamitasi munkara van szilkség egy megvalasztott (0, ¢,)

intervallumban. Javithatjuk az eljards hatékonysdgat adaptiven valasztott idékozok
alkalmazaséval is.

1. példa Egy FI rendszer impulzusvalasza
h(t)=C S(t)+a A&(t)e™.

Hatirozzuk meg a rendszer vélaszat, ha gerjesztéseu(r)= &(f)[1-¢ 7.
A rendszer kauzalis, ezért a belépb gerjesztéshez tartoz6 valasza ugyancsak belépé,
tehat (1) =0, hat €R_. Ha t € R,, akkor (19) értelmében

w(t)= ;fh(t—r) u(r)dr = ].[C S(t—7)+a det? ][1 —-e’r ]dr =

=C ]‘5(t—r)[l*e’ﬂ’]dr+aAe“” ]‘[e‘"—e("’ﬁ)']dr, teR,.
¢

0

Az elsd, illetve a masodik integralt jeldlje /,, illetve 7,, ahol
L=fi-e* ] =1-c*;

1, =$[e“’ —1]————aiﬂ[e(“'”)’—1], a+pf; Izzé[e‘”—l]—t, a=pf.

A vilasz kifejezése némi rendezés utan

y(t)=e(t)[C+A—[C+—a—AJeﬂ' +—ﬁ—Ae"”}, pa,1eR;
a-p B

a —
y)=e)|[c+a-(C+a+dare™], p=a, teR.
Ha 4 =0, azaz ha A(t)=C &(¢), akkor y(t)=C u(t) adédik, ami a helyes eredmény. #

2. példa Egy rendszer impulzusvalasza
h(t)=a Ae(t)e™".
Hatéarozzuk meg a rendszer valaszat, ha gerjesztése
ult)=[e(t)- e(e-T)le”, T>0, a=p.

Ha ¢t <0, akkor y(f) = 0. Ha 0 < ¢ < T, akkor az el6z0 példa értelmében
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a [24
H)=———Ade———— de™.
() ey R iy

Ha ¢ > T, akkor az integrél fels6 hataraul T irando (hiszen ez utdn a gerjesztés nulla) és
a
)=—— Al _1]e™".
wt)=— F; | ]

A vélasz végsé kifejezése némi rendezés utan

y(t)=[ele)- 8(’*)]5%14 [e#-e= ]+ £(t-T) [e“’”— e’ |, teR.

Az a= [specidlis eset vizsgalatat az Olvaséra bizzuk. #

3. példa Hatarozzuk meg az elz6 példaban megadott impulzusvalaszi rendszer vélaszat,
ha gerjesztése u(t)= g(t)cos wt.

A konvolicids integral szamitdsa nem jelent kiilondsebb nehézséget.
Felhasznalhatjuk azonban az el6z4 példa eredményét, hiszen ¢ € R, esetén

a

— ™ A (ej“”— e“’”).

ha u,(r)=&(t)e’", akkor y,(r)

Felhasznilva, hogy cos ot = (ej“”+ e‘j””)/ 2, azt kapjuk, hogy ¢ € R, esetén

o

y(t): & A(eja)t__eAat)_'_ A(e'ja”_e—az):

a+jo a-jo

a N N e .
=a2+a)2 A[(Ol“,la))eJ ’+(a+Ja))e’ ‘2ae ’].

Elemi atalakitasok utan a kovetkezd végeredményhez jutunk:

He)=e)

2qa’ o . ;
——— Al coswt+—sinwt-ae“ |, teR.
a'+w a

A zardjelben allo els6 két tag b cos(wt + p) alakban §sszevonhato. #

4. példa Oldjuk meg az el6z6 feladatot, ha a rendszer gerjesztése az u(f) = ¢’ nem belépd
jel.
A (18) alakot hasznalva

! ‘
y(t): IaA e—a(r~r) eﬂr dr=ade™® Ie(a+ﬂ)zdr'

—0 —0

Az integralnak csak akkor van véges értéke, ha o+ B> 0. Ekkor a vélasz kifejezése

y(t):a(iﬂAeﬁ', a>-p, teR.

Fizikailag csak a #> 0 eset értelmezhetd ¢+ — ~o0 esetén is. #
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5. példa Egy FI rendszer impulzusvélasza és gerjesztése
Wt)=a Ae(t)e™, ult)= et)e”; azp.

Hatarozzuk meg a valaszt pontosan és kozelitdleg is.
A valasz pontos kifejezése a 2. példa részeredménye értelmében

)= g ac)le—e]

A valasz értéke a t, = k T idépontokban y(kT)= a_i!_ﬂ— Ale s gt ], keN.

A kozelitd megoldas a (21) értelmében

k-1 ) ) [ . e(aT—ﬁT)k_l
Wr)=1 St D1 g g S <aaen STTL
i=0 i=

Az els6ként szamitott kbzelités végsé alakja
-8Tk __ %-aTk

yl(kT):aTAﬁ_—l—, keN.

E nagyon egyszer(i példaban a kozelités aranyos a pontos eredménnyel:

w(kT)=C, y(kT); C1=~»fn—1 ,m=(a-p)T.
o

Az arAnyossagi tényezé ann4l kozelebb van az 1 értékhez, minél kisebb | m | értéke, azaz
minél kisebb T id6kozt valasztunk. Ha példaul m = 0,1, akkor C; =0,951, ha m = 0,1,
akkor C, = 1,051, vagyis a relativ hiba mintegy 5 %. #

2.1-2.3. Gerjesztés-vilasz stabilitds

Ve

impulzusvélasz ismeretében adhatunk jobban hasznilhaté feltételt is. Tovabbi
rendszerleirdsok ismeretében tovabbi feltételekkel is meg fogunk ismerkedni.

A folytonos idej, linearis, invaridns repdszer akkor és csakis akkor gerjesztés-
vdlasz stabilis (azaz barmely korlatos gerjesztéshez korldtos vélasz tartozik), ha
impulzusvalasza abszoltit integralhato:

GV stabilis rendszer < J | h(t)| dr< . (2.1-22)

Ennek egy sziikséges (és a gyakorlati esetek tobbségében elegendo) feltétele
t—w = h{t)>0. (2.1-23)

Ez a helyzet, ha A(r) a végtelenben nullahoz tarté exponencilis fliggvénnyel majorélhato.

Kauzalis rendszer impulzusvélasza belépé jel. Ekkor (22)-ben az integril alsé
hatara ténylegesen ¢ = 0.
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A stabilitds hatdrhelyzetében 1évbnek nevezhetd az olyan nem GV stabilis FI
rendszert, amelynek impulzusvéilasza nem abszolit integralhatd, de korlatos. Az ilyen
rendszer véilasza csak bizonyos gerjesztések esetén nem korldtos. Ha példdul 1 — o
esetén h(t) allandé értékhez tart, akkor y(z) csak olyan korlétos u(t) esetén nem korlatos,
amely ugyancsak allandohoz tart. Szokas labilis rendszernek nevezni az olyan nem GV
stabilis rendszert, amelyik nincs a GV stabilitas hatarhelyzetében.

Azok a megjegyzések, amelyeket a 2.1-1.3. pontban DI rendszerekkel
kapcsolatban tettiink, érvényesek a FI rendszerekre is (véges impulzusvalasza FI
rendszerek azonban ritkdn fordulnak eld). Blanez vonatkozik az A4llitas igazolasara is.
Ezeket itt nem ismételjikk meg.

1. példa Egy FI rendszer impulzusvalasza
h(t)=&(t)e* cos ot =Re {g(t)e"'}; pEa+jo.
A rendszer GV stabilis, ha e {p} = a < 0. Ekkor nem csak (23) teljesiil, hanem mivel

ﬂh(t)[ dr < Ie"‘dt =L a<o,
A ; a
ezért (22) is ki van elégitve. Nyilvanvalo, hogy a

h(t)=&(r) {Ale”"+A2e”2’+ Y L }

impulzusvélaszi rendszer akkor és csakis akkor GV stabilis, ha minden PRe{p,}<0
teljesiil. A komplex p, értékek csak konjugalt parokban fordulhatnak el6. #

*2.példa Az y=u' explicit gerjesztés-valasz kapcsolata differencialé rendszer
impulzusvalasza nyilvénvaléan A(t)=&'(t). A Dirac-impulzus derivaltjanak egy kozelitd
kifejezése

e
~

5'(f)~ 3(t)-o6(t-1) lelt)-ele-T/2)]-[e(t-T 12)- £{t)] Te<T
T T(T/2) ’ o

Az ]é’ '(t)l integraljanak kozelitd értéke ennek alapjan 2/7. Ez minden hatéron til nd, ha T

nullhoz tart. A (22) értelmében a differencialé rendszer nem GV stabilis, megegyezésben
korabbi megallapitasunkkal (1.2-2.5. pont). #

2.1-2.4. Az ugrasvalasz és alkalmazasai

A linedris rendszer valasza nem csak impulzusvalaszinak ismeretében hatirozhaté meg,
hanem barmely adott gerjesztéshez tartozé valaszanak ismeretében is. Itt csak a
legegyszeriibb és leggyakrabban hasznalt altalanositast targyaljuk.

Egy folytonos idejii, linearis, invaridns rendszer g = g(t) ugrdsvdlasza a
rendszemek az egységugris gerjesztésre adott valasza:

ult)=£lt) = ylt)=2(). (2.1-24)

Kauzdlis rendszer ugrasvalasza belépd jel: g(t): 0,7eR
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Az impulzusvélasz arrdl ad felvildgositast, hogy miként viselkedik a rendszer
valasza a gerjesztés megszlinése utdn. Az ugrasvalasz azt adja meg, hogy miként
viselkedik a rendszer valasza, ha gerjesztése egy bizonyos id6 utan allandé marad.

A g ugrasvalasz kifejezése a h impulzusvalasz ismeretében a (17) értelmében

= wfh(r)g(z -7)dr= ]h(r)dr. (2.1-25)

Ebbdl kévetkezben a h impulzusvélasz a g ugrasvélasz altalanositott derivéltja:
h(e)=g'(r). (2.1-26)

Kauzdlis rendszer esetén (25)-ben az integralas alsé hataraként 7= —0 is irhato.

A tovabbiakban arra a tipikus esetre szoritkozunk, amikor a kauzélis rendszer
ugrasvalasza mindentiitt folytonos, kivéve a t = 0 helyet, ahol véges ugréasa lehet, vagyis
altalanos alakja g(t)zs(t) f (t) és f{#) differencialhato fiiggvény. Ennek ismeretében az
impulzusvaélasz kifejezése

g(t)=e)f(t) = n(e)=£(0)8(t)+ () 1), (2.1-27)

ahol az f'(t) egy fiiggvény (nem tartalmaz Dirac-impulzus Osszetevdt). Az Osszefiiggés
akkor hasznos, amikor az ugrdsvalasz szamitisa vagy mérése egyszerlibb, mint az
impulzusvalaszé.

A tetszOleges u gerjesztéshez tartozd y vdlasz kifejezése az ugrasvalasz
ismeretében (17) értelmében a (26) felthasznaldsaval

= j g'(t-7)ulr)dr. (2.1-28)
Kauzalis rendszer esetén ez (27) értelmében igy is irhato:

50)= [{7O)sle )+ et~ )7~ epule) .

Ezek szerint a vdlasz kifejezése kauzdlis rendszer esetén:
g(0)=s(e) f(t) = yle)=f(0)ule)+ j £t -7)ulz)dr. (2.1-29)

Ezt az §sszefiiggést nevezik Duhamel tételének is. Mas alakjai is hasznalatosak (példaul
olyan, amelyben u derivaltja szerepel).
A tovabbiakban a rendszer jellemzésére az ugrasvalaszt nem fogjuk hasznélni.
2.1-2.F. Feladatok
F-1. Egy FI rendszer impulzusvalasza
h(t): g(t) [8 e ™'~ 4 e‘o’”].

Hatérozza meg a rendszer y(¢) valaszat, ha a rendszer gerjesztése:
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(a) ul)=<0e) O ul)=s0-e].  ©ul)=el)e .
(d) ult)=el)-e(=2). (e)ult)=[1-£()]+24().

F-2. Egy FI rendszer impulzusvélasza
h(O)=38(1)+e(D[ 8 &'~ 4 &'

Hatarozza meg a rendszer }(f) valaszat, ha gerjesztését az el6z0 feladatban adott
(a) - (e) szerinti u(t) jelirja let

F-3. Egy FI rendszer ugrasvalasza
glt)=&lt)e?".
Hatérozza meg e rendszer A(t) impulzusvalaszat!
*F-4. Egy FI rendszer impulzusvéalasza
ht)=e', a>0.

Hatdrozza meg e rendszer g(r) ugrasvélaszat!

F-5. Egy Fl rendszer explicit gerjesztés-vélasz kapcsolata

(@) He)=ule-T). () »e)=

Hatérozza meg a rendszer impulzusvalaszat! Milyen tulajdonsagh a rendszer
(kauzalis, linearis, invaridns, GV stabilis)?

*F-6. Egy FI rendszer explicit gerjesztés-vélasz kapesolata
(a) »(r)= ju(r)dr. (6) y(e)= Tu(). (c) y(e)=u?(r).
0

Hatérozza meg a rendszer impulzusvalaszat!
Milyen tulajdonsaga a rendszer (kauzalis, linearis, invaridns, GV stabilis)?

F-7. Egy FI rendszer impulzusvalasza h(r). E rendszer y,(r) vilasza egy ()
impulzusvélaszi rendszer u,{t) gerjesztése. Ez az elrendezés a két részrendszer kaszkad
kapcsolasa (nevezik soros kapcsoldsnak is).

Adja meg az v =u, gerjesztésii és y = y, valaszii rendszer h impulzusvalaszat A,
ismeretében!

Megyvaltozik-e 4 kifejezése, ha a két részrendszert feleseréljiik?
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*F-8. Egy linearis, invarians, FI rendszer gerjesztése €s a hozza tartozé valasz egyarant
ismert:
ult)=e(t)e™", y(t)=elt) [A e“'+B e‘ﬂ’] .

Hatdrozza meg a rendszer impulzusvélaszat!

F-9. Egy FI rendszer impulzusvalasza
Wt)=e(t)[A+1]°, 4=0.

Hatarozza meg C azon értéktartomanyat, amelyben a rendszer GV stabilis!

2.1-2.6. Megoldasok

M-1. Az (a) - (d) esetekre y(z tj[ 0lr) 4e‘°"("’)]u(r)dr ,t>0.
(@) y(e) = £(t)[F24-16 %"+ 4070,
(®) y()=et)[- 24 - 60+ 24 ¥+ 60 6.
() ¥t)=r) [10 e +8re % -10e " ]
(d) y(e)=[e(e)- e(t-2)][- 24— 16 6%+ 40 }+
+e(e=2)[16 (1-e ) e 0% 40 (1-e2 )22,
(e) ult)=1+(t) = y(t)=—24[1— £(t)] + £(¢) [- 48 - 16 0+ 40 €],

M-2. Jelslje y,(t)az elézd feladat megoldasat. Ekkor y(f)=3u(r)+ y,(z). Célszerii az
egyforma exponencialis fliggvényeket Gsszevonni.

Il

M-3. h(t)={e(t)e” ) =6()+ p olt)e”.

t
*M-4. A rendszer nem kauzailis és nem GV stabilis! g(t)= Ie’"dr = —1— e”; a>0. Ha a
a

-0

negativ vagy nulla, akkor az impulzusvalasz €s az ugrasvalasz értelmetlen.

M-5. Az impulzusvélasz u(t)=5(t) helyettesitéssel adodik. Mindegyik linedris, invarians.
(a) h(t)=6(t—T) ; kauzalis, ha T = 0, (ekkor késleltetd), GV stabilis.

(b) () ()/T kauzilis, nem GV stabilis; integrator.

( ) ( ) { ( ) ( )}/ T'; kauzalis, GV stabilis; csiszo atlag képzo.

(d) h(t) = {a(t + T) g(t)}/ T ; nem kauzalis, GV stabilis; cstiszé atlag képzo.

*M-6. (a) A rendszer kauzalis, linedris, nem invaridns (az integral als6 hatdra miatt, az
ilyen rendszer impulzusvalasz4dt nem értelmeztiik), nem GV stabilis. (b) A rendszer
kauzalis, linearis, invaridns, nem GV stabilis, A(r)=&'(¢) ami egy szokatlan jel. (c) A
rendszer kauzalis, nem lineéris (impulzusvélasza nem értelmezett), invarians, GV stabilis.
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M-7. Mivel y =y, =h *u, =h, *y, = h, *(}"1 *u1)=h2 *h *u, ezért h=h, *h . Mivel
a konvolicid kommutativ miivelet, ezért a részrendszerek felcserélése ugyanazt az
impulzusvélaszt eredményezi.

*M-8. Az ismert p(r) vélaszt (példaul egy mérés eredményének kozelitd figgvényét)
differenciljuk az idé szerint. Az y(¢) kifejezését is felhasznalva
t

J.h(r)e'“("’) dr= g(t)[A e”'+B e'ﬁ’] = h(t)=[4+B]6(t)+[a- BB &lt)e”" .

0

*M-9. Az |h(t)| = h(t) integrélisa nem jelent nehézséget. Az integral akkor véges, vagyis
a rendszer akkor GV stabilis,ha C>1. Az 4= 0 kikotés lényeges!



2.2. A rendszeregyenlet

A rendszeregyenlet a vizsgilt rendszer gerjesztés-valasz kapcsolatinak egy implicit alakja.
A rendszeregyenletben fellép a gerjesztés, a vélasz, valamint altaluk meghatirozott
tovabbi valtozok (példaul a DI késleltetett gerjesztés vagy valasz, a FI gerjesztés vagy
valasz derivaltja).

A rendszeregyenlet a rendszer jellemzésének egy kézenfekvé eszkoze. Egyes
szakteriileteken (példdul gazdasdgi folyamatok modellezésére) elterjedten hasznaljak is,
kiilondsen DI modellekre.

A rendszeregyenlet meghatdrozasa tobbnyire nem egyszer(i feladat akar a
modellezendd objektum, akar az objektum halozati reprezentacidjanak ismeretében.

A DI rendszeregyenlet ismeretében az adott gerjesztéshez tartozé valasz numerikus
meghatdrozasa nagyon egyszerd. A DI és kiilonosen az FI rendszeregyenlet alapjan az
adott gerjesztéshez tartozd vélasz formuldjanak elééllitisa csak nagyon egyszerii
gerjesztés esetén kényelmes, az eljaras nehezen algoritmizalhat6. A kovetkez6 fejezetben
a rendszer id6tartomanybeli leirdsanak egy célszerlibb médszerét fogjuk targyalni, amely
azonban segédvaltozok (az 4llapotvaltozok) bevezetését igényli, ezért fogalmilag
bonyolultabb a rendszeregyenletnél.

Ebben a fejezetben egyszerii feladatok megoldisara szoritkozunk. A 3. és 4.
részben a rendszeregyenlet el$allitdsara és megoldasara az itt targyalandonal hatékonyabb
modszereket fogunk targyalni (frekvenciatartomanybeli és komplex frekvencia-
tartomanybeli eljarasok).

A 2.2-1. szakaszban targyaljuk az alapfogalmakat. Itt értelmezziik a linearis,
invarians, kauzalis (és FI esetben: differencialis) rendszer rendszeregyenletét. A
tovabbiakban ennek a tipusnak a vizsgélatdra szoritkozunk. Megmutatjuk, hogy a DI
rendszeregyenlet numerikus megoldasa nagyon egyszer.

A 2.2-2. szakaszban két méddszert mutatunk a rendszeregyenletével leirt rendszer
adott gerjesztéshez tartozé vélaszanak szamitdsara. Az elsé lehetdség a rendszer-
egyenletbdl az impulzusvilasz meghatirozasa, amelynek ismeretében a vélasz az €l6z6
fejezetben targyalt modon szdmithato. A masodik lehetdség a valasz felbontdsa szabad és
gerjesztett OsszetevOjére. E moddszernek foként az elvi jelentdsége lényeges,
szamitastechnikailag csak egyszerli fiiggvénnyel leirhato gerjesztés esetén hasznos.

A 22-3. szakaszban a rendszer gerjesztés-vélasz stabilitasanak vizsgalatat
tirgyaljuk a rendszeregyenlet ismeretében. Elegend6 feltételt adnunk a rendszeregyenlet
ismeretében a rendszer GV stabilitdsanak eldontésére a rendszer impulzusvéilaszinak
szamitasa nélkiil is.
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2.2-1. A rendszeregyenlet fogalma
2.2-1.1. A rendszeregyenlet iltalanos alakja

Tekintsiink egy olyan kauzilis DI illetve kauzalis, differencidlis (vagyis
differencialegyenlettel leirhat6) FI rendszert, amelynek egyetlen u =ulk] illetve u=u(t)

gerjesztése és egyetlen y = y[k] illetve y= y(t) valasza van (SISO rendszer).

A fenti tipusti rendszerre a rendszeregyenlet explicit alakja megadja y[k]
kifejezését y{pl.p<k és ulp],p<k segitségével, illetve y(7) kifejezését y?(s) és
u)(¢) segitségével i=1,2, ..., N.

Itt y(i) és u) avalaszésa gerjesztés i-edik (altalanositott) derivaltjat jelsli.
Egy linedris rendszer rendszeregyenletének explicit alakja

DI: ykl=c# k] + o2 Gkl FL: y()= ul)}+ 2 ). @22-1)

A S operatorok linearisak. Ha kauzalis rendszerekre szoritkozunk, akkor az
operatorokra tovabbi megszoritdsok vonatkoznak.

A tovabbiakban olyan linedris rendszerek targyalasara szoritkozunk, amelyek
diszkrét idejli esetben linedris differenciaegyenlettel, folytonos idejii esetben linedris
differencidlegyenlettel leirhatok (utobbiak a differencidlis FI rendszerek). Ha a rendszer
invaridns, akkor a differenciaegyenlet, illetve a differencialegyenlet 4lland6 egytitthatds
(az egyiitthatok nem fliggnek a k illetve a £ id6tdl). A ,.differencidlis” megszoritas azzal a
kovetkezménnyel jar, hogy a FI gerjesztés és vélasz késleltetett értékei nem fordulhatnak
el6 a rendszeregyenletben, holott ezek kizardsa fizikailag nem indokolt.

Ezekkel a megszoritdsokkal a rendszeregyenlet a rendszernek egy parametrikus
leirdsa, a paraméterek az egyenlet egyiitthatéi. (Az impulzusvalasz nem parametrikus
leirésa a rendszernek, amig nem tesziink kik6téseket a megengedett fliggvényekre.)

2.2-1.2. A diszkrét idejii rendszeregyenlet

Egy u gerjesztésll, y valaszn, diszkrét idejii, linedris, invaridns, kauzalis rendszer
rendszeregyenlete

ylk]=boulk]+ b, u[k=1]+ ...+ b, ulk—m]—

-a, y[k=1]— a, y[k*Z] —..—a, y[k—n], keZ. (2.2-2)

Az n természetes szam a rendszeregyenlet rendszdma. A rendszam lehet nulla is. (A
rendszert jellemz6 masik rendszammal késébb fogunk megismerkedni. A két médon
értelmezett rendszadm tobbnyire megegyezik.)

Alkalmazzuk az y“/[k]= y[k—i] jel6lést, akkor a rendszeregyenlet egy tomorebb és
egyben szokdsosabb formara rendezett alakja

y+ z":a,. p) =fb,. u, (2.2-3)
i=l i=0
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A vialasz (2) vagy (3) szerinti kifejezésében a b, u[k - i] tagok Osszege a gerjesztés
k titembeli és €16z értékeinek sulyozott mozgé dtlagdt (MA) fejezi ki, mig az a; y[k - i]
tagok Osszege a vélasz k iitem eltti értekeinek sulyozott mozg6 atlaga altal okozott
visszahatdst vagy autoregressziot (AR) fejezi ki. Altaldban a rendszer ARMA tipusu
(»auto regressive, moving avarage”). Ha specidlisan minden a, =0 (n = O), akkor a
rendszer MA tipusi; ekkor a rendszeregyenlet egyuttal a gerjesztés-valasz kapcsolat
explicit alakja is, tehat megoldasaval nem is kell foglaikozni.

Az MA tipusii rendszer egyuttal FIR tipusa (véges impulzusvalaszn) is. Specialis
feltételek teljesiilése esetén lehet FIR tipusi olyan rendszer is, amelynek
rendszeregyenlete nem MA tipust. Ennek okat késébb latni fogjuk (redukalhatd atviteli
fiiggvény; 4.2-1.2. pont).

Tobbnyire csak k€N (azaz k = 0, 1, 2,...) esetére keressiik y[k] értékét. Ehhez
ismemiink kell a valasz n szam@ y[O], y[l],. . y[ n—l] kezdeti értékét. Ezek Osszességét
kezdeti feltételecknek is nevezik.

A kezdeti értékek meghatarozasa akkor a legegyszeriibb, ha a gerjesztés belépd,
mert ekkor - a kauzalitds kovetkeztében - a valasz is belépd, vagyis

ulk]=0, keZ. = y[H]=y[2]=...=)[-n]=0. 2.2-4)

Ezeket nevezziik a valasz kiinduldsi értékeinek. Alabb latni fogjuk, hogy a kiindulasi
értékekbdl mér egyszeriien szamithatok (a 1épésrél 1épésre modszerrel) a kezdeti értékek,
amelyekre sziikségiink van a rendszeregyenlet megoldasahoz.

Nem belépd gerjesztés esetén a kiindulasi értékeket a rendszer ,multja” alapjan
kell meghataroznunk. Egy tipikus és egyszer(i eset, amikor a gerjesztés u[k] = u~ allandé
ha k € Z.. Ha a rendszer GV stabilis (lasd még a 2.2-3. szakaszt is), akkor y[k] =y~

alland6 ha k € Z_. A (2)-b6] ekkor behelyettesités utan kovetkezik, hogy

k)= keZ, = Jfi]l=Fht et o g on (22:5)
l+a+a,+..+a,

Ha a gerjesztés k =0 elétti értéke nem allando, akkor a kiindulasi értékek meghatarozasa
bonyolultabb.

Ha a rendszer nem GV stabilis, akkor k véges negativ értékeire a valasz (kivételes
esetektd] eltekintve) nem véges, a megoldandé feladat értelmetlen. Gyakorlatilag ez nem
GV stabilis rendszerekre még belépd gerjesztés esetén is igy van, mert a nulldnak tekintett
gerjesztés a valésagban nem tékéletesen nulla.

Egy masik eset, amikor a kiinduldsi értékekre szilkségiink van, a kovetkezo.
Legyen a gerjesztés intervallumonként adott, példaul

ulk]=(elk]~ elk~k,]) £i[k]+ elk—k ] £ [k],
ahol f; és f; elemi DI fiiggvények. El6szor meghatirozzuk az u[kl=¢[klfi[k] belépd
gerjesztéshez tartozé ylk] valaszt a 0 < k < k, intervallumban nulla kiindulési értékekkel.
A kovetkez0, esetiinkben k, < k < oo intervallumbeli, az u[k]=f[k] gerjesztéshez tartozd
valasz meghatirozdsidhoz sziikségiink van az y[kl—l], y[k1 —2] yes y[kl —n] kiinduldsi
értékekre. Ezeket az el6zd megoldas helyettesitési értékei adjak. Ertelem szerinti az

eljaras, ha a gerjesztés még tobb, elemi fiiggvénnyel leirt szegmensbdl all. Az eljards
elvileg egyszerii, de meglehetdsen koriillményes.
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A rendszeregyenlet megoldasanak két modszerét a kdvetkezd szakaszokban fogjuk
targyalni. Minden kiilonos eljaras nélkiil is meghatarozhatjuk azonban a valasz értékét a
k=0,12,... idépontokban fokozatos behelyettesitéssel, mas nevén a lépésrdl lépésre
(,,step by step™) mddszerrel.

Kezdjiikk a £ = 0 értékkel

y[O] = b, u[O] +b u[—l] +...+5b, u[—m] -a y[—l] ~a, y[—2] ~...—a, y[—n] .

A u[k] gerjesztés értékek ismertek, a kiindulasi értékeket el6z6leg meghataroztuk (belépd
gerjesztés esetén mindegyik nulla), igy y[0] szamithatd. Hasonlé modon kapjuk a valasz
tovabbi értékeit:

y[0]= by ul0]+ b, u[-1]+...+b, u[- m]-a,y|[~ 1]- a,y-2]-. ~a, - n] ,
y1])=b, uft]+ b uf0]+ ...+ b, u[l - m]-ay[0]- a,y[~1]—..~a,y[L~n], (2.2-6)
y[2]= b, u[2]+ b, u[1]+... +b, u[2 - m]— aly[l]— azy[O]—....—any[Z - n],

Minden 1épésnél csak elozbleg mar szamitott y[i] értékek szerepelnek a jobb oldalon. A
meghatarozando tagok szama minden & esetén legfeljebb n+m+1. Emlékeztetsil: ha y[k]
értékét konvolucioval szamoljuk, akkor altalanos esetben k + 1 tagot kell meghatdroznunk.

Az eljards nagyon egyszerii, igen alkalmas numerikus szémitdsokra. A
felhasznaland6 u[k)] értékeket elegendd numerikusan ismerni, nincs sziikségiink formulara.
Maisrészt azonban tobbnyire nem egyszerl a valasz viselkedésérél Aaltalanos
megallapitasokat tenni az adatsorozat ismeretében.

A 1épésrdl lépésre modszer varidns rendszer esetén is alkalmazhaté, amikor a
rendszeregyenlet kifejezését ugyancsak (2) adja, csak az q, =g, [k], b,:b,.[k] egylitthatok
ekkor a & diszkrét id6 ismert fliggvényei.

Példa Hatirozzuk meg annak a DI rendszermnek az impulzusvalaszat néhany iitemre,
amelynek rendszeregyenlete

ylk]- [k —1]+ 0,24 yk - 2]=ulk]+ 0,5 ulk — 1]~ 0,2 [k - 3].

Erre a rendszerre n =2, vagyis a rendszeregyenlet masodrendi.
Esetiinkben u[k]= o[k}, y[k]= H[k), ezért

h{k]={k]+ 0,5 8k — 1]~ 0,2 6k - 3]+ Ak ~1]- 0,24 Kk - 2].
Minden kiindulési érték nulla. Az impulzusvalasz nulla, ha ke Z_ és

0L 140,50-0,20+10-0,240=1,

AL 0+0,5 1-0,2.0+11-0,240=1,5

A2 - 0+0,5 0-0,2:0+11,5-0,241=1,26 ,
31 040,5-0-0,2-1+11,26-0,241,5-0,70,
A4k 10,70-0,241,26=0,3976,

A tovébbiakban az u{k—i] altal meghatérozott minden tag nulla, mivel a gerjesztés véges
hossziisdgn. Az impulzusvélasz azonban az autoregresszids hatis kovetkeztében nem
azonosan nulla, a rendszer nem FIR tipus.
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A numerikus eredmények alapjan kézenfekvé feltételezni, hogy az impulzusvalasz
nullahoz tart, valésziniileg abszolut dsszegezheto is, de ebben még sok tovabbi A[k] érték
kiszamitasa utan sem lehetiink biztosak. #

2.2-1.3. A folytonos idejii rendszeregyenlet

Szoritkozzunk olyan FI rendszerek vizsgélatira, amelyek rendszeregyenlete olyan, hogy
az u(f) gerjesztés és az y(r) valasz ¢ id6pont el6tti hatdsa y(f) értékére figyelembe vehetd
integréljukkal —oo és a vizsgalt ¢ idopont kozott. Az ilyen tipust rendszerek a differencidlis
rendszerek. Az elnevezés okat hamarosan latni fogjuk. Ezzel kizirunk példaul az u(t—1)
vagy az y(t—7) alaku, ugyancsak a multat figyelembe vevd tagokat.

Korabban bevezettiik mér a jel elsd, masodik, ... (4ltalanositott) derivaltjara a
kovetkezd jelolést:
1) 2
0 &0 oy &0 _&x) 527
=0 dt’x() dr dr @2-7)

A jel elsd, masodik, ... integraljara vezesstik be ezzel dsszhangban a kovetkezd jeldlést
xV()= jx(r)dr , x()= J‘x(’l)(r)dr, - (2.2-8)

Sok gyakorlati esetben x(¢) nulla valamilyen idopont (rendszerint ¢ = 0) elétt, ekkor az
integralas alsé hatéraként ez az idépont is valaszthato.

Az u gerjesztési, y valaszu, folytonos idejli, linedris, invaridns, kauzalis,
differencidlis rendszer rendszeregyenlete integralis alakban

w(t)=b, u(t)+ b, u(’l)(t) +o+ bnu(’")(t)—aly(‘l)(t)— azy('z)(t)— e any(“")(t). (2.2-9)

Nem jelent megszoritast, hogy a fellépé integralasok szamat a valaszra €s a gerjesztésre
egyezbnek valasztottuk, mert a ,,felesleges” tagokra az egyiitthat6 nulla.

A rendszeregyenletnek ez az alakja ritkdn hasznalatos. Az integraloktdl gy
szabadulhatunk meg, hogy differencidljuk az egyenlet minden tagjit n-szer a ¢ id0 szerint.
Feltételezziik, hogy legalabb dltalanositott értelemben y(#) differencialhaté n-szer és u(f) is

a sziikséges szamuszor. A (7) és (8) szerint n-szeri differencidlassal {x('i)(t)}(") =x("'i)(t)
adddik. Szokdsosan az ismeretlen valaszt és derivaltjait a bal oldalra rendezziik.

Az u gerjesztést, y valaszi, folytonos idejl, linedris, invaridns, kauzilis,
differencialis rendszer rendszeregyenlete a szokasos differencialis alakban

YO+ ay o)+t a,, 300+ a,000)=

(2.2-10)
=b, u" () + blu(”‘l)(t)+ ..+bu(t); teR.

Az n a rendszeregyenlet rendszama.
A folytonos idejli rendszeregyenlet egy tomorebb alakja

n-1 n )
y(") + ZaH Y = Zbﬁ. ul?, (2.2-11)
)

i=0
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A rendszeregyenletben barmelyik a; vagy b; egylitthat6 nulla is lehet.

A differencialis alakbdl y(")(t) atrendezéssel kifejezhets. Ez ugy értelmezhetd,
hogy a valasz n-edik derivaltja kifejezhetd a gerjesztéssel, a valasszal és annak
derivaltjaival. Egy valtozénak azonban legfeljebb els6 vagy masodik derivaltjanak adhato
fizikai tartalom (a valtozo ,sebessége” és ,gyorsulasa”). Ez egy oka annak, hogy
rendszerek leirdsara a FI rendszeregyenlet ketténél nagyobb rendszam esetén ritkdn
hasznélatos. Egy maésik ok, hogy a sziikséges kezdeti értékek meghatdrozdsa nagy
rendszam esetén koériilményes.

Példa Tekintsiink két, integralis alaki FI rendszeregyenletet:

(@) Y0+ @ [¥(e)az =bas).

-0

() y(0)+ al_]y(r)df _ b, ult)+b, j{ sju(f)dr} d3.

-0

-0

Az elsd egyenlet elsd, a masodik egyenlet masodik derivaltjat képezve kapjuk a
differencialis alakot:

(a) y(l)(t)+ a y(t): b, u(l)(t).
(6) ¥2(0)+ayV(e)=bu () + bult).

A (b) esetben értelmes lehet csak az elsé derivaltat képezni. Ekkor a rendszeregyenletben
a valasznak csak az els6 derivaltja lép fel, a gerjesztésnek pedig az elsé derivéltja és elsd
integralja is. Ez azonban nem a (1) szerinti alak, mert abban nem szerepel sem a valasz,
sem a gerjesztés integralja. #

A valasz (9) szerinti kifejezésében a b, u('i)(t) tagok Osszege a gerjesztés el6zd
értékeinek sulyozott mozgé dtlagat (MA) fejezi ki, mig az g, y(‘i)(t) tagok Osszege a
vélasz el6z6 értékeinek sulyozott mozgd 4tlaga altal okozott visszahatast vagy
autoregressziot (AR) fejezi ki. Altaldban a rendszer ARMA tipusi (,auto regressive,
moving avarage”). Ha specialisan minden a=0, akkor a rendszer MA tipusu; ekkor a
rendszeregyenlet n-szeres integralds utdn egyuttal a gerjesztés-valasz kapcsolat explicit
alakja is, tehat megoldasaval nem kell foglakozni..

A differencidlast tartalmazé (10) alak alapjan az MA, AR vagy ARMA
elnevezések értelme nehezebben lathatd be.

A (9)-bdl kovetkezik, hogy a rendszeregyenletben a gerjesztésnek legfeljebb
annyiadik derivaltja szerepelhet, mint a valasznak. Az y(f)=u'(f) gerjesztés-valasz
kapcsolati rendszer ezek szerint nem tartozik a rendszerek itt targyalt osztalyaba.

A tovébbiakban a rendszeregyenletnek a (10) vagy (11) alakjara hivatkozunk, noha
a (9) fejezi ki a rendszeregyenlet valddi tartalmat.

A vélaszt tobbnyire a r €R, (azaz a 0 <t <) intervallumban keressiik. Ennek

meghatirozasahoz ismemiink kell az n szami y(+0), yV(+0),..., y*(+0) kezdeti
értéket, ahol

»e )Ed:if,(t) »r=0,1,2,...,n-1. (2.2-12)

t=+0

A kezdeti értékek Gsszességét kezdeti feltételeknek is nevezik.
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A kezdeti értékek szamitdsa még akkor is nehéz feladat, ha a gerjesztés belépé,
tehat ha u(t): 0,f<R_. Ebben az esetben y(—0)=0 és minden y(’)(— 0)=0, vagyis
valamennyi kiinduldsi érték nulla. Altaldban nem feltételezhetjik, hogy (r), yO(r),...,
3" V(t) folytonos, ezért abbol, hogy minden kiinduldsi érték nulla, nem kévetkezik, hogy
minden kezdeti érték is nulla.

A kezdeti értckek szamitdsdt az n=2 esetre mutatjuk be, amikor a
rendszeregyenlet

y(z)(t)+ aly(l)(t)+ a,y(t)= bou(z)(t) + blu(l)(t)+ boult). (2.2-13)

A szdmitandd kezdeti értékek y(+ O) és y(’)(+ 0). El6szor vizsgaljuk azt az esetet, amikor
a gerjesztés belépd, igy a valasz is belépd, tehat ut (— 0)= 0, y(i) (— 0)= 0, vagyis amikor
minden kiindulasi érték nulla. Integraljuk a rendszeregyenletet 1 =—0 és ¢ kozott:

2

Y)Y+ a p(t)+a, J'y(r)dr =byu () + bult)+ b, ju(r)dr ,
-0 o
t 8 t 8

wt)+a, .[y(r)dr +a, J‘J‘y(r) dr d =byult)+ b, Iu(r)dr +b, j Iu(r) drd$.
20 ~0-0 -0 -0-0
Legyen ¢ = +0. Szoritkozzunk egyel6re arra az esetre, amikor a gerjesztés nem tartalmaz

Dirac-impulzust. (Az impulzusvalasz szamitasaval a kovetkez6 szakaszban foglatkozunk.)
Ekkor a t=~0 és t=+0 hatarok kozotti integralok ért€ke nulla. A kezdeti értékekre

vonatkozd egyenletrendszer (megforditva az egyenletek sorrendjét)
y(+#0)=b u(+0), yU(+0)+ay(+0)=b, u"(+0)+bu(+0).  (22-14)

Az elsé egyenlet megadja y(+0) kifejezését, a masodikbol y(+0) ezutan egyszertien
kifejezheté. Ertelem szerinti az cljards n tetszéleges értékére.

Tekintsiik most azt az esetet, amikor a kiindulasi értékek nullatdl kiilsnbozoek. Ez
a helyzet példaul akkor, amikor egymast kovetd (7, #) intervallumokban kiilénbszd
fiiggvények irjak le a gerjesztést és igy a valaszt is. Egy tipikus ilyen gerjesztés

ult)=1{e(t)-elt =1, C 1+ {elt —1,) - elt - 1,)} C, + &t —1,) C, 7.

Ekkor elészor megoldjuk a feladatot a (0,7,) intervallumban. A =7 —0 idépontbeli
3(t, -0), ¥, —0) helyettesitési értékek jelentik a kiinduldsi értékeket a (z,2,)
intervaliumra, amelyre az y(t, +0), y(¢, + 0) kezdeti értékeket kell meghataroznunk. Az
€l6zd gondolatmenet most is érvényes, csak most nem az y(’) (+ 0) és u(i)(+ 0) értékek
fognak fellépni, hanem a megvaltozasok. A rajuk vonatkoz6 lineéris egyenletrendszer

J’(tl +0)—y(t1 _O)Zbo[u(tl +0)—u(t1 _0)]’
y(l)(tl + 0)— y(l)(tx - 0)+ alb’(tl + 0)‘ )’(tl - 0)]: (2.2-142)
= b, +0)=u(t, - 0)]+ b, [u(t, +0)~ ult, - 0)].

Az egyenletrendszer megoldasa, vagyis az y(, +0), y(l)(t1 +0) kezdeti értékek

meghatérozasa nem jelent elvi nehézséget.
Kés6bb (4. rész) majd megismerkediink jobban kezelhetd eljarassal is.
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Ha u(t)z u ,teR_ és a rendszer GV stabilis, akkor y(7) is alland6 ott, minden
derivaltjuk nulla. Az y kiindulasi értéke az a,y(—0)=h,u~ egyenletbdl szamithato, majd

ennek ismeretében a kezdeti érték is.
A FI rendszeregyenletre nincs olyan egyszerii megoldas, mint a 1€pésrol 1épésre
modszer volt a DI rendszeregyenletre. Alkalmazhatok kézelitdé numerikus megoldasok.

Példa Tekintsiik a kévetkezd FI rendszeregyenletet:
YO0+ 4 y0(0)+3 5(0) =54 (e} ule).
Hatérozzuk meg az y(+ 0), y(l)(+ 0)kezdeti értékeket, ha a gerjesztés

(a) ult)=elt)t. (6) ult)=elt). (c)u(t): 3(t).

Mindegyik gerjesztés belépd, ezért a vélasz is belépd, a két kiindulési érték nulla:
»(-0)=0, y"(-0)=0.

Az (a) esetben 5u") (t)+ulr)= e(t)[S +1]. Bz véges a 1 = 0 helyen, ezért a valasz és
derivaltja is folytonos ott, tehdt y(+ 0)=0 és y"(+0)=0.

A (b) esetben 5" (1)+u(t)=56(t)+£(t). Az y(t) folytonos a ¢ = O helyen, de
derivaltja nem. Integraljuk a rendszeregyenletet -0 és +0 kozott:

[0 0) = y9(=0)]+ 4L+ 0) —y( 0)]+3ify(t)dt=j1 ar+s [o()dr.

Csak yW(+0) és az utols tag nem nulla. Eredményiink y(+0)=0, y"(+0)=5.

A(c)esetben 5u(r)+u(r)=56Y(r)+ 5(t). Ekkor y(#) nem folytonos és y")(+0)
nem véges. Az el6z6 modon nem tudjuk a kezdeti feltételeket - €s ennek kovetkeztében a
rendszer impulzusvalaszat sem - meghatarozni.

A feladat még nehezebb lenne, ha a rendszeregyenlet jobb oldalan még az u
tipusi tag is jelen lenne.

A vizsgalt példa is mutatja, hogy a kezdeti értékek szadmitdsa egyes esetekben
egyszeri, de lehet nagyon koriiiményes is. Mas modszerrel a kezdeti értékek szamitasaval
kapcsolatos nehézségek kénnyen kikiiszobolhetSk (4.2-2.2. pont). #

)

Ha a rendszer nem invaridns, akkor a rendszeregyenletben szereplé a, és b,

egylitthatdk az id6 ismert fliggvényei. Ekkor azonban ezek jelentése a (9) integralis és a
(10) differencialis alakban eltérd.

2.2-1.F. Feladatok

F-1. Igazolja, hogy a kdvetkezd DI rendszeregyenletek ugyanazt a rendszert irjak le, ha az
egylitthatok pontosnak tekinthetok:

(I) y—0,5 y(l) — y (II) y=25 y(l) + y(z) =u-3uW+24%.
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F-2. Igazolja, hogy a kovetkezd FI rendszeregyenletek ugyanazt a rendszert irjak le, ha az
egyiitthatok pontosnak tekinthetok:

® YWy=u, @ y¥-y0-2y=u0-2u.

F-3. Egy DI rendszer rendszeregyenlete y —0,6 y= 3.
Hatérozza meg y[k] értékéta k=0, 1, 2, 3, 4 és 5 iitemekre, ha a gerjesztés

(a) ulk]=5lk]. (&) ulk]=elk].
Ez azt jelenti, hogy az impulzusvalasz illetve az ugrasvalasz elejét szamitjuk.

F-4. Egy DI rendszer rendszeregyenlete y — 0,6 »V 10,05 y(z) =u?,
Hatérozza meg y[k] értékéta k=0, 1, 2, 3, 4 és 5 {itemekre, ha a gerjesztés

(a) ulk]=slk]. (b) ulk]=elk]. (c) ulk]=elk](-0,1).
(@) ulkEelk]1) . (o) ulk]=elk]-elk=3].  (f) ulk]=9(-e[k])+ £[k].

Kés6bb belatjuk, hogy a rendszer GV stabilis, ami az {f) megoldhatGsaganak feltétele.

2.2-1.M. Megoldasok

M-1. Az (I)-bdl késleltetéssel y'—0,5y@= u®_4@ adodik. Szorozzuk meg ezt (—2)-
vel és adjuk hozza (I)-hez: ekkor a (II) adodik.

M-2. Az (I)-bdl differencidlassal y )+ y( ) =4 adodik. Adjuk ezt hozza az (I) egyenlet
(—2)-szereséhez: ekkor a (II) adodik.
M-3. Nyilvan y[-1]=y[-2] = 0, s6t y[0] és y[1] is nulla. Ennek felhasznalasaval
) ylk]= 8k - 2]+ 0.6 5[k - 3]+ 0,36 5[k — 4]+ 0,216 8k - 5]+
(6) ylk]= 8k — 2]+ 1,6 Sk — 3]+ 1,96 5[k — 4]+ 2,176 Sk - 5]+

Az impulzusvalasz vagy az ugrasvalasz els6 o6t iitemének ismeretében a rendszer
gerjesztés-valasz stabilitdsarol nyilvan nem tudunk megallapitast tenni.
M-4. Az (a)- (e) esctekben y[- 1]=y[- 2]=0adédik. Ennek felhasznaldsaval a 1épéstol
1épésre modszerrel

(a) ylk]= 6]k — 2]+ 0,6 [k —3]+ 0,31 5[k — 4]+ 0,156 5[k — 5]+ .... .

b) y[k]= 8]k — 2] +1,6 8[k — 3]+ 1,91 [k — 4]+ 2,066 8]k — 5] +... .

)
(¢) ylk]=6lk - 2]+ 0,5 8]k — 3]+ 0,26 5[k — 4]+ 0,1305[k — 5] +.... .
(d) ylk]= 6]k - 2]+ 0,75[k — 3]+ 0,38 5[k — 4]+ 0,194 S[k — 5] +... .

(e) ylk])= 8k - 2]+ 1,6 o[k — 3]+ 1,916[k ~ 4]+ 1,066 5[k = 5]+-.. .
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() Mivel a rendszer GV stabilis, ezért y[-1] = y[-2] = 20. Ennek felhasznélasaval
ylk]=20 8[k] + 20 8k ~ 1]+ 12 6k ~ 2]+ 7,2 5[k - 3]+ 4,72 5[k — 4]+ 3,472 5[k - 5}+...

Ha a rendszer nem lenne GV stabilis, akkor a nagyon régen hat6 allando gerjesztés
hatdsara a k =-1,—2 iitemekben (altalaban barmely véges litemre) a valasz nem véges

érték, a feladat értelmetlen.

2.2-2. A rendszeregyenlet megoldiasa
2.2-2.1. Altaldnos megfontoldsok

Ebben a szakaszban modszereket adunk mind a DI, mind a FI rendszeregyenlet
megoldésara. A linedris, invaridns, kauzilis, egy-gerjesztésii, egy-valaszu, DI illetve
differencidlis FI rendszer rendszeregyenletének altaldnos alakja a (3), illetve a (1)
értelmében

DI: yk]+ > a, ylk—i]= 3, ulke ~1];
i=1 i=0
n~1

FI: 20+ a,, y90)= 30, u(0),
=0

i=0

(2.2-15)

ahol y¥(¢) az y(7) jel i-edik (4ltalanositott) derivaltjat jeloli. Adottnak tekintjiik az k),
illetve az u(r) gerjesztést. Keresett az y[k], keN, illetve az y(t),te R, vélasz.
Tobbnyire belépé gerjesztés hatast vizsgaljuk, amikor u[k]z 0,keZ, illetve
u(t) =0,¢eR_. llyenkor - a rendszer kauzalitasa miatt - a valasz is belép jel.

A rendszeregyenlet megoldasanak egy jol hasznalhaté médszere a kovetkezd.

Elészoér meghatdrozzuk a rendszeregyenlet altal leirt DI, illetve FI rendszer
impulzusvélaszét (vagyis az egységimpulzus, illetve a Dirac-impulzus gerjesztéshez
tartozd valaszat). Ennek ismeretében az adott gerjesztéshez tartozd valasz az eldzb
szakaszban (a 2.1-1.2. illetve a 2.1-2.2. pontban) leirt mdédon konvolicidval, vagyis
gsszegezéssel, illetve integralassal elvi nehézség nélkiil szamithatd. A kovetkezd pontban
ezt a moédszert fogjuk targyalni.

A rendszeregyenlet megoldhatd valasz szabad és gerjesztett Osszetevdre
bontasanak modszerével is. Bz az eljaras csak egyszerii fliggvénnyel leirhatd gerjesztés
esetén hasznilhato viszonylag kényelmesen. Targyaldsat inkabb fogalmi mint
szamitastechnikai fontossiga indokolja.

A rendszeregyenlet megolddsanak egy tovabbi modszere a kovetkezd. A
rendszeregyenlethez egy éallapotvéaltozos leirdst rendeliink (ezt a 2.3-1.4. pontban
targyaljuk), majd ezt oldjuk meg. Ez a keriilé ut kényelmesebb lehet a rendszeregyenlet
kozvetlen megoldasanal.

Késobb (3.3-2. szakasz és 4.2-2. szakasz) megismerkediink a rendszeregyenletnek
a frekvenciatartoménybeli és komplex frekvenciatartoménybeli megoldasénak
modszerével. Ezek sokkal kényelmesebbek a jelen szakaszban targyalt idétartomanybeli
megolddsi médszereknél. Ezeket egyiitt mutatjuk be DI illetve FI rendszerekre.
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2.2-2.2. Az impulzusvalasz szamitdsa

A DI rendszer impulzusvélasza az u[k]=J[k] egységimpulzus gerjesztéshez tartozéd
y[k]=hlk] valasza, a FI rendszer impulzusvéilasza az u(f)=4(r) Dirac-impulzus
gerjesztéshez tartozé y(f) = h(z) vélasza. Mivel J[k], illetve d(¢) belépd jel, ezért - a vizsgalt
rendszer feltételezett kauzalitdsa kovetkeztében - az impulzusvalasz is belép jel.
EmlékeztetSiil megadjuk az y valasz kifejezését a 4 impulzusvalasz és az u gerjesztés
konvoluci6jaként. Szimbolikusan (2.1-1.2. illetve a 2.1-2.2. pont)

y=h*u. (2.2-16)

Részletesen felirva és a rendszer kauzalitasat figyelembe véve: -

DI: ylk]= i hlk = i]ufi];

i

; (2.2-17)
FI: y(t)= .[h(t ~7)u(r)dr.
Belépd gerjesztés esetén az Osszegezés also6 hatdra 0, az integralés also hatara —0.
Mivel a vizsgalt rendszer linedris és invarians, ezért elegend6 a
DI: ylkl+ X a sk -1]=olk],  ylk]=n[k];
= (2.2-18)

n-1

FI: )+ Y a,, y9()=6(), ) ()

=

specidlis esetet vizsgalni. Az impulzusvalasz ugyanis a szuperpozicié elve értelmében
kifejezhetd a A, [k], illetve a h,(t) segéd-impulzusvdlasz ismeretében:

DI: h[k]zibi holk —i];

FI: h(t):zn: b, h{(z).
=0

(2.2-19)

Az azonos jellegli tagokat (tipikusan: exponencialis fiiggvényeket) célszerli dsszevonni.
Gondosan kovetni kell az &[k — i] tényez6k hatasat.
A ho[k], illetve a ,(¢) fiiggvényt a kovetkezd alakban keressiik:

DI h[kl=M i FI. ho()=Me" . (2.2-20)

Minden alkalmas A*, illetve e fitggvény a rendszeregyenlet egy sajdtfiiggvénye. Latni
fogjuk, hogy egyes esetekben a sajatfiiggvény ennél ltalanosabb is lehet. Helyettesitsiik
ezt a rendszeregyenletbe és egyeldre zarjuk ki a k£ =0, illetve a 7 = 0 helyet:

DI: M¥ +a MA " +a, M ¥ *+...+a,MA"=0;
FI: M2 e¥+aM A ¥ +a,M X e*+...+a, Me"'=0.
Az M X, illetve az M ¢* tényezdvel egyszeriisithetiink. A DI esetben célszerli még a A’

tényezdvel megszorozni az egyenletet. Ezzel a DI és a FI esetben a kovetkezd kozds
egyenlethez jutunk: ‘
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FA)=l+a A v a, /% . va, A+a,=0; A=A,4,.., 4. (2221)

Ez a (15) DI illetve FI rendszeregyenlet karakterisztikus egyenlete, az egyenlet A, gyokei
a rendszeregyenlet sqgjdtértékei, amelyek meghatarozzak a rendszeregyenlet lf‘ illetve
exp (/l,.t) sajdtfiiggvényeit. Az F (/1) a rendszeregyenlet karakterisztikus polinomja.

A rendszeregyenlet ismeretében karakterisztikus egyenlete kozvetleniil felirhato,
nincs szitkség a kozbiilsé lépésekre. Mivel az a, egyiitthatok valdsak, ezért a A;
sajatértékek vagy valosak vagy konjugalt komplex parokat alkotnak.

Az n-edfoki karakterisztikus egyenletnek pontosan » szamu gydke van. Kivételes
esetektol eltekintve a gy6kok mind kiilonbozbek, vagyis a sajatértékek egyszeresek. A
tovabbiakban el6szor ezt az esetet targyaljuk, azutan foglalkozunk az ltalanosabb esettel.

Egyszeres sajatértékek esete

Minden egyszeres A, sajatérték egy M, A, illetve M,e*’ alaki megoldast jelent. A
rendszeregyenlet linearitisdbol kovetkezik, hogy ezek Osszege is megoldas. A specidlis
(18) rendszeregyenletnek ezért biztosan van

DI: hy[k]=elk]{M A+ M 2+ .+ M 2

(2.2-22
FIL: ho(t):a(t){M,e”+M2e‘“’+...+Mne'1””} ( )

alakG megoldasa. Igazolhato, hogy ha a sajdrértékek egyszeresek, akkor ez az dltaldnos
megoldds, a homogén rendszeregyenletnek nincs masféle megoldasa. Masként kifejezve: a
rendszeregyenletnek csak az »n szamu 2. , illetve e*' sajatfiiggvénye létezik. A feladat
ezek utdn az n szdmi M, egyiitthaté meghatérozasa.

A DI esetben kézenfekvd a k =0, 1,..., n—1 iddpontbeli 4,[k] értékeket a 1épésrol

lépésre meghatdrozni, majd ennek alapjan felimi az » szami feltételi egyenletet.
Igazolhat6 azonban, hogy elegendé azt figyelembe venni, hogy ho[k] a k negativ értékeire

nulla, mig a (18)-bél kévetkezden 4,[0] =1, vagyis a feltételi egyenletek
DI: hl0]=1, A [-1]=0, A[-2]=0,..., k[-(r-1)]=0. (2.2-23)
Ha példaul n = 2, akkor a két feltételi egyenlet és megoldasa
M +M,=1,
1—12 -1 M, = A » M, = & :
M7+ M, A'=0; A - A A=A

A FI esetben tudjuk, hogy #,(¢) és valamennyi héi)(t) derivaltja nulla ¢ negativ
értékeire. Belathaté, hogy ez igaz a f=+0 helyen is i=0,1,...,n—2 esetén. Ezt
felhasznalva és a (18)-at integralva 1 =—0 &s 7 =+0 kozott

+0
(4 0) (= 0)= J'a(t) dr
i}

adédik. Az M, egyiitthatk meghatarozasara szolgal6 egyenletrendszer tehat

FI: A (+0)=0, A+ 0)=0 ..., A" (+0)=0, A )(+0)=1. (2.2-24)
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Példaul n = 2 esetén a két feltételi egyenlet és megoldasa
M, +M,=0, 1
1 2 } Ml = M2 :_1_.
M2, + MyA,=1; =2 A4

A kezdeti feltételek érvényesitése utan a A, [k] , illetve a A,(r) jel ismert. Ezutan a
H[k], illetve a A(t) impulzusvalasz a (19) felhasznélésaval nehézség nélkiil szamithato.
A konjugalt komplex sajatérték-parokat egyiitt célszerii kezelni:

DI: A=re'®, A, =4 = M +M,_ A, =(Pcos@k+Qsin@k)r

i+l

Fl: ), =0+, A, =L=>Me" +M

P2 il

" (22-25
™= (P, cos 2,t+ Q;sin 2,¢)e”" . ( )

i+l

i

Az M, M,, = M komplex ismeretlen egyiitthatok helyett céiszeribb lehet a P, és Q,
valés ismeretlen egylitthatokkal szdmolni.

1. példa Hatdrozzuk meg annak a DI rendszernek az impulzusvélaszat, amelynek
rendszeregyenlete

) -mk —1]+ 0,24 yjk —2)= i)+ 0,5 ulk -1}~ 0,2 i - 3).
A rendszeregyenlet karakterisztikus egyenlete kdzvetleniil felirhat6:
AP -4+024=0 =1 =06, 4,=04.
A hy[k] segéd-impulzusvaasz 4ltalanos alakja ennek megfeleléen
ho[K]= elk] { M, (0,6 +M, (0.4) }.
A kezdeti feltételek alapjan a (23) értelmében
M, +M,=1, M{0,6)" +M,(0,4)'=0 = M,=3, M,=-2.
A rendszeregyenlet jobb oldalat is figyelembe véve kapjuk az impulzusvalaszt:
Alk]= hyk]+ 0,5 B[k —1]-0,2 &, [k - 3] =
= k1B (0.6) ~2(0.4) J+ el ~1]{1,5 (0.6)" ~1,0(0,4) " }+
+elk-3]F 0606 +04(0,4) ).

Ak =0,1és2 iitemeket kiilon célszeri leimi, a (0,6) és a (0,4) tagok egyiitthatoit
dsszevonjuk:

Hk]= 8Tk ]+ 15 8k — 1]+ 1,26 8]k — 2] +elk — 3] {0,588 (0.6)*+ 0,112 (0,4) I

Ellendrizhetjiik, hogy a k =0, 1,2, 3,4 és 5 esetén a 2.2-1.2. pont példajaban a 1épésrél
lépésre médszerrel kapott Afk] értéket adodnak. #

2. példa Hatirozzuk meg annak a FI rendszernek az impulzusvilaszat, amelynek
rendszeregyenlete

YD) +4 yO(0)+3 3(1)=5u"(e) + ulr).
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A rendszeregyenlet karakterisztikus egyenlete kozvetleniil felirhato:
A +42+43=0 =4 =-3, A=-1.
A h,(t) segéd-impulzusvalasz altalanos alakja tehat
hy(t)=£lz) {M1 e+ Mze"}.

A kezdeti feltételek (24) értelmében

1
M, +M,=0, =3M, - M, =1; = M=~7, Mfé

A rendszeregyenlet jobb oldalat figyelembe véve kapjuk (a /, a ¢ = 0 helyen folytonos)

He)=5 HOE)+ by (1) = g(t){Ee31_3e—h}+g(z){_%ef”+%e—3r}.

2

Elemi rendezés utdn kapjuk az keresett impulzusvalaszt:
h(e)=&lz) {7 e —2e™ }

Ha a rendszeregyenlet jobb oldalin szerepelne egy u(z)(t) tag is, akkor az
impulzusvélaszban fellépne egy J(¢) tipusu Gsszetevo is. #

Tobbszoros sajdtériékek esete

Az eddigiekben feltételeztiik, hogy a rendszeregyenlet minden sajatértéke egyszeres. A
gyakorlati esetek tébbségében ez igy is van (kivéve az FI esetben a A = 0 sajatértéket).

Lehet tigy érvelni, hogy tobbszords sajatértékek a valdésagban nem léteznek, hiszen
a rendszeregyenlet egyiitthatdi csak kivételesen ismertek pontosan, azok tSbbnyire
kerekitett szamitasi vagy mérési eredmények. Barmelyik a, egyiitthatéhoz ezért
hozzaadhatunk egy olyan kis (pozitiv vagy negativ) értéket, amelyrol feltételezhetd, hogy
az a kerekitési hiban beliil nem jelent valtozast. Ha példaul valamelyik a, egyiitthatd
értéke 0,24 (vagy 0,240), akkor ez akér 0,241, akar 0,239 (vagy akar 0,2401, akér 0,2399)
értékkel helyettesithetd. Az esetleges tObbszoros sajatértékek ekkor tobbnyire tobb
egyszeres sajatértékbe megy at. Megtehetjitk azt is, hogy a tobbszéros A, sajatértékeket
helyettesitjiik tobb, egymashoz kelléen kézeli egyszeres sajatértékkel.

Fogalmilag és szamitdstechnikailag egyarant indokolt vizolni azonban az eljarast
tobbszoros sajatértékek esetére is. A kovetkezbket igazolas nélkiil kozoljik.

Ha A, egy r,-szeres sajatérték, akkor nem csak A, illetve e’ sajatfiiggvénye a
rendszeregyenletnek, hanem

DL f[k]={M o+ M, kM K2+ ..+ M, kA

(2.2-26)

FE ()= {M o+ M, 1+ M, 0+ .+ M, 7 e
is sajatfiiggvény. Ez ugyanigy »; szdmu egyiitthatét tartalmaz, mint »; szamu kiilénb6zd
sajatértékhez tartozo sajatfliggvény Osszege. Ha a FI esetben 1=0 egy r-szeres sajatérték,
akkor a hozza tartozé sajatfiiggvény egy (r—1) -edfokt polinom. A hg[k], illetve a ho(f)
segéd-impulzusvélaszban szereplé egyiitthaték meghatirozdsa ugyanazon feltételek
alapjan torténik, mint egyszeres sajatértékek esetén.
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*2.2-2.3. Szabad és gerjesztett dsszetevikre bontas

A (15) rendszeregyenletnek egy kozvetlen megoldasaként az adott u gerjesztéshez tartozo
y valaszt egy yr szabad Gsszeteve és egy y, getjesztett sszetevd dsszegeként allitjuk eld:

DI: ylk]=y[k]+ y,[k];
FI: y(t)=ye(e)+ y,(0).

Mint mar emlitettiik: ez a modszer csak akkor kényelmes, ha a gerjesztés egyszeril
fuggvénnyel leirhato.

(2.2-27)

A szabad dsszetevé ditaldanos alakja

A vélasz yr szabad dsszetevdje, 16viden a szabad vdlasz (pontosabban: a vélasz szabad
osszetevOjének dltalanos alakja) a gerjesztetlen rendszer (¥ = 0) valasza, vagyis a
homogén rendszeregyenlet altalanos megoldasa:

DI: J’f[k]"'iaiyf[k _i]z
=0 (2.2-28)

Z an-z yf :

A szabad valaszt nevezik sajatvalasznak €s természetes valasznak is.

Az yr szabad vélasz altalanos kifejezése megegyezik a hy segéd-impulzusvalasz
altalanos alakjaval, hiszen a J[k], illetve a §(¢) gerjesztésii rendszerre a k=0, illetve a =0
id8ponttol eltekintve nem hat gerjesztés. A rendszeregyenlet (21) karakterisztikus
egyenletének megoldasa utdn ismerjik a rendszeregyenlet A; sajatértékeit. Ha ezek
egyszeresek, akkor a szabad vélasz ltalanos alakja a (22) mintajara

DI: ylkl=M, 2+ M, 2 +...+ M2, 22.29)
FI: y(t)=Me"+ M, e™+...+ M e"". .

Az n szamu M, egyiitthaté egyel6re ismeretlen. Bizonyithatd, hogy a (28) egyenlet minden
megoldasa ilyen alaku, ezért nevezik ezt a homogén egyenlet altalanos megolddsanak. Ha
valamelyik sajatérték tobbszords, akkor az ahhoz tartozo altalanos megoldas (26) szerinti.
A hatarozatlan allanddk Gsszes szama ekkor is n. Mint méar emlitettitk: a t6bbszords
sajatértékek megkeriithetdk az a, egyiitthatoknak vagy a tobbszoros A; sajatériékeknek a
kerekitési hiban beliili kis megvaltoztatasaval.

Amelyik DI sajatértékre [4,|<1 (egységsugar koron beliili), illetve amelyik FI
sajatértékre Re{);}<0 (a bal félsikra esik), az a végtelenben nulldhoz tartozé tagot jelent
még tobbszords sajatérték esetén is. A csdkkenés mértékét jellemezhetjiik azzal a k;, illetve
f; id6ponttal, amely utin az ‘M,- A, illetve az lMi e"" fiiggvény kisebb |MZ[ kezdeti
értékének 1%-anal vagy valamilyen mas tort részénél. Rovid szamoldssal belathato, hogy

],1,%{<o,01 ©k>ki=£99— ~ 36 4| <1;
~In|3| -Inj2] (2.2-30)
e <0,01 <>, = In100 46 a4 )<o.

4] D)

(4
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2.2-1. abra A DI vélasz szabad §sszetev§jének valtozasa néhany tipikus sajatérték esetén

A ¢ illetve a k; neve idddllands. Ha minden [li! <1, illetve ha minden ZRe{A;}<0

akkor az id6allandok legnagyobbika mérvadé arra, hogy mennyi id0 utdn valik
elhanyagolhatva a szabad osszetevd. Az ennek megfeleld id6pont utdn a teljes szabad
Osszetevd nem feltétleniil csokken kezdeti értékének 1%-a ald, mert még az M; allandok
értékét is figyelembe kell venni. A megfeleld érték konkrét esetben kiszamithato, de ennek

meghatirozasara ritkan van sziikség.

i
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2.2-2. dbra A FI valasz szabad dsszetevdjének véltozasa néhany tipikus sajatérték esetén
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A szabad Osszetevd valtozasat szemlélteti néhany tipikus valés sajatérték vagy
komplex sajatérték-par esetére az 1. illetve a 2. dbra. Figyeljilk meg, hogy a DI esetben az
abszolut értékben egynél kisebb vagy nagyobb, a FI esetben a negativ vagy a pozitiv valds
részii sajatértékhez tartozo szabad dsszetevd 1ényegesen masként viselkedik.

A gerjesztett Gsszetevd

A vilasz y, gerjesztett Gsszetevdje, toviden: a gerjesztett vdlasz a vizsgalt rendszernek az
adott gerjesztéshez tartozo egy lehetséges vélasza, Ez azért nem jelenti a feladat
megoldasat, mert nem tesz eleget a kezdeti feltételeknek.

A matematikai terminologia szerint a gerjesztett valasz az inhomogén egyenlet egy
partikuldris megolddsa. A gerjesztett vilasz nem egyértelmiien meghatdrozott, rendszerint
a legegyszerlibb alakot valasztjuk.

A gerjesztett valasz meghatirozasara nincs altalanosan hasznalhatd eljaras. Ha
azonban az u gerjesztést egyszerli fiiggvény irja le, akkor hasznalhato a prébafiiggvény
modszer: az y, gerjesztett vdlaszt ugyanolyan alaku, hatérozatlan szorzoétényezot
tartalmazé fliggvény (péidéul allandé, exponmencidlis, szinuszos fiiggvény) alakjaban
keressiik, mint amilyen a gerjesztés. Az adott u és a feltételezett y, prébafiiggvényt a
rendszeregyenletbe helyettesitjiiik. A megegyez6 fiiggvények egyiitthatéinak egyezésébsl
linedris egyenleteket vagy egyenletrendszert kapunk az ismeretlen egyiitthatékra. A DI
esetben az u[k—l], u[k—2], ooy u[k—m] tagok fellépése miatt a probafiiggvény csak
k=m esetén érvényes. A kovetkezd két tablazat néhany példat ad a probafiiggvények
megvalasztasara. Figyeljiik meg, hogy ha a gerjesztés megegyezik valamelyik A, illetve
e*' sajatfiggvénnyel, akkor Ak A°, illetve Ate™’ alakii probafiiggvényt kell
valasztanunk.

Diszkrét idejii probafiiggvények

uk], keN ylk, k=m

C 4

Cad (a;tli) Ad*
Ccos@k+Dsin@k (ej@ ;él,.) Acos@Ok+BsinOk

C k? (peN) A+ A+ A, 4 kP
C A (Aegyszeres) Ak X

Folytonos ideji probafiiggvények

ult), 1eR, y (1), teR,

C A

Ce™(a=A,) Ae”

CcosQr+ Dsin Qe (1% 24,) Acos Q¢+ Bsin Q¢
Ct*(peN) Ayt A, t+dy P+ L+ A,

Ce* (4, egyszeres) : Ate*
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Ha a gerjesztés a megadott fiiggvények szorzata, akkor a probafiiggvényt is a
megadott probafiiggvények szorzatanak valasztjuk, de az allandok szorzatat egyetlen
allandénak tekintjiik.

Ha a gerjesztés intervallumonként irhatd le az emlitett egyszerll figgvényekkel,
akkor minden intervallumot a gerjesztett valasz s a kezdeti feltételek szempontjabdl uj
feladatként kezeltink.

A kezdeti feltételek érvényesitése

Igazolhatd, hogy a rendszeregyenlet ditaldnos megolddsa, (a vélasz altalanos alakja) a
szabad valasz Altalanos alakjanak és a gerjesztett valasz barmely alakjanak az 6sszege:

DI:  ylk]=y[e]+y,[k];
FI: p(t)=y(0) + 3, (0)-
Az ebben szerepld n szdmu hatarozatlan 4llandét tgy kell megvélasztanunk, hogy a

kezdeti feltételek ki legyenek elégitve. Mivel az eljaras némileg eltérd a DI és a FI esetben
ezért ezeket egymas utdn targyaljuk.

(2.2-31)

Diszkrét idejii rendszer vilasza

A gerjesztett valasznak a prébafiiggvénnyel meghatdrozott alakja csak k>m esetén
érvényes. Mivel az altalanos alak » szamu 4allandét tartalmaz, ezért azt » szami Utemmel
visszafelé is érvényesnek tekinthetjiik, vagyis kiterjeszthetjtk aztak=m -1, m-2,..,m
— n iitemekre is. Ezek szerint a kdvetkez kezdeti értékeket kell meghatiroznunk:

y[m—n], y[m—n+1], y[m—n+2],..., y[m—l]. (2.2-32)

Ha m=0, akkor ezek megegyeznek az y[-1], y[-21, ..., Y[-n] kiinduldsi értékekkel. Belépd
gerjesztés esetén ezek mindegyike nulla. Ha m=1, akkor eldszér y[0] értékét a 1épésrdl
lépésre modszerrel kiszamitjuk (2.2-1.2. pont), tovabba felhasznaljuk az y[-1], y[-2], ...,
y[-n+1] kiindulasi értékeket. Ha m=2, akkor y[0] és y[1] értékét szamitjuk a lépésrol
1épésre modszerrel és igy tovabb.

A szabad Gsszeteviben szerepld hatarozatlan 4llandokat a kovetkezd linedris
egyenletrendszer megoldasaként kapjuk:

YAk = yk] -yl k=m—n,m—n+1, ..om 1. (2.2-33)
Ha minden sajatérték egyszeres, akkor (19) értelmében a megoldandé egyenletrendszer
DM, A =ylk]-y, k], k=m-nm-n+1,.. m-1. (2.2-34)
i=1

Az egyenletrendszer megolddsa utdn ismertek lesznek az addig hatrozatlan
allandok (egyszeres sajatértékek esetén M,, M,,..., M, ). Ezeket behelyettesitve kapjuk a

vélasz kifejezését:
kY =y [klty,[k], k2m—n, (2.2-35)

mig y[k] értékeit a 0 < k < m—n ltemekre kordbban mar meghatéroztuk. Ezzel a vélasz
minden k € Z értékre ismert és feladatunkat megoldottuk. Ha m < n, akkor y[k] formuléja
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a k = 0 értékt6] mar hasznalhatd, ha azonban m > n, akkor a k=0, 1, ..., m—n—1 iitemekre
vonatkozé értékeket egyenként kell megadnunk.

1. példa Hatirozzuk meg azon DI rendszer valaszit, amelynek rendszeregyenlete és
gerjesztése

k] -yl 1]+ 0,24 y[k - 2] =ulk]+ 0,5 ulk —1]- 0,2uk - 3],
ulk]= elk] {2 (0,5) +3(0,6) }
A rendszeregyenlet karakterisztikus egyenlete és sajatértékei
A2 -21+024=0 = 24=06, 1,=04.
A szabad vélasz ezek szerint (0,6) és (0,4) sajatfiiggvények szuperpozicidja. A
gerjesztett valasz probafiiggvénye (mivel 0,6 egy sajatérték is!)
v [k]=4(0,5) + Bk (0,6).
A rendszeregyenletbe helyettesitve (kiilon kezelhetjiik a két tagot)
4{0.5) ~(0,5/ +0,24(0,5)}=2{0.5F +0,5(0,5)" —0.2 (0.5},
B (0.6 —(k-1)(0,6)" +024(k-2)(0,6) > }=3 {0.6) +0,5(0.6)" —02(0,6)}.

Az els6 egyenletbdl a (0,5)" fuggvény egytitthatéinak egyezésébil

,1+05 (0,5)'-0,2(0,5)°

A=
-(0,5)"+0,24(0,5)

=-20.

A masodik egyenletbdl a (0,6)" fiiggvény egyiitthatdinak egyezésébol

51405 (0,6)'-0,2(0,6)° 49

1-(0,6)'+0,24(06)> 6~

Ak (0,6)k fiiggvény egyiitthatdinak dsszege azonosan nulla, ezért ez nem ad 0 egyenletet

a megoldéashoz.
A vélasz altalénos alakja a k> m—n=3-2 =1 iitemt6! érvényes. Célszeri ezért a

kitevoket k —1 alakunak vélasztani:
k)=, (0,6)" + M, (0,4)7 =10(0,5)" +4,9(k -1)(0,6)", k1.

A 1épésrol 1épésre modszerrel

Ho]=(2+3)=5,

M1]=5+(2-05+3-0,6)+0,5(2+3)=103,

y[2]=103-0,24.5+ (2 0,57 +3- 0,62)+ 0,5(2-0,5+3-0,6)=12,08.
A kezdeti feltételeket a k= 1 és 2 helyen kell kielégiteni:

k=1 = M,+M,~10=103,
k=2 = 0,6 M,+0,4M,—-10-0,5+49-0,6=12,08.
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Ebbdl M, =30,1¢és M,=—9,8 adodik. A valasz végsé alakja ezek szerint

ylk]=5 lk]+ elk -1] {30,1 (0,6)" -9,8(0,4) " —10(0,5)" +4,9(k-1)(0,6)" }
Célszeri lehet a 1épésr6l 1épésre modszerrel még néhany y[k] értéket kiszdmitani és
Osszevetni a megoldas helyettesitési értékével. #

Folytonos idejii rendszer valasza

A FI rendszeregyenlet y, (t) szabad Osszetevijében szerepld n szamu ismeretlen dllandot
az y(’)(+ 0) kezdeti feltételeket kifejezé n szami linedris egyenletrendszer megoldasaval
hatarozhatjuk meg:

yO(+0)=y(+0)-y(+0), r=0,1,2,...,n-1. (2.2-36)

It y")(¢) az 3(2) r-edik derivéltja.
Mint a 2.2-1.3. pontban mar lattuk: az y(’)(+ O) kezdeti értékek megegyeznek az

y(') (- 0) kiindulési értékekkel, ha a rendszeregyenletben szerepld minden u(i)(t) derivalt
véges a t =0 helyen. Ellenkezd esetben képezziik a gerjesztés annyiadik (mondjuk p-
edik) integraljat, hogy arra a feltétel teljesiiljon, az igy kapott gerjesztéshez tartozé
valasznak képezziik a p-edik (altalanositott) derivaltjat. Beléps gerjesztés esetén minden
kiindulasi érték nulla,

Egyszeres sajatértékek esetén a (29) érteimében a (36) részletes alakja

i/lj M, =y (+0)-y(+0), r=0,1,2...,n-1. (2.2-37)
i=1

Ertelem szerinti az eljaras tobbszoros sajatértékek esetén.
2. példa Hatarozzuk meg annak a FI rendszernek a valaszat, amelynek rendszeregyenlete
€s gerjesztése

¥P(1)+0,6 y(r)+0,25 (1) =8u" (1) +16 u(z),

ult) =2 {et) - ot 1))

A rendszeregyenlet karakterisztikus egyenlete és sajatértékei
A+0,61+025=0 = A4=-03+j04, 4,=-03-j04.
A szabad valasz altaldnos alakja ezek szerint
ye(t)={Pcos 0,41+ Qsin0,4¢}e™ .

Vizsgéljuk el8szor a 0 <7 < 1 intervallumot. Itt a gerjesztés u{¢)=2, ezért a vélasz
probafiiggvénye is allando: Ve (t): A. A rendszeregyenletbe helyettesitve (az allandé
deriviltja nulla)

0254=16-2 = 4=128.

A vilasz 4ltalénos alakja e vizsgalt intervallumban

y(t)={Pcos 0,41+ Qsin0,41}e**+128, 0<r<l.
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A kezdeti feltételeket a (36) egyenletrendszer megoldésaval kapjuk, amely a (13) altalanos
alakti rendszeregyenlet kétszeres integralasaval allithaté el6:

y(+0)=b,u(+0) = y(+0)=0,
yO(+0)+a, y(+0)=b, u"(+0)+ b, u(+0) =y0(+0)=8.2=16.
Az y(t) és elsd derivaltjanak kifejezésébe helyettesitve
P+128=0, P=-128,
-03P+0,40=16; O=-56.
Tekintsiik most az 1 < < oo intervallumot. Itt u(¢)=0, ezért a vilasz megegyezik
szabad OsszetevOjével, altalanos alakja (célszerlien £ — 1 valtozoval)
Wt)={Rcos0,4(r—1)+Ssin 0,4 (1= 1)}e™ V| I1<s<o.

A kezdeti feltételekhez sziikségiink van a £ =1-0 helyen fellépd értékekre, amelyek az
. elbzd intervallumra érvényes megoldasba helyettesitéssel adédnak:

y(1-0)={-128 cos 0,4 ~ 56 5in 0,4} e+ 128 = 24,505,
yP(1-0)=1{0,4-1285in0,4 - 0,4-56 cos 0,4} ** —
-0,3{~128 cos 0,4 ~ 56 sin 0,4} "= 30,535.
Az el6z6 egyenletrendszer mintajara
y(1+0)-y(1-0)=0 = y(1+0)=24,505,
yO(1+0)- y(1-0)+0,6 {y(1+0)- 3(1-0)} =8 {u(1 + 0} u(1-0)} =
= y(1+0)=30,535-0,6 {24,505 — 24,505} + 8{0 — 2} =14,535.
Az R és S 4llanddkra vonatkozo egyenletrendszer ennek alapjan
R=24,505,
~-03R+0,45=14535 = §=54716.
A keresett valasz végsé alakja
w(t)={e(e)- et 1)} {[~ 128 cos 0,4 1 — 56 5in 0,4 £]e™*** +128 b+
+e(r —1){24,5 cos 0,4 ( = 1)+ 54,7 sin 0,4 (r — 1)} e 2.

Nem jelentett volna Iényeges bonyodalmat, ha a 7 =1 id6pont utdn a gerjesztést
valamilyen mas egyszerii fiiggvény irta volna le.

Megjegyezziik, hogy ebben a specidlis esetben a feladatot egyszeriibben is
megoldhattuk volna. A gerjesztést tekinthetjik az u,(r)=2¢(t) és az u,(t)=—2¢&(t-1)
gerjesztések szuperpozicidjanak. Mivel u,(r)=— u, (- 1), ezért a 0<t<1 intervallumra
vonatkozé y,(¢) megoldast felhasznalva

Ae)= () {[-128 cos 0,41 - 56 5in0,4 ]e > +128 } -
— et —1){[~128cos 0,4 (r—1)- 56 5in 0,4 (¢ —1)]e ) + 128 }.

Trigonometriai atalakitasokkal az el6z6 alakhoz juthatunk. Az annyiban elénydsebb, hogy
" a valasz két ablakozott jel 6sszegeként van eléallitva. #
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2.2-2.F. Feladatok

F-1. Hatirozza meg a DI rendszer valaszit, ha rendszeregyenlete y — 0,6 y(‘) =u?, és

gerjesztése
(a) ulk}lslk].
(®) ulk]=elk).

F-2. Hatirozza meg a DI rendszer valaszat, ha a rendszeregyenlete
y—0,6y"+0,05 yP=3 4,

és a gerjesztése:

(a) ulk]=slx]. () ulk]=elk](-01).  (c)ulk]=elk](01)".

(d) ulk }:g[k] — e[k — 3] (Utmutatas. Alkalmazhatja a szuperpozicié elvét!)

*(e) u[k]=9 {i-¢[k]} + £[k]. (Lati fogjuk, hogy a rendszer GV stabilis.)

Ellenérizze y[k] értékét a k = 0, 1, 2, 3 iitemekre a 1épésrol 1épésre modszerrel!
(V6.2.2-1F-3.)

F-3. Hatérozza meg a DI rendszemek az u[k]=¢[k| gerjesztéshez tartozé vélaszat, ha

rendszeregyenlete
(a) y-0,50" =u -1, ®)y-25 3"+ yP=u 3405249,

F-4. Hatérozza meg a FI rendszer valaszat, ha rendszeregyenlete
YD 463Y45y=uV49u,
és a gerjesztése:
(@) ult)=elr).  (B)ult)=&lt)e™. (c)ult)=&lt)e™.
(d) u(t)= £(t)- £(z ~1). (Gtmutatss. Alkalmazhatja a szuperpozici6 elvét!)
*(e)ult)= {L~&(t)} + £(t) e*". (Latni fogjuk, hogy a rendszer GV stabilis.)

F-5. Hatirozza meg a FI rendszemek az u(t)=&(t) gerjesztéshez tartozd vilaszat (az
ugrasvalaszt), ha rendszeregyenlete

(a) y+ y=u.

(®) y® V2 y= uV—2u.

2.2-2.M. Megoldasok

A feladatok megoldhatok akdr az impulzusvélasz szamitdsdval és sziikség esetén
konvolucidval, akar az Osszetevikre bontds modszerével. A megoldasokhoz tartozd
bizonyos magyarazatok (példaul a kezdeti értékek) csak a masodik megoldasi médszerre
vonatkoznak.
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M1 4,=06. (a) yk]=2[k -2](0,6) 2 (8) yk]=elk —2]{2.5-15(0,6) ).

M-2. A sajatértékek A4, = 0,5 4, = 0,1. Az y[0], y[1] kezdeti értékeket a 1épésrd] 1épésre
médszerrel kell szamitani. A megoldas két alabbi alakja kéziil a masodik a célszertibb.

@ =) {3 -2 05+ Zoaf = -2 F- 205 4 Loy}
() frl=elif2s-0a)'+ 25(os)k—1?(m>} cle-2f o Zsy 2y ]

(¢) YK]= g[k]{%§ (0,5)"- " (0,1)k 75k (0,1)k} =
= elk - 2]{32 0523 z 5 0= 3 k- 2)(0,1)"‘2}.
(@)y[K)=(elx] - ek - 3]){§ —4_5 (0,5)+2 = l)k}—é' [-3) 13125058 *+8.325(0.1) )=

=(elk —2] - [k - 5]){@ %5(05)

*(e)ylk)=60,kecZ_, y[0]=]1]=60;
y[k]=?,+120(0,5) 200(01), keN;

= (0,1)"‘2} — el -5]3.281(0,5) -+ 0,0831(0,1) .

yik]=60{1— elk 2]} + efk - 2]{2?0 +30(0,5) - % (01 }

M-3. A valasz mindkét esetben y[k]=£[k](0,5). A (b) rendszeregyenlet sajatértékei
4, =0,5¢s 4, =2. Az utdbbi azonban nem szerepel a vélaszban. Ez a megallapitis mas

gerjesztésre is érvényes. (A 2.2-1.F-1. feladatban belattuk, hogy a mdasodik
rendszeregyenlet az elsGb6l kovetkezik. Kés6bb ennek olyan értelmezést is adhatunk,
hogy a két rendszer atviteli fliggvénye megegyezik.)

M-4. A sajatértékek A, =—1 és A,=—5. Az y(f) folytonos, de y")(t) nem az, ha u(t)nem
folytonos. Integraljuk a rendszeregyenletet —0 és +0 kozott. Ennek alapjan azt kapjuk,
hogy y"(+0)- y(=0)=u"(+0)-u"(~0). Egy masik lehetéség, hogy példaul az (a)
feladatnal eldszor az u,(t)=&(t)¢ gerjesztéshez tartozé y, valaszt szamitjuk, amelyre
3,(0)=0, »V(0)=0, majd ennek ismeretében y(r)=y;(¢).

A probafiiggvények az (a) és (d) esetekben y, (t)=A, a (b) és az (e) esetben
y(t)=4e™, a (c) esctben y(t)=4te™. Az (a), (b), (¢) és (d) esetekben
¥(+0)=0, yV(+0)=1. A valasz kifejezése:

(@) y()=c()[1.8—2e7 +0,2¢7].

(®) ()= (t)[—~e +2e"+§e‘5'].
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() )= g(t)[(h‘ _ %} el ew} .

(@) () =[e() -l - D827 + 0,267 [+ st~ 1)2 (1e )& — 0,2 (17 )],
*(e) Az u(¢) folytonos, ezért y(+0) =y(~0)=9/5, y(l)(+ 0)=y" (~0)=0;

y(t):% [1- ()] +£(t)[—%e“2’+ 4e"’+i2§e5’:i _

M-5. A valasz kifejezése mindkét esetben y(r) = e(r)[1—<7].

A (b) rendszer sajatértékei A, =1, A= +2. Az ut6bbi nem szerepel a valaszban. Ez
mas gerjesztés esetén is érvényes. (v0. 2.2-1.F-2.) Ennek a megéallapitdsnak jelentdségét a
stabilitds targyalasanal, a kovetkezd szakaszban fogjuk ltni.

2.2-3. A gerjesztés-valasz stabilitas
2.2-3.1. A rendszeregyenlet sajatértékei

A rendszer gerjesztés-valasz stabilis, ha barmely korlatos gerjesztéséhez korlatos vilasz
tartozik (1.2-2.5. pont). A rendszeregyenlet ismeretében erre elegendd feltételt adunk.

A rendszeregyenletével leirt rendszer valasza a szabad és a gerjesztett valasz
Ssszege. A Dl illetve a FI rendszer valaszanak szabad 6sszetevije egyszeres 4; sajatértékek

esetén A' illetve e alaki tagok Osszege, mig tobbszoros sajatértékek esetén
A kAR, k2AY, . lletve e*,te*',r’e™,... alaku tagok Osszege. A szabad
ﬂ'i
illetve FI esetben ha minden Z% {4;}<0 A gerjesztett Osszetevd prébafiiggvénye viszont
olyan mint a gerjesztés, ezért az korlatos gerjeszt€s esetén biztosan korlatos. Ez az allitas
még akkor is igaz, ha a gerjesztés A' illetve ¢*' alaku exponencidlis fliggvény, mert ekkor
}.,.] <1,illetve ha

Osszetevd altalanos alakja akkor és csakis akkor korlatos, ha DI esetben minden <1,

a probafiggvény k7 A illetve t7e* (peN). Ez ugyanis korlatos, ha
P {4} <0. Osszefoglalva a kovetkezdket allithatjuk.

Egy rendszeregyenletével jellemzett linedris, invaridns rendszer biztosan
gerjesztés-vdlasz stabilis, ha minden sajdtértéke (akar egyszeres, akar t6bbszords) kielégiti
az elegendd, de elvileg nem sziikséges feltételeket:

DI: |4|<1; FIL: Reid,}<0; i=1,2,...,n = GV stabilis rendszer (2.2-38)

A rendszer tehat biztosan gerjesztés vélasz stabilis, ha DI esetben minden sajatértéke a A
komplex szamsik egységsugari kérén beliil helyezkedik el, illetve ha FI esetben minden
sajatértéke a A komplex szamsik bal félsikjan helyezkedik el. (3. 4bra).

A rendszer GV stabilitasanak sziikséges €s elegendé feltétele az (2.1-1.3 és 2.3,
pont), hogy impulzusvélasza abszolit 6sszegezhetd illetve abszoltt integralhaté legyen. A
(38) feltétel a GV stabilitasnak elvileg azért nem sziikséges feltétele, mert eléfordulhat,
hogy a feltételt nem kielégit sajatértékek egyike sem szerepel az impulzusvélaszban.
Kényes kérdés, hogy mit tartsunk egy rendszer stabilitasardl, amely impulzusvalasza
alapjan GV stabilis, de sajatértékei nem elégitik ki a (33) feltételt. EbbSl mar lathato, hogy
a GV stabilitas és ,,a stabilitds” nem azonosithat6 fogalmak. A 2.3-3. szakaszban még lesz
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szd az aszimptotikus stabilitasrol, tovabbi stabilitdsfogalmakkal (példaul a Ljapunov-
stabilitassal) a 2.5. fejezetben foglalkozunk. A biztonsidg felé tévediink, ha a (38)
feltételeket nem kielégit6 rendszert nem tekintjiik GV stabilisnak.

Ha a rendszeregyenletnek van az egységsugaru korre esd [z{p! =1 illetve a képzetes
tengelyre es6 F {4,}=0 tipusu egyszeres sajatértéke, akkor az u[k]:g[k]l’; illetve az
ult)=elt Je™' gerjesztéshez tartozé valasznak lesz M » k/l’; vagy M, re™  tipust

osszetevoje. Ez az Osszetevé nem Korlatos, ennek kovetkeztében a rendszer csak
kivételesen lehet GV stabilis.

m /N mi 7]

o

/

G <0

DI

7/ FI /A

2.2-3.4bra A rendszer biztosan GV stabilis ha minden sajatértéke a A komplex szamsik egységsugarit
korén belill illetve bal félsikjan helyezkedik el.

Példa A kovetkezo két DI illetve FI rendszeregyenlet ugyanazt a DI illetve FI rendszert
irja le, mert a két impulzusvilasz megegyezik (2.2-1.F-1. és 2. feladat).

DI: y—O,Sy =u—u; y-2,5y0 +y(2) =u—-3u"+24%
FI1: y(l)+y:u; y(z)—y(])—Zyzu(l)—Q,u.

A bal oldali oszlopban szerepld rendszeregyenlet egyetlen sajatértéke (DI:) 4 = 0,5; (FI:)
A = -1, ezek tehat GV stabilis rendszerek. A jobb oldali oszlopban szereplo
rendszeregyenlet sajatértékei (DI:) A4, =0,5, 4, =2; (FI:) 4, =—1, 4, =2 . Ezekre a (38)
feltételek nincsenek kielégitve, a rendszer ennek ellenére GV stabilis, hiszen
impulzusvalasza megegyezik az el6z6 rendszer GV stabilis impulzusvélaszaval. #

2.2-3.2. A rendszeregyenlet karakterisztikus egyenlete

A rendszeregyenlet ismeretében elegendé feltételeket adhatunk a rendszer GV
stabilitisara. Ehhez nem kell megoldanunk a karakterisztikus egyenletet, elegendd azt
ellendrizniink, hogy a megoldasai kiclégitik-e a (38) feltételt, ami az egyiitthatok
ismeretében megtehetd. Ez killondsen akkor eldnyds, amikor az egyiitthatok egy vagy
tobb paraméter fiiggvényei, tehat a sajatértékek numerikusan nem is szamithatok. A sok
ismert modszer kozill csupan egyet adunk meg. A DI és a FI esetet kiilon targyaljuk.
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Diszkrét idejii vendszeregyenlet karakterisztikus egyenlete

A diszkrét idejii rendszer vizsgilando rendszeregyenlete Pl )[k]= Yk - i] jeloléssel
y+ray+. +a,y” =bu+bue. +bu™ (2.2-39)

A rendszeregyenlet karakterisztikus egyenlete

F(A)=A+a, A'+.. .+a,,A+a,=0. ' (2.2-40)

n-l
Mint lattuk: a DI rendszer biztosan GV stabilis, ha sajatértékei kielégitik a
|4,]<1, i=1,2,...,n feltételeket. Igazolhat6 (Jury-kritérium), hogy ennek egy szikséges
feltétele, hogy az egyiitthatok kielégitsék a kovetkezO egyenlétlenségeket:

l+a,+a,+...4a, >0, l-a +a,—...+(=1)a,>0, |a|<l. (2.2-41)
E harom feltétel n =2 esetén elegend6 is
n=2= l+a,+a,>0, l-a+a,>0, lag|<l. (2.2-42)

Ha |a| és |a,| annyira kicsi, hogy 7 =2 esetén az (a,, a,) pont beleesik a 4. dbra szerinti

paramétersik haromszdg alakil tartomdnyéaba, akkor a méasodrendii DI rendszer biztosan
GV stabilis.

/N a,

2.2-4. dbra Ha a mésodrendfi DI rendszeregyenlet paraméterei a hiromszég belsejébe esd pontot adnak,
akkor a rendszer biztosan GV stabilis.

Ha n>2, akkor képezziink az a, egyiitthatokbol uj (bq, c,,...) egyiitthatokat a
kovetkezd séma szerint (a Jury-eljarasnak més valtozatai is ismertek):

(1) b,=a,a,-a,a r=0,1,2,..,n-1; a,=1;

n-p?
@) c,=b,b,-b b, p=012,.,n-2;

(n-2) g,=f, f,~ fo froy» P=0,1.

(2.2-43)
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A Xkarakterisztikus polinom nullahelyei akkor és csakis akkor esnek az egységsugart kor
belsejébe, ha a (41) feltételek mellett teljestl a kovetkezé n—2 feltétel is (6sszesen tehat
n+1 feltételt kell kielégiteni)

s JBo]>

a0/ > fa, bl 5o (80l > g1 (2.2-44)

Az allitasok hosszadalmas igazoldsat nem kozdljiik. Az Olvasora bizzuk annak belatasat,
hogy a (44) alapjan a GV stabilitas elegendd feltételei n =3 esetén

n=3=l+a+a,+a,>0, 1-a,+a,—a, >0, 1>{a3‘, tl—aﬂ>|a2—a1a3'.(2.2-45)

Ha barmelyik egyenlétlenség nincs kielégitve, akkor a DI rendszer t6bbnyire nem
GV stabilis.

Példa Egy masodrendii DI rendszer a, =2,a,=0,5 esetén nem elégiti ki a stabilitas
elegendo feltételeit. Bovitsiik a rendszeregyenletet egy a, y(3 ) taggal Ugy, hogy a rendszer

biztosan GV stabilis legyen.
Az a, egylitthatdra vonatkozd feltételek (45) értelmében

a,>-35, a,>-05, —i<a, <1, (1-a2)>05-2a,.

Ebbdl kovetkezik, hogy a —0,58 < a, <—0,5 feltételt kielégitd barmely a, megfeleld. Az

a, =0 (masodrendd rendszer) nem megfelel6 vélasztas. #

Folytonos idejii rendszeregyenlet karakterisztikus egyenlete

A folytonos idejii rendszer vizsgilandd rendszeregyenlete

yray e +a yV+a,y=bu™ +bu" s . +b u. (2.2-46)
Itt y¥)(r) az y(r) valasz i-edik derivaltja. A rendszeregyenlet karakterisztikus egyenlete
F(AX+a A'+...+a,A+a,=0. (2.2-47)

Mint lattuk: a FI rendszer biztosan GV stabilis, ha sajatértékei kielégitik a
%{li}<0; i=1,2,...,n feltételeket. Ebben az esetben F(1) egy Hurwitz-polinom.

Ennek egy sziikséges feltétele, hogy a karakterisztikus egyenlet minden egyiitthatdja
pozitiv legyen:
a,>0, i=12,..,n. (2.2-48)

Ezek a feltételek n =1 és n = 2 esetén elegenddek is:
n=2: a>0, a,>0; (2.2-49)

ami azt jelenti, hogy az (a;. @) pont a paramétersik elsé negyedébe esik (az Olvasora
bizzuk a 4. dbranak megfeleld tartomany kijel5lését).
Ha n =3 és n =4, akkor harom feltételt kell kielégiteni:

n=3: 4,>0, a,>0, a a,—-a;>0; (2.2-50)

n=4 >0, a,>0, a,a,a,-aja,—a.>0. (2.2-51)
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Altalanos esetre a sokféle eljaras koziil Routh feltételrendszerét adjuk meg.
Képezziink az a, egylitthatokbol uj (bq, c,, ) egyiitthatokat a kovetkez6 séma
szerint (a, =1 és paros N esetén a,,, = 0 helyettesitendd):

a, a, a, a; ...

a a, a; a; ...

b b, b b, .. b1=a2—a‘;a3,b2—a —"‘;"5,---
1 i

¢ c, ¢ C c—a—%c—a—a‘b3
1 2 3 4 " 1 3 bl >>2 5 bl > (2.2_52)

b ¢ b c
d d, d, d, .. do=b-2% g -p 2% .
. G G

e
& 0 glzez_”lff_2
1

A b,,c,,... szamok az el6z8 két sorbol a kovetkez$ oszlopban és az aktualis oszlopban
allo szamokbol szarmaztathatok. A konstrukciobdl kovetkezik, hogy minden 0j sorban
eggyel kevesebb oszlop szerepel. A sorok szama N/2 vagy (N -1)/2. Az F(A) akkor és
csakis akkor Hurwitz-polinom, azaz minden zérusanak valos része negativ, ha

a,>0, p=1,2,...,N; b>0,¢>0,...,g>0. (2.2-53)
Ennek kovetkeztében: ha az (52) szerinti eljarasban az g, b, ... szamok valamelyike

nulla, vagy negativ lenne, akkor F' (&) nem Hurwitz-polinom, az eljaras befejezhetd.
Vizsgaljuk példaként az N = 4 esetet. Ha q,, g,, a,, a, pozitiv, akkor

1 a, a,
aq a 0
~h o, = —a,>0
a 4 aa, —as
a9
aa
174 2
a, — = (13(c11a2—613)-a1 a,>0.
a,~a,/a

Ha a masodik feltétel ki van elégitve, akkor az elsé is teljesiil, tehdt az el is hagyhaté.
Ezzel megkaptuk a méar megadott (51) feltételt.
Példa Egy harmadrendii FI rendszer karakterisztikus polinomja

F(A)=2 +2K # +3K A +4K*+8.

Hatdrozzuk meg a K paraméter azon értéktartomanyat, amelyre a sajatértékek a bal
félsikra esnek.

Elegend6 feltétel a K > 0 és (50) értelmében aia,>as, vagyis
(2K)(3K)>4K* +8 =K*>4,

tehat K >2 esetén a rendszer biztosan GV stabilis. Ha K <2, akkor a rendszer
elméletileg lehet GV stabilis, de ez csak az impulzusvélasz ismeretében donthetd el. #
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2.2-3.F. Feladatok

F-1. Legyen a rendszeregyenletben » = 0. GV stabilis-e ez a DI vagy FI rendszer? Milyen
tipusu rendszert jellemez egy ilyen rendszeregyenlet?

t
F-2. Tudjuk, hogy az y(t)=C ju(r)d‘r explicit gerjesztés-valasz kapcsolati FI rendszer

(integrator) nem GV stabilis. Hogyan kovetkezik ez a rendszeregyenletre vonatkozd
feltételekbol?

F-3. Egy stabilitasi tartalék biztositasa érdekében azt kivanjuk, hogy a DI rendszert leiré
rendszeregyenlet sajatértékei egy r sugaru (r<1) k6ron beliil legyenek.

Hogyan tudjuk ellendrizni ezt a szigorubb GV stabilitist e szakasz eredményei
alapjan? Adjunk elegend6 feltételt »=1 esetén az a; egyiitthatora és »=2 esetén az a;, a;
egyiitthatokra!

F-4. Egy stabilitasi tartalék biztositisa érdekében azt kivanjuk, hogy a FI rendszert leiro
rendszeregyenlet sajatértékei kielégitsék a Re {/1,. } <o <0 feltételt.

Hogyan tudjuk ellenérizni ezt a szigoribb GV stabilitdst e szakasz eredményei
alapjan? Adjunk feltételt n=1 esetén az a; egyiitthatora és n=2 esetén az a;, a
egylitthatokra! A stabilitasi tartalékra ennél bonyolultabb feltételek is hasznalatosak.

F-5. Egy DI illetve egy FI rendszer impulzusvalasza
hk]=elk]r*cos 9k; h(t)=¢e(t)e “coswt.

Mit tud a rendszeregyenlet sajatértékeirdl allitani? Hogyan modosul a valasz, ha az
(k] illetve az &(f) szorzétényezbt elhagyjuk?

2.2-3. M. Megoldasok

M-1. A rendszerek GV stabilisak. A DI rendszer FIR tipust, a FI rendszer egy er6sit6
(tnemoriamentes rendszer).

M-2. A rendszeregyenlet y")=Cu. Az egyetlen sajatérték A =0, amely nem a bal
félsikon (hanem annak hatéran) fekszik. A rendszer a GV stabilitas hatarhelyzetében van.

M-3. Ellenérizziink egy @j karakterisztikus polinomot: F(r&). Ennek egyiitthatoi
a/=a,/r . Ha n=1, akkor az elegendd feltétel )al, <r,ami A=—a, miatt nyilvanvalo.
Ha »n =2, akkor a feltételek a (42) értelmében

rtra+a,>0, r’-ra+a,>0,r’'~|a,|>0.

Ezek egy hdromszog alaku tartoményt adnak az (a,,a, ) paramétersikon, amely a 4. dbra
héromszogén beliil helyezkedik el.
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M-4. Ellenérizziink egy vj karakterisztikus polinomot: F(&+ ). Ennek a! egyiitthatoi
az a,, a,,...,a, egyiitthatoktdl és a o paramétert6] fiiggnek. Ha »n =1, akkor a, =a,+ o,
tehat a stabilitas feltétele g, >~o, ami A =-g, miatt nyilvanvalé. Ha n=2, akkor
g =a+20, ay=a,+0a+0c’,afeltételek a, >-2 0, a, >—0 a,~o’. A hatarvonalak
az (a,,a,) sikon egymést metszd egyenesek, az clegendd feltételt kielégité pontok
természetesen az (a,,a,) paramétersik elsd negyedébe esnek.

M-5. A rendszeregyenletnek re*l® illetve —a+jw egy komplex sajatérték-parja.

Lehetnek tovabbi sajtértékei is. Ha az impulzusvalasz nem belép6, akkor a rendszer nem
kauzalis, rendszeregyenlete nem lehet az elézéekben targyalt alak.




2.3. Az allapotvaltozés leiras

Amint az elézd fejezetben lattuk, a rendszeregyenlet a rendszer gerjesztés-valasz
kapcsolatanak egy tomor implicit formdja. A rendszeregyenlet megoldésara nem adhaté
algoritmus, igy példaul koriilményes szamitogépes programot késziteni a valasz szabad és
gerjesztett dsszetevOre bontdsan alapulé mddszerre. A DI rendszeregyenlet numerikusan
megoldhato a lépésrol 1épésre modszerrel.

Mint a 2.2. fejezet bevezet6jében mar emlitettilk, célszer(i a rendszer leirasara 1j
valtozokat, az allapotvaltozdkat bevezetni. Ez a targya ennek a fejezetnek, amelyben
linedris, invarians, kauzalis rendszerekre szoritkozunk.

A 2.5. fejezetben latni fogjuk, hogy az Adllapotvaltozos leirds lényegesen
konnyebben 4ltalanosithaté nemlinedris vagy varidns rendszerekre, mint a
rendszeregyenlettel t6rténd leiras. Nemlinearis rendszerek nem irhatdk le az impulzus-
valasszal, amelynek alkalmazasa linedris, varidns rendszerre sem egyszerii. A 3. és 4.
részben targyaland6 frekvenciatartoméanybeli vagy komplex frekvenciatartomanybeli
leirds altaldnositdsa nemlinearis vagy varidns rendszerckre gyakorlatilag nem is
lehetséges.

A 2.3-1. szakaszban értelmezzitk az allapotvaltozékat, megadjuk a rendszer
dllapotvaltozés leirdsdnak normélalakjat, megmutatjuk a rendszer allapotvaltozos
leirdsainak €s rendszeregyenletének kapcsolatait.

A 2.3-2. és a 2.3-3. szakaszban egy-egy modszert adunk a diszkrét ideji, illetve a
folytonos idejti rendszer allapotvaltozos leirasanak megoldasara.

A 2.3-4. szakaszban értelmezziik a rendszer aszimptotikus stabilitasat, tovabba
kritériumokat adunk ennek eldéntésére.

2.3-1. Alapfogalmak és alapegyenletek
2.3-1.1. Az allapotvaltezé fogalma

Uj valtozék bevezetésével megadhatjuk a rendszer gerjesztés-valasz kapcsolatanak egy
implicit alakjat, amelynek megoldasara t6bb médszer is létezik.

Az eldzbek altalanositisaként most megengedjiik, hogy a rendszernek tetszdleges
szdmu gerjesztése és vilasza legyen, mivel ez nem okoz fogalmi nehézséget és
egyszerlisiti a jelolést. Egyes esetekben killon megadjuk az egy-gerjesztésti, egy-vélaszi
rendszerre vonatkozé speciélis alakot is.

Egy diszkrét ideji illetve egy folytonos idejii rendszer x, = x,[k] illetve x, = x,(¢),
i=1,2,..., N dllapotvdltozéi olyan valtozék, amelyek a kovetkez6 két tulajdonsaggal
rendelkeznek. Ismerve a rendszer viselkedését leird egyenleteket és a gerjesztéseket, meg
tudjuk hatarozni az x[k,], x,[k],..., xy[k,] illetveaz x,(z,), x,(1,),..., X5(2,)
értékek ismeretében
(1) valamennyi x; allapotvaltozdk értékét barmely ki>k, illetve 1,>1, id6pontra;

(2) valamennyi y; valasz értékét a k, illetve ¢, id6pontban.
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Az xifk), xo0ka),. .., xatks] illetve az xi(22), x2(t0),. .., xm(ta) értékek osszességét a
rendszernek a k=k, illetve a r=t, id6pontbeli dllapotanak nevezik.

Az N szdm a rendszer allapotvaltozos leirdsanak rendszdma. Ez rendszerint
megegyezik a rendszer rendszeregyenletének » rendszdmaval (lasd a 2.3-1.4. pontot).
El6ny6s, ha a rendszam minél kisebb.

Egy fizikai objektum éllapotvaltozdiként tobbnyire olyan fizikai valtozok
valaszthatok, amelyek egy tarolt mennyiséget vagy annak valtozasi sebességét jelentik.
Tlyenek példaul a témeg vagy a tomegaram, az elektromos t6lté€s vagy dram, raktdrozott
ari mennyisége vagy napi valtozas, és igy tovabb. Az allapotvaltozé négyzete gyakran a
tarolt energiaval kapcsolatos. Ilyenek példaul egy test sebessége vagy mozgasmennyisége,
egy rugéd ereje vagy megnyuldsa, egy kondenzator tbltése vagy fesziltsége. A 2.4.
fejezetben latni fogjuk, hogy egy jelfolyam hdlozatdval reprezentilt rendszer
allapotvéltozéinak valaszthatok a DI késleltetdk illetve a FI integritorok kimeneti
valtoz6i. Néha mas valasztasok célszeriiek (példdul az emlitett valtozok alkalmas
linedrkombinécidja), mint ezt a megoldasi modszerek soran latni fogjuk.

Az itt kovetett altalanos targyalas soran az allapotvaltozokat segédvaltozoknak
tekintjitk és nem foglalkozunk jelentéstikkel.

2.3-1.2. Diszkrét idejii rendszer allapotvaltozés leirasa

Egy diszkrét idejii, kauzalis rendszer allapotvaltozds leirasa kifejezi az dllapotvaltozok
k +1 iitembeli és a valaszokat a k iitembeli értékét az allapotvaltozok és a gerjesztések k
iitembeli érékével. Linearis rendszer esetén ezek a kifejezések linearisak. A rendszert leird
egyenletek ennek megfelelden

N,

x, [k +1] Z %, | Zqu ulk], p=1,2,..N; (2.3-1)

yp[k]=z - q[k]+Zqu wlk],  pP=12...N; (2.3-2)

ahol N az éllapotvaltozok, N, a gerjesztések, N, a valaszok szdma.

Ha ismerjiik az allapotvaltozos lefrast (vagyis az 4,,, B,,, C,,, D

az allapotvéltozokat és a gerjesztéseket a &, iddpontban, akkor behelyettesitéssel meg
tudjuk hatdrozni a vélaszokat a k, id6pontban, tovdbbi az allapotvaltozokat a &, +1
iddpontban, majd a k,+2 és igy tovabb id6pontokban - amint azt az allapotvaltozok
definiciéja megkoveteli.

Ha a rendszer nem invarians, akkor az (1) és (2) alakok tovabbra is érvényesek, de
pa> Bogs Cops D, egylitthatok a k diszkrét id6 ismert fliggvényei.

Tomorebb alak el6allitasa érdekében vezessiink be vektorokat és matrixokat:

, €gytitthatokat),

az A

X [k] 4, A4, - Ay
x[k]z xz:[k] A= A:21 A:22 A?N ‘
Xy [k ] R N

Ertelem szerinti a tobbi vektor és matrix értelmezése is. Az X, u és y éallapot- gerjesztés- €s
vélasz-vektor dimenzidja rendre N, N, és N,. Az 4, B, C és D matrixok dimenziGja ennek
megfeleléen rendre Nx N, NxN,,N,xNésN xN,.
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Alkalmazzuk tovabba az x’[k]zx[k+1] eddig is hasznalt jelolést, akkor a

kovetkezd tomor alakhoz jutunk.
Egy diszkrét idejti, linearis, invarians, kauzalis rendszer dllapotvaltozos leirdsa

xX'=Ax+Bu,

y=Cx+Du. (2.3-3)

Az elsé sor az dilapotegyenlet, a masodik sor a valaszvektor allapotvaltozds alakja.

Az x az dllapotvektor, a kvadratikus A matrix neve rendszermdtrix.

Pontosabban szélva (3) az allapotvaltozos leirds normdlalakja. A tovabbiakban
csak a normadlalakot nevezzitk allapotvaltozds leirasnak.

Ha a rendszernek csak egyetlen gerjesztése és egyetlen valasza van, akkor a B
matrixnak csak egyetlen oszlopa van, vagyis egy B vektor; a C matrixnak csak egyetlen
sora van vagyis egy C” sorvektor (egy C oszlopvektor transzponaltja), a D matrixnak
csak egy sora és egy oszlopa van, vagyis egy D skaldr. Az egy-gerjesztésti, egy-valaszi
rendszer allapotvaltozds leirdsa ezek szerint

xX'=Ax+Bu,

2.3-4
y=C"x+Du. 23-4)

Rendszerint a keN iitemekre akarjuk a valaszokat meghatdrozni. Ehhez
ismerniink kell az x[0] kezdeti dilapotot, azaz az x, [O], X, [0], cees Xy [0] kezdeti értékeket.
Ha minden gerjesztés a k = 0 helyen belépd, akkor u[— 1]=0. A kauzalitas kévetkeztében
x[—— 1] =0. Ezeket és a k= —1 iitemet a (3)-ba helyettesitve kapjuk, hogy

ulk]=0, kez. = x[0]=0. (2.3-5)

Ha k=0 elbtt a gerjesztés dllands, azaz ha u[k]= u ,keZ ¢és a rendszer

aszimptotikusan stabilis (2.3-4. szakasz), akkor ott az allapotvektor is allandd, tehét

x[k + 1] =x[k]=x",keZ.. Az éllapotegyenletbe helyettesitve x = Ax™ + Bu . Ebbdl
x[O] =x kifejezhetd (aldbb I az N-dimenzids egységmatrix)

ukku,keZ = x[0]=[1-4]'Bu". (2.3-6)

Ha a gerjesztés (a gerjesztések egyike) szakaszonként adott, mint példaul

ulk]=(elk]- elk - &) £,[k]+ e[k - k] £, [k, 2.3-7)

akkor az eljards a kovetkezd. Elészor megoldjuk az allapotegyenletet a 0<k <k

intervallumban, ahol a gerjesztés fl[k], a kezdeti érték x[0]=0. Ez az x[k] a k; helyen is

érvényes, hiszen az x[k, —1] és u[k, —1] 4ltal meghatarozott. Ez lesz az x[k] a kezdeti

érték a k, <k <o intervallumban. Hasonléan jarunk el t6bb intervallum esetén.

A diszkrét idejii rendszeregyenlet numerikusan megoldhaté lépésrdl [épésre. Ehhez
helyettesitsiik k=0, 1, 2, . . . értékét a (3) egyenletekbe

y[k]=Cx{k]+Du[k], x[k+1]=Ax[k]+Bu[k].

A kovetkezd osszefliggések adodnak:
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k=0; y[0]=Cx[0]+Du[0], x[1]=4 x[0]+ B ul0],
k=1, y[1]=Cx[11+Du[l], x[2]=4x[1]+ Bu[l],
k=2

. y21=Cx[21+Du[2], x[3]=A4x[2]+Bu[2], (2.3-8)

Minden 1épésnél csak ismert vagy eldzetesen mar meghatarozott értékek szerepelnek.
Minden £ értéknél N, + N helyettesitési értéket kell szamitanunk. Ha N, =1, akkor ez
N+1 szdmu helyettesitési értéket jelent. EmickeztetSil: ha a valaszt konvolici6val
szamitjuk, akkor a k-adik fitemben k-+1 helyettesitési értéket, a rendszeregyenlet
megoldasakor minden iitemben n + m helyettesitési értéket kell szamitanunk.

Az eljards nagyon egyszer(, jol programozhatd. Az eredmény alapjan azonban
gyakran nehéz képet kapni a rendszer viselkedésének altalanos jellegzetességeirdl.

Az eljaras varians rendszer esetén is alkalmazhatd, amikor a matrixok elemei a
diszkrét id6 ismert fliggvényei.

Példa Legyen egy DI rendszer allapotvaltozds leirasa
x| [0 -0,24 -0,24
N % + u, y=[0 1] i +u.
X, i 1 X, 1,50 X,
A gerjesztés beléps, majd exponencialisan csdkkend:

ulk]= £[k](0,5).
A (8) sémaés x, [0] =x, [0] =0 felhasznalasaval kapjuk, hogy

e e L
b o g paseam [y L L e L

F-0,48
2l=fo 1] > _
y2l=l ]_2’01}0,25 2.6, ...

[ )

Késébb be fogjuk latni, hogy a valasz nulléhoz tart. A 1épésr8l lépésre moédszer
alkalmazasaval ennek belatasdhoz még sok lépésre van szitkség. #

2.3-1.3. Folytonos idejii rendszerek Allapotvaltozoés leirdsa

A folytonos idejli, kauzalis, differencidlis rendszer allapotvéltozos leirasa kifejezi az
allapotvaltozok elsé derivaltjat (,,sebességét”) és a valaszokat barmely ¢ idépontban az
allapot-véltozoknak és a gerjesztésecknek ugyanezen ¢ idépontbeli értékeivel. Linedris
rendszer esetén ezek a kifejezések linedrisak, invaridns esetben az egyiitthatok az idétsl
fiiggetlenek. A rendszert leiré egyenletek ennck megfeleléen

N Ny
x,O)=X.4,,x,()+> B,u,(t), p=12...,N,; 2.3-9)
g=1 q=1
N Ny
y,(6)=>C, x,6)+>. D, u(t), p=1,2,..,N,, (2.3-10)
1
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ahol N az allapotvaltozok, N, a gerjesztések, N, a vdalaszok szdma. Nem differencialis
rendszerek allapotvaltozos lefrasa masféle tagokat is tartalmazhat mint példaul x,(¢T).
Ilyen rendszereket ebben a részben nem targyalunk. A nem differencialis rendszereket a
frekvencia- vagy a komplex frekvenciatartomanyban célszerti leirni.

Ha ismerjiik az allapotvaltozos lefrést (vagyis az Ay Bpg, Cpg Dy, egyiitthatékat),
az 4llapotvaltozokat és a gerjesztéseket a ¢, idépontban, akkor meg tudjuk hatdrozni az
allapotvaltozok x/, (t,) derivaltjst a ¢, id6pontban. Ennek ismeretében kozelitdleg
kifejezhetd x, (t, +dt) = x,(t,)+ x,(z,)dt , éspedig annal kisebb hibaval, minél kisebb dr
értéket valasztunk. Ez lehet6vé teszi minden x,(f;) szamitdsat barmely #, iddpontban.
Valamennyi x,(,) ismeretében szamithatok a valaszok is a #, id6pontban. A megadott
leirdas ezek szerint eleget tesz az A4llapotvaltozokkal szemben timasztott két
kévetelménynek.

Ha a rendszer varidns, akkor (9) és (10) érvényes marad, de ekkor az egyiitthatok a
¢ 1d6 ismert fiiggvényei.

Az el6z6 pontban latotthoz hasonldé modon témérebb alakhoz jutunk vektorok és
matrixok bevezetésével.

Egy folytonos idejli, linearis, invaridns, differencialis, kauzalis rendszer
allapotvdltozos leirdsa

xX'=Ax+Bu,

y— Cx+Du (2.3-11)

Az els6 sor az dllapotegyenlet, a masodik sor a valaszvektor allapotvaltozoés alakja.

Az x az dllapotvektor, a kvadratikus 4 neve rendszermdtrix.

Pontosabban szélva: a (11) az éllapotvaltozés leiras normdlalakja. A tovabbiakban
csak a normalalakot nevezziik allapotvaltozds leirasnak.

Az egy-gerjesztési, egy-valaszi rendszer allapotvaltozos leirdsa (4) mintajara

xX'=Ax+Bu,

23-12)
y=C"x+Du. (

Az esetek tobbségében a vélaszt a ¢ pozitiv értékeire akarjuk meghatérozni. Ehhez
ismerniink kell az x(+0) kezdeti dllapotot, amelyhez viszont eldszér meg kell hatdroznunk
az x(—0) kiinduldsi dllapotot (2.3-2. 4. pont). Ha minden gerjesztés belépd, akkor minden
x,(~0), x,(~0),..., x, (- 0) érték nulla:

ut)=0,reR. = x(-0)=0. (2.3-13)

Ha a =0 idépont el6tt a gerjesztés 4llandé, azaz ha u(t)=u", feR_és a
rendszer aszimptotikusan stabilis (2.3-4. szakasz), akkor x(t):x’,x'(t)zo, teR_és az
allapotegyenletbdl kovetkezik, hogy

u(t)=0, reR_ = x(-0)=-4"Bu . (2.3-14)

Ha a gerjesztés szakaszonként adott, mint példaul

wlt)=[e(t) - et - 1) /() + 6l - 1,) £,(0), (2.3-15)
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akkor az eljards a kovetkezd. Eldszor megoldjuk az allapotegyenletet a 0 <7<
intervallumban. Ennek megolddsa adja azt az x(;, —0) értéket, amely a £ <f<oo
intervallumra a kiindulasi érték. Ertelem szerinti az 4ltalanositas t5bb intervallumra.

A folytonos idejii allapotegyenlet megoldasara nincs olyan elemi mddszer, mint a
DI 1épésrdl Iépésre eljaras. Kozelitd modszereket a 2.3-3.8. és a 2.5-2.5. pontban fogunk
targyalni.

A FI rendszer allapotvéltozos leirdsat lényegesen konnyebb kezelni, mint a
rendszeregyenletét. Az allapotvéltozos leirasban csak a gerjesztések €s a vélaszok maguk,
valamint az allapotvaltozok els6é derivaltja szerepel. Ha a gerjesztések korlatosak véges
idore (példaul nem tartalmazzak a Dirac-impulzust), akkor minden x; (t) véges, minden

X, (t) fiiggvény folytonos (még a ¢ = 0 id6pontban is). Ha a gerjesztés Dirac-impulzust is
tartalmaz (példaul az impulzusvélasz szdmitdsakor), akkor a ¢ = 0 helyen x,, (t) nem véges,
az x, (t) jelek a £ =0 hely kivételével folytonos fliggvények. Ez 1ényeges egyszeriisitést

jelent a rendszeregyenlethez képest, amelynél a gerjesztés és a valasz magasabb rendii
derivaltjai is fellépnek, aminek kellemetlen kovetkezményei vannak, ha a gerjesztés nem
folytonos és kiilonésen, ha még Dirac-impulzust is tartalmaz.

A DI esetben a kétféle leirds koz6tti kiilonbség nem annyira alapvetd. Egy DI jel
eltolasa egy vagy tobb titemmel egyszerd, mindig elvégezhetd mivelet.

A 2.3-3. szakaszban latni fogjuk, hogy a valasz szdmitasa az dllapotvaltozos leirds
megoldasaval egyszeriibb mint a rendszeregyenlet megoldasaval, az eljaras jol
algoritmizalhaté mind a DI, mind a FI esetben.

*2.3-1.4. Uj allapotviltozék bevezetése

Tekintsiik adottnak akar a DI, akar az FI rendszer allapotvaltozos leirasanak formalisan
kozos
x'=Ax+Bu,y=Cx+Du

normélalakjat. Az N szdmi x, allapotvaltozé helyett bevezethetiink ugyancsak NV szami
%, uj allapotvaltozdt egy kvadratikus, N-dimenziés, nemszingularis (azaz invertalhato),
egyébként tetszleges T matrixszal % =Tx alakban. Mivel x=T"%, ezért az
allapotegyenletet T —vel balrol szorozva

()=(r AT )2+ (TB)u, y=CT '3+ Du.

adodik. Ezek szerint a rendszer egy masik allapotvaltozés leirasanak allapotvektora és
egyiitthato-matrixai

X=Tx => A=TAT"',B=TB,C=CT",D=D. (2.3-16)

Ebbdl  kovetkezik, hogy egy rendszer A4llapotvaltozéi  sokféleképpen
megvalaszthatok. Az objektum alapjan értelmezett x, allapotvaltozéknak rendszerint van
fizikai jelentésiik, az £; uj allapotvaltozéknak rendszerint nincs.

A T transzfromdaci6s matrix alkalmas megvalasztasaval az allapotvaltozds leirds a
megoldés vagy a realizdlas szempontjabél elényds alakra hozhaté. Egy fontos esetet a 2.3-
3.7. pontban tirgyalunk.
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*2.3-1.5. Az allapotvaltozos leiris és a rendszeregyenlet kapcsolatai

Eddig két implicit alakot targyaltunk az egy-gerjesztésii, egy-valaszi rendszer implicit
gerjesztés-valasz kapcsolatira. Az egyik a rendszeregyenlet :

N N
DI:  yk]+ Y a,y k)= b, uVk],
i=1 i=0

N-1 , N )
FI: y(N)(t)+ ZaNAiy(l)(t): ZbN—i u(l)(t)'
i=0 i=0

(2.3-17)

Itt a DI esetben N =max(m,n), a FI esetben N=n. A masik implicit alak az
dllapotvaltozos leiras:

DI: x[k]=ax[k]+Bulk], yk]=C"x[k]+Dulk];

2.3-18
FI. x(0)=Ax()+Bult),  y(6)=C'x(t)+ Dule) @3-18)
Itt x az N-dimenzids allapotvektor.
Célunk az egyik leiras ismeretében a masik eldallitasa.

Az dllapotviltozos leirds eldallitasa a rendszeregyenletbdl

Tekintsiik adottnak a rendszer (17) rendszeregyenietét. Célunk a rendszer egy (18) szerinti
allapotvaltozos leirasanak elballitasa.

A rendszeregyenletet 2N + 1 szamu a;, b; egyiitthat6 jellemzi. Az allapotvaltozds
leirds jellemz6i az A rendszermatrix (V2 adat), a B és C vektor (V+N adat) és a D skaldr
(1 adat), dsszesen N> +2N +1=(N+ 1) szami adat. EbbSl mar kovetkezik, hogy egy
rendszeregyenlethez sok (s6t végteleniil sok) allapotvaltozos leiras tartozik.

Itt a két, igen egyszerli szerkezetli Frobenius-alakot adjuk meg, amelyek DI és FI
rendszerekre egyarant érvényesek. Az els6 Fronenius-alak métrixai

0 1 0 . 0 0
0 0 1 .. 0 0
A= : : . B =],
|
0 0 0 (2.3-19)
~dy —ay, —dy, ... —a
C'=lp, ~byay by, —bay, .. b-ba], D=b,.
A masodik Frobenius-alak mdtrixai az els6b6l transzpondldssal adodnak:
— 4T -
4=4, B,=C, (2.3-20)

C,=B,, D,=D,.

Az elsé Frobenius-alak elénye, hogy az allapotegyenlet egyszerlibb (a gerjesztés
csak x! kifejezésében szerepel). A maésodik Frobenius-alak elénye, hogy a valasz
kifejezéséhez csak az x, allapotvaltozo ismerete sziikséges.



98 2. Analizis az idtartoméanyban

A mdsodik Frobenius-alak igazolasa
Diszkrét idejli esetben a masodik Frobenius-alak igazoldsahoz vezessiik be a kovetkezd
allapotvaltozdkat:

x =—ayyV+ b, ul,

X, =—dy y(Z)_ Ayy y(l)+ bNu(Z)“" bN—lu(l)r

Xy =—aNy(N)—...— aly(l) + bNu(N) +...+h uV .
Osszevetve az utolsd egyenletet a DI rendszeregyenlettel, lathatd, hogy y = xn + bou, ezért
a (20)-ban C" és D kifejezése helyes. Fejezziik ki az x,[k +1}= x/[k] valtozokat és vegyik
figyelembe y[£] kifejezését, akkor kapjuk, hogy
X =—ayy+byu=—ayx,+{by,—byay)u,
Xy == aNy(l)— ay,y+ bzvu(‘)+ by u=x —ay_ Xy + (bN—l— by ay., )u )

4

xy=—a, y" V= gy + b ™ Vb u=x,, —ax, +{b-bya )u.

Ebbdl lathato, hogy a DI esetben az 4 és B kifejezése (20)-ban helyes.
Folytonos idejli esetben a masodik Frobenius-alak alak igazoldsahoz vezessiik be a
kovetkezd Gj dllapotvaltozokat:

Xy=y—byu,
Xy =y(l) +a, y-b, u(l)—bl u,

(v-2) (w)_

=y Vg y ¥4 g y-bu by u.

s rex

kifejezése helyes. Fejezziik ki az x] valtozdkat figyelembe véve a rendszeregyenletet és y
kifejezését is:

x| :y(N) +a y(N_I)+... + aN_ly(l)— bou(N) —..=by, uV =
=—a, y+byu=—ayx,+ (bN—bOaN)u ,
x; =y(N'1) +a, y(N“2)+...+ aN_zy(l)— bou(N”l) - —bN_zu(l) =

=x— Ay, y+by u=x—ay X+ (bN—l— byay., )” >

¢s igy tovabb. Ez megfelel az llapotegyenlet (20) szerinti alakjénak.

A (19) szerinti els6 Frobenius-alak igazoldasa DI vagy FI esetben valamivel
kériilményesebb. Ezt a 4.2-1.3. pontra halasztjuk, ahol a komplex frekvenciatartoméanybeli
leirast fogjuk felhasznalni. Azzal a (20) alak igazolssa is joval egyszeriibb, mint az
el6zbleg bemutatott volt.
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A rendszeregyenlet elédllitdsa az dllapotvdltozés leirdsbol

Tekintsiik ismertnek a rendszer (18) allapotvaitozos leirasat, célunk ebbdl a rendszer (17)
rendszeregyenletének eloallitasa.

A DI esetben fejezzik ki az y[k] vélaszt, majd ebbdl y[k+1], y[k+2],..., y[k+N]
kifejezését. Az Aallapotegyenlet felhasznalasdval x[k+1] kifejezhett x[k] segitségével.
Példaul

yk+1]=C" x[k + 1]+ D ulk +1]=C" {4 x[k]+ B ulk]}+ Dulk +1].

Az eljaras eredménye a kovetkezd linedris egyenletrendszer:

y[k]=C" x[k]+ D ulk],
yk +1]=C" A x[k]+ C" Bulk]+ D ufk +1],
: (2.3-21)
yk+N]=C" AV x[k]+ C" 4" Bulk]+ C" 4" Bulk +1]+
+.4+C"ABu[k+ N-2]+C" Bulk + N —1]+ Dufk + N].
Az egyenletrendszerben szerepld ismeretlenck x, [k], i=1,2,...,Nés y[k +N ], mig
y[k] , y[k + 1], cees y[k +N - 1] ismertnek tekintends. Az y[k +N ] kifejezése

ylk+ N)=b, ulk + N+ b, ufk + N ~1]+... + b, ulk] -

—a, yk+N-1]-a, ylk+ N -2]-...— a, y[k] (2.3-22)

alakl lesz. Helyettesitsiink & helyére k—N valtozét, akkor megkaptuk a rendszeregyenlet
(17) alakjat. A (22) alak bizonyos szempontbdl logikusabb a (17) alaknal, de az utobbi az
elterjedtebb.

Az eljarés analég a FI esetben is, csak ekkor az y(¢) derivaltjait szadmitjuk és
kifejezziik az x'(¢)derivaltat az allapotegyenletbSl. A linearis egyenletrendszer ekkor a

kovetkezd alakot olti:

y(t)z CTX(t) +D u(t),
- Y)=CTAx()+ CTBule)+ Du"(),

: (2.3-23)
y™ =CT AVx(t) +CT A ' Bu(t)+ CT A" Bu(t)+
+..+CTABu* () + C"Bu 1)+ Du™(r).
Az egyenletrendszert megoldva az y(N )(t) valtozora, kapjuk, hogy
M= (1 TN
y (t)—bNu(t)+bN4u (t)+...+b0u (t) 23-24)

- aNy(t)+ aN,ly(l)(t)— - aly(N'l)(t).

Ez éppen a (17) szerinti rendszeregyenlet.

A 4. részben mas médszert is be fogunk mutatni a rendszeregyenletnek az
allapotvaltozos leirasbol torténd eldallitisira. Ott a kozvetlen cél a rendszer atviteli
fliggvényének az Aallapotvaltozés leirasbél torténd eldallitisa lesz, de elobbibdl a
rendszeregyenlet mar kozvetleniil adodik.
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2.3-1.F. Feladatok

F-1. Hatirozza meg a 2.3-1.2. pont példjaban targyalt DI rendszer valaszata k=0, 1, 2,
3, 4 {itemekre, ha a gerjesztés u[k] = (e[k] — e[k — 3])(0,5)"

F-2. Hatdrozza meg az allapotvaltozdk értékét az elézd feladatban a k = 2 {itemre, amely
utan a gerjesztés azonosan nulla. Ezek tekinthet6k kezdeti értéknek a k=3 ttemtdl
gerjesztetlen rendszer vizsgalatahoz.

*F.3, Hatirozza meg annak a DI rendszernck az Allapotvaltozos leirasat, amelynek
rendszeregyenlete y — y“) + O,24y(2) =u+0,54 - 0,2u(3).

*F-4, Hatarozza meg annak a DI rendszernek a rendszeregyenletét, ha az allapotvaltozds
leirdsa az el6z0 feladat eredménye.

*F-5. Mi a feltétele annak, hogy az A rendszermatrix elsé sora, illetve elsd oszlopa nulla
legyen a (19), illetve a (20) szerinti leirdsban? Kiilon kell vizsgélni a DI és FI esetet!

2.3-1.M. Megoldasok
M-1. A k=0, 1 és 2 litemekre ugyanaz, mint a példaban, y[3] =1, 905 és y[4] =1, 3626.
M-2. A példa eredményét fethasznalva x;[2] = 0,48, x2[2] = 2,01.

*M-3. Esetiinkben n =2, m =3 és N =3 kovetkezik. A (19) szerinti Frobenius-alak

x| 0 1 01| x, 0 X,
X [=[0 0 1{lx|+|0u, y=[-02 -024 15]|x, |+u.
X 0 -024 1||x, 1 X

A( 20) szerinti Frobenius-alak ebb6l transzponalassal adédik.

*M-4. A (21) lineris egyenletrendszer az y' )[k] =ylk +i] jelolés alkalmaziséval a
kovetkezd:
y==02x-024x, +1,5x,+u,
Y =—0,2x,- 0,24 x,+1,5(=0,24 x,+ xy+ 1)+ 1™ == 0,56 x,+ 1,26 x,+ L5 u + u",
¥y =-0,56 X, +1,26(<0,24 x,+ x, +u)+1,5V+ ut?,
¥ =-0,3024 x,+ 0,70 (<0,24x, +x,+u)+ 1,26« V+ 1,5 u P+ ),
Az x, ismeretlen csak az els§ egyenletben szerepel, amely el is hagyhat6. Ennek
kdvetkeztében y[k + 3] kifejezésében y nem fog szerepelni, vagyis a rendszeregyenlet nem

tartalmaz y[k — 3] tipusu tagot. Természetesen visszakapjuk az F-3. feladatban megadott
rendszeregyenletet.

*M-5. Az els§ sor vagy oszlop nulla a DI esetben: ha m > n (F-4. feladat), a FI esetben:
ha y(f) nem szerepel a rendszeregyenlet differencialis alakjaban, csak a derivaltjai.
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2.3-2. Az allapotvaltozos leiras megoldasa dsszetevikre bontassal
2.3-2.1. Altalinos megfontolasok

Az ¢l6z6 szakaszban megfogalmaztuk a linedris, invarians, kauzilis (FI esetben:
differencialis) rendszer allapotvéltozés leirdsat. Az allapotegyenlet normalalakja

DI: x[k+1]=Ax[k]+Bulk]; 23
FI: x(t)=Ax{t)+ Bu(t). (23-25)
Ha ennek megoldasaként az x[£], illetve az x(¢) allapotvektor id6fiiggése mar ismert, akkor
az y[k], illetve az y() valaszvektor szamitasa mar csak behelyettesitést igényel:

DI: ylk]=cCx[k]+ D ufk];
(2.3-26)

FI: y(t)=C x(t)+ Du(t).
Ebben és a kdvetkez6 szakaszban egy-egy mddszert mutatunk be a DI, illetve a FI
dllapotegyenlet megoldasara a k €N, illetve a 1 eR,, intervallumban. Ismertnek tekintjitk

egyrészt a gerjesztéseket ugyanitt, mésrészt a DI Aallapotvektor x[-1], illetve a FI
allapotvektor x(—0) kiindulasi értékét. Bekapcsolasi folyamat estén (amikor u=490 a k,
illetve a ¢ negativ értékeire) a kiindulasi allapot nulla.

Mint mér lattuk (2.3-1.2. pont) a DI éllapotvaltozds leiras megoldhato a 1épésrol
lépésre modszerrel. Késobb latni fogjuk, hogy a FI allapotvaltozos leirds is megoldhat6 a
1,=0,1,1,, ... idSponttokbeli x(z, ) és y(z, ) értékek kozelitd szamitasaval (2.5-2.5. pont).
Most azonban az a célunk, hogy formulat taldljunk az allapotvektor és a valaszvektor
idofiiggvényére. Ez lehetGvé teszi az aszimptotikus viselkedés vizsgalatat, tovdbba
tetszbleges idopontban felvett érték szamitasat.

Ebben a szakaszban azt mutatjuk meg, hogy miként éllithat6 elé az allapotvektor
egy X; szabad Osszetevd és egy X, gerjesztett Osszetevd Gsszegeként:

DI: x[k]=x,[k]+ xg[k];
FI: x(t): xf(t)+ xg(t).

Ez a modszer csak egyszerli fiiggvénnyel leirhaté gerjesztés esetén kényelmes. A
gyakorlatban el6fordulé feladatok jelentékeny része szerencsére ilyen. A modszer analog a
rendszeregyenlet megoldasanal leirttal (2.2-2. szakasz), de a tovabbiakban nem
feltételezziik az ott leirtak ismeretét, ami ezaltal némi ismétlésre vezet.

A kovetkezd szakaszban egy matrixfliggvényeket alkalmazé modszert targyatunk,
amely nem csak akkor hasznalhatd, ha a gerjesztést egyszerii figgvény irja le.

Mindkét eljarast alkalmazhatjuk Ggy is, hogy az allapotvaltozds leirds ismeretében
el6szor meghatarozzuk a rendszer impulzusvalaszat. Ennek birtokdban a tetszdleges
gerjesztéshez tartozé valasz DI, illetve FI konvoluciéval szamithatd (2.1. fejezet). Az
impulzusvalasz szamitasat ezért mindkét médszernél kiilon részletezziik.

Az 8sszetevOkre bontds modszere és a matrixfiiggvényes modszer barmelyike
alkalmazhat6 a masik ismerete nélkiil.

(2.3-27)
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2.3-2.2. A szabad gsszetevo szimitasa

Az allapotvektor x, szabad dsszetevdje (mas néven gerjesztetlen dsszetevlje, természetes
Gsszetevdje) a gerjesztetlen rendszer (u=0) allapotvaltozdjat jelenti, vagyis az
allapotegyenlet homogén megfeleldjének, a

DI: x[k+1]=d4x[k]; FI: xi()=Ax(r)

differenciaegyenletnek illetve differencidlegyenletnek az altalanos megoldasat. Keressiink
ezt exponencialis fliggvény alakjaban:

DI: x,[k]=mA*; FI: x,(r)=me", (2.3-28)

ahol A a meghatarozandé ismeretlen, az m vektor (az egyenlet homogén jellege miatt) egy
dllandé szorzo erejéig hatarozatlan. Az Allapotegyenlet homogén megfeleldjébe
helyettesitve

DI: mA"=dAmA; FI: mie¥=Ame",

A biztosan nem nulla exponencialis tényezovel egyszerisitve, a DI és az F1 esetben
egyarant az
Am=/1m

linedris algebrai egyenlet adodik. Ez azt jelenti, hogy m egy olyan vektor, amelyet az 4
matrixszal kifejezett linearis transzforméacié A-szoroséara nytjt, de nem forgat el. (Ez a
megfogalmazas csak addig szemléletes, amig A €s m minden rendezdje valds értékd. )
Minden ilyen 1 az A matrix egy sajatértéke, a hozzatartozé m az A egy sajdtvektora. A
rajuk vonatkoz¢ egyenlet nullara redukalt alakja

(AI-4A)m=0, (2.3-29)

ahol I az N-dimenzi6s egységmatrix (minden féatlos eleme 1, minden mds eleme 0). E
homogén linearis egyenletrendszernek csak akkor van a trivialistol (m = 0) kiiionbdzo
megolddsa, ha az egyiitthaté matrix nem szinguldris, vagyis ha a matrix determinédnsa
nulla:

D(A)=det(11- 4)=0. (2.3-30)
Ez az A matrix karakterisztikus egyenlete, amely egy N-edfoku algebrai egyenlet. Példaul
N =2 esetén:
A= Al] - AIZ

A, A, s (A + Ay ) A+ A, Ay — Ay Ay -

D(/l):t

A D(A) az A méatrix karakterisztikus polinomja, amelynek altaldnos alakja
DAY= A+ d A v dy A7+ +dy Avdy, (2.3-31)
Ismeretes, hogy egy N-edfokl egyenletnek pontosan N szamu gyske van:
D(A)=0 = A=A, Ay ,.s Ay - (2.3-32)

Mivel az egyenlet d, egyiitthatéi valosak, ezért a A, gyokei — vagyis a keresett
sajatértékek — vagy valésak vagy konjugdlt komplex parokat alkotnak. Szoritkozzunk
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egyelore arra az esetre, amikor a karakterisztikus egyenlet minden gydke egymastél
kiilonbozd, vagyis amikor minden A, sajétérték egyszeres:

A, %24, p*q. (2.3-33)

Az altalanosabb esetre a 2.3-2.5. pontban még visszatériink. Zarjuk ki tovibba azt az
esetet, amikor a DI esetben nulla egy sajatérték (1asd az 5. példat).

A A, sajatértékhez tartozé m, sagjdtvektor a (29) homogén linearis
egyenletrendszer egy megolddsa. Ennek el6dllitisdhoz az N szdmu egyenlet egyikét
elhagyjuk és m, egyik rendezdjét ismertnek tekintjlik. Példdul az N-edik egyenletet
elhagyva és (m, ), =1 vélasztissal a kovetkezo linearis egyenletrendszer adodik:

A =4 -4, “ee - AI(N—I) m -l Ay
A, A~Ay, .. —Ay, m, 4
e 2 2ol=] Y im2, N (23-34)
- A(N—l)l - A(N—I)Z coe ’11' - A(N—l)(zwl) M, (w-1) A(Nfl),N

Ha ez az egyenletrendszer nem megoldhatd, akkor az m, egy mésik rendezdjét valasztjuk
egységnyinek. Konjugdlt komplex ,, 1, sajatérték-parhoz konjugilt komplex m, m;
sajatvektor-par tartozik.

A szamitégépes programcsomagok kozvetleniil szolgéaltatjdk a kvadratikus A
matrix osszes sajatértéket és a hozzajuk tartozd sajatvektorokat. Utobbiak rendszerint ugy
vannak normalva, hogy abszolut értékiik egységnyi.

Az egyszeres sajatértékek &s a hozzajuk tartozd sajatvektorok mindegyike egy

m, A illetve m, ¢™' alaku szabad sszetevét jelent. Az 4llapotegyenlet linearitasa miatt
ezek linedrkombinacidja is megoldas, azaz

N Y
DI: xJk]:ZK}.mii’f ; FI: xf(t)=ZKimiej"' . (2.3-35)
= —

A K, egyitthatdk tetszdlegesek. [gazolhatd, hogy ez a szabad dsszetevd dltaldnos alakja,
vagyis az allapotegyenlet homogén megfeleldjénck mas alaki megoldasa nincs. Az N
szamu K, egyiitthaté meghatdrozéasara késébb keriil sor. A 4, illetve az e’ az A matrix
sajatfiiggvénye DI illetve F1 esetben.

1. példa Egy DI rendszer éllapotvaltozoés leirdsa
x=-024x,-024u, xj=x +x,+150u; y=x,tu.
Hatarozzuk meg a valaszt, ha a rendszer gerjesztése u[k]z S[k](O,S)k .
A rendszermaétrix, ennek karakterisztikus egyenlete és sajatértékei

0 -024 A 024
A=L | }det[;u—A]{ L Jzﬂ?’—mo,m:o =4 =06, 1,=04.

A sajatvektorok meghatarozasara szolgalo egyenlet

Am,+024m,,=0 vagy —1m, + (li - 1)m,.’2 =0.
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Ezek szerint m,-,1=(‘ 0,24/ Ai)miyzvagy m, =(4, -1)m,.’2. EbbSl m,, =1 valasztissal
barmelyik egyenlet alapjan m, = 0,4, m,,=—0,6. A két sajatvektor tehat példaul

~04 -0,6
m=) o m=

Szamitégéppel valdsziniileg m,=[-0,371 0928], m,=[-0,514 0,857] adodik. Az
allapotvektor szabad 9sszetevojének altalanos alakja ezek szerint
x[k]= K, (-04)(0.6) + K, (-0.6)(04),  x[k]=K, (0.6) + K, (0.4)".

A K, K, egyiitthatok egyelSre ismeretlenek, ezeket a késdbbiekben fogjuk szamitani. #

2. példa Egy FI rendszer allapotvaltozos leirdsa
X =x,, Xy=-3x-4x,%u; y=x+5x,.
Hatérozzuk meg a valaszt, ha a rendszer gerjesztése u(t)= e(t) .

A rendszermatrix és karakterisztikus egyenlete tovabba a karakterisztikus egyenlet
megoldasaiként adddo sajatérickek ,

0 1 A -1
A= ;s detjA I-A4)= =A2+441+3=0 =-1, A=-3.
[-3 _4} ct[A 1-4] [3 ,1+4} raAs3=0 =4 &

A sajatvektorok meghatarozasara vonatkozd egyenlet
A, m—m,=0 vagy 3m, + (A + 4)m,.’2 =0.

Barmelyik egyenletbdl m, , =1 vélasztassal m,, = -1, m,, = —1/3 vagy célszerlibbem

-1 -1
m, = , M,= .
SRR 13
Az allapotvaltozok szabad SsszetevOjének altalanos alakja ezek szerint
x(f)=—K e~ K,e™, x,(t)=Ke +3K,e™.

A K, K, egyiitthatok egyel6re ismeretlenek, ezeket a késSbbiekben fogjuk szdmitani. #

2.3-2.3. A gerjesztett dsszetevo szamitasa

Az allapotvektor xg[k] illetve xg(t) gerjesztett dsszetevije az X'= Ax + Bu Dl illetve F1

allapotegyenlet egy megolddsa (az inhomogén egyenlet egy partikularis megoldasa).
Ennek tehat nem kell kielégitenie valamilyen kezdeti feltételt.

A gerjesztett Osszetevd szamitdsara nem adhaté altaldnos modszer. Ez az
Osszetevokre bontas modszerének egy hatranya. Ha azonban a gerjesztés a k=0, illetve a
t=0 idopont utan egyszerii fiiggvénnyel leirhaté (allandd, exponencidlis, szinuszos,
polinomialis, ezek Osszege vagy szorzata), akkor az A4llapotvaltozok gerjesztett
Osszetev6jét hasonld fliggvény alakjéban keressiik ismeretlen egyiitthatokkal. Ez az un.
probafliggvény modszer. A probafiiggvényben szereplé ismeretlen egyiitthatok
meghatarozasahoz behelyettesitjik a probafiiggvényt az Aallapotegyenletbe, felirjuk a
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kiilonboz6 tipusu fliggvények egyiitthatSinak egyenléségét, majd megoldjuk az igy ad6do
line4ris egyenletrendszert.

A tovébbiakban egyetlen gerjesztés vizsgalatira szoritkozunk. Tobb gerjesztés
hatasa a szuperpozici6 elve alapjan vehet6 figyelembe.

Tekintsiik eldszor azt az egyszert esetet, amikor a gerjesztés a k=0, illetve a t =0
idopont utan allando:

DI: uk]=U; FI: u(t)=U. (2.3-36)
Ekkor az allapotvektor gerjesztett dsszetevdjét is allandd vektorként keressiik:
DI: x,[k]=X; FI: x,(r)=X. (2.3-37)
Mivel x, [k + 1] =X illetve x; (t) =0, ezért az allapotegyenlet értelmében
DI: X=AX+BU; FI:0=4AX+BU. (2.3-38)
E linearis egyenletrendszer megoldasa adja az X vektort. Matrixos alakban
DI: X=[I-A['X+BU; FI:X=-4"BU. (2.3-39)

Ha az I—-A illetve az A mAtrix szingularis, akkor a linedris egyenletrendszer nem
megoldhato. Ez akkor 4ll el8, amikor DI esetben 1=1 egy sajatérték, igy A =1 egy
sajatfiiggvény, illetve FI esetben A=10 egy sajatérték, igy e* =1 egy sajatfiiggvény,
vagyis amikor a gerjesztés éppen megegyezik a rendszermatrix egy sajatfiiggvényével.
Erre az esetre a 2.3-2.6. pontban visszatériink.

Tekintsiik most azt az esetet, amikor a gerjesztés a k=0, illetve a £ =0 idpont
utdn exponencialis fliggvénnyel leirhaté (és nem egyezik meg egyik sajatfiggvénnyel
sem):

DI: ulkl=Ud*; FI: ult)=Ue™. (2.3-40)

Itt a illetve a komplex értékd is lehet. Az allapotvektor gerjesztett 5sszetevdjét ekkor
DI: x [k]=Xa" a%4; FLix,()=Xe", a#4i (2.3-41)
alakban keressiik. Az allapotegyenletbe helyettesitve
DI: Xd"'=4Xd"+BUd"; Fl:Xae*'=4Xe"+BUe”
adodik. Az exponencialis fiiggvénnyel egyszerisitve
DI: X=[aI-A]'BU; FI: X=[aI-A]'BU (2.3-42)

adodik a keresett X egyiitthato-vektorra. A sajatértékek definici6jabol kovetkezik, hogy az
invertdland6 matrixok nem szingularisak. Az 4ltalanosabb esetre (amikor a illetve a egy
sajatérték) késobb visszatériink.
Hasonl6 az eljaras més, egyszerii fliggvénnyel leirhato gerjesztés esetén is (vo. 2.3-
2.3. pont). Ha példaul a gerjesztés
Dl:ulk]=Uk”d*;  FL: ulk]=Ure*'; peN (2.3-43)
alakil (és a = 4, illetve « = 4,), akkor a probafiiggvény

DI x,[k]= (X, + X, k+...+ X k7 )a*; FI: x[k]=(X, + X7 +...+ X 17 )e* , (2.3-44)
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vagyis egy p-edfokii teljes polinom €s az exponencidlis fliggvény szorzata. A p+1 szdmu
ismeretlen X, vektorra a hatvanyfiiggvények egylitthatéinak egyezésének feltételei
alapjan p+1 szam lineéris vektoregyenletet kapunk. Megjegyezziik, hogy az

DIix [k}X k7' FLx[k EX 17,

probafiiggvény nem vezet eredmeényre, amir6l az Olvas6 mar p=1 esetén is

meggy6zédhet.

Az adott gerjesztéshez tartozd gerjesztett Gsszetevd elvileg nem egyértelmiien
meghatérozott. Rendszerint a legegyszerlibb alakot valasztjuk, de a valasztas a
végeredményt nem befolyasolja.

1.példa Az ¢l6z6 pont 1. példajaban megadott DI rendszer gerjesztése
u[k] = g[k] (0,5)" . Az allapotvaltozok gerjesztett Osszetevojének probafliggvénye
xglkl= X (0,5), x,[kl=x,(05).
A prébafliggvényeket az allapotegyenletbe helyettesitve
X, (0,5)"'=-0,24(0,5) - 0,24(0,5),
X, (0,5)"'=x, (0.5 + X, (0,5/+1,5(0,5).
Az egyiitthatokra vonatkozd egyenletrendszer és megolddsa

05X,+024X,=-024,) (X, =24,
=
- X,-05X,=15; X, =-51.

Esettinkben az exponencialis fliggvénnyel leirt gerjesztés nem egyezett meg a (0,6)(‘ és
(0,4)k sajatfliggvények egyikével sem. #

2. példa Az el6z6 pont 2. példajaban megadott FI rendszer gerjesztése u(t)ze(t). Az
llapotvaltozok gerjesztett Osszetevjét xgﬂl(t)zXl, xg)z(t)=X , alakban keressik. Az
allapotegyenletbe helyettesitve ¢s figyelembe véve, hogy az 4llandé derivaltja nulla

X,=0, 3X,+4X,=1 :>Xl=§, X,=0

adodik az allapotvaltozok gerjesztett dsszetevjére. #

2.3-2.4. A Kkezdeti feltételek érvényesitése

Az éllapotvektor 4ltaldnos alakjit a szabad OsszetevGjének altalinos alakja (x,) és
gerjesztett dsszetevijének (xg) az Osszege adja. A szabad dsszetevO N szamu hatdrozatlan
egylitthatét tartalmaz, ezeket (35)-ben X, K, ..., K, jeloli. A hatérozatlan egyiitthatokat
az ugyancsak N szamu adatot jelenté x[0], illetve x(+0) kezdeti llapot ismeretében

hatérozhatjuk meg.
Tekintslik ismertnek az allapotvektor értékét kozvetleniil a £ =0, illetve a =0
id6pont el6tt, vagyis az &llapotvektor x[—l], illetve x(— 0) kiinduldsi értékét. Amint errdl
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a 2.3-2.1. pontban mir volt sz6: ezeket a rendszer multbeli viselkedése alapjan kell
meghatéroznunk. A legegyszeriibb esetben bekapcsoldsi folyamatrdl van sz6, amikor a
gerjesztés a k=0, illetve a 1=0 id6pont elStt azonosan nulla. A rendszer kauzalitasa

miatt ekkor az 4llapotvektor is nulla a k, illetve a ¢ negativ értékeire, igy specialisan
x[-1]=0 illetve x(-0)=0 a kiindulasi 4llapot. Az éltalinossag érdekében azonban a

tovabbiakban az x[— 1] illetve az x(— 0) kiindulast allapotot nem tekintjiik nullanak.
Az x[O], illetve az x(+ O) kezdeti dllapot az Aallapotegyenlet ismeretében a
kiindulasi allapotbol szamithatd & = —1 helyettesitéssel, illetve ¢ szerinti integraldssal:

DI xfo]= Ax- 1]+ Bul-1]; F1:x(0)-x(-0)= [{4x()+ Bu()}ar.

-0

Mivel x(¢) korlatos a # = 0 helyen, ezért integralja nulla, igy
+0
DI:x[0]=Ax[-1]+ Bu[-1]; FI: x(+0)=x(~0)+ B _[u(t) dr. (2.3-45)
-0

Lathato, hogy bekapcsolasi folyamat esetén, tovdbbé ha u(¢) véges a ¢ = 0 helyen (ami alél
gyakorlatilag csak a Dirac-impulzus a kivétel), akkor a kezdeti 4llapot kifejezése az
x[O] =0, illetve az x(+ 0)=0 alakra egyszertisodik.

Helyettesitsiink az x = X, + x, alakba k=0, illetve ¢ = 0 értéket. Ekkor

DI: x.[0]=x[0]-x,[0]; FI: x;(+0)=x(+0)-x,(+0) (2.3-46)

adodik. Ez éppen N szam lineéris egyenletet jelent az x, szabad 6sszetevdben szereplé N
szam ismeretlen egyiitthatora. Egyszeres sajatértékek esetén a (35) felhasznalasaval és
k =0 illetve ¢ = 0 helyettesitéssel

DI: ZN:KimFx[O]—xg[O]; FI: ZN:Kimi=X(+O)—xg(+O). (2.3-47)
=0 =0

Ez az §sszefiiggés még tovabb formalizalhatd (példaul szamitogépes kiértckelésre
attekinthetGbbé tehetd), ha bevezetjiik az egyiitthatokbodl alkotott K vektort és az m,
sajatvektorokbdl alkotott M moddlis matrixot:

K=k, K, ... K,J', M=[m m, .. m,] (2.3-48)
Az ismeretlen egyiitthatdk kifejezése ezzel
DI: K=M"{xo]-x,[o};  FI: K=M"'{x(+0)-x,(+0)}. (2.3-49)

Az egyiitthatok behelyettesitésével megkapjuk az allapotvektornak a kezdeti
feltételeket is kielégitd x=x; +x, konkrét alakjat. (Szigortan véve X, altaldnos és
konkrét alakjat meg kellene killonboztetni. ) Ennek ismeretében eldallithat6 a vélasz:

DI: ylk]=Cx[k]+Dulk]; FI: y{)=Cx(t)+ Dult). (2.3-50)

Az impulzusvalasz szamitdsat a kovetkezd pontban részletezzilk.
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1. példa Az el6z6 pontban vizsgalt DI rendszer allapotvaltozéinak altaldnos alakja
x[k]=-04K, (0,6)-0,6K, (0,4) +24(05),
x[k]= K, (0,6) + K, (0,4) —51(0,5)" .
Mivel bekapcsolasi folyamatot vizsgalunk, ezért a kezdeti allapot x[0]=0. Az ismeretlen
egyiitthatékra vonatkozo egyenletrendszer és megoldasa
04K+0,6K,=24 ,} {K1:33,
K, +K,=51; K, =18.
A vélasz y[k] =X, [k] + u[k] kifejezésébe helyettesitve és annak belépd jellegét is kifejezve

k= k)53 (0,6) + 18 (0,4)~50(0,5) |.
Ellenérizhetjiik, hogy ez a k=0, 1 és 2 helyen ugyanazt az értéket adja, mint amit a 2.3-1.
2. pont példajaban a 1épésrdl 1épésre modszerrel szamitottunk. #

2. példa Az el6z8 pontban vizsgalt FI rendszer llapotvaltozdinak 4ltalanos alakja

x(t)=-K e —Ke™ +-;—,

x,()=K, e" +3K,e™+0.
Mivel bekapcsolasi folyamatot vizsgalunk és az u(t)= £(2) gerjesztés a £ = 0 helyen véges,
ezért a kezdeti allapot x(+0)=0. Az egyiitthatokra vonatkozé egyenletrendszer és

megoldasa
K +K,=1/3, K =1/2,
K+3K,=0; K,=-1/6.

A vilasz y=x, +5 x, kifejezésébe helyettesitve és annak belépd jellegét is kifejezve

7 1
t)=elt)i2e" e +=
H)-sofzer- 2o -3}
adodik. Ez a vizsgalt FI rendszer ugrasvalasza. #

3. példa Egy FI rendszer allapotvaltozos leirasa
X =-3x +4x,+13u,
x=-x-3x,;
y=3x+2x,+4u.

Hatirozzuk meg ennek a rendszernek a valaszat, ha gerjesztése

ult)=41{e(t) - &(t - 0.1)}+ 2 5(t - 0,1).
Az allapotmatrix karakterisztikus egyenlete és sajatértékei
A+3 -4

E)LZ A = =_3+32 =-3-32.
1 243 +6A+13=0 = 4 12, 4,=-3-)

A sajétvektorok példaul a A, m,,=—m,, —3m,, egyenletbdl m,, =1 valasztissal
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m,==3-(-3+j2)=—j2, my=-3-(-3-j2)=+j2.

A két sajatérték és a két sajatvektor egymas konjugéltja. Az Aallapotvektor szabad
dsszetevdjének altalanos alakja ezzel ismert, majd alabb irjuk fel részletesen.

A gerjesztés intervallumonként allando, ezért a gerjesztett Ssszetevd is 4llandd
mindkét intervallumban:

3X,-4X,=13U, X, =30,
=
X, +3X,=0; X,=-U.
A 0<t<t,=0,1 intervallumban az dllapotvaltozok altalanos alakja (itt U = 4)
x()=-j2 K, e 4j2 K etV 12,
x,(t)= K e iy K e 2y,
Az x(0)=0 kezdeti feltétel értelmében
2K —j2K,=12, K =2-j3,
=
K, +K,=4; K, =2+j3.
A két komplex allandé K, is egymds konjugaltja. Az allapotvaltozok idéfliggvénye a
0 <t <t =0,1 intervallumban
x()={-6-jafe™ {cos2¢+jsin2¢}+{~6+j4}e™ {cos 2¢-jsin 2¢}+12,
x,(1)=-j3}e? {cos21+jsin 2¢}+ {2+ j3} e {cos 2t—jsin 2¢} - 4.

Rendezés utan (a képzetes értékii tagok természetesen kiesnek)
x(t)={-12cos2¢+8sin2¢}e +12,
x,(t)={4cos2¢+6sin2¢}e -4.

Térjiink ra a 0,1 <#<oo intervallum vizsgalatara. Az x(t) altalanos alakja az

elézével megegyez0, csak a gerjesztett dsszetevd most X,=6, X,=—-2. Célszerli a ¢
valtozo helyett atmenetileg a ¢’ = ¢ — ¢, valtoz6t alkalmazni:

x(¢)=-i2K, PV 1 j2k, iV 16,
x,(f')= K, P 4 K, el3midd o
A t=1, (a t' =0) idépontban az Allapotvéltozé folytonossaga alapjan x(t'=0)= x(t= 1),
ahol x(¢, ) az eldbb kapott allapotvektornak a # = 0,1 idépontbeli értéke:
~jK, +jK, +6=(~12c0s0,2+85in0,2)e ** +12=4,465,
K, +K, —2=(4c0s0,2+65in0,2)e ">~ 4=—0,213.
A linedris egyenletrendszer megoldasaval K,=0,894—j0,760 és K, ennek konjugiltja.

Ezt az altalanos alakba helyettesitve az el6z6 szamitas mintajara kapjuk a 0<? <oo

intervallumra, hogy
x,(1)=1{-3,070cos 2¢'+3,574sin 2¢'}e " +6,

x,()={1,787cos 2£'+1,535sin 2#'}e > - 2.

Az allapotvaltozok ismeretében a keresett vélaszt az y=3x,+2x,+4u
Osszefliggés alapjan kapjuk: '
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w(t)={elt)-elz-1)} {[— 28cos2t+30sin2 t]e'3'+44}+
+e(t=0.1){[-1,914cos 2(¢ —0,)+13,792sin 2 (¢~ 0,)]e ¢~V + 22},
A vilaszsema t=0,sema =01 idépontban nem folytonos.
A valaszt célszerlibb lehet egy cos2¢ és egy sin2: fliggvény Osszege helyett
egyetlen, cos(27+ p) alaki fiiggvénnyel kifejezni, mint példaul
—28cos 27 +30sin 27=41,04 cos (27— 2,322).

Az éllapotvaltozok felirdsa soran is alkalmazhattuk volna ezt az alakot, de ott ez nem
kényelmes, mert kériillményes az dsszeget képezni. A konjugélt komplex sajatérték-parhoz
tartozo két osszetevd Osszege szamithaté mint barmelyik sajatértékhez tartozd Osszetevd
valos részének kétszerese, hiszen z+z" =2 R { z } barmely z komplex szdmra. #

2.3-2.5. Az impulzusvalasz szamitisa

A rendszer impulzusvélaszanak szdmitdsa 6nmagéban is fontos feladat (példul a rendszer
GV stabilitdsanak eldontésére). Célszeril lehet azonban az impulzusvalasz szamitdsa annak
érdekében is, hogy elkertiljiik a gerjesztett dsszetevl szdmitasat és a kezdeti feltételek
érvényesitését. Ez kiilonosen akkor elényds, amikor ha a gerjesztést nem egyszerii
figgvény firja le (példaul intervallumonként kiilonboz6 fiiggvények) vagy ha a
rendszernek tobbféle gerjesztéshez tartozd valaszat akarjuk szdmitani.

El6szor a diszkrét idejii, azutan a folytonos idejli rendszer impulzusvalaszanak
szamitdsat targyaljuk egy-gerjesztési, egy-valaszil rendszerre szoritkozva.

Diszkrét idejii rendszer impulzusvdlasza

Az ulk] = 5[k] gerjesztéshez tartozé y[k] = h[k] impulzusvalasz szamitdsa soran a rendszer
a k = 0 diszkrét idéponttdl eltekintve gerjesztetlen, vagyis a valasz a k €Z, iitemekre
megegyezik a valasz szabad dsszetevéjével. Egyszeres sajatértékek esetén (35) értelmében

x[k]zﬁ:K,. m, A .
=1

Mivel §[-1]1=0, ezért x[0]=0, mivel J[0]=1, ezért x[1]=B, vagyis a P=K;4j
ismeretlen egyiitthatok bevezetésével a P; egyiitthatokbol képzett vektor

N
> m, P=B (2.3-51)
i=1

linedris egyenletrendszer szolgal az egyiitthatok meghatarozasara. Az m; sajatvektorokbol
képzett M modalis matrix felhasznalasaval

P=M'B (2.3-52)

adja az egyiitthatok kifejezését. Az impulzusvalaszt meghatirozé allapotvektort ezek
szerint
N
x[k]= ek -1] Zmi P A
i=l
irja le, ahol a P, egyiitthatok mar ismertnek tekintheték. Az y=CT x+ Du osszefliggés

alapjan az impulzusvdlasz kifejezése
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Hi)=D 8[k]+ elk 113" m, B 2 (2.3-53)

i=1

A P, egyiitthatokat a (51) vagy (52) adja.

1. példa Hatirozzuk meg a 2.3-2.2. pont 1. példijaban vizsgalt DI rendszer
impulzusvélaszat!
Az emlitett példaban végzett szamitasaink szerint a sajatértékek 4, = 0,5 és 2, = 0,4
a sajatvektorok m; = [-0,4 1] Tésm,= [-0,6 1] T AKét P, egyiitthaté meghatarozasara
szolgald (51) egyenletrendszer és megoldasa
~04F—-0,6P=-024, - £=33,
P +P=15; P =-18.

Az impulzusvalasz kifejezése ezek szerint az
-04 -0,6
C'm, R =[0 1][ X }3,3:3,3; C'm, P, =[0 1][ X ](—1,8):—1,8

dsszefiiggések felhasznaldsaval

Hk]=olk]+ elk ~1]{33 (0.6) '~ 1,8(0,4) ' }.
Az impulzusvélasz ismeretében barmely gerjesztésre adott valasz szadmitdsa megoldhat6
konvolicioval. Ekkor nincs szitkség a gerjesztett §sszetevd szamitisara és a kezdeti
feltételek érvényesitésére. Az el6z8 pontokban megoldott DI példa megoldasa is
kényelmesebb lehet ezzel a modszerrel. #

2. példa Egy DI rendszer allapotvaltozds leirdsa

x 0 1 0|l x, 0 X,
Gl={0 0 1 ||x[+]0]u; yd-02 -024 15]|x, |+u.
X1 10 -024 —1f|x| |1 x,

Hatarozzuk meg e rendszer impulzusvalaszat!
A karakterisztikus egyenlet és megoldasai, vagyis az allapotmaétrix sajatértékei

A -1 0 11:_0’6’
0 4  -1|=A(#+1+0240=12,--04,
0 024 A+1 4, =0.

A A, =0 sajatérték kiilonleges szerepet jatszik, hiszen A% =0,k eZ,. A sajétvektorok
meghatarozaséra szolgalé egyenletrendszer és megoldasa m,, =1 vélasztassal (esetiinkben

m, ; nem is valaszthat6 egységnyinek):

; 0 1 1 1
M, —m,, =0,

h ! '2_0_}:m1= —0,6|, m,=|-04|, m,=|0]|.
Moz =My =5 036 0.16 0

Mivel A, =0 egyszeres sajatérték, ezért az impulzusvalaszt a k=0 és 1 litemekre
1épésrél 1épésre kell szamolni és csak a k=2 iitemtd] kezdve irhaté fel sajatfliggvények
Osszegeként: i
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X [1] 0 X [2] 0
~[]l=[0], |x2]l=]1 |
X3 [1] 1 X3 [2] -1

Az altalanos alak és a kezdeti (a &k = 2 iddpontra vonatkozo) feltételek

x[k]= K, (-0,6) 7+ K, (-0.4)", K, +K, =0,
x,[k]=-0,6K,(-0,6)7-0,4K, (-0,4)7, } = {-0,6K—0,4K,=1,
x,[k]=036 K,(-0,6) 7 +0,16 K, (-0,4)%; 036K, +016K,=-1.

Az egyenletrendszer latszélag tilhatarozott, de barmelyik két (1) egyenletbél K, =-35,
K,=5 adddik Az y kifejezésébe helyettesitve végeredményben
Hi]= olk]+ 15 8l —1]+ e[k — 2] 2.42(0,6) 2+ 0,68 (0.4) 2}

adodik az impulzusvélaszra. #
Folytonos idejii rendszer impulzusvdlasza

Az u(f) = §(f) gerjesztéshez tartozo y(f) = h(f) impulzusvalasz szamitdsara egy kerilld ut a
kovetkezd. Hatérozzuk meg elészor az u,(t)=&(r) gerjesztéshez tartozo y,(f)=glr)
ugrasvalaszt; ennek ismeretében (2.1-42) értelmében a h(t)= g'(t) impulzusvélasz
altalanositott differencialassal szamithat6.

A Fl impulzusvélasz kdzvetlen széamitisdhoz vegyiik figyelembe, hogy az
u(t)=5(t) gerjesztés a 1 =0 helyté] eltekintve mindeniitt nullénak tekinthetd, ezért az

allapotvektor megegyezik a szabad osszetevGjével. Egyszeres sajatértékek esetén (35)
értelmében

x(t)ziKi m, e*’ .
i=1

Az x(+0) kezdeti allapot szamitasahoz integrljuk az éllapotegyenletet £=-0 és +0
kozott. Mivel x(—0) = 0, ezért az (45) mintdjara

+0
x(+0)=B [5()dr=B.
-0
A K, allandok meghatarozasara szolgalo linearis egyenletrendszer

>K,m, =B. (2.3-54)

Az M modalis matrix felhaszndlasaval ennek megoldasa a K; egyiitthatékbolképzett
vektora:

K=M"'B . (2.3-55)

A FI impulzusvalasz kifejezése y=C"x+ D u értelmében

h(t)= D &(r)+ e(t)iCT m, K, e*', (2.3-56)

=1

ahol a K, egyiitthatok az (54) vagy az (55) értelmében ismertek.



2.3. Az allapotvaltozos leiras 113

3. példa Hatirozzuk meg a 2.3-2.2. pont 2. péld4jadban vizsgalt FI rendszer
impulzusvalaszat!
Képezziik az emlitett példaban meghatarozott

glt)= 6‘(1){2{’ —%e—“ L1 }

3

ugrasvalasz altalanositott derivaltjat:
h(t)= J(t){Z e” —%e'3’+§ }Jr s(t){— 2e"+7 e’3’}= e(t){— 2e” + 7e‘3’},

mivel a 7= 0 helyen 5(¢) szorzéja nulla.

Az impulzusvélasz kézvetlen szamitasahoz hasznaljuk fel, hogy €l6z6 szdmitasunk
értelmében az A rendszermatrix sajatértékei A =-1, 4, =-3; sajatvektorai pedig
m,= [—1 1]r, m,= [—1 3]T . A K, egyltthatok meghatarozasara szolgilo egyenlet-
rendszer és megoldasa

-K -K,=0, K, =-1/2,
K1+3K2:1;} {K2=1/2.

Az impulzusvalasz kifejezésében ezek szerint

C'm, K=l 5][—11](—%]:—2, C'm, K,=|l 5][‘3?(%):7.

Mivel D =0, ezért az impulzusvalaszra
h(t)= 5@){2 e’ —%e3’+é}+ g(t){—Ze" +7 e'3’}=£(t){-—2 e’ +7 e'“}

adddik, amint azt eléz6leg mas médon meghataroztuk. #

*2.3-2.6. Tobbszoros sajatértékek esete

Az eddigiekben feltételeztiik, hogy az A rendszermétrix minden A, sajatértéke egyszeres.
A gyakorlatban ez rendszerint igy is van, legfeljebb a 4, =0 jelent kivételt.

Lehet Ggy érvelni, hogy mivel az allapotmatrix rendez6i nem ismertek pontosan,
ezért tobbszords sajatértékek nem is létezbetnek. Barmelyik egyiitthatot vagy sajatértéket
a feltételezett hibahatdron belill megvaltoztathatjuk, mialtal a tobbszords sajatértékek
egyszeressé valtoztathatk (A 2.2-3.2. pontban a rendszeregyenlettel kapcsolatban erre
mAr ramutattunk.)

Fogalmi szempontbél mégis érdemes a tobbszorss sajatértékek esetével
fogalakozni. Szamitastechnikailag is eldnydsebb lehet tobb, kozeli sajatértéket egyetlen,
tObbszéros sajatértékkel helyettesiteni.

Ha az A rendszermatrixnak tobbszords sajatértéke is van, akkor a szabad osszetevd
dltalanos alakja méar nem allithaté elé 2 illetve e*’ alaku sajatfliggvények
szuperpozicidjaként, hiszen ekkor ezek szama kisebb, mint N. Igazolhat6, hogy ha példaul
A, a DI illetve FI rendszermatrix egy r-szeres sajatértéke, akkor chhez
A kA ALk X dlletve eMY, teht f2eht ., 17 eM sajatfiiggvények tartoznak
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(r szaml sajatfliggvény), amelyek mindegyike kielégiti a gerjesztetlen rendszer
allapotegyenletét. A sajatfiiggvények Osszes szama tovabbra is N, a rendszermatrix
rendszama. A sajatfiiggvények egyiitthatoinak kapcsolata nem fogalmazhaté meg
egyszerlien.

*2.3-2.7. Sajatfiiggvényével gerjesztett rendszer

Tekintsiik most azt a specidlis esetet, amikor 4; = 1 az 4 rendszermatrix egy (valds vagy
komplex értékii) egyszeres sajatértéke és a DI rendszer gerjesztése u[k] = U ¥ illetve a FI

rendszer gerjesztése u(t)=U ¢*' Osszetevbt tartalmaz. Ha 1 komplex, akkor a
gerjesztésben biztosan szerepel egy U" (A)k illetve U'e™" alakn tag is. A gerjesztett
Osszetevot a kovetkez alakban keressiik:
DI: ulk]=U A = x,[k]=X2* + VK X*;
FI: u(t)=Ue" = x,(t)=Xe* + Ve
Eztaz ¥’ = Ax + Bu allapotegyeunlethe helyettesitve

(2.3-57)

DI: X2+ V(k+1) A" =AX F+ AVE X +BU X
FI: XAe* +V(+Are* )=AX e* '+ AVie" +BU ™.

A fiiggvények egyiitthatoinak egyezésébdl a DI és FI esetben egyarant
(AI-A)X+AV=BU, (1I-A)V=0. (2.3-58)

A 2N szémi X, V, ismeretlenre 2N szamu linedris egyenletiink van, de az egyenletek

nem fliggetlenek, az egyenletrendszer megoldasa ezért nem egyérielmi. Barmelyik
lehetséges megoldast vilaszthatjuk, mert az x = x, + x,, allapotvektorra vonatkozo kezdeti

feltétel alapjan egyértelmii megoldashoz jutunk.
Ebben az esetben is érvelhetiink Ggy, hogy a gerjesztésben szereplé A, nem

pontosan egyezik meg a A, sajatértékkel, ezért azt példaul (l +107° )/li értékkel
helyettesithetjiik, tehat nincs is sziikség e specialis eset vizsgalatara.
1. példa A 2.3-2.2. pont 1. példéjaban vizsgalt DI rendszer allapotvaltozos leirdsa
x/=-024x,-024u,
xy=x+x,+1,5u;
y=x,+u.
Hatérozzuk meg e rendszer valaszat, ha gerjesztése uk]=4 £[k](0,4)".
Mint lattuk, az allapotmatrix két sajatértéke A, =0,6, 4,=0,4. Mivel a gerjesztés
megegyezik az egyik sajatvalasszal, ezért a az allapotvektor gerjesztett sszetevojét
Xg.1 [k]: X, +V k (0»4)k’
x,,lk]=X, +V, k(0,4)

alakban keressiik. Az 4llapotegyenietbe helyettesitve
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X, (0,4)" +7, (k +1)(0,4)"= 0,24 | x,(0,4) +7, k (0.4) |-0,96 (0,4},
X, (0,4)7 +v, (k+1)(0,4)"'= [XI (04) +7 k (O,4)"]+[XZ (0,4 +V, k (0,4)"]+ 6 (0,4).
A (0,4) ésa k(0,4) fliggvény egyiitthatoinak egyezésének feltételei
04X +04V,=-0,24X,-096, 04V, =-0,247,,
04X, +04V,= X, +X,+6, 0,4V, =V, +V,.
A két jobb oldali egyenletbd! egyarant a ¥V, =-0,6V, egyenlet adédik. Ez a masik két
egyenletbe helyettesitve
X, +0,6X,=-24+0,6V,, X, +06X,=-6+04V,.
A két egyenlet akkor nem ellentmond6 (jobb oldaluk is egyenld), ha ¥, =-18. Ekkor
V,=-108 és X, +0,6 X, =-13,2. Az X, =0 Onkényes valasztissal az allapotvaltozok
id6fiiggésének altalanos alakja
x[k]=-04K, (0,6)-06k,(0,4)~132(0,4) +108%(0,4),
x[k]=K, (0,6) + K, (0.4) 18k (0,4)".
A kezdeti allapot x[0]=0. Az egyiitthatokra vonatkoz6 egyenletrendszer és megoldasa

~04K,-06K,=132 K, =66,
pund
K +K,=0 K,=—66.

A vélasz y=x, +u kifejezésébe helyettesitve
k] = £lk) {66 (0.6) - 62 (0,4 —18% (0.4) |
Ellendrizhetjiik hogy x,,x,,y a k =1helyen helyes eredményt ad. #

2.példa A 2.3-2.2. pont 2. példajaban vizsgalt FI rendszer allapotvaltozos leirasa
X =x,, x,==—3x-4x,+u;
y=x+5u.

Hatérozzuk meg e rendszer valaszat, ha gerjesztése u(t)=4&(t)e™

Mint mér lattuk, az 4 rendszerméatrix két sajatértéke A, =-1, 4, =—3. Mivel a

gerjesztés e’ Osszetevije megegyezik az egyik sajatvilasszal, ezért az allapotvektor
gerjesztett dsszetevOjét a kovetkezd alakban keressiik:

xg,l(t)-—-Xl e +V te”,
x,(t)=X,e"+V,te".
Az éllapotegyenletbe helyettesitve ezeket a fliggvényeket
X e'+V e -Vite'=X,e"+V,te”,
X, e7+V,e” —V,re”=3 {Xl e’+V, te"}— 4 {X2 e’+V, te”} +4e™.

Az e ésa re”’ tagok egyiitthatéinak egyenldsége a kovetkezd egyenletrendszerre vezet:
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-X, +V=X,, -V =V,,
—X,+V,=3X,-4X,+4. —V, =3V, -4V, = -V, =V,.
Az X, egylitthatokra vonatkozé két egyenlet V, = -} felhaszndlasaval
X, +X,=V, 3X,+3X,=4+V,.
E két egyenlet akkor nem ellentmondasos, ha 3V, =4 +¥;, amibdl
=2 =V=-2 X+X,=2.
A két X, egyike 6nkényesen megvélaszthat6. Az allapotvaltozok idéfiiggésének 4ltalanos
alakja X, =1, X, =2 —1=1 vélasztissal
x(t)=[1-K, Je"-K, e +2te”,
(()=[1+K, Je"+3K, e —2ze”.

Az x(+0)=0 kezdeti allapotot figyelembe vevé egyenletek és megoldisuk

K +K,=1 K =2,
= .
K, +3K,=-1 K,=-1

A valasz y=x, +5 x, kifejezésébe helyettesitve

y(t):a‘(t){M e’ —l4e™ +%2——9te"}.

Ellendrizhetjlik, hogy a valasz kezdeti értéke helyesen kiadodik. #

2.3-2.F. Feladatok

F-1. Egy DI rendszer allapotvaltozos leirasa
x=04x+003x,+u,
x=x+02x,;
y=x,.

Hatarozza meg az y[k] valaszt, ha a rendszer gerjesztése

a) ulk]=e[k].

b) ulk]=e[k] (-0.1)"

c) ulk]=[k](0.0)"

d) ulk]= g[k] - e[k - 3].

(e) u[k] 9{1 e[k]} + g[k]

Az (e) esetre feltételezze a rendszer stabilitasat, amit késébb igazolni is fogunk.
Ellenérizze az eredményeket a k =0, 1 és 2 titemekre a 1épésré] 1épésre modszerrel!

N —
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F-2. Egy DI rendszer allapotvaltozos lefrasa
x=0,4x +0,08x,+u,
X =x+02x,;
y=x,.
Hatarozza meg az y[k] valaszt, ha a gerjesztés
(a) ulk]=5lk]. (b) ulk]=elk].

Ellendrizze az eredményeket a k=0, 1 és 2 {itemekre a 1épésrol 1épésre modszerrel.

F-3. Egy FI rendszer allapotvaltozos leirasa
x| |0 1 Oflx| |0

x; =0 0 1 flx, |[+]0]u;

X110 -024 -1 x,| |1
X

y=[-02 -024 15] x, [+u.
X3

Hatarozza meg e rendszer impulzusvéalaszat!

2.3-2.M. Megoldasok

M-1. A sajatértékek A, =0,1 és A, =
@ sl - L 0sf + 20y}
) fi)= il % oay+ Zosf -2y}
) ylk]= g[k]{-4— (0,5) - 2—5 (0,1 -25% (0,1)*}.

(d) Az (a) feladat megoldasa felhasznalhatd.
y[k)={e[k]- e[k - 3]} {29—0 - 195— (0,5)+ 29—5(0,1)"} relk—3]{4375 (0.5)- 2,275 01},

(e) A kezdeti értékek x,[0]=16 és x,[0]=20. Ezek felhasznalasaval
y[k]:% +40(0,5) - 200 (0 1), keN.
M-2. A sajatértékek 4,=0,6 és 4, =0.Ebbsl 4*=1"4, k=12,.. é

(a) ylk]=elk-2](0.6) .

b) k)=l - 2}{2.5-1,5 0,6} }
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M-3. A sajatértékek ¢s a sajatvektorok mint a 2.3-2.5. pont 2. példdjaban. A kezdeti
allapot x(+ 0)=[0 0 1]'. Ezek felhasznalasaval

h(e)=5(r)+ e(t){%zo1 e 0 _ i_z) o0t _ %}

adja az impulzusvalaszt. #

2.3-3. Az allapotviltozds leiras megoldasa matrixfiiggvényekkel
2.3-3.1. Altaldnos megfontolisok

A 2.3-1. szakaszban megfogalmaztuk a linedris, invaridns, kauzalis (FI esetben:
differencialis) rendszer allapotvaltozos leirasat. Az 4llapotegyenlet normélalakija

DI: x[k+1]=Axk]+ Bulk], FL: x(1)=Ax(t)+Bu{t).  (23-59)

Ha ennek megoldésaként az x[], illetve az x(7) éallapotvektor id6fiiggése mar ismert,
akkor az y[£], illetve az y(f) valaszvektor szamitdsa mar csak behelyettesitést igényel:

Di: ylk]=C x[k]+ Du[k];  FI: y(r)=Cx(t)+ Du(r). (2.3-60)

Ebben a szakaszban formalizalt modszert mutatunk be az éllapotegyenlet
megolddsiraa kN illetve a R, intervallumban,

Ismertnek tekintjitk egyrészt a gerjesztéseket ugyanitt, méasrészt a DI allapotvektor
x[~1] kiindulasi ért€két vagy az abbol szamithat6 x[{0] = A x[-1] + B u[~1] kezdeti értékét,
illetve a F1 allapotvektor x(—0) kiindulasi értékét. Bekapcsolasi folyamat estén (amikor
u =0 a killetve a ¢ 1d6 negativ értékeire) minden kiindulasi érték nulla.

2.3-3.2. A megoldas formulaja

Igazolni fogjuk, hogy az dllapotegyenlet azon megoldasa, amelynek kezdeti értéke x[0]
vagy kiindulasi értéke x(-0), a kovetkezd alaki:

DI: x[k]=4* x[0] + SA"‘H Bui], kez,,
i=0

, @2.3-61)
FI: x(r)=e* x(-0)+ je"("r)Bu(r)dr, teR,.
‘o

Az integral 0 alsé hatdra azt jelenti, hogy ha a gerjesztés tartalmaz &7) Dirac-impulzus
OsszetevOt, akkor azt az integralas soran figyelembe kell venni.

Bevezetve a p =k —1-i 0j szummaAcids valtozét illetve a 3 = —7 0] integracios
valtozot a kovetkezd alak adédik:

k-1
DT: xk]=4*x[0]+) 47 Bulk-1-p], keZ,,

0 o (2.3-62)
FI:  x(t)=e” x(-0)+ [e*’Bu(c-9)d9, teR,.

0
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A vdlasz szamithatd vagy ugy, hogy az allapotvektort minden idépontra kiszamitva
azt (60)-ba helyettesitjiik. Ezt a helyettesitést altaldnosan is elvégezhetjiik, migltal
kikiiszobolhetjiik az allapotvektor idofliggvényét (csak a belépd gerjesztés esetén nulla
kiindulasi allapotot kell ismerniink):

Cx[O]+D u[O], k=0,
) _ kol .
DI:  ylé] cA[0]+ Y A~ Buli]+Dulk],  keZ,;
pn (2.3-63)

FI: y(t)zCe’“x(—O)+CjeA("’)Bu(T)dr+Du(t), teR,.

-0

Az allapotvektor, illetve a valaszvektor elsd tagja a zérus gerjesziésii dsszetevi,
masodik, illetve méasodik és harmadik tagja a zérus dllapotu dsszetevd (pontosabban: a
zérus kezdeti vagy kiindulasi allapoti sszetevd). Ha minden gerjesztés belépd (értéke
nulla k = Oilletve £ =0 elbtt), akkor x[0]=0 illetve x{~0)=0, ezért ekkor az elsé tag
nulla, tehat x és y megegyezik zérus allapoti sszetevdjével. Ez a helyzet a gyakorlati
esetek tobbségében. Ha viszont a gerjesztés azonosan nulla k illetve ¢ nem-negativ
értékeire, akkor x és y megegyezik zérus gerjesztésii Osszetevojével.

A zérus gerjesztésii Osszetevd emlékeztet a szabad Osszetevére, a zérus allapoti
osszetevd emlékeztet a gerjesztett dsszetevére, de nem azonosak. Ez abbél is latszik, hogy
belépé gerjesztés esetén a zérus allapotl dsszetevd nulla, mig a szabad dsszetev dltaldban
nem nulla.

A DI allapotvektor és valasz kifejezésében szerepld 4, k e N matrixfiiggvény a
kvadratikus matrix énmagaval val6 ismételt szorzasét jelenti. A FI allapotvektor és valasz
kifejezésében szereplé e, t € R exponencidlis matrixfliggvényt hatvanysora definialja:

—I+At+ Azt + A3t +4 Aty L (2.3-64)

Igazolhat6, hogy ez barmely 4 matrix esetén konvergens. Kelloé szamu tag figyelembe
vételével a fliggvény tetszbleges pontossiggal szamithato, de csak ¢ kellden kis értékeire
hasznalhat6 eljards. A (61) vagy (63) tényleges felhasznélaséhoz még meg kell adni 4* és
e szémitisanak gyakorlati moédszerét. Szamitégépes programmal ez nem jelent
nehézséget. Az elvi hattérhez a 2.3-3 4. pontban targyaljuk az 4 matrix sajatértékeit, majd
ezek felhasznalasédval a 2.3-3.5. pontban a matrixfiggvények szamitasat.

Igazoljuk most, hogy (61) valoban megoldasa az allapotegyenletnek.

A DI esetben kdvessiik a Iépésrdl 1épésre megoldas modszerét, mikézben minden
lépésnél helyettesitsiik be az el6zd eredményt

x[1]= A x[O] +B u[O],
x[2]= Ax[1]+ B u[l]= 4* x[0]+ 4 Bu[0]+ Au[1],
x[3]= 4 x[2]+ 4 u2]= £°x[0]+ 4’ Bu[0]+ 4 Bu[l]+Bu[2],
és igy tovabb. A (61) ugyanezt adja, vagyis helyes megolddst ad. Az igazolas a
feltételezett megoldasnak az Allapotegyenletbe helyettesitésével is elvégezhetd.
A FI megoldéds igazolasahoz a (64) értelmezés alapjan belathato, hogy az e’

matrixfiiggvény ugyanugy differencialhato, mint az e*' skalar fliggvény. Kepezzuk az
allapotvektor (61) szerinti kifejezésének id6 szerinti derivaltjat:
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t
x'(t)= Ae* x(-0)+ IA e*“ Bu(r)dr + Bu(t).
-0
Az elsb két tag Osszege a (61) értelmében A x(¢), tehat az (59) FI allapotegyenlet valoban
ki van elégitve.

2.3-3.3. Az impulzusvilasz kifejezése

Valamely DI illetve FI egy-gerjesztésii, egy-vélaszh, lineéris, invaridns rendszer h[k]
illetve A(?) impulzusvalasza az ulk] = S[k] illetve az u(f)=5(f) gerjesztéshez tartozo
valasza (2.1-1. és 2.1-2. szakasz). Az éllapotvaltozds leiras ismeretében az impulzusvalasz
a kovetkez6képpen éllithatd eld.

Az egységimpulzus illetve a Dirac-impulzus gerjesztés belép6 jel, ennek
kovetkeztében x[0]=0 illetve x(—0)=0. A (63)-ban az Osszeg megegyezik az i=0
tagjdval, az integral megegyezik a u(f) szorz6javal a =0 helyen. Ebbdl kovetkezden
(figyelembe véve az egy gerjesztést, egy vélaszt)

DI: Hk]=Dé[k]+elk-1]CT4*' B, keZ;
(2.3-65)
FI:  h{t)=D&(t)+()C" ¢*'B, teR.

Lathato, hogy ha D = 0, akkor a DI impulzusvalasz késleltetve van (legkordbban a
k=1 iitemben 1ép be), a FI impulzusvalasz ,.simitott” (nem tartalmaz Dirac-impulzust).
Sokan csak az ilyen allapotvaltozos leirast rendszert tartjak elfogadhaténak (egyébként a
rendszer nem ,,proper”).

A valasz (63) szerinti kifejezése felfoghato az impulzusvalasz (65) kifejezésének
€s a gerjesztésnek a konvoluciojanak is. Az adott gerjesztéshez tarozé valasz szamitasahoz
az allapotvaltozok id6fliiggvényére nincs feltétleniil sziikség, mint azt mar lattuk.

2.3-3.4. Matrix sajatértékei

A rendszermatrix sajatériékei nem csak szamitastechnikai, hanem fogalmi szempontbol is
fontos szerepet jatszanak. Ez a pont és a 2.3-2.2. pont sok atfedést tartalmaz.
Legyen A egy kvadratikus mdtrix, sorainak és oszlopainak szdma N. Az

m=[m, m, ... m] (2.3-66)
vektor a matrix egy sajdtvektora, ha kielégiti a kovetkezd egyenletet:
Am=Am. (2.3-67)

Itt a valés vagy komplex értékii A dllandé az 4 métrix egy sajdtértéke. Ha m egy
sajatvektor, akkor Km (K ;tO) is egy sajatvektor, ezért m normalhat6, példaul egy

normaja vagy valamelyik nem nulla értékii rendezdje egységnyinek valaszthato.
A (67) nullara redukalt alakja

(AI1-A)m=0. (2.3-68)
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Iit I a kvadratikus, N-dimenzios egységmatrix (tehat minden fSatlobeli eleme 1, tobbi

eleme 0).
A (68) homogén linedris egyenletrendszernek csak akkor van az m =0 trividlis

megolddstol] kiilonbozé megolddsa, ha determindnsa nulla, vagyis ha 4, megoldasa az 4
matrix D(1)=0 karakterisztikus egyenletének:

D(A)=det(A1-A)=0; A=A,4,,...,4,. (2.3-69)
A determinans részletesebben felirt alakja
A4, -4, .. -A,
-4 A~-4, ... -4
det(11-A)= L : 2 :ZN (2.3-70)
Ay —Ay, ... A-dy,
Ebbol kovetkezik, hogy a D(A) karakterisztikus polinom altalénos alakja
DA)=A"+d A+ d, AN wwdy A d,, . (23-71)

A karakterisztikus egyenletnek N szamu gyOke van (a karakterisztikus polinomnak N
szamu nullahelye vagy z¢rusa van). Mivel az 4, és igy a d| egyiitthatok valésak, ezért a

sajatértékek vagy valdsak vagy konjugélt komplex pdrokat alkotnak. A karakterisztikus
polinom gyoktényezds alakja

D(A)=(A-4)(2-2, )+ (A-4y). (23-72)

A sajatértékek egyszeresek, ha A, # A,,p#q, egyébként egy vagy tobb
sajatérték t6bbszords. Az utobbi eset a gyakorlatban ritkan fordul el6, de a DI esetben
A=0 gyakran t6bbszbros sajatérték. Az allapotvaltozds leirds megolddsdhoz a
sajatértékek ismeretére rendszerint sziikség van.

A Cayley—Hamilton-tétel értelmében minden kvadratikus matrix kielégiti sajat
karakterisztikus egyenletét, vagyis a (69) szerinti jel61éssel

AN +d A 4 4dy A+d T=0. (2.3-73)

Ebb6l kovetkezik, hogy miutdn ismételt szorzdssal meghatiroztuk az 4°, A>,.., A™™
kvadratikus matrixokat, az A" matrix mar szorzas nélkiil is szamithaté:

AV =-d, I-dy A~d, , A*~...~d A"".

Az AV ismeretében hasonlé médon szamithaté 4V, 4V*2 &s igy tovabb.

A fenti dsszefliggés felhasznalhatd kvadratikus métrix pozitiv egész hatvanyainak
szamitdsara. Lényegesebb azonban az, hogy a tétel értelmében a matrix barmely pozitiv
egész hatvanya (¢s igy végtelen sora, példdul exponencidlis fiiggvénye) meghatirozhaté
ugy, hogy N —1 szamu ismételt szorzasra van csak szitkség. Erre tobb lehetOség is ismert.
Ezek kozil kett6t mutatunk be a kdvetkezd pontokban, Az eljarasok alkalmasak a matrix
tetszOleges (negativ vagy nem egész) hatvanyanak szamitasara is.

A legtobb matematikai szdmitogépes program alkalmas kvadratikus matrix
hatvanyanak vagy exponencialis fliggvényének szamitdssra. Ennek alapjan az Euler-
relacié felhasznalasaval szamithaté maétrix szinusza, koszinusza, ezek szorzata a matrix
hatvanyéaval vagy exponencialis fiiggvényével.
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2.3-3.5. Matrix fiiggvénye egyszeres sajatértékek esetén

Legyen A egy NxN dimenziés kvadratikus matrix, amelynek A, 4,,..., 4, sajatértékei
egyszeresck. Meg akarjuk hatirozni az A4* (k N) és az e?’ (reR) matrixot. A matrix
sajatértékeit ismertnek tekintjiik. A sok ismert modszer koziil egyet mutatunk be.

Az A* vagy az e matrixfiiggvény el6allitasa érdekében hatdrozzuk meg az A
matrix N szaml L, Lagrange-mdtrixat a kovetkez6 osszefiiggés alapjan:

NoA-A, 1
L- oL j=1,2,..,N. 23-74)
p=l -4,

Igy példaul N = 3 esetén a harom Lagrange-matrix
_A-LT A-41 L=A—/111A—/?,31 L___A—AIIA—JQI'
Yo AA T T A AT T A=A A4
Lathatjuk, hogy A4 legnagyobb eléfordulé hatvanya valoban A"~'. Igazolhatd tovabba,
hogy L, L, =0, p# g, tovabba hogy

N
Y L=1I. 2.3-75)
i=1

Ez felhasznalhat6 a szamitott Lagrange-matrixok ellenérzésére.
Igazolhat6, hogy a kvadratikus A4 métrix hatvinyai a kévetkezd Gsszefliggéssel
szamithatok egyszeres sajatértékek esetén:

N
A=Y KL (2.3-76)
i=1

Tekintstik még azt a valamivel altalanosabb esctet, amikor az 4 matrix M szamt
sajatértéke egyszeres és nem nulla, tovabba 4, =0 egy (N—M)-szeres sajatértéke. Ekkor a

matrix karakterisztikus egyenlete

D(A)=A"+d, A 4.+ d,, A7 =0. (2.3-77)

Most 4%, 4°,..., A" szamitand6 ismételt szorzassal, mig k > M esetén (76) érvényes,
de most a Lagrange-matrixok kifejezése

CAVM M A=A ]

DAY LA A4,

p#i

, i=12,.., M. (2.3-78)

Az ismételt szorzdssal szamitandé legnagyobb hatvany most is 4.
Az exponencialis matrixfiiggvény az A matrix Lagrange-méatrixainak ismeretében
egyszeres sajatértékek esetén a kovetkez6 dsszefiiggéssel szamolhatd:

N
e''=)e4'L,. (2.3-79)
i=1
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A sor alaki definicié felhasznalasaval is, de a fenti sszefliggéssel is igazolhato,
hogy az exponencialis matrixfliggvény szorzisara vagy differencialdsara vonatkozo
szabdlyok megegyeznek a valds valtozés exponencialis fliggvényre vonatkozokkal.
Példaul A és e szorzata felcserélhetd (kommutativak).

Hasonlé médon értelmezettek és szamithatok mas olyan métrixfliiggvények is
amelyeknek az egész szamsikon konvergens hatvanysoruk van.

s

1. példa Egy DI rendszer éllapotvaltozos leirdsa

x| |0 —024] x -0,24 x,
= + , =0 1 +u.
I:x;] [1 S TN O U A

Hatdrozzuk meg a valaszt, ha a rendszer gerjesztése ulk|=&[k] (0,5).
A rendszermatrix karakterisztikus egyenlete és ebbol szamitott sajatértékei
A 0,24

det[2 I-A]= oA

15/12—“0,24:0 = 4 =06, A, =04.

Az A matrix Lagrange-matrixai az (74) értelmében

1 [-04 -0247 [-2 -12 31,2
L=— - , L= ; Li+L,=1.
0,2 1 0,6 5 3 -5 =2

A (61) alkalmazasahoz a kovetkezd matrixfiiggvényt kell szamitanunk:
CAB=C{i L +% L}B=

=[o 1]{(0,6)" [_52 _;’2}(0,4)'[3 1’2}}{_0’24}=3,3(0,6)i—1,8(0,4)i.

—5 —2lf| 15
A vilasz kifejezése a (63) értelmében
ol=1,
A= {33006 - 18(0,4) " J(0.5)+1405)=
5

0,6 &1(05Y . 04% =(05Y
=332 =2 gt 2| kez,.
0,6 z£0,6j 0,4 2[0,4)

i=0 i=0

A vizsgalt egyszerii esetben ki tudjuk fejezni az 6sszeget zart alakban (mértani sor):

k k k k
ylik]=33 0,6 M_l,g 0,4 l:(()_,S{O_Al_, keZ,.
0,6 1-(0,5/0,6) 0,4 1-(0,5/0,4)

Ez a k= 0 helyen is j6 eredményt ad. A megoldds végsé alakja rendezés utan
k)= efk]{33 (0,6) +18(0.4) 50 (0,5) }, ke Z.

Behelyettesitve £ = 0, 1 és 2 értékét a vdlaszra ugyanazokat az értékeket kapjuk, mint a
2.3-1.2. pont példdjaban a 1épésrél Iépésre modszerrel. #
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2. példa Egy FI rendszer llapotvdltozés leirdsa

MR L ISR N

Hatérozzuk meg a valaszt, ha a rendszer gerjesztése u(t)=s(z).
A rendszermatrix karakterisztikus egyenlete és a sajatértékei
A -1

AI-A)=
de( ) 3 a+4

=A+44+43=0 = 4, =-1, A4, =-3.

A rendszermatrix Lagrange-matrixai

3 1 L5 05 -0,5 -0,
lel = , L= ; L+L,=1.
21-3 -1] |-15 -05 L5 15

A (61) alkalmazasahoz a kovetkez8 matrixfiiggvényt kell szamitanunk:
Ce*'B=C{e*'L +¢*'L,|B=

f < il ~
L5 65 -G65 -05 - -
=t 5Ke +e™ 0 U seti7e
-1,5 -05 L5 L5 1

A valasz kifejezése (63) alapjan x[-0] = 0 felhasznalasaval

¢! -1 _3¢ 631—1

+7e , teR,.
3

y(t)= j[— 20 17 1dr==2¢”
0

Rendezés utan, a valasz beléps jellegét is kifejezve
1 -t 7 -3¢
y(t):g(t) §+2e —ge , teR.

Az Olvasé ellendrizheti, hogy a vizsgalt dllapotvaltozds leirds és a 2.2-2.4. pont
példajaban vizsgdlt rendszeregyenlet ugyanazt a rendszert irjak le. Ennek megfelelden a
vélaszok is megegyeznek. #

*2.3-3.6. Mitrix fiiggvénye tobbszoros sajatértékek esetén

Legyen A egy kvadratikus, N-dimenzids matrix, amelynek 4,, 4,,..., 4 , sajatértékei
egyszeresek és egyetlen, 4,,, = A, sajitértéke tobbszoros, multiplicitisa r =N —p. Az
ilyen matrix hatvanyai illetve exponenciélis fliggvénye kifejezhetk a matrix H Hermite-
mdtrixainak ismeretében:

P max(r-1,&) k!
A=Y A H,+ i —A"H . keN, (2.3-80)
2AH 3 Gy
p r-1
et=Y " Hy,+3 1¢*" H_, 1ecR. (2.3-81)

=1 g=0
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Lathat6, hogy a H,, matrix egyiitthatdja a 4! illetve az ¢* exponencialis fiiggvény
As szerinti g-adik derivaltja.

Kézenfekvd az altalanositas arra az esetre, amikor a matrixnak tobb tSbbszoros
sajatértéke van.

Az A métrix Hermite-métrixai a kovetkez6képpen hatirozhatok meg. frjuk fel a
(80) egyenletet k=0, 1, 2,..., N — 1 esetére:

ino +H, =1,

i=0

i}’iHiO“-/’{‘s H,+H,=A4,
=0

ﬁ AH+ZH+2AH,+2H, =A%,
por (2.3-82)

S A H g+ A7 Hoy + (N =) A H (N -1)(N -2) 2 H

i=0

*——lH:,H = AN,

Az A itt szerepld hatvanyait ismételt szorzassal szamitjuk. Lathatjuk, hogy legfeljebb
A" szamitdsdra van sziikség. A (82) dsszefliggések N szamu linedris matrixegyenletet
jelentenek a p+r =N szami Hermite-matrixra. Az egyenletrendszer megoldasa adja az
ismeretlen Hermite-matrixokat, tehat (80) illetve (81) mar alkalmazhat6 a matrixfiggvény
szamit4sara.

Eléfordulhat, hogy a H, , K vagy még a H  , H

s, =228 g r-3300

matrixokra is zérus
maétrixot kapunk. Ekkor van olyan N-nél kisebb fokszamu tn. minimalegyenlet, amelyet
az A matrix kielégit. Ennek eldzetes meghatarozasival a szamitas egyszertsithetd. Nem
foglalkozunk részletesebben ezzel a nagyon specialis esettel.

Az Hermite-matrixok alkalmazhatok mads, soraval definidlt matrixfiiggvény
szamitdsara is, ha annak van t6bbszoros sajatértéke.

Példa Hatdrozzuk meg az 4* és az ¢’ métrixot, ha

0 1
A= :
{— 0,25 1}

A matrix karakterisztikus egyenlete
A -1
0,25 A-1

‘z;ﬁ - 1+0.25=(2-0,5/ =0.

Ebbdl kovetkezik, hogy A, =0,5 a matrix egy kétszeres sajatértéke, a matrixnak tovabbi
sajatértéke nincs (N =2,p=0,r= 2). Az Hermite-matrixokra vonatkozé (82) egyenletek
a kdvetkezd alakuak

H,=1,

AH,+H,=H.
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Ebbél kévetkezik, hogy H,, =1, H,;= A 2, I, vagy részletescbben:

10 -05 1
H, = » H,= .
01 -0,25 0,5

A két keresett matrixfliiggvény (80) és (81) értelmében
. 1-k)(0,5  2k(0,5)
Ak = k H + k k-1 H - ( > > ,
A o+ RATH, {- 0,5k(0,5) (1+k)(0,5)

(1-0,51)e"* 1% ]

eM=e*" H +te™ H| =
a T -0257e%" (140,51)e ™

Ellendrizhetjiik az eredményeket £ = 0 és 1 illetve ¢ = 0 esetére. #

*2.3-3.7. Az allapotegyenlet szétesatolasa

Ebben a pontban az allapotegyenlet egy olyan A4talakitasdt mutatjuk be, amely a
megoldasat nagyon egyszerlivé teszi. Arra az esetre szoritkozunk, amikor a rendszermatrix
minden sajatértéke egyszeres.

Az A métrix egyszeres A, sajatértékéhez tartozé m, sajdtvektora a (68) szerinti

(4, I-A)m, =0 (2.3-83)

egyenlet egy megolddsa. Hagyjuk el a linedris egyenletrendszer utolsé egyenletét és
valasszuk a sajatvektor utolsé rendez6jét egységnyinek. A tobbi rendezé a

A=A, -4, ... A- AI(N—I) my Ay

Ay Ay A ma || Al N (2.3-84)

_A(N—l)l _A(N-l)z ﬂ’i—A(N—l)(N—l) My(-1) A(N~1)N

linedris egyenletrendszer megoldasa. Az i-edik sajatvektor ennek alapjan
m=[m, m, ... my, 1, i=L2.. N. (2.3-85)

Mindegyik sajatvektor megszorozhat6 egy allandéval. Az 4 matrix M modalis matrixa a
sajatvektoraibol alkotoit kvadratikus N-dimenzids matrix:

M=[m, m, .. m,] (2.3-86)

Igazolhatd, hogy ha a sajatértékek egyszeresek, akkor a modalis matrix nem szinguldris,
tehat meghatarozhaté az inverze. Igazolhaté tovabba, hogy ekkor

A=MAM", A=(i 4, ... Ay). (2.3-87)

It {...) diagonalis matrixot jelent, amely a fSatlés clemeket tartalmazza. A (87) az A
matrix ugynevezett spektral-felbontisa. Ebbsl mar kévetkezik, hogy

A=M(Z AL KM (2.3-88)
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eA‘:M<e‘1’ et L. e‘”’>M‘1. (2.3-89)

Ezek utdn (61) vagy (63) alapjan szamithat6 az dllapotvektor vagy a valaszvektor.
Az uj allapotvéltozokra vonatkozé allapotvéltozos leirds elallitdsahoz irjuk fel az
allapotegyenletet:
X=Ax+Bu=M AM” x+Bu.

Szorozzunk balrol az M ™ matrixszal és vezessiik be az ¥ =M x nj allapotvektort. Az
allapotvéltozos leiras ekkor az aldbbi alakot &lti:

£=A%+(M'B)u, y=(CM)s+Du. (2.3-90)

Ez az 4j allapotvaltozok bevezetésének — a 2.3-1.2. és a 2.3-1.3. pontban mar emlitett —
egy specidlis és célszerii esete. Az Uj rendszermatrix most a sajatértékekbdl alkotott A
diagonalis matrix. A (90) megadja az Uj allapotvaltozds leirasban szerepld tobbi matrix
kifejezését is a régi matrixokkal és az M matrixszal. A A miétrix diagondlis jellege
koévetkeztében az allapotegyenlet struktiraja most (n. széfcsatolt formdju.

£;=ﬂpfcp+bzu, p=L2, ...,N, (2.3-91)
ahol bi az M ' B matrix p-edik sora. Ha a rendszernek csak egy gerjesztése van, akkor

b; u=b, u,ahol b, az M “'B vektor p-edik rendezdje. A szétcsatolt allapotegyenlet
egyes egyenletei ekkor egymastd] fiiggetlentil megoldhatok. Konnyen beldthatd, hogy

k-1 .
DI: % [k]=2 z,[0] + ;zﬁ;‘-’ b uli], (2.3-92)
FI: %,() = ¢*'%,(-0)+ [** bl u(r) dr. (2.3-93)

-0

Az % [k] illetve () allapotvaltozok ismeretében szdmithato az y[k] illetve y(r) valasz.

Ha az A matrix sajatértékei nem mind egyszeresek, akkor az eljards némi
altalanositast igényel. Ezt azonban nem targyaljuk.

Ha a rendszermatrix egyszeres sajatértékei kozott komplex parok is vannak, akkor
egyes feladatok megoldasahoz (példaul a halézati reprezentacié meghatarozashoz) nem a
szétcsatolt alak a legeldnydsebb. A rendszermatrix ilyenkor olyan blokk-diagonalis alakra
is hozhatd, amelynek vagy csak a f84tlds elemei vagy az ezekre tdmaszkodo 2 x 2 méretli
blokkok kiilsnbdznek nullatol, viszont ezek minden eleme valds. Ez az alak mar alkalmas
a haldzati reprezentacio eldallitasara. Ezt az eljarast nem targyaljuk.

1. példa Egy DI rendszer &llapotvaltozds leirasa

x| |0 -024) x| |-024 X,
= + u, y= [0 1] +u.
x5 1 1 X, 1,50 X,

Hatarozzuk meg a vélaszt, ha a rendszer gerjesztése u[k] = E[k] (0,5)1‘.
A rendszermatrix karakterisztikus egyenlete és sajatértékei
A 0,24

det[/ll—A]=‘_1 i

’5,12—1+0,24=0 = 1 =06,4 =04.
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A sajatvektorok m,,=1 valasztissal a kdvetkezd két egyenlet barmelyikének megoldasa:
A, my=—024 vagy —-m, =—(A-1) = m, =-0,4, m, =-06.

Az A rendszermatrix M modalis matrixa és annak inverze
-0,4 -0,6 .15 3
M= , M7= .
1 1 -5 =2
A (88) értelmében

Ak:r),zt —0,6}{0,6" 0 Hs 3:I:[—2(0,6)k+3(0,4)k —1,2(0,6)"+1,2(0,4)"}

11 0o o04-5 —-2| | 5(06)-5(04)  3(0,6)-2(0,4)

Ellendrizhetjiik, hogy £ =0 és 1 esetén valoban I és A adodik. Koénnyen belathatd, hogy
ez a kifejezés megegyezik az 4*=0,6" L+ 0,4* L, szerintivel, amelyet a 2.3-3.5. pont 1.
példajaban kaptunk. A valasz szamitasanak tovabbi menete megegyezik az ott kovetettel,
ezért azt nem ismételjik itt meg. #

2. példa Egy FI rendszer allapotvaltozés leirasa

A A )

Hatérozzuk meg a valaszt, ha a rendszer gerjesztése u(t) = g(t).
A rendszermatrix karakterisztikus egyenlete és sajatértékei
A -1

=P +42+3=0 = 4 =-1, 4,=-3.
3 A+4

A sajatvektorok m,, = 1 valasztassal a kovetkezo két egyenlet egyikének megoldésa:
Amy =1 vagy3m=—(4+4) = m, =-1, m, =-1/3.

Az A méatrix M modalis matrixa és annak inverze (m,, =—3 célszerii valasztassal):

-1 1 4 L5 05
M = , M = .
1 -3 -0,5 0,5
A (85) értelmében

o -1 1 lle’ o |[-1,5 -05] | 1L5e"-05e™ 05e"'—05¢e
1 -3]|0 e*][-05 -05] [-15¢"+L5e™ -0,5e"+1,5>
Ha ?=0, akkor helyesen I adddik. Kénnyen ellenérizhet, hogy az exponencialis
matrixfliggvény e kifejezése megegyezik a 2.3-3.5. pont 2. példaja alapjan eléallithatoval.

A vilasz szdmitasanak tovabbi menete megegyezik az ott kovetettel, ezért azt itt nem
ismételjik meg. #
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2.3-3.8. Folytonos idejii valasz kozelité szamitasa

A FI valaszt megado (63) integral akkor szamithat6 zart alakban, ha a gerjesztést egyszerii
jel irja le. Altalanos esctben a szamitdst numerikusan, valamilyen kézelité médszerrel
végezhetjilk el. Erre egy elterjedt lehetdség az, hogy a valaszt el6re rogzitett vagy
alkalmasan megvalasztott 7,=0<¢ <1, <...<¢, =T idépontokban szadmitjuk. Ha ezeket
oelég slrlire” valasztjuk, akkor y(f) a valasztott intervallumban kells pontossaggal
ismertnek tekinthet6, Sziikség esetén interpolacid is alkalmazhato.

A tovabbiakban olyan belépd gerjesztésekre szoritkozunk, amelyek végesek ¢
véges nem-negativ értékeire. Az esetleges Dirac-impulzus dsszetevék hatasat kiilon
vessziik figyelembe (2.3-3.3. pont). A lépéskizre a

hy=ty,—t,, k=012, ..., M-1 (2.3-94)

jelolést fogjuk alkalmazni. Minél kisebb 1épéskézéket alkalmazunk, annal pontosabb lesz
az eredmény, de annal tobb vélaszértéket kell szamitanunk az adott intervallum
vizsgalatédhoz. A pontossag nem csak a 1épéskszok csokkentésével, hanem a kozelités
alkalmazott médszerével is névelhet6.

Elsédleges célunk az allapotvektor meghatirozasa az egyes idépontokban. Ezek
ismeretében a valaszvektor szamitdsa mar egyszeri feladat:

y(t,)=Cx(t, )+ Dult,), k=0,1,2,..., M. (2.3-95)

Az 3llapotvektor kozelitd értékeinek szdmitasdra minden olyan eljaras alkalmas,
amely hasznalhat6 az els6rendl, nemlinearis

x'(6) = f(x, 1) (2.3-96)

vektoridlis differencidlegyenlet megold4sara. Esetiinkben f(x,7)= A x(1)+ B u(t).
A legegyszeriibb kozelitések az elérelépd és a hatralépd Euler-mddszer:

Xty )= x(t, )+ x (6, )= x(6, )+ {4 x(, )+ Bu(s,)}
X(tkﬂ ) ~ X(tk)+ b x (tk+1)= X(tk)+ hy {A X(tk+1 )+B u(tkﬂ )}

Ezekbél x(7,., )= x{t,+ A, ) kifejezhets:
clérelépd Euler: x(z,+k, )=[I + b A]x(t, )+, Bulz,), (2.3-97)
hétraléps Euler: x(1,+ b, )=[I-h, A]" {x(z,) + b Buls, +h,)}.  (2.3-98)

Tovabbi, ezeknél hatékonyabb modszereket a 2.5-2.5. pontban fogunk targyalni.

Az elbrelépd Euler-modszer N =1 rendszami (vagyis skaldr) esetben ugy
értelmezhetd, hogy az x(z) fiiggvényt a ¢, helyen az érintéjével kozelitjitk, hiszen annak
meredeksége a megoldand6 differencidlegyenletbdl szamithaté. A hatralépd Euler-
modszernél a fliggvényt a ¢, helyen a 7,,, pontbeli érintéjével kozelitjiikk, amelyet azonban

magat is csak kozelitéen tudjuk szamitani. Ennek ellenére a hatralépd Euler-modszer
azonos 1épéskoz, s6t azonos mennyiségil szamitasi munka (nagyjabol kétszeres 1épéskoz)
esetén (obbnyire pontosabb kozelitést jelent, mint az eldreléps. A megadott ket
Osszefliggés ennek az érintével torténd kozelitésnek az altalanositasa tetszbleges
rendszamra. A bonyolultabb eljardsok egy része az FEuler-modszer finomitdsa és
tovabbfejlesztése.
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A h, 1épéskozsk megvalasztdsa komoly megfontolast igényel, ha az A4 matrix
sajatértékei széles tartoményt fognak ét, azaz ha |1, >>|4,| ~ (a rendszer ,stiff’). A
szémitas elején olyan kis 1épéskozt kell valasztanunk, hogy 4, |4, is elég kicsi legyen.
El3bb-utobb azonban nagyobb lépéskozt célszerlii valasztani, kiilénben a szamitas
tilsagosan hosszadalmas lesz. Hasonld eljarast kell kovetniink, ha a gerjesztések gyorsan
és lassan valtoz6 szakaszokra bonthatdk.

Tobbnyire egy 1épéskdz megvalasztasa utin azt addig nem valtoztatjuk meg, amig
az allapotvektor megvaltozasanak egy normaja nem lesz tilsdgosan nagy vagy tilségosan
kicsi. A szamitastechnikai szempontokat nem részletezziik tovabb. A szdmitogépes
programok kiilonféle (rendszerint megvalaszthato) kritériumok alapjén optimalizaljak az
alkalmazott 1épéskozt.

2.3-2.F. Feladatok

F-1. Egy DI rendszer allapotvaltozos leirasa
X =04x+0,03x,+u, x,=x+02x,;
Yy=Xx,.
Hatarozza meg az y[k] valaszt, ha a gerjesztés
(a) ulk]=¢[k]. (b) ulk]=¢lk](~0,1)".
(c)ulk]=£lk](0,1)". (d) ulk]=elk] - e[k -3].
(e) ulk]=9{1—elk]}+ £[k].

Az (e) esetre feltételezze a rendszer stabilitdsat, amit késébb igazolni is fogunk.
Ellenérizze az eredményeket a k=0,1 és 2 utemekre a 1épésr6l lépésre

modszerrel!
F-2. Egy DI rendszer allapotvaltozos leirasa
x=04x+0,08x,+u,
X, =x+02x,;
y=x,.
Hatérozza meg az y[k] valaszt, ha a gerjesztés
(a) ulk]=06[k]. () ulk]=elk].

Ellenérizze az eredményt a k=0, 1 és 2 iitemekre a 1épésrol 1épésre moédszerrel.

F-3. Egy DI rendszer allapotvaltozds leirasa

x| 10 1 Of[x | [0 X,
X0=[0 0 1|x, |+|0u, y=[-02 -024 15| x, |+u.
x| 10 -0,24 1||x, 1 X,

Hatdrozza meg a rendszer A[k] impulzusvalaszt!
F4. Hatirozza meg annak a Fl rendszemek az impulzusvalaszat, amelynek
allapotvéltozds leirdsa a 2.3-3.5. pont 2. példjaban adott!
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*F-5. Igazolja, hogy a (2.3-19) szerinti Frobenius-matrix modalis matrixa N =3 ¢&s
egyszeres sajatértékek estén

111
M=\ A4 il
Yo

Az allitas tetsz6leges rendszamra kézenfekvé mddon altalanosithato.

*F-6. Az egy-gerjesztésll, egy-valaszi rtendszer Aallapotvéltozés leirdsa egyszeres
sajatértékek esetén a rendszermatrix diagonalizdlasa utin a kovetkezé alakra hozhaté:

174 0 07[x,] [B, X,
X |=| 0 4 o0||x |+B |u. I ¢ ¢ x |+Du.
X, 0 0 A4 ||x,| |B] X,

A 0 indexli matrixok és vektorok valosak, az 1 indextick komplexek, a csillag a
konjugaltat jeloli. Az 4 részmétrixok diagonalisak, elemeik a valos, illetve a komplex
sajatértékek. Mutassa meg, hogy a

I 0 0 I 0 0

-1 _ 1 1«

T=0 1 I |, T'=|0 ;I -jI
. : 1 T

0 i1 -jI 0 I I

transzformacios matrixszal a kovetkezd, valds elemil diagonalis matrixokat tartalmazé
allapotvaltozés leiras adodik:

o

X, A,
o |
/=0
ar

X 0

0
4,
— A3

0
4
4,

X,

yz[Cg C; C;] X,

X2

+Du.

Adja meg a 2 és 3 index(i matrixok és vektorok kifejezését az 1 indextiekkel!
Milyen célszeriibb alakra rendezheté 4t ez az allapotvaltozés leiras?

*F-7. Adott egy DI, linearis, invarians rendszer allapotegyenlete és x[0] kezdeti allapota,

N az éllapotvaltozdk szama.

Hogyan kell megvalasztani az u[k] gerjesztés-értékeket (k = 0, 1,..., N—1) ahhoz,
hogy k> N esetén x[k]=0 legyen? Mindig megoldhato ez a feladat?



132 2. Analizis az id6tartomanyban

2.3-2.M. Megoldasok

M-1. A sajatértékek 4, =0,1, 4,=0,5.
A valaszok kifejezése

(@) slk)=lk ]{-"199-5(05) 2y }
) o1=elkl {5 o+ Z0sy-Z oy}
Dl=elil{2 05 )"—%3(01) 25k 0a |

(d) Az (a) szerinti eredmény felhasznalhato.
20 25
i1~ el ol =31 2 - 501+ 35 0 s
+ ek —31.375 (0.5~ 2,775 (01) ).
(€) A kezdeti értékek x,[0] = 16 és x,[0] = 20 . Ezek felhasznalasaval

20

ylk]= 40(05)-389(01) keN.

M-2. A sajatértékek 4, =0,6, 4,=0. Ebbdl A* =174, k=1,2,... és

(a) yli)=elk - 2] (0.6)

() yK]=lk - 2] 2.5 -15(0,6) ).

M-3. A sajatértékek A =0,6, 2, =0,4, 2,=0.A Lagrange-matrixok
_AA-AT  AA-AT
A AT T A A
L+L,=1 ¢ A L +7,L,=A teljesiil. Figyelembe véve, hogy k=N - M =1 esetén
az A" = I tag nem szémolhato a Lagrange-métrixokkal, kapjuk hogy
Hk]=D [k]+C™B [k 1]+ [k - 2] CT4*' B
A szorzasokat elvégezve:
A= 8T+ 1,5 8Tk - 1]+ el — 2]{ 0,98 (0.6) +0,28 (0,4 2 .
Ez megegyezik a 2.2-2. szakasz 1. példajaban kapottal, mivel a vizsgalt rendszeregyenlet

és allapotvaltozos leiras ugyanazt a rendszert jellemzik (2.2-1.F-3. feladat).

M-4. Felhasznilva az idézett példat és a (65)-6t kapjuk, hogy A(r) g(t){ 2e" +7e™ }

A megolddst most teljesen mechanikusan tudjuk el6éllitani szemben a megfeleld
rendszeregyenlet megoldasaval (2.2-2.4. pont 2. példa).
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*M-5. A sajatértékek kielégitik a A’ +a, I’ +a, A+a, =0 egyenletet. Ennek alapjan
konnyen belathaté az 4 M=M A egyenlet érvényessége.

*M-6. A (9) felhasznalasaval adédik, hogy
A, =Re {A1}9 Ay =In {Al};
B,=2R{B},B,=-2%{B} C,=R{C},C, =% {C,}.
Célszeril az allapotvéltozék sorrendjét igy megvalasztani, hogy a konjugalt part alkotd

sajatértékekhez tartozok kovessék egymast, akkor a transzformalt rendszermatrix blokk-
diagonalis lesz 1x1 és 2x2 méretl blokkokkal.

*M-7. Az allapotegyenlet megoldasa alapjan x[N] kifejezhet6. Atrendezve
(478 4B ... aB|lfo] «fi] ... «[N-1] =x[N]-4"x[o].

A linearis egyenletrendszer megoldasa szolgaltatja a keresett wu[k] értékeket, és
természetesen u[k]=0,k>N. A feladat nem megoldhaté, ha a bal oldali métrix nem
invertathatod (ekkor a rendszert nem vezérelhetdnek nevezik). Lathato, hogy tetszbleges
x[N] végso éllapot is elirhatd. A feltétel N’ > N idOpontra is vonatkozhat, de ekkor a
megoldas nem egyértelmi (bizonyos u[k] értékek megvalaszthatok).

2.3-4. Aszimptotikus stabilitas
2.3-4.1. Az aszimptotikus stabilitas feltételei

A rendszer allapotvaltozos leirasa mélyebb betekintést ad a rendszer viselkedésébe, mit az
impulzusvalasszal vagy a rendszeregyenlettel t6rténd leiras. Ez lehet6vé teszi egy, a GV
stabilitasnal szigorubb stabilitds értelmezését.

A linedris, invariéns rendszer aszimptotikusan stabilis, ha a gerjesztetlen rendszer
minden dllapotvdltozdja nullahoz tart barmely kezdeti allapot esetén:

DI: ufk]=0,keN= x[k] >0, k>

<> aszimptotikusan stabilis rendszer (2.3-99)
FI: u(t)=0,7cR, = x{t) >0, t >

Az ,aszimptotikusan stabilis” elnevezésb6l nem derill ki egyértelmiien, hogy az
allapotvaltozokra vonatkozo feltételrél van szé, nem csak a valasz aszimptotikus
viselkedésérol.

Ha a gerjesztetlen rendszer allapotvéltozoéi nulléhoz tartanak, akkor a vélaszok is
nulldhoz tartanak. A forditott allitAs nem mindig igaz. Eléfordulhat ugyanis, hogy a
gerjesztetlen rendszer minden vélasza nulldhoz tart, de egyes allapotvéltozokra ez nem
érvényes. Erre a nagyon specialis esetre kés6bb még visszatériink.

Ha a gerjesztés nulla pozitiv idékre, akkor az allapotvektor megegyezik a zérus
gerjesztésii Osszetevdjével. A (61)-bSl kovetkezik, hogy ekkor a gerjesztetlen rendszer
allapotvektoranak iddfliggése

x[k]= 4*x[0], keN; x(f)=e" x(-0), teR,.
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A matrixfliggvények és a matrix sajatértékeinek kapcsolatabol kovetkezik az alabbi allitas
helyessége.

A linedris, invaridns rendszer akkor és csakis akkor aszimptotikusan stabilis, ha A
rendszermatrixdnak minden sajdtértéke az egységsugari kéron beliil, illetve a bal félsikon
van

DI : minden

2| <1

] & aszimptotikusan stabilis rendszer  (2.3-100)
FI: minden R {4, }<0

A tétel akkor is igaz, ha a sajatértékek tobbszorosek, mivel a k7 /1f illetve a

t7 ™ sajatfiggvények nullahoz tartanak barmely p € N esetén, ha az exponencialis
tényez6 nullahoz tart. ;

Ha a fenti feltételek csak ugy teljesiilnek, hogy < nem érvényes, de < mar
€rvényes, tovabbd az egységnyi abszolut értékii (az egységsugara korre esd) illetve a nulla
valos részii (a képzetes tengelyre esd) sajatértékek egyszeresek, akkor a rendszer nem
aszimptotikusan stabilis, de az aszimptotikus stabilitis hatdrhelyzetében van. Ekkor a
gerjesztetlen rendszer allapotvaltozéi nem tartanak nulldhoz, de végesek maradnak: vagy
egy allandohoz vagy egy korlatos periodikus jelhez tartanak. A modellezett objektumtdl is
fiigg, hogy egy ilyen rendszert stabilisnak tekintiink-e vagy nem.

Ha a nem aszimptotikusan stabilis rendszer nincs az aszimptotikus stabilitas
hatarhelyzetében, akkor aszimptotikusan labilisnak nevezhetd. Az ilyen rendszer csak
korlatozott feltételek mellett (példaul csak bizonyos idépontig) tekinthetd linearisnak.

*2.3-4.2. A rendszeregyenlet és a rendszerméatrix sajatértékei

Vizsgdljuk meg egy rendszer rendszeregyenletének A,4,,...,4, sajatértékeinek és

rendszermatrixanak vagy allapotegyenletének A, 4,,..., A, sajatértékeinek kapcsolatat.
Az esetek tobbségében a sajdtértékek kétféle rendszere azonos, azaz nm =N és

megfeleld sorszémozas vélasztisaval 4 (rendszeregyenlet)= 4, (rendszermétrix).

El6fordulhat azonban, hogy fellépnek ,jarulékos” sajatértékek. A lehetséges
eseteket a kovetkez0 tablazatos 6sszedllitas szemlélteti:

rendszeregyenlet allapotegyenlet
¢ +q=n) (¢ +r=N)
A, A,

i

I
i

s 24y D3 (2.3-101)
s 2000
,2

I

A -

yi

- A.. i

X1

1
—_ e

Ennek belatasahoz tekintsiik egy rendszernek a rendszeregyenletét és allapot-
véltozos lefrasat, amelyek a 2.3-1.4. pontban megadott médon kapesolodnak egymashoz.
Ezek sajatértékei nyilvan megegyeznek.

Késleltessiik most a DI rendszeregyenletet 1, 2,..., g {itemmel illetve képezziik a FI
rendszeregyenlet 1., 2.,..., g-adik derivaltjat. Szorozzuk meg az egyenleteket tetszOleges

¢, G, 5¢, allandokkal és adjuk oOssze az egyenleteket. Most egy olyan 1j

rendszeregyenletiink van, amely az eredetivel megegyezd rendszert ir le. Elemi
megfontolasokkal belathatd, hogy az Uj rendszeregyenlet karakterisztikus egyenlete
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F(2) -F,(1)=0, ahol F(4) az eredeti rendszeregyenletnek (és esetiinkben az
allapotegyenletnek is) a karakterisztikus polinomja, mig F, (l) egy g-adfoku polinom,
amelynek egyiitthatéi a ¢, valasztott allandok. Az 1ij rendszeregyenletnek ezek szerint q
szamu olyan sajatértéke van, amely nem sajatértéke az allapotegyenletnek.

Egészitsik most ki az 4llapotvaltozékat » szamli 4 4allapotvéltozoval, az
allapotegyenletet » szamu 0] egyenlettel. Valasszuk az 4 matrix 0j oszlopainak elsé N
sorat és a C" sorvektor Uj oszlopait zérusnak. Ekkor egy {ij éllapotvaltozos leirdshoz
jutunk, amely a gerjesztés-vélasz kapcsolat szempontjabol ugyanazt a rendszert irja le,
mint az eredeti. Az j dllapotegyenlet sajatértékei egyrészt az eredeti egyenlet sajatértékei,
tovabba r szaml 4j sajatérték, amelyek nem sajatértékei a rendszeregyenletnek.

A gyakorlatban a kiilonboz6 leirasokat vagy fizikai megfontolasok vagy mérési
eredmények alapjan kapjuk és nem az elézdleg leirt, értelmetlennek tiiné atalakitasokkal.
Célunk csak annak bemutatdsa volt, hogy megjelenheinek a rendszeregyenletben vagy az
allapotegyenletben olyan sajatértékek, amelyek csak az egyik leirashoz tartoznak, a
masikhoz nem. Ennek egy kovetkezményét targyaljuk a kovetkezd pontban.

A modellezett objektum ismerete nélkiil nem lehet eldonteni, hogy a kiilonboz8,
azonos GV kapcsolatot leiré rendszer kozill melyik jelenti a legjobb leirast, tehat hogy
mely sajatértékeknek van fizikai realitdsuk.

2.3-4.3. Aszimptotikus stabilitds és gerjesztés-vilasz stabilitas

A linedris, invaridns rendszer akkor és csakis akkor GV stabilis (korlatos gerjesztéshez
korlatos valasz tartozik), ha impulzusvalasza abszolit 6sszegezhetd illetve abszolut
integralhatd (2.1-1.3. és 2.3. pont). Az impulzusvalasz (39) kifejezésébbl kovetkezik, hogy
az akkor rendelkezik ezzel a tulajdonsdggal, ha 4" — 0,k - willetve ¢*' — 0,7 —
teljestil. A matrixfiiggvényeknek a Lagrange- vagy az Hermite-matrixszokkal kifejezett
alakjabol (2.3-3.5. és 6. pont) kovetkezik, hogy ez teljesiil, ha a rendszermatrix
sajatértékei a DI esetben az egységsugarli kor belsejében, a FI esetben a bal félsikon
helyezkednek el. A (100) figyelembe vételével ebbdl az aldbbi 4allitas kdvetkezik.

A linearis, invarians rendszer biztosan GV stabilis, ha aszimptotikusan stabilis.

A GV stabilitasnak ez az elegendd feltétele azonban — legalabbis elméletileg ~ nem
szitkséges is.

Ha a rendszer nem aszimptotikusan stabilis, de GV stabilis, akkor el kell
dontentink, hogy a rendszert stabilisnak tekintjiik vagy nem. Ha az allapotvéltozok a
modellezett objektum fizikai valtoz6i 4ltal meghatarozottak, akkor tobbnyire nem
tekintjilk az ilyen rendszert stabilisnak. A GV stabilis, de nem aszimptotikusan stabilis
rendszer egy olyan objektum modelljének tekinthetd, amelyen beliil katasztrofék allhatnak
€l6, de ennek nincs kihatdsa a GV kapcsolatra. Eléfordulhat azonban, hogy az
allapotvaltozos leirds nem megfeleld modellje az objektumnak. Ez a helyzet példaul ha
egy célszeriitlen halozati modellbdl adédott (1. a kovetkezd fejezetet). Ha a rendszer
teljesen vezérelhetd és teljesen megfigyelhetd (ezeket a fogalmakat nem targyaljuk), akkor
a GV stabilis rendszer aszimptotikusan stabilis is.

Az aszimptotikus stabilitas és a GV stabilitds mellett mas stabilitdsi fogalmak is
hasznalatosak. Ennek egyik oka az, hogy e két stabilitdsi fogalom nehezen terjeszthetd ki
nemlinedris vagy varidns rendszerekre. Igen elterjedt a Ljapunov értelmil stabilitas,
amelynek eldéntése azonban kordntsem egyszerti (2.5-2.6. pont). Mdsrészt a nemlinedris
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rendszer egyensilyi pontjanak vagy pontjainak stabilitdsa tobbnyire eldonthetd a linearis
rendszerre  vonatkozé  aszimptotikus  stabilitds fogalmanak é€s  technik4janak
felhasznalasaval, amint azt a 2.5-2.2. pontban latni fogjuk.

2.3-4.F. Feladatok

F-1. Egy rendszermatrix rendezéi
A,=1, 4,=-1,

Ay =1, Ap=P.

Hatarozza meg a P valos paraméter azon értéktartomanyat, amelyben a DI vagy a
FI rendszer aszimptotikusan stabilis!

F-2. Egy DI rendszer allapotvaltozos leirdsa

R R
e el

Mutassa meg, hogy a rendszer nem aszimptotikusan stabilis! Valassza meg C, és
C, értékét ugy, hogy a rendszer mégis GV stabilis legyen, ha ez lehetséges!

F-3. Oldja meg az el6zd feladatot, ha a megadott allapotvaltozos leiras egy FI rendszerre
vonatkozik!

F-4. Adjon feltételeket az 4 rendszermatrix elemeire N = 2 esetén, amelyek biztositjak a
DI illetve a FI rendszer aszimptotikus stabilitasat!

F-5. Egy Dl illetve egy FI rendszer rendszermatrixanak egy sajatértéke nulla.
Lehet-e aszimptotikusan stabilis ez a rendszer?

F-6. A rendszermétrix egy sajatértéke
(@) 4,=-1,

(b) A,=+1,

(c) két sajatértéke konjugalt komplex par: 4, =+j, £, =-j.
Aszimptotikusan stabilis-¢ a DI illetve a FI rendszer a harom esetben?

F-7. Egy masodrend{i rendszer rendszermatrixaban 4, = 0.

Adja meg az Ay, Ay és Ay paraméterek azon értéktartomanyat, amelyben a DI
illetve a FI rendszer aszimptotikusan stabilis!

Adja meg a stabilitasi tartomany &brajat a haromdimenzi6s paramétertérben, ha az
egyszerlien Ichetséges!

Lehet-e ez a rendszer GV stabilis, ha nem aszimptotikusan stabilis?
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2.3-4.M. Megoldisok
M-1. A karakterisztikus egyenlet
2 —(1+P)i+(1+P)=0.

Az aszimptotikus stabilitds sziikséges és elegendd feltételei DI illetve FI rendszer esetén
(2.2-3.2. pont):

DI: FI:
1-(1+P)+{1+P)>0, —(1+P)>0,
1+(1+P)+(1+P)>0, 1+ P>0;
1-[1+ P> 0;

vagyis
-1,5<P<0;, nincs ilyen P érték.

M-2. Az allapotvaltozos leiras (vagy a rendszermatrix) karakterisztikus egyenlete
A -151-1=0.

Az egyiitthatokra vonatkozé feltételek nincsenek kielégitve. Valdban: a két sajatérték
A=-05, 4,=2. A 1, sajatérték az egységsugarti koron kiviili. Az A métrix Lagrange-

matrixai
-1{-2 1 08 -04 0,2 04
L, -t = , L,= .
2511 -05| {-04 0,2 04 08
Az impulzusvalaszban akkor nem fog a CL,B A, tag szerepelni, ha az exponenciélis
fiiggvény szorzdja nulla:

02 047[0
[c, cz]{04 OSMJ:O,4Q+0,8CZ:0,

vagyis ha C, =-2C,, ahol C, tetszSleges. Ha azonban példdul C, = —2,000001C,,
akkor a nem aszimptotikusan stabilis rendszer nem is GV stabilis.

M-3. Az el6z6 megoldas most is érvényes, mert A, a jobb félsikon van.

*M-4. A karakterisztikus egyenlet

Y +ad+a,=0,
a=—4,=4y, a,=4,4,,— 4,4, = det (A)

Ezutan alkalmazhaté a (2.2-41) illetve a (2.2-48) kritériumrendszer.

Az eredményeket nehéz attekinthetd alakra hozni (példaul &brizolni) a négy
figgetlen paraméterrel kifejezve, amelyek a stabilitds szempontjabol két fliggetlen
paraméterre redukilhatok.

M-5. A DI esetben a rendszer aszimptotikusan stabilis. A FI esetben a rendszer nem
aszimptotikusan stabilis, s6t ha 1 = 0 a rendszermatrixnak t6bbszoros sajatértéke, akkor a
rendszer (aszimptotikusan) labilisnak is nevezheto.
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M-6. A DI esetben a rendszer egyik megadott (az egységsugari korre esd) sajatérték
esetén sem aszimptotikusan stabilis; ha a megadott sajatértékek mindegyike egyszeres,
akkor a rendszer az (aszimptotikus) stabilitds hatarhelyzetében van; ha a megadott
sajatértékek barmelyike tobbszords, akkor a rendszer (aszimptotikusan) labilis. A FI
esetben A, =-1: a rendszer aszimptotikusan stabilis; A, =+1:a rendszer nem
aszimptotikusan stabilis (aszimptotikusan labilis); 4,=+ j, A,=—j: a rendszer nem
aszimptotikusan stabilis; ha e sajatérték-par egyszeres, akkor a rendszer az aszimptotikus
stabilitas hatarhelyzetében van, ha t6bbszords, akkor a rendszer (aszimptotikusan) labilis.

M-7. A két sajatérték A, = 411, A2 = A2, vagyis az aszimptotikus stabilitds nem fiigg 4,2
értékétbl. Ebbol kovetkezik, hogy az aszimptotikus stabilitas feltételei:

DI: -1<A4y,4,»n<1
FI: A11,A22<0

A stabilitasi tartoméany abrazoldsa az 4,1, Ay, paramétersikon nagyon egyszerdi.

A nem aszimptotikusan stabilis rendszer lehet GV stabilis, ha a A; sajatérték a
stabilitasi tartomanyba esik és a valasz nem fligg az x; allapotvaltozotol.

A feladat megoldhat6 az el6z6 feladat megoldasa alapjan is, de az valamivel t6bb
megfontolast igényel.
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Az eldz6 fejezetekben a rendszert, mint gerjesztéseinek &és valaszainak kapcsolatat
tekintettitk, a linearis, invarians rendszer jellemzésére kiilonféle matematikai leirasokat
hasznaltunk (impulzusvélasz, rendszeregyenlet, dllapotvaltozds leiras). Ebben a fejezetben
lineéris, invariéns, kauzalis rendszerck jelfolyam haldzattal (réviden: halozattal) torténd
leirasat targyaljuk. Latni fogjuk, hogy az allapotvéaltozok egyszerlien értelmezheték a

A 2.4-1. szakaszban az alapfogalmakat és az dltaldnos torvényeket targyaljuk.
Ennek soran definidljuk a linedris jelfolyam halézat komponenseit, karakterisztikajukat és
dsszekapcsolési szabalyokat.

A 24-2. szakaszban megmutatjuk, hogy miként allithaté el6 a halézat altal
reprezentalt rendszer allapotvaltozds leirdsa és rendszeregyenlete, értelmezziik a haldzat
regularitdsat és stabilitasat.

A 2.4-3. szakaszban megmutatjuk, hogy akar az allapotvaltozos leirasaval, akar a
rendszeregyenletével jellemzett rendszerhez miként rendelhet halézati reprezenticid. A
realizacids feladatra a 4.3-2. szakaszban még visszatériink. A nemlinedris és varians
rendszerek halézati reprezentacidjaval a 2.5-1.3. pontban foglalkozunk.

2.4-1. Altalnos torvények
2.4-1.1. Elemi komponensek

Mint mar emlitettiik (1.3-2.1. pont) egy jelfolyam hal6zat — amelyre ebben a fejezetben a
halozat rovidebb elnevezést is alkalmazni fogjuk — komponensek dsszekapesolasat jelenti.

Minden komponensnek meghatarozott szama pi, p,,... bemeneti valtozéja és
q1, g2,.... kimeneti valtozdja lehet.

A komponens karakterisztikdja kifejezi kimeneti valtozdit a bemeneti valtozoival.

Részletesebben csak olyan komponensekkel foglakozunk, amelyeknek legfeljebb
egy p bemeneti és legfeljebb egy ¢ kimeneti valtozéjuk van. Az 4ltalanosabb linedris
komponens ugyanis helyettesitheté ilyenek 6sszekapcsoldsaval (2.4-1.3. pont).

A tovibbiakban elemi komponensek sszekapcsoldsabél 4ll6  halézatok
vizsgélatara szoritkozunk. Sokan csak az ilyen halézatokat nevezik ,,halézatnak”™.

Az altalunk vizsgalandd linedris, invaridns, kauzalis jelfolyam halézatok elemi
komponensei a kdvetkezok:

A komponens neve DI karakterisztikaja  FI karakterisztikaja

forras qlk] = ulk] q(t) = u(®)

nyel6 plk] = (k] () =y(®

erésitd q[k] = K plk] q() =K p(t) (2.4-1)
DI késleltetd qlk] = plk—1] -

t
FI integrator - qt)= IP(T)dT
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Az erbsitd memdriamentes komponens, a késleltetd illetve az integrator dinamikus
(nem memoériamentes, memoridval biré) komponensek.

Az u valtozd az adott DI illetve FI jel, az y valtozo a keresett DI illetve FI jel. Az
er6sitd és a késleltetd illetve az integrator linedris komponensek (nagyon egyszerii lineéris
rendszerek), a forrds és a nyeld nem tekinthetdé linedris komponensnek (habar
nemlinearisnak sem szokds nevezni 6ket). Természetesen u, illetve y a halézat altal
reprezentalt rendszer gerjesztését, illetve valaszat jelenti.

A késleltetd illetve az integrdtor kimeneti valtozojara az x jelet fogjuk hasznalni.
Késdbb latni fogjuk, hogy ez célszerli jelolés, mert ezek Ichetnek a halézat éltal
reprezentélt rendszer allapotvaltozdi. Jelolje a késlelteté illetve az integrator bemeneti
valtozdjat p,, akkor a karakterisztikdjuk

DI: x[k]sz[k—l] FI: x(t)z Ipx(r)dr.
A k valtozdé helyére k+ 1 valtozét irva illetve a FI karakterisztikdt ¢ szerint
differencidlva kapjuk
DI: x[kl=plk]; FI: x()=p,(), (2.4-2)

ahol x' [k] = x[k + 1] illetve x'(¢) az x(¢) altalanositott derivaltja. Mig az els6 alak az oksagi
kapcsolatot fejezi ki (késleltetés vagy integralds), a masodik alak kényelmes jel6lésnek
tekintend§. Osszefoglalva a dinamikus komponensek karakterisztikaja a kovetkezd:

Az i-edik DI késleltetd kimeneti valtozdjanak jele x;, bemeneti valtozdjanak jele x;.
Az i-edik FI integrator kimeneti valtozdjanak jele x,, bemeneti valtozdjanak jele x!.

Az [. abran lathatjuk a linearis, invaridns, kauzalis (a FI esetben: differencidlis)
rendszereket reprezentald jelfolyam halézat elemi komponenseinek rajzjelét és
karakterisztikajat.

. i ulk]
Jforrds D”‘—‘> (0) adott
nyeld y yIK] keresett
ED ¥
‘o P g, qilk] = K; pik]
erdsits 9{ > N
K g4t = K; pi(®)
erdsitl ﬁ’_.__,__._fi_; gitkl = pilk}
q/t) = p{?)
: ] = x7 U] xilkr1] = x[k
DI késleltets X, . x, K= ULl k] =x
FI integrdtor x,(1) = Ixi'(r)dr

—o

2.4-1. dbra A vizsgalt hélézatok elemi komponensei a forrds, a nyeld, az erdsitd K; vagy 1 erbsitéssel, a DI
késleltetd illetve a FI integrator
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A kovetkezd szakaszban 1atni fogjuk, hogy ilyen komponensek &sszekapcsolasaval
realizalhatok azok a rendszerek, amelyek rendszeregyenlete a 2.2. fejezetben,
allapotvaltozds leirasa a 2.3. fejezetben megadott.

A karakterisztikak altalanositasa linearis, varidns, kauzalis haldzatokra
kézenfekvd. Csak az erdsitd karakterisztikdja mds varians esetben. A varidns erdsité K
erdsitése a k illetve a ¢ id6 ismert fiiggvénye, tehat a varidns erdsitd karakterisztikaja
glk]=K [kl p, k], q.(t)=K.(6) p,(). Lami fogjuk, hogy az éllapotvéltozés leirds
¢l64llitasa ebben az dltalanosabb esetben ugyanigy torténik, mint az invariansé.

Nemlinedris jelfolyam halozatokkal a 2.5-1.3. pontban foglalkozunk. Latni fogjuk,
hogy csak az erdsit6 altalanositasara lesz sziikség.

A FI rendszert reprezentald halézat egy tovabbi kauzalis, lineéris, invaridns elemi
komponense a FI idejti késleltetd, amelynek karakterisztikaja ¢,(¢)= p,(r - T), T7,>0. Az

ilyen komponenst is tartalmazé halézat nem differencidlis FI rendszert reprezental,
allapotvaltozés leirdsa nem a 2.3. fejezetben megadott alakii. Ennek megoldasa az
id6tartomanyban nehéz. Mint latni fogjuk, a frekvencia-tartomanyban és a komplex
frekvencia-tartomanyban a FI késleltetd vagy sok mds linedris, invaridns komponens
figyelembe vétele sem okoz elvi nehézséget (3.3. és 4.4. fejezet).

2.4-1.2. Osszekapcsolasi szabalyok és kényszerek

A jelfolyam halozat 6sszekapcsolasi szabalyait és kényszereit az 1.3-2.1. pontban és az
1.3-1. dbran mar megfogalmaztuk, itt csak megismételjiik Sket.

Egy dsszegezd csomdpontban egyesithet$ tetszOleges szdmu kimeneti polus és
egyetlen bemeneti polus. Az egyetlen bemeneti pélushoz tartozé bemeneti valtozé azon
kimeneti valtozok Osszege, amelyek a csomdpontban egyesitett bemeneti pdolusokhoz
vannak rendelve. A 2a abra jeloléseivel

Pi=q,+q, +.... (2.4-3)

Egy szétdgazé csomopontban egyesithetd egyetlen kimeneti polus €s tetszbleges
szadml bemeneti pélus. Minden bemeneti pdlushoz rendelt bemeneti valtozé megegyezik
az egyetlen kimeneti polushoz rendelt kimeneti valtozoval. A 2b abra jel6léseivel

Pa=Gis Py =G -.-. 2.4-4)

L L] pea
| 2] e

P=aq. g+ q. ® |,
g, 2
© [ F—e—d Jr-a

2.4-2. 4bra A csomépontok abrazolasa: (a) dsszegezd csomdpont; (b) szétdgazd csomodpont; (c) egyszerii
csomoépont

@
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Ha csak egyetlen kimeneti és egyetlen bemeneti valtozé van egy csomopontban
egyesitve, akkor ez az egyszerdi csomdpont tekinthetd akar Osszegez6, akéar szétdgazd
csomopontnak. A 2¢ dbréan lathaté médon az utébbi a szokasosabb.

A kovetkezé szakaszban moédszert fogunk adni az elemi komponensekbdl 4llo
jelfolyam halézat altal reprezentalt rendszer allapotvéltozos leirdsanak el6allitisira. A
rendszeregyenlet ebbol (2.3-1.5. pont) egyszerl halézatokra kdzvetleniil is elallithats. A
rendszeregyenletet kés6bb targyalandé (3. vagy 4. fejezet) modszerekkel egyszerii
eléallitani.

*2.4-1.3. Sokviltezés linearis komponens helyettesitése

Egy komponensnek altalaban P szami p; bemeneti valtozdja és Q szdmu g; kimeneti
valtozoéja van. A karakterisztika altalanos alakja

4, =P, Py uPp )y i=12,..,0. (2.4-5)

A &, operéatorok lehetnek a k illetve a ¢ id6 fiiggvényei is.

Linearis komponens esetén P > 1 és Q > 1, hiszen a forras és a nyel nem linedris
komponensek. Egy linedris komponens 4, operatorai linearisak, ezért, a karakterisztika
altalanos alakja

g, =, \p v S ps f+ o AP, ), =12, ..,0, (2.4-6)

ahol minden <7, ; operator linedris. Ha a komponens linedris és invarians, akkor a & ;

operatorok nem fliggnek a k illetve a ¢ id6tol.

Egy olyan linearis komponens, amelynek P szdmu bemeneti és Q szam@ kimeneti
valtozéja van, a (6)-bol kovetkezben helyettesithetd P x O szama egy-bemenetd, egy-
kimenet{i linearis komponens alkalmas osszekapcsolasaval. A P=2,0 =2 eset lathato a
3. dbrén. Az altalanositas kézenfekv®, habar az abrat nehéz attekinthetéen megrajzolni.

Egyesek az Osszegez0 €s a szétdgaz6 csomopont is komponensnek tekintik. Ezek
azonban nem helyettesithet6k egy-bemenetii, egy-kimenetil linearis komponensekkel. A
,,526tagazo™ helyett a ,,szétagaztatd” elnevezés pontosabb lenne.

P ¢
AN, SH 1y

7 H,, SH, q: :>

Ramar-

q,=% {p,} +a# ,ip,}
q,= P} +a¥ o {p,}

2.4-?._ébra Két-bemenetii, két-kimenetli linedris komponens helyettesitése egy-bemenetii, egy-kimenetii
linedris komponensek 6sszekapcsolasaval

A helyettesités szamitastechnikai szempontbél nem egyértelmiien eldny6s, hiszen
megjelennek 1ij valtozok. Célszeriibb lehet ezért lemondani az elemi komponensekre
szoritkozo leirasr6l. A tovabbiakban azonban csak elemi komponenseket tartalmazo
halézatokkal foglalkozunk.
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2.4-1.F. Feladatok

F-1. Ertelmezzen olyan DI illetve FI elemi linearis komponenst, amelyet két valés
paraméter jellemez, és amely feleslegessé teszi az erdsitd és a késleltetd illetve az
integrator alkalmazasat.

F-2. Egy két-bemenetii, két-kimeneti linearis DI komponens karakterisztikija

%[k] =K1P1[k_1]+K2pz[k],
%[k] =K, p, [k - 1]"’ K4P2[k - 1]-

Adjon meg egy olyan osszetett komponenst, amely csak elemi komponenseket
tartalmaz!

F-3. Egy két-bemenetii, két-kimenetii linearis FI komponens karakterisztikdja

0=k, [p0)ar +K.pif0),

20)-K, [p(e)dr K, [p,(c)dr.

—0

Adjon meg egy olyan @sszetett komponenst, amely csak elemi komponenseket
tartalmaz!

*F-4. Igazolja, hogy a ¢=(p, + p, Y karakterisztik4ji nemlinearis DI illetve FI
komponens nem helyettesithetd a 3. dbran lathatéhoz hasonlé modon.

*F-5. Igazolja, hogy a g=c# {p}+ u karakterisztikdju (v adott) nemlinearis DI illetve
FI komponens helyettesithet6 a 3. abran lathatohoz hasonlé médon.
2.4-1.M. Megoldasok

M-1. Tekintsiik a kivetkez karakterisztikdji DI illetve FI komponenst:
DI: gk]=K plk-n];
Fl:q(t)=K J _r j.p(r)dr <-dr,_,dr, .

Ez a komponens er6sitdt reprezental, ha n = 0 és késleltetét vagy integratort reprezental,
haK=1ésn=1.

M-2. Egy realizdci6 1athaté a 4. abran (a kovetkezd oldalon), amelyen p,.(") [k] =p [k - 1]’
M-3. A 4. abra héldzata most is egy lehetséges kapcsolas, amelyen p,.(l) a p,(t) derivéltja.

*M-4. A karakterisztika egy mas alakja
g=pi+p,+2p p;.
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2.4-4.4bra A 2. vagy a 3. feladatban adott karakterisztikdju, két-bemenetfi, két-kimenet(i linedris
komponens egy helyettesitése elemi komponensek dsszekapcsolasaval

Ebbol kovetkezik, hogy a két négyzetre emeld nemlinedris komponensen kiviil egy
tovabbi nemlinedris komponensre, a szorzdra is sziitkség van, amelynek két bemenete és
egy kimenete van.

*M-5. Egy lehetséges kapcsolas az 5. abran lathatd. Ha a &% operator linearis, akkor a
karakterisztika inhomogén lineéris (tehat nemlinedris). Ha a &% operator linearis, akkor az
altalanositas sok-bemenetii, sok-kimenetii komponensre kézenfekvo.

i

q= & {p}+u
r e {p} q
¥

2.4-5. abra Egy nemlinedris, egy-bemenetii, egy-kimenetii komponens helyettesitése.

2.4-2. Az allapotvaltozés leiras eldallitasa
2.4-2.1. Elemi megfontolisok

Ebben a szakaszban megvizsgaljuk, miként allithaté eld az elemi komponensek
Osszekapcsolasabol 4llo haldzat, illetve az altala reprezentlt rendszer allapotvaltozds
leirasanak normalalakja:

x'=Ax+Bu,

y=Cx+Du, @47

ahol a DI esetben x'[k]=x[k +1], mig a FI esetben x'(z) az x(7) altalanositott derivaltja.
P¢ldaink soran egy gerjesztésre és egy valaszra szoritkozunk, amikor B = B oszlopvektor,
C =C" sorvektor és D =D skaldr. Az eljardsok azonban alkalmazhatok olyan halézatokra
is, amelyek sok-gerjesztésii, sok-valaszu rendszereket reprezentdlnak.

A valasztott jelolések a kovetkezd 4llitast fejezik ki.

Az i-edik DI késleltetd illetve az i-edik FI integrdtor x; kimeneti vditozdja

valaszthatd a rendszer i~edik dllapotvdltozdjinak. A rendszer N rendszdma megegyezik a
halozat 4ltal tartalmazott késleltetok illetve integratorok szdmaval.
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Az dllapotegyenlet az x| bemeneti valtozok kifejezése az x; allapotvaltozdkkal és
az u; gerjesztésekkel, a vdlasz dllapotvaltozos kifejezése a nyel6k y, bemeneti valtozéinak
kifejezése az x; allapotvaltozokkal és az u; gerjesztésekkel.

Az eljaras a kovetkezé. Jeldlje x,, x,, ..., x, a dinamikus komponensek kimeneti
valtozoit. Ezaltal értelmeztiik a xj,x},...,x) bemeneti véltozokat is. Kiséreljik meg
eldallitani az 6sszekapcsoldsi kényszerek alkalmazasaval az x/ bemeneti véltozokat az x ;
kimeneti valtozokkal és az u, gerjesztésekkel. Szitkség esetén egyes erbsitdk p, bemeneti
valtozojat tovabbi ismeretlenként kezeljikk, mindegyiket kifejezziik a tébbi valtozoval.
Ennek az erésitének a kimeneti valtozdja K, p,, mig a g, valtozét nem is hasznaljuk. Az
igy el6allé linearis algebrai egyenletrendszerbdl kifejezziik az x] és az y, valtozékat az
x, és u; valtozokkal. Ezzel eldallitottuk az allapotegyenletet alkoté N szamu egyenletet és
a valaszok kifejezését is.

Altalanosan fogalmazva: a hélézat ismeretében kelld szamu linearis algebrai
egyenletet kell el6allitanunk, majd az x; ¢és y, viltozékra megoldanunk az x; és u;
valtozokat ismertnek tekintve.

A példakkal illusztrdlni fogjuk, hogy az eljards kévetése egyszerlibb, mint
altalanos leirasa.

Kivételesen eléfordulhat, hogy a leirt eljarassal nem fejezhetok ki az x] valtozdk a
kivant alakban. Ekkor a haldézat nem reguldris, az ilyen halézatot nem tekintjiik egy
rendszer megfeleld modelljének (1. a kdvetkezd pontot is).

A halézati reprezentacié az — eddig csak formalisan bevezetett — allapotvaltozok
egy értelmezését adja. Tudjuk, hogy az igy értelmezett dllapotvaltozok barmely figgetlen
linearkombinacidja is tekinthetdk allapotvaltozéknak. Ez egyben arra is utal, hogy egy
rendszernek tobb halozati reprezentacitja is lehet (a 2.4-3. szakaszban foglakozunk az
egyenletek realizalasaval).

1. példa Hatdrozzuk meg annak a rendszernek az allapotvaltozds lefrdsat, amelynek egy

hal6zati reprezenticidja a 6. dbran lathatd. Az erGsitésekre alkalmazott jelslések okat latni
fogjuk.

« D @ @ W)

2.4-6. dbra Két dinamikus komponenst tartalmazé halézat. Ez egy masodrend(i rendszer ugynevezett elsé
kanonikus realizacidja

Kijeloltikk az x; és x, véltozékat. Zardjelben feltiintettitk azokat a valtozokat,
amelyek a szemlélet alapjan kifejezhetok. Ezek a kovetkezok: x| és x;, azutdn bou, b,
bou, a jobb oldali Gsszegezé csomopontnal x;+bou majd ennek felhasznaldsival
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—a, (x,+ byu) és —a, (x, +b0u). Némi gyakorlat birtokdban ez ,.fejben” elvégezhetd.
Esetiinkben nem volt sziikkség jarulékos valtozok bevezetésére. Nem minden haldzat

egyenletei irhatok fel ilyen egyszerli médon.
Fejezzitk most ki a késleltetSk vagy az integratorok bemeneti véaltozoit:

x| =—a, (x, +byu)+ bu=(0)x,+ (- a, ) x,+(b,~bya, u,
X, =x-a (x2+ bou)+ bu=x+ (——a1 )x2+(b1~b0 a )u .
Ezzel meg is kaptuk az x'=4 x + Bu allapotegyenletet. A valasz kifejezése
y=x,+byu=(0)x+ ) x,+ by u.

Ennek 4ltalanos alakja y=C x+Du.
Az Olvasé ellenérizheti, hogy ez a (2.3-20) szerinti masodik Frobenius-alakja a
kovetkez rendszeregyenletnek:
DI: y+ aly(‘) +a, @ =b,u+b uV+ b, u®,
FI: y4ayY4a,y=bu®+b uV+bu.
Ez megmagyardzza az erdsitésekre alkalmazott jeleket. Ha a4, =0, a,=0 (azaz
elhagyjuk e két erositét), akkor a DI halozat egy FIR tipusu DI rendszert reprezental. #

2. példa Hatarozzuk meg annak a rendszernek az allapotvaltozds leirdsat, amelynek egy
hal6zati reprezenticidja a 7. dbran lathato.
Az el6z6 példa mintdjara, a 7. abran zardjelben megadott valtozok felhasznalasaval
felirhatok a kovetkez6 egyenletek:
x=x,,
Xy =—d, X, —a X,tu;

y =(bz"bo az)x1+ (bl—bo al)x2+ byu.

{~a:x,)

(W
2.4-7. dbra Két dinamikus komponenst tartalmazé halézat. Ez egy masodrendii rendszer Ggynevezett
masodik kanonikus realiziciéja

A rendszeregyenlet megegyezik az el6z6 példidban megadottal a (2.3-19) els
Frobenius-alak értelmében. A DI hdlézat az a, =0, a, =0 specidlis esetben FIR tipusi
rendszert reprezental. #
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2.4-2.2. A hal6zat regularitasa

Mint mar emlitettiikk: eléfordulhat, hogy az elemi komponensek 6sszekapcsolasabol 4lld
halézat allapotviltozos leirdsa nem allithatd el6, ha minden dinamikus komponens
kimeneti valtozéjat 4allapotvaltozonak tekintjik. Az ilyen nem reguldris (vagy
nemregularis) halézatot nem tekintjiik egy rendszer korrekt reprezenticidjéanak.
Ilusztracioként tekintsiik a 8. 4bran lathaté haldzatot, amelyre felirhatok a

kovetkez egyenletek:

p=K,p,+x+u, x'=K p,,
p,=K p, y=K p,.

2.4-8. Abra Memoriamentes hurkot tartalmazé halézat. Ez nem feltétleniil regularis

Ha K| K, #1, akkor a p, valtozok kikiiszobolhetok:

_ L
1-K,K,

It

n =K, (x+u), p, =K, K, (x+u); K,
Ennek felhasznalasival kapjuk az allapotvaltozos leirast:

=K K,x+K K,u,
y=K K,x+K Kyu; K, =1/(1-K,K,).

Ebben az esetben a hal6zat regularis és egy rendszer reprezentacidjanak tekinthetjiik.
Ha azonban K, K, = 1, akkor a kovetkezé egyenletrendszer adédik (K, =1/K,):

-—p=x+u,
D K]pz

Kop—-p=0.
Ez az egyenletrendszer ellentmondasos, determinénsa nulla, vagyis nem megoldhat6. A
hélézatnak nincs 4llapotvaltozos leirasa, tehat nem reguléris.

Hamis okoskodas lenne azt allitani, hogy a linearis egyenletrendszer ,,megoldasa”
x+u =0, vagyls x = —u, mert ez nem allapotegyenlet (nem x’ van kifejezve!). Ha mégis
elfogadjuk ezt a nem korrekt egyenletet, akkor a halézat alapjan (nem az
egyenletrendszerb6l) azt kapjuk, hogy y = x'= — u' vagy részletesebben

DI: ylk]=—ulk+1]; FI:  y(t)=-u'(t).

A DI egyenlet egy prediktort, a FI egyenlet egy differenciatort ir le. Nyilvanvald, hogy
erdsitdkkel és késleltetdvel nem realizalhatunk egy prediktort és nem tiinik hihetének,
hogy erdsitbkkel és integratorral lehet differenciatort realizalni. A nem reguldris
h&lézatbol azonban nem mindig adédnak ilyen abszurd eredmények.
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A 8. abran lathaté halézatot megvizsgalva azt latjuk, hogy az egy memoriamentes
hurkot, vagyis egy olyan zart jelfolyamot tartalmaz, amelyben nincsen dinamikus
komponens. Egy ilyen hurok fizikailag mindenképpen gyanus jelenséget ir le, hiszen azt
fejezi ki, hogy egy valtozd értékét minden idépontban a sajat, ugyanezen idépontbeli
értéke befolyasolja, ami végtelen gyors terjedési sebességet feltételez. Ez természetesen
lehetetlen, de altalinosan nem donthetd el, hogy kozelitésként elfogadhaté-e. A vizsgalt
példaban p, = K, K, p, + x + u adédik, de csak akkor jelent nem regularis halozatot, ha

az erbsitések szorzata pontosan 1, amit még szand€kosan sem konnyt 1étrehozai.
Nehézségeink lehetnek a vizsgélt halézati modellel akkor is, ha az er§sitések

szorzata nem pontosan egységnyi. Ennek illusztrdldsra tekintsik azt az esetet, amikor

K,=1ésK,=1+¢,ahol |e| kis szam. Ekkor az éllapotvaltozés leirasban szerepls

egyetlen szamérték A=K K,=K,/(1-K,K,)=-1/¢. Ez az A egyittal a rendszer

egyetlen sajatértéke. Ha most ¢ = +0,001, akkor 4 = — 1000. Ha viszont £ =—0,001, akkor
A =+1000. Az erdsités kicsiny valtozasa drasztikus valtozast okoz abban a paraméterben,
amely alapvetden meghatarozza a rendszer viselkedését (a FI esetben példaul a stabilitast).
A hal6zat ekkor érzékeny a két erbsités értékére.

Mindebbél arra kévetkeztethetiink, hogy a halézati modellben célszerli keriilni a
memoriamentes hurkot.

Egyes allaspontok szerint a memoriamentes hurkot tartalmazé halézat nem
tekinthetd korrekt modellnek.

2.4-2.3. A halézat stabilitasa

A héalézat allapotvaltozds leirdsanak ismeretében elddnthetjiik, hogy az éltala reprezentalt
rendszer aszimptotikusan stabilis-e (a rendszermatrix minden sajatértéke az egységsugara
koéron beliil illetve a bal félsikon helyezkedik el) vagy hogy gerjesztés-valasz stabilis-e (az
impulzusvalasz abszolit 6sszegezhetd vagy abszolut integralhatd). A haldzat stabilitisara
a kovetkez6 definici6 szokasos.

Egy hdlézat akkor és csakis akkor stabilis, ha az altala reprezentalt rendszer
aszimptotikusan stabilis.

Ez azt jelenti (2.3-3.1. pont), hogy
ha ufk] =0, k € N, akkor x[k] = 0, y[k] > 0,k >
hau(?) =0, t € Ry, akkor x() > 0, y(¢¥) > 0, 1 > .

A rendszermétrix sajatértékeinek elhelyezkedése a rendszermatrix karakterisztikus
polinomjénak egyiitthat6i ismeretében ellendrizhetd (2.2-4. szakasz).

Mint tudjuk, az aszimptotikusan stabilis rendszer GV stabilis is, de a GV stabilitds
nem biztositéka az aszimptotikus stabilitasnak. Ennek az 4llitisnak most adhatunk egy
mas megfogalmazast is.

Egy stabilis hdlézat aszimptotikusan stabilis és igy gerjesztés-valasz stabilis
rendszert reprezentdl. Egy nem stabilis halézat reprezentilhat olyan rendszert, amely
esetleg gerjesztés-valasz stabilis, de biztosan nem aszimptotikusan stabilis.

Nlusztracioként tekintsiink egy olyan héaldzatot, amelynek struktirdja a 9. abran
lathatd. A valaszt csak az x,, x,,..., x,, allapotviltozok befolydsoljék, vagyis a valasz nem
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fiigg az x,,,,, Xp40» ---» Xy allapotvaltozoktol. Ha a ,,felsé” részhalozat stabilis, az ,,also”
viszont nem, akkor a halézat nem stabilis. Ugyanakkor ez a halézat egy GV stabilis
rendszert reprezental, amely azonban nem aszimptotikusan stabilis. Egy GV stabilis
rendszert reprezentéld, de nem stabilis halézat nem feltétleniil ilyen struktaraji. A 9. dbra
csak e jelenség egy egyszerii értelmezését illusztralja.

X
i )Dv

x}li

) —

Xt

Xy

2.4-9. dbra Egy olyan hdlézat struktirdja, amely egy gerjesztés-valasz stabilis, de nem aszimptotikusan
stabilis rendszert reprezental.

Gyakorlati megfontolasok alapjan gy is donthetiink, hogy az objektumnak a GV
stabilitds nem kielégité tulajdonsiga, ha nem aszimptotikusan stabilis is. Donthetiink
azonban ugy is, hogy a halézat nem megfeleld modellje az objektumnak. Ilyenkor a
feladat egy az objektumot jobban leir6 halézat konstrukcidja. Ez lehet az eredetinél
egyszerlibb (elhagyjuk a nem stabilis részhalézatot), de rendszerint bonyolultabb
(figyelembe vesziink valamilyen elézéleg elhanyagolt hatast).

2.4-2.4. A rendszeregyenlet elgallitasa

A hélézat ismeretében az altala reprezentalt rendszert leird rendszeregyenlet tobbféle
modon is eléallithat. Egy lehetdség abban &ll, hogy eldszor eléallitjuk az allapotvaltozds
leirdst, ami az el6z6ek szerint egyszeri feladat, majd abbol allitjuk el a
rendszeregyenletet a 2.3-1.4. pontban targyalt médon. Egy masik, még egyszeriibb
moédszert a 4.3-1. szakaszban fogunk Iatni (az atviteli fiiggvény felhasznalasaval).

A kovetkezd két példa illusztrilja, hogy a haldzat alapjan a rendszeregyenlet
kézvetlen elballitasa néha egyszerdi, maskor azonban kériilményes. Nem érdemes nagyon
sok id6t vesztegetni az ,,egyszer(i” megoldasra, ha az nem kézenfekvo.

1. példa Hatarozzuk meg a 10. dbran megadott hélézat (vo. 6. dbra) éltal reprezentalt
rendszer rendszeregyenletét!

A forrasbol és a nyelébol kiindulva konnyen kovethetjitk a zardjelben megadott
valtozok kifejezését. Kiilon célszerdi targyalni a DI és a FI esetet.

A DI esetben a bal oldali és a jobb oldali késleltetdé kimeneti véltozéjanak
kifejezése késleltetéssel allithaté elb:

{bzu —-a,y }(l)z bzu(l)— azy(l) R
{b2 u- azy(l)— ay+bu }(1): b, u?-— azy(z)—aly(”+ b, u.
A vialasz kifejezése az dbra alapjan
h% :bzu(2)+ blu(l) + byu — azy(z)— aly(l), kelZ.

Ezzel meg is kaptuk a méasodrendii rendszeregyenlet ismert alakjat.
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2.4-10. dbra Mésodrendii hdlézat, amelynek minden valtozdja kifejezhetd a gerjesztés és a vélasz
segitségével, ezért a rendszeregyenlet konnyen elballithatd

A FI esetben ugyanezek az egyenletek érvényesek, csak az integratorok kimeneti
valtozdja most bemeneti valtozéjuk integralja. Formalisan az (i) fels6 index helyére (i)
fels6 index frandd. A rendszeregyenlet integralis alakja ezek szerint

y=bu D+ b u™ +bu—-a, yP ~a y, teR.
A szokasos differencialis alakot ebbdl kétszeri differencialdssal és rendezéssel kapjuk:
YO+ a v+ a,y=buP+bu® +bu, teR.

Erre a hal6zatra a rendszeregyenlet eloallitasa igen egyszerti volt. #

2. példa Hatdrozzuk meg a 11. 4brn megadott halézat (v6. 7. 4bra) altal reprezentalt
rendszer rendszeregyenletét!

\ ,
‘ v ?

W

2.4-11. dbra Madsodrendii hdldzat rendszeregyenletének elSdllitisa egy segédvaltozd bevezetésével

o Most nem egyszerli a valtozokat a gerjesztéssel és a valasszal kdzvetleniil
kifejezni, ezért bevezetiink egy v segédvaltozét (a bal oldali 6sszegezéb6l kimend
véltozét). A DI esetben felirhaté egyenletek

= o) 2)
v=—av—a @iy,

y=byv+b v+ by,
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A v segédvaltozo kikiiszobolése nem egyszerii feladat. Képezziik v késleltetett alakjait:
W = —a v g )y

v = —alv(3)— a, v+ 4,

Helyettesitsitk a masodik egyenletet az els6be, majd mindkettét v kifejezésébe. Ezéltal
kifejeztik a v, v, v valtozokat a v® v ¢ az u,u® 4® vltozsk linedr-
kombinacidjaként. Helyettesitsiik ezeket y kifejezésébe, tovabba ennek egy és két titemmel
késleltetett alakjaba:

y(l)z bov(')+ blv(2)+ b, v(3),

y(z) = bov(2)+ blv(3)+ bzv(4).

Oldjuk meg a valtozékra vonatkozd linedris egyenletrendszert az y valtozéra Ggy, hogy az
y(l) és az y(z) valtozot ismertnek tekintjitk. Belathato, hogy ekkor az el6z6 példiban
meghatarozott rendszeregyenlet adédik.

A FI eset hasonldan targyalhato (lasd az el6z6 példat).

E halozat rendszeregyenletének ilyen médon torténd eléallitasanal nem nyertiink
azaltal, hogy csak egy segédvaltozdt vezettiink be és nem az allapotvaltozos leirasbél
indultunk ki, amelyikben két allapotvaltozé is szerepel, viszont ezek kikiiszobolésére
kidolgozott modszert kovethetiink. #

2.4-2.F. Feladatok

F-1. Hatarozza meg a 12. dbran lathat6 halozat altal reprezentalt rendszer allapotvaltozds
lefrasat!

-1/3

2.4-12. dbra A feladatban szerepld mésodrendd jelfolyam halézat

F-2. Hatirozza meg a 13. 4bran lathaté haldzat altal reprezentalt rendszer allapotvéaltozds
leirdsat! A K erdsitést kezelje paraméterként.

2.4-13. 4bra Egy masik mdsodrend jelfolyam héal6zat, amelyben az egyik erdsités hatarozatlan
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F-3. Hatdrozza meg a 13. 4bra szerinti halézat X erésitését Gigy, hogy
(@) a rendszermatrix egyik sajatértéke nulla legyen!

(b) a halozat ne legyen reguléris!

(¢) a DI hélozat stabilis legyen!

(d) a F1 halozat stabilis legyen!

F-4. Oldja meg az el6z6 feladat (a) és (b) részét a 14. dbran lathatd halézatra!

e
kN
075
0,4
u 4 > -——-—-)D,V
-0,
<

2.4-14. abra Masodrendi jelfolyam hal6zat amelyben az egyik erdsités hatdrozatlan

F-5. Hatarozza meg a 15. abran vazolt halézat altal reprezentalt két-gerjesztésl, két-
valaszi rendszer allapotvaltozos leirasat!

2.4-15. Abra Két-gerjesztésii, két-valaszu rendszert reprezentalé masodrend(i halozat

F-6. Hatirozza meg a 13. 4bran lathaté halozatra x,[0] x,[0], illetve x,(-0),x,(~0)
értékét, ha u = y~ allando értékil a k illetve ¢ negativ értékeire €s

(a) k=-032.  (b) K=+1.

*F-7. Két tobb-gerjesztésil, tobb-valaszu, folytonos idejli illetve diszkrét idejii rendszer
allapotvaltozos leirasa

’
X, =4, x,+Bu, y=Cx+A4u; x,=A,x,+ B,u,, y,=C,x,+D,u,.

A két részrendszert a 16a, b, illetve ¢ 4bran lathaté modon dsszekapesoljuk. Az
&brén a vastag vonalak arra utalnak, hogy a jelfolyam tobb valtozét reprezentalhat.

Mik a feltételei annak, hogy 16bb gerjesztés és tobb valasz esetén az altaldnos
linedris komponenseket tartalmazé hélézat egy rendszert reprezentaljon?

Hatarozza meg az el84allé rendszer allapotvéltozos leirasat, vagyis értelmezzik a
rendszer allapotvektorat, 4, B, C, D matrixait!
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2.

2.4-16. Abra K¢t sokvaltozos részrendszer killonféle dsszekapesoldsabdl 4116 sokvaltozos rendszer

2.4-2.M. Megolddsok

M-1. Jeldlje x, a felsd, x, az alsé késleltetd illetve integrator kimeneti véltozojat. Ekkor

1 1
xl——gxl— x,—u,
x'——lx———x u
2 2 1 2 2

y=x+x,+4u.

M-2. Jeldlje x, a bal oldali, x, a jobb oldali késleltetd illetve integrator kimeneti
valtozdjat. Ekkor x| =—02x+ K x,+u, x,=x-04x,; y=x,.

M-3. A karakterisztikus egyenlet A’ +0,61+0,08—K =0. Ebbsl mér kovetkeznek a
megoldasok.

(a) Ha K = 0,08, akkor A, =0, 1, =-0,6.

(b) Nincs ilyen véges K érték.

(¢) 1+0,6+ 008-K >0, 1 0,6 +0,08—K >0, 1-]0,08— kK| >0 ki van
elégitve, ha —0,92 < K < +0,48.

(d) 0,6 >0, 0,08 -~ K> 0 ki van elégitve, ha K < 0,08.

M-4. A felsé dinamikus komponensre x| =K (0,5x] ~0,4 x,)+x, +u. Ha K # 2, akkor
K, =1/(1-0,5K) jeloléssel

x=-04KK, x,+K, x,+ K, u,

x}, =(0,08+ 0,04 K K, )x,—0,1 K,x,~ 0,1 K, u;

y=(-0,4-02K K, )x,+0,5K,x, +0,5K, u.
A karakterisztikus egyenlet 2> +(0,1K, +0,4K K,) 1 —0,08K,=0.
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(a) Nincs ilyen véges K érték.
(b) Ha K = 2. Ekkor a memoriamentes hurokban az ersitések szorzata 1.

M-5. Az 1. feladathoz hasonléan kapjuk, hogy
{x;}:[o,% 0,1“);1}{1 O,SHﬂ
x| =01 02)|x, ] (0 1 ju,)
b e )
¥ -0,5 1 x, 0 0w,

M-6. Az allandd gerjesztéshez tartozd gerjesztett Osszetevd k illetve ¢ negativ értékeire
maga is allando:

DI halozat: . FIhaldzat:

X=X =x‘[0], x =0, x,=x(-0),

%, =x, =x,[0], x%,=0,x,=x,(-0),
14 04

x‘[o]_ms—K” o a 0)_008-1(” ’
1 _ _

XZ[O]"1,68~K" - ul0)=raTy 008 K"

Ezek a megoldasok azonban csak akkor érvényesek, ha k illetve ¢ negativ értékeire a
halodzat stabilis. Ekkor az osztisok biztosan értelmezettek. Ha a halozat nem stabilis, akkor
negativ idokre nem alakul ki allandosult allapot, a feladatnak nincs értelme. Az M-3.
értelmében az (a) esetben az eredmények hasznalhatok, a (b) esetben nem.

*M-7. Ha minden komponens egy-gerjesztésii €s egy-valaszi, akkor nincs kiilén altalanos
feltétel. Egyébként a csomodpontokban szétigazd vagy Osszegez6dd valtozok szdménak
meg kell egyeznie; sziikség esetén a hianyzd véltozokat nulla érétkit valtozoknak
tekinthetjitk. A tovébbiakban feltételezziik, hogy a véltozok sorszdmozisa is Gssze van
hangolva.

A rendszer allapotvaltozéinak valaszthaték a két rendszer allapotvéltozdinak
Osszessége, vagyis

(a) Az alapvetd egyenletek w, =u,u,=y,, y=y,. Az y kifejezésének el64llitasa
utdn mar egyszeriien adodik, hogy

A 0 B,
A= , B= , ¢c=[p,c, ¢,], b=D,D,.
B’Lcl AZ B2D1

(b) Az alapvetd egyenletek u, =u, u,=u, y=y, +y,. Az y kifejezésének
el6allitdsa utdn mar egyszerten adédik, hogy

A 0 B
Aa=|"" ,B=| |, c=[c, ¢,], D=D+D,.
0 4, B,
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(¢) Az alapvetd egyenletek w, =u+y,, u,=y,, y=y,. Az y kifejezésére
vonatkozd egyenlet megoldhato, ha az alabbi F matrix létezik (ekkor regularis a halozat).
Vezessiik be a kovetkezd jeloléseket:

F=[I-DD,]', ¢,=FcC,, ¢,=FD,C,, D=FD,.
Az y kifejezésének eloallitasa utdn mar egyszeriien adédik, hogy
| A+DC B, (c,+D,¢,)
B,C, A,+B,C,

B,D

A leiris biztosan értelmezett, ha legalabb az egyik D, zérus(méitrix). Ez a feltétel
természetesen nem sziikséges, az F matrix csak kivételesen nem értelmezett.

Tobbvaltozos esetben a matrixszorzatoknak értelmezetteknek kell lenniiik, ami
automatikusan teljesiil, ha az Osszetartozé kimeneti és bemeneti valtozék szidma
megegyezik. Sziikség esetén bevezethetiink nulla értékii valtozdkat.

B=[B‘+B‘DZ], c=l¢e, ¢, p=p.

2.4-3. Az egyenletek realizalasa
2.4-3.1. A feladat megfogalmazasa

Az el6z0 két szakaszban a linedris jelfolyam halézatok analizisének problémajat
targyaltuk: adott volt a hal6zat, célunk az Altala reprezentdlt rendszer allapotvaltozos
leirdsanak vagy rendszeregyenletének elballitasa.

Foglalkozzunk most a realizdcié feladataval: célunk egy olyan halozat
konstrualasa, amely adott allapotvaltozés leirdsi vagy rendszeregyenletli rendszert
reprezental. Az impulzusvalaszaval jellemzett rendszer realizaciojaval a 4.3-2. szakaszban
foglalkozunk. Egy-gerjesztésli, egy-valasza, linedris, invariins, kauzalis rendszerekre
szoritkozunk. Itt nem foglakozunk azzal a kérdéssel, hogy honnan szarmazik a rendszer
leirasa, hanem azt adottnak tekintettjikk. A halozati realizacié célja rendszerint az, hogy
ténylegesen megval6sitsuk a rendszer matematikai leirasaval jellemzett objektumot.

Tobbnyire az olyan realizaciokat részesitjik elényben, amelyek minimaélis szamu
dinamikus komponenst (DI késeltet6t illetve FI integratort) tartalmaznak. Ezeket
kanonikus realizdciéknak nevezziik. (Egyesek a kanonikus jelz6t szitkebb értelemben
hasznaljak, példaul csak bizonyos kapcsolasokat neveznek kanonikusnak.)

Egy rendszerleirashoz tSbbnyire sok realizaci6, s6t sok kanonikus realizacio
tartozik. Lehetdségiink van ezek koéziil a (valamilyen értelemben) optimalist kivalasztani.
Ennek szempontjaival nem foglalkozunk. Megemlitjiik azonban, hogy a realizicio
feladatat gyakran célszerii visszavezetni masodrendii rendszerek realizaciojara és ilyenek
osszekapcsolasara. Ennek néhany modszerét a 4.3. szakaszban targyaljuk.

Ebben a szakaszban bemutatjuk az allapotvaltozés leirds és a rendszeregyenlet
néhany realizaci6jat. Mésodrendli rendszerekre szoritkozunk egyrészt az egyszeriiség
kedvéért, masrészt azért is, mert az altaldnositas kézenfekvo.

A szohasznalattal kapcsolatban megjegyezzilk, bogy ha a hélézatot tekintjiik
adottnak, akkor azt mondjuk, hogy az egy rendszert reprezental. Ha viszont a rendszer
valamilyen leirdsat tekintjiik adottnak, akkor azt mondjuk, hogy egy megfeleld hal6zat
realizalja a rendszert.
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2.4-3.1. Az allapotvaltozos leiras realizalasa

Az egy-gerjesztési, egy-valaszli, lineéris, invarians, kauzilis, mdsodrendii DI illetve
differencialis FI rendszer allapotvéltozés leirasa

X, =4, x,+ A, x,+ Bu,
Xy = Ay x, +A4,x,+ Byu; (2.4-8)
y=Cx+C,x,+Du.

Koénnyen ellendrizhetd, hogy a 17. dbran lathaté halozat altal reprezentalt
rendszernek éppen ez az dllapotvaltozos leirdsa.

A kapcsolds altaldnositidsa nagyobb rendszami (N >2 szadmu Aallapotvéltozo)
rendszerekre kézenfekvo, habar a kapcsolas attekinthet6 felrajzolasa altaldnos esetben nem
egyszeri. A héalézat N szaml dinamikus komponenst és altalanos esetben
N> +2N +1=(N+1) szamu erdsit6t tartalmaz. Az erdsitok tényleges szdma ennél
rendszerint kevesebb, mert az allapotvaltozos leirsban szerepld egyiitthatok egy része
rendszerint nulla, tehat ezeket nem kell ténylegesen realizalni. A +1 és —1 egyiitthato
realizalasa is tobbnyire egyszerlien megoldhato.

Alkalmas transzformacios matrixszal az Aallapotvaltozos leirds olyan alakra
hozhatd, amely az eredetinél joval kevesebb nullatél kiilonbozd egyiitthatét tartalmaz,
tehat realizalasa kevesebb erdsitét igényel. Ennek modjat nem részletezziik (2.3-2.7. pont).

Még célszeriibb eldallitani az allapotvaltozos leirdshoz rendelt rendszeregyenletet
(2.3-1.4. pont) és azt realizalni a kovetkezd pontban leirt médon.

2.4-17. 4bra A maésodrendii allapotvaltozos leiras kanonikus realizcidja

A 17. abra szerinti realizdcié akkor is hasznalhatd, ha a rendszer varians, tehat az
allapotvaltozds leirds egyiitthatéi az idé ismert fiiggvényei. Ekkor az erdsitések is
id6fiiggok, a realizalé halézat varians.
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2.4-3.3. A rendszeregyenlet realizilasa

Az egy-gerjesztésl, egy-valaszll, linearis, invarians, kauzalis, n-edrendti DI illetve
differencialis FI rendszer rendszeregyenlete

DI: y+ay"+ayP+. 4a,y" =bou+bu+ bu®+ b u"
(2.4-9)
FI: y"+ayt e +a,,yV+a,y=bu+bu s +b uebu.

A DI esetben y"[k]=y[k —i], mig a FI esetben y“)(r) az 3(r) jel i-edik altalanositott
derivaltja.

A 24-2.1. pont 1. és 2. példajaban lattuk, hogy a 6. és a 7. dbran megadott
mésodrendii halézat olyan rendszert reprezental (most uigy is mondhatjuk, hogy realizal),
amelynek a rendszeregyenlete éppen a megadott. Az altalanositas n tetszbleges értékére
kézenfekvo. Ezek a haldzatok » szamu dinamikus komponenst és legfeljebb 2x + 1 szamu
erdsit6t tartalmaznak. Ennél kevesebb dinamikus komponenssel a rendszeregyenlet nem
realizalhatd, ezért mindkét halézat kanonikus realizicié. Megjegyezziik, hogy a 7. abra
szerinti kapcsolds egyszerisithetd, amennyiben mind a forrdsnal, mind a nyel6nél csak
egyetlen 6sszegezd csomdpontra van sziikség.

Ha N és n az adott rendszerre megegyezik (ez a tipikus eset, az ett6l eltérd leirasok
rendszerint valamilyen elfajulast jelentenek), akkor a rendszeregyenlethez tartozd
realizacidk ugyanannyi dinamikus komponenst, de tdbbanyire kevesebb erdsit6t
tartalmaznak, mint az allapotvéltozds leirds realizdcidja altalanos esetben. Az erdsitok
sziikséges szama t6bbek kozott attol is fiigg, hogy a leirdsban hany egyiitthaté értéke 0, +1
vagy —1, mert ezek realizalasa tobbnyire megoldhaté erdsitdé nélkiil is.

A 6. és 7. abrakon adott realizacidk akkor is hasznalhatdk, ha a rendszer varians,
tehat a rendszeregyenlet egyiitthatoi az id6 ismert fiiggvényei. Ekkor az erfsitések is
id6fuggbk, a realizal6 halézat varians. A valtakozva 0 és 1 erfsitésii erdsitd egy
kapcsoloval egyenértéki.

Mas struktiraji kanonikus realizacidkat a 4.3-2. szakaszban targyalunk. A
kiilénb6z8 realizaciok gyakorlati szempontbdl eldnyds tulajdonségaival azonban nem
foglalkozunk a kés6bbiekben sem.

2.4-3.F. Feladatok

F-1. Igazolja, hogy a 18. 4bran lithaté halézat a masodrendii rendszeregyenlet egy nem
kanonikus realizacidja! A haldzat kénnyen altalanosithaté nagyobb rendszamra.

*F-2. Az allapotvaltozos leirds a rendszermatrix egyszeres sajatértékei esetén atalakithato
szétcsatolt formajuva (2.3-3.7. pont).
Hogyan hasznosithat ez az atalakitas a haldzati realizacio elallitasakor?
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2.4-18. abra A mésodrendii rendszeregyenlet egy nem kanonikus realizacioja

2.4-3.M. Megoldasok

M-1. A DI esetben kozvetleniil megkapjuk a rendszeregyenletet. A FI esetben a
rendszeregyenlet integralis alakjat kapjuk, amelybdl kétszeres differencialassal adodik a
rendszeregyenlet szok4sos alakja.

A realizdcio azért nem kanonikus, mert négy dinamikus komponenst tartalmaz,
holott a rendszer csak masodrendil.

*M-2. Ha minden sajatérték egyszeres és valds, akkor a rendszerméatrix diagondlissa
tehetS. A 17. abrén vazolt halozat ekkor a 19. dbran lathatora egyszerlsodik. Altalanos
esetben az Aallapotvaltozok szdma N, ekkor a realizald halézat N szami dinamikus
komponenst (kanonikus realizacio!) és legfeljebb 2N +1 szamu erdsitot tartalmaz.

o y

2

T

2.4-19. dbra A masodrendl szétcsatolt allapotvaltozés leiras realizécidja a rendszer- matrix egyszeres,
valds sajatértékei esetén

Komplex sajatértékek esetén a diagonizalds elvégezhets, de a rendszermatrix
f6atlés elemei (a sajatértékek) nem valdsak, tehat nem realizdlhatok erdsit6vel.

Ilyenkor az allapotmatrix blokk-diagonélis alakra hozhatd, amely példaul a 17.
dbra szerinti haldzattal realizalhatd. A realizdciés feladatot egyszeriibb a komplex
frekvenciatartomanyban megoldani (4.3-2. szakasz).



2.5. Nemlinearis rendszerek

A gyakorlatban eléfordulé objektumok sokszor teljestild feltételek mellett kielégitden
modellezheték linedris, invaridns rendszerrel. Altalanos esetben azonban csak nemlineéris,
varidns rendszer a megfelelé modell. A tovébbiakban nemlinearis rendszeren a
nemlinedris, varians rendszert értjiik, habar példaink szinte kizardlag az invarians esetre
vonatkoznak.

Egyes esetekben azért vizsgaljuk a nemlinedris modellt, hogy feltételeket kapjunk
az egyszeriibb linearis modell alkalmazhatosagara. Ilyen feltétel lehet példaul a gerjesztés
bizonyos paramétereire vonatkozo korlat. Maskor azonban azért van szikség a
nemlinearis modell vizsgalatira, mert a linearis rendszer alapvetden hibdsan irna le az
objektum milkddését. Ez a helyzet példdul, ha egy valtozd egy masik valtozd négyzete
vagy abszolut értéke, két valtozé szorzata.

A nemlinedris rendszer vizsgalata nyilvan sokkal bonyolultabb, mint a linearis
rendszeré. Még a rendszert leird egyenletek osztdlyozdsa sem egyszeri. Az egyenletek
zart alaku (képlet jellegli) megoldasa csak kivételesen lehetséges. Tobbnyire csak
numerikus megoldasra van lehetdség. Fontos specidlis esetet jelent, amikor
feltételezhetjlik, hogy a valtozok csak kismértékben valtoznak egyensulyi értékiik
kérnyezetében, habar a numerikus szamitas ilyenkor is csak részben takarithato meg.

A 2.5-1. szakaszban az allapotvéaltozos leirdssal, a halézati reprezentacidval és az
egyenstlyi allapottal foglalkozunk. Nem minden nemlineéris rendszer irhato le az altalunk
vizsgalandé moédon, de a targyalando leirdsi mod sok gyakorlati feladat modellezésére
kielégitéen hasznalhato.

A 2.5-2, szakaszban az allapotegyenlet megoldasanak néhany médszerét mutatjuk
be. Itt foglalkozunk a stabilitdsi fogalmakkal is, habar ezt a problémakért is csak
érint6legesen tudjuk vizsgdini.

2.5-1. Allapotviltozés leiras
2.5-1.1. A nemlinearis rendszer fogalma

Egy u gerjesztésli és y vélaszli rendszert altaldnosan az y =%~ {u} explicit gerjesztés-
vélasz kapcsolataval jellemezhetiink, ahol a 9% operator a (k diszkrét vagy ¢ folytonos)
id6tol is fiigghet. Ha a 9 operator linedris, akkor a rendszert linearisnak nevezziik (1.2-
2.2. pont). Ha a gerjesztés idSbeli eltoldsa a valaszban ugyanilyen id6beli eltolast okoz,
akkor a rendszert invaridnsnak nevezziik (1.2-2.3. pont).

Az eldzOkben lattuk, hogy a linedris, invarians rendszer explicit gerjesztés-vélasz
kapcsolata a A[£] illetve A(f) impulzusvalasz ismeretében megadhato (konvolicio; 2.1-1.2.
és 2.1-2.2. pont). Ez linearis, varians rendszerre is altalanosithatd. A linedris, kauzalis
rendszer tovabbi, elézéleg targyalt leirdsmédjai a rendszeregyenlet (2.2. fejezet), az
allapotvaltozoés leirds (2.3. fejezet) és a hdlozati reprezentdcié (2.4. fejezet) megaddsa.
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A nemlineéris rendszer vizsgalata természetesen lényegesen bonyolultabb, mint
egy linearis rendszeré. Mivel a szuperpozici6 elve nemlinedris rendszerre nem érvényes,
ezért egy adott getjesztéshez tartozd vélasz (példaul az impulzusvélasz) ismeretében nem
tudjuk a rendszernek egy masik hasonlé (még kevésbé egy tetszbleges) gerjesztéséhez
tartozé vélaszat meghatdrozni. A rendszeregyenlet tipusi leirds altaldnositdsa is ritkdn
reményteljes (példaul els6rendii rendszer esetére). Nemlinearis és varidns rendszerre az
allapotvéltozos leiras altalanositasa a legegyszeriibb, mint azt latni fogjuk.

Nem tekintjitk feladatunknak a nemlinearis kapcsolat meghatarozasanak modjat.
Azt sejthetjiik, hogy a lineéris, invaridns rendszer leirdsédban szerepld véges szami allando
paraméter meghatirozdsa az objektum elméleti vagy kisérleti vizsgilata alapjan
Iényegesen egyszerlibb, mint fliggvénykapcsolatok meghatarozasa €s leirdsa. A feladat
numerikus megoldasdhoz egy 77=¢(§) fiiggvény kivalasztdsa (példaul polinom) és
paramétereinek meghatdrozdsa (példdul fokszam, egyiitthatok) helyett a numerikus
analizishez célszeriibb lehet kelld szamu Osszetartozé &, 7,5 &, 75 ... értékpar
meghatarozasa és kezelése.

Az eldz0khoz hasonléan most is igyeksziink egyiitt targyalni a diszkrét idejii (DI)
és a folytonos idejl (F1) rendszereket, habar a hangsulyt az utébbiakra fogjuk helyezni,
mivel a DI rendszert leird egyenletek numerikusan a 1épésrdl 1épésre maddszerrel
kézenfekvé médon megoldhatok. Tobbnyire arra az esetre szoritkozunk, amikor a rendszer
invarians. Ha még a gerjesztés is allando (k illetve ¢ pozitiv értékeire), akkor a rendszert
leird egyenletekben az id6 explicit médon nem szerepel, csak a valtozok fiiggenek az
id6tol. Az ilyen autoném rendszer vizsgilata egyszer(ibb.

2.5-1.2. A rendszer iallapotvaltozos leirasa

Egy rendszer dllapotdnak korabban megadott (2.3-1.1. pont) definicidja nem feltételezte a
rendszer linearis jellegét, ezért azt nem kell ltalanositani. Az dllapotegyenlet megadja a
DI éllapotvektor x'[k]=x[k+1] siettetett értékét, illetve a FI differencidlis rendszer
dllapotvektoranak x'(f) id6 szerinti derivaltjdt mint az x Allapotvektor és az u
gerjesztésvektor fiiggvényét. A valasz allapotvaltozos alakja megadja az y valaszvektort
mint az x allapotvektor és az x gerjesztésvektor fliggvényét. Linedris rendszerre ezek a
kapcsolatok linearisak voltak.

Egy diszkrét ideju illetve egy differencialis folytonos idejli, kauzilis rendszer
dllapotvdltozos leirdsa (pontosabban: az allapotvéltozos leirds normalalakja)

x' =F(x,u), (2.5-1)
y=G(x,u), 2.5-2)

ahol F és G ismert, vektor értékii figgvények, példaul x,'=F (x,,x,,....x,4) . Ezeknek
még a k diszkrét id6 vagy a ¢ folytonos id6 is lehet fiiggetlen valtozojuk.

A nem differencialis FI rendszernek nem feltétleniil 1étezik ilyen leirasa (példaul
késleltetés). Megjegyezziik, hogy a fenti tomor normalalak nem mindig &allithat6 eld,
esetleg tovabbi valtozok bevezetésére is sziikség lehet.

Az allapotvaltozé leiras egy masik szokdsos normalalakja

DI: x'=f(x,k), y=g(xk); keZ;

2.5-3
FI: x'=f(x,7), y=g(x,7); teR, ( )
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abol az idb6fiiggést okozhatja akér a gerjesztés, akar a rendszer id6figgd jellege.

Els6dleges célunk az x= x[k], keN illetve az x=x(t),r¢ R, dllapotvektor
meghatarozasa, hiszen annak ismeretében a valasz mar egyszeriien szamithaté.

Az allapotvektort leird fiiggvényt és az allapotvektort 4brizolé ponthalmazt
nevezik trajektoridnak is. A DI esetben az egymast kévetd pontokat egyenes szakaszokkal
célszerli dsszekdtni. Ekkor a trajektdria mindkét esetben egy gorbe az N-dimenzis térben.
Ennek megrajzolasa csak N =2 esetén egyszerli. Specidlisan N =1 esetén az
x, = x, X, = x' valtozok sikjaban értelmezett a trajektoria.

Az x[0] illetve az x(0) kezdeti allapotbdl indulé trajektoria tarthat egy ponthoz
(stabilis egyensulyi dllapot), tarthat egy zart gbrbéhez (ez tobbnyire periodikus allapotot
jelent), tarthat nem zart gorbéhez, de esetleg nincs egyszeril aszimptotikus tulajdonsaga
(kaotikus rendszer). Egyes esetekr6l késoébb még részletesebben is szélunk.

Olyan formula el6allitdsa, mint amelyet linedris invaridns esetben megismertiink
(2.3-2.2. pont) csak kivételesen van lehetdség. E helyett az y[£] illetve az y(tk), k=0,1,

2,... értékek kozelité meghatarozasa a célunk. A 7, = 0<1, <t,<... értékeket kellden siiriin

kell megvalasztani (v6. 2.3-2.9. pont). Targyalni fogunk azonban olyan kézelitd
eljarsokat is, amelyek formula alakt megoldasra vezetnek (linearizalasi moédszerek).

2.5-1.3. Nemlinedris jelfolyam hélézat

A nemlineéris rendszerek széles osztilya reprezentalhaté olyan jelfolyam halozattal,
amelynek komponensei az eddig megismerteken kiviil (2.4-1.1. pont) a nemlinearis
erdsitd. A szorzd tekinthetd nemlinearis erdsitének is.

A legegyszeriibb esetben a nemlinedris erdsitének egyetlen & bemeneti €s egyetlen
17 kimeneti valtozdja van. Mindkettd lehet a diszkrét id6 illetve a folytonos id6 fliggvénye.
Az i-edik nemlineéris er6sitd karakterisztikdja

77; zd)i(é:i)’ (2.5-4)

ahol @, adott fiiggvény. Ennek megadésa torténhet elemi fiiggvénnyel, mint példaul
77=C|§f vagy n=AE+BE ; torténhet intervallumonként értelmezett fliggvényekkel
mint példaul

o, —w<ELO,
TNce,  0<E<om;

vagy torténhet R szamparok megadasaval. Az elsé modszer tlinhet a
7, p g

legelegansabbnak, de rendszerint az a legkevésbé pontos. A nemlinedris erdsitore
ugyanazt a rajzjelet fogjuk hasznalni, mint a lineéris erdsitére.

Altaldnosabban a nemlinedris erdsitének tetszbleges szamu bemeneti véltozoéja €s
egyetlen kimeneti valtozoja van, karakterisztikdja

7 :Q(‘fils §i27""§i1)’ (2.:5-5)

ahol @, véltozéinak ismert fliggvénye. Ugy is fogalmazhatunk, hogy a (4)
karakterisztikaban a § fiiggetlen valtozé egy vektor. Ilyen komponens a szorzé is,
amelynek karakterisztikaja 77 =¢&, &,. Szokds a szorzéra speciélis rajzjelet is hasznalni. A
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linearis varians er6sitd tekintheté olyan nemlineéris szorzonak, amelynek egyik bemeneti
valtozdja az id6 ismert fiiggvénye, vagyis egy gerjesztés.

Nincs sziikség tobb kimeneti valtozos nemlinearis erdsité bevezetésére, mert az
helyettesithet6 tobb egy-kimenetli nemlinedris er6sité Osszekapcsolasaval.

Vizsgalt halozatunk ezek szerint a kovetkezd komponensek dsszekapcsolasabol all
(lasd az 1a és 1b abrat):

— forras u; adott DI illetve FI fiiggvény; i=1,2,.., Ny ;
— nyeld »; keresett Dl illetve FI fuggvény; i=1,2,..., Ny ;
— lineéris erdsitd q,=K,p,, K; ismert; i=1,2,.., Ny ;

— DI késleltetd/ FI integrator  x; bemeneti, x; kimeneti valtozé; i=1,2,., Ny ;

_ nemlineéris erdsitd =@ s &y ), @ ismerty i=1,2,.., N,

A linearis jelfolyam haldzatokhoz hasonldan az Osszekapcsolasi kényszerek
alapjan most is kifejezhetd egyrészt valamennyi komponens bemeneti valtozdja a
komponensek kimeneti valtozéjanak linedrkombinacidjaként, masrészt a karakterisztikak
kifejezik a kimeneti valtozokat a bemeneti véltozokkal.

A haldzat altal reprezentalt rendszer allapotvaltozdi tovabbra is lehetnek az egyes
DI késleltetdk vagy F1 integratorok x; kimeneti valtozoi.

Ha a halozat nem tartalmaz memoériamentes (azaz csak linedris és nemlineéris
erfsitbket tartalmazo) hurkot, akkor a halozati egyenletekbdl linedris miiveletekkel
eléallithatd a haldézat altal reprezentalt rendszer allapotvaltozds leirdsanak (1) és (2)
szerinti alakja.

Példa Az la és 1b abran lathaté jelfolyam halozatban ismert a X er0sités, a @1( 1)
egyvaltozos, a (272(52,1,52,2) kétvaltozos fliggvény a halézatra felirhaté az aldbbi
egyenletrendszer (6t ismeretlent tartalmazo 6t egyenlet)

x'=@2(§2,1:§2,z)+”! & =x, 52,1 =Kx, fz,z =¢1(§1); )’=(D1( 1)'

A & jelli véltozokat kikiiszobolve kapjuk az allapotvaltozos leirds (1), (2) szerinti
normalalakjat:

2.5-1. 4bra Egy dinamikus komponenst, egy linedris és két nemlinedris erdsitdt tartalmazo halézat,
amelyikben (a) nincs illetve (b) van memériamentes hurok

Az 1b abran lathato halézatra felirhaté egyenletek a p jeli valtozo bevezetésével (a
¢ jelti valtozokat az x és p jeliiekkel kifejezve)

x'=p, pz@z(Kp,cbl(x))+u, ; y:@l(x).

A kozéps6 egyenlet nem oldhaté meg képletszeriien p-re, de barmely £; illetve ¢; idSpontra
p numerikusan kifejezhetd x és u aktualis értékével, tehat eldallithaté az &llapotvaltozos
leiras normalalakja. Ez altalinosan azért nem lehetséges, mert az 1b abra szerinti haldzat
meméoriamentes hurkot tartalmaz. #
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2.5-1.4. Egyensiilyi dllapotok

Sok gyakorlati feladatnal a nemlinedris, invaridns rendszer gerjesztései dllandé értékiiek
pozitiv id6kre vagy allandé értékhez tartanak. Formélisan megfogalmazva

DI: u[k]=ﬁ, keN vagy ulk]>i, k—>o;

FI: ll(l‘):i, reR, vagy ll(t)——)ﬁ, o, (2.5-6)

Ha van olyan X éllapotvektor, amely ekkor megoldésa az allapotegyenletnek, akkor ez a
rendszernek az egyensulyi dllapota (egyensulyi pontja), a megfeleld ¥ érték az egyensuilyi
vdlasz. Adott alland6 gerjesztés esetén a rendszernek tobb egyensilyi allapota és
egyensilyi valasza is lehet.

Mivel az allando DI allapotvektor eltolt értéke ugyanaz az allando, mig az dllandé
FI allapotvektor derivaltja nulla, ezért az x' = F(x, u) allapotegyenletii rendszer egyenstlyi
allapotat (allapotait) a kovetkez6 nemlinearis egyenlet megoldasai adjak:

DI: F(x,ﬁ):x; X=X,,%X;,.., X, ;

2.5-
FI: F(x,1)=0; x=%,X,,....X, . (2.5-7)
Az egyensilyi vélaszok ezek ismeretében a (2) értelmében
¥, =G(X,1); i=12...,m. (2.5-8)

Az egyensulyi allapotot vagy az egyensulyi valaszt nevezik munkapontnak is.

Szoritkozzunk autondm rendszer vizsgédlatira, vagyis a rendszer invarians,
gerjesztései allandok (specidlisan uw =0 is lehet). Ekkor példaul a kovetkezé kérdésekre
kell valaszolnunk:

— Hany egyensulyi allapota van a rendszernek? Specidlisan: van-e a rendszernek
egyensulyi allapota?

— Milyen feltételek mellett tart a rendszer allapota valamelyik (esetleg az egyetien)
egyensulyi éallapothoz? Specidlisan: melyek azok az egyensulyi allapotok, amelyek
bizonyos feltételek mellett eloallhatnak (stabilis egyensulyi allapotok), melyek azok,
amelyek semmiképpen sem allhatnak el6 (labilis egyensulyi allapotok)?

—Milyen folyamatok zajlanak le akkor, ha a rendszernek nincs stabilis egyensulyi
allapota?

— Mikor nevezhetd a rendszer stabilisnak?

— Stabilis-e a rendszer, ha csak egyetlen egyenstlyi allapota van és az stabilis?

A fenti kérdésekre a valaszok adott rendszer esetén fiigghetnek az Aallandd
gerjesztések nagysagatol és a kezdeti dllapottél. Ennek kapcsan ujra meg kell gondolni,
hogy mikor nevezheté a rendszer stabilisnak.

Az auton6om rendszernek az 4llandé (statikus) egyensulyi allapotai mellett lehetnek
id6ben valtozd (dinamikus) egyensulyi allapotai is, specidlisan a periodikusan valtozo
Allapotvektora. Ilyen allapot linearis, invarians rendszerben is felléphet (példaul FI esetben
van a képzetes tengelyre esd, DI esetben az egységsugari korre esé egyszeres sajatérték-
pérja).

Amint atjuk, a nemlinearis rendszer vizsgalata sordn sok olyan kérdés meril fel,
amelyek linedris, invarians rendszer esetén vagy fel sem meriilnek vagy egyszertien
megvalaszolhatok.
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Példa Egy folytonos idejii rendszer allapotvaltozos leirasa
x=—@x)+u; y=@(x); D(x)=300x-45x2+2x".

Egy ilyen rendszert reprezental az la és 1b 4dbran lathato hdlozat, ha specialisan
K =0, CD1(‘:":1 ) = (D(fl), @2(§z,v 12 ) ==&2-

Hatarozzuk meg az egyensulyi allapotot és az egyenstilyi valaszt, ha a gerjesztés
u(t)=i,teR,, ahol (a)7=400; (b)&=550; (c)u=700.

Az egyensulyi allapot az x' = 0 feltétel alapjan a 0 =— @(X )+ 7 egyenlet, vagyisa

2x-45%°+300x -7 =0

egyenlet valos megoldasai. Ebbol kovetkezoen az egyensilyi valasz ¥=#. Ebben a
specialis esetben az egyensulyi valasz meghatdrozhaté X szémitasa nélkiil. Ennek alapjan
azonban az egyensilyi valasz stabilitasar6l nem fogunk semmit sem tudni.

A @(x) fiiggvény gorbéjét felvazolva lathatjuk, hogy annak egy lokalis maximuma
és egy lokalis minimuma van. Ebbol kovetkezik, hogy vagy 1 vagy 3 egyensulyi allapot
van. A nemlinearis egyenlet megoldasaval kapjuk, hogy

(a) #=400; ¥=1,763; =400
(b) 7=550; %,=3,012; %,=7835; %,=11,653; 7=550;
(c) w=700; x=13,075,  $=700.

Az (a) és a (¢) esetben egyetlen egyenstlyi allapot van. Ha az stabilis, akkor
valésziniileg az az allapot be is fog allni barmilyen kezdeti dllapot mellett. (Mint késdbb
latni fogjuk, valdban ez a helyzet.) Ezzel szemben a (b) esetben, amikor hdrom egyensilyi
allapot van, elég nehéz eldzetes elképzelést kialakitani. (Késobb ezt az esetet is meg
fogjuk vizsgalni.) #

2.5-1.5. Az egyensiilyi dllapot stabilitasa

Az autondém rendszer allando W gerjesztéshez tartozo allandd X egyensilyi allapotdnak
stabilitdsa egyszertien vizsgalhat, ha az egyensilyi allapot izoldlt (vagyis nincs
kdmyezetében masik egyensilyi pont) és ha az allapotegyenlet (1) szerinti alakjdban
szerepld F(x, u) fiiggvény az X, U pontban differencialhatd, vagyis létezik az A4 derivalt
matrixa (Jacobi-matrixa), amelynek szimbolikus alakja, illetve rendez6i

JF(x,u) F (x,%,, ...,xN,u)‘
4= o (4) =2~ (2.5-9)
X |eg " &, i
Vezessiik be az X egyensulyi allapottél valg eltérésre az
X=x-X (2.5-10)

jelolést. Kozelitsiik az F fliggvényt X kornyezetében elséfoku Taylor-polimomjaval:
F(x,u)=FX+%,1)~FEa)+A%. (2.5-11)

Az F fuggvény hatdrozza meg, hogy az allapottérnek az X koriili mely tartomanyéban
fogadhat6 el ez a kozelités eldirt hiban beliil. E tartomany ismeretére azonban jelenleg
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nincs szitkségiink. Az (1) allapotegyenlet ezzel a kozelitéssel a kovetkezd lesz:
X +%' =F(X, W)+ 4 X. ADI esetben F(X,U)=X és X'=X, mig a FI esetben F(X,u)=0
és X'=0. Az allapotegyenlet az egyensulyi pont kérnyezetében mindkét esetben

T=AX. (2.5-12)

Ez alakilag megegyezik a linedris, invaridns, gerjesztetlen rendszer allapotegyenletével.
Ennek egyetlen egyensulyi dllapota X = 0, amelynek stabilitdsat az 4 matrix sajatértékei
hatérozzak meg. Ebbdl kovetkezik az alabbi megallapitas.

Az x' = F(x, u) allapotegyenletii rendszernek az u = W allandé gerjesztéshez tarozéd
X; egyensulyi dllapota akkor stabilis, ha az A; matrix (az F fuggvény x szerinti derivalt
matrixa az X; helyen) minden 4, , sajatértékére teljesiil, hogy

DI: |4,

Lp

<l; FI: R, }<0, p=12,..N. (2.5-13)

Az egyensilyi allapot stabilitasa azt jelenti, hogy ha x[4] illetve x(¢) mér elég kozel
kertilt egy stabilis egyensilyi allapotdhoz, akkor ahhoz fog tartani. Ez azt is jelenti, hogy
ha az allapotvektor egy stabilis egyensiilyt allapotaba keriilt és valamilyen zavaré hatas
miatt onnan kissé kimozdul, akkor oda vissza fog térni. Az nem donthetd el egyszerien,
hogy mikor van az allapotvektor ,elég kozel” egy egyensulyi allapotdhoz, vagy hogy
mikor mozdult el onnan csak ,kissé”.

Az egyensilyi pont stabilitisara vonatkoz6 fenti szemléletes 4llitas itt nem targyalt
szigori megfogalmazasa Poincaré és Ljapunov nevéhez flizodik.

"o

Példa Az el6z0 pont példdjaban vizsgalt folytonos idejii rendszerre
X =Fxu)=-®(x)+u; @(x)=300x-45x+2x>;
Ax,u)=—@'(x)=—300-90 x + 6 x*).

A derivalt matrix most skalar (mivel az allapotvaltozok szdma N = 1), és esetiinkben a
gerjesztéstdl kozvetleniil nem fiigg (persze az egyensulyi allapot fligg a gerjesztéstdl). A
linearizalt rendszer sajatértéke megegyezik 4 egyensilyi értékével.

Az el6z6 pont példajaban vizsgélt harom gerjesztés esetén
(a) #=400= x=1,763; A =-160;
(b) n=550= x,=3,012; 4,=-8336; x,=7,835;4,=+3683; x,=11,563;1,=-6597;
(c) @=700= %=13,075; 4 =—14899.

Ezek szerint 7 =400 és # =700 esetén az egyetlen egyensilyi allapot stabilis.
Valdszint, hogy barmilyen kiindulasi allapot és barmely, ehhez az # értékhez tartd
gerjesztés esetén ez az allapot fog beallni. Ennek megfelelden ¥ = 400 vagy ¥ = 700 lesz
az allandésult valasz.

Ha # =550, akkor két stabilis egyensulyi allapot is van, a harmadik labilis. Azt
sejthetjiik, hogy valamelyik stabilis allapot be fog 4llni, az allandosult valasz pedig
¥ =550 lesz. Azt azonban ezek alapjan nem lehet meghatérozni, hogy melyik stabilis
egyensulyi allapot fog beallni. Ha a kezdeti dllapot valamelyik stabilis egyensulyi allapot
kornyezetében van, akkor révid idon beliil beall a kozeli allandosult dllapot.

Nagyobb rendszam esetén még nehezebb a trajektdériak menetérdl elbzetes
megallapitasokat tenni. #
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2.5-1.F. Feladatok

F-1. Hatarozza meg a 2. 4bran lathaté nemlinedris halézat altal reprezentlt rendszer
allapotvaltozés leirasat!

Q)S /‘/53 Xz '< L/
~T

=i

2.5-2. abra Két dinamikus komponenst, harom nemlineéris és egy linedris erBsitét tartalmazé jelfolyam
halozat

F-2. Allitsa el6 az el6z8 feladatban szerepld FI vagy DI rendszer egyensilyi allapotait

meghatdrozé egyenletrendszert! Hogyan egyszerlisodik ez, ha minden @, (é‘i) fiiggvény
egyetlen nullahelye a &; = 0 érték? (Ez a gyakorlatban sokszor teljesiil.)

F-3. Mi a feltétele annak, hogy az el6z6 feladatban meghatirozott egyensilyi allapot
stabilis legyen?

F-4. Léteznek-e olyan cD,(zf,) karakterisztikdk, amelyek mellett az 1. feladatban vizsgalt

rendszernek nincs egyensulyi allapota? Feltételezziik, hogy az origd minden
karakterisztikanak egy pontja.

*F-5. Léteznek-e olyan @,(£,) karakterisztikak, amelyek mellett az 1. feladatban vizsgélt
rendszer egyensiilyi allapota bizonyos # allandé gerjesztés esetén nem izolalt?

~T

2.5-3. abra Két dinamikus komponenst és egy nemlinedris er8sitdt tartalmazé halézat

F-6. Oldja meg az 1. feladatot a 3. dbran l4thaté halozatra!

F-7. Oldja meg az 2. és a 3. feladatot a 3. 4bran lathaté halozatra!

d)z/]/Szz

<

2.5-4. dbra Egy dinamikus komponenst s két nemlinesris erdsitét tartalmazo hélézat
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F-8. Hatirozza meg a 4. Abran l4thatd halozat altal reprezentalt rendszer 4llapotvaltozés
leirasat, ha ez lehetséges! Egyszerlisodik-e a feladat, ha akar az egyik, akar a masik erésité
linearis?

F-9. Egy folytonos idejl, gerjesztetlen rendszerben az )(f) vélasz valtozasanak sebessége
(az y' derivalt) ardnyos az y vélasz értékének €s az 1 telitési értékétdl vald 1-y eltérésének
a szorzataval. Ennek megfeleléen a rendszer éllapotegyenlete

v=ay(l-y); y=)).
Igazolja, hogy az ¥(0)=y, > 0 kezdeti feltételt kielégit$ megoldas

1 1-y
= CE O_
o) 1+Ce™"’ Yo

Hogyan viselkedik y(f), ha a pozitiv, illetve ha negativ?
Ez olyan kivételes feladat, amikor zart alaka megoldas el$allithato.

F-10. Az eloz6 feladat diszkrét idejii megfelelbjének egy lehetséges alakja
y'—-y=ay (l—y’); yzy[k].
Allitsa el az 4llapotegyenletet és igazolja, hogy az y[O] =y, >0 kezdeti feltételt
kielégité megoldas
1 -y, 1

CE—: q=

Mg =50

Hogyan viselkedik y[£] az a paraméter értékétdl fiiggéen?
Ez is olyan kivételes feladat, amikor zart alakii megoldas el6allithat6.

2.5-1.M. Megoldasok
M-1. A 2. 4bra jeloléseivel x| = @, (Kx, + @, (x2)+ u), x,=@,(x); y=2,(x).

M-2. A FI esctben az x/=0 feltételbdl &,(K % +&,(%,)+#)=0, &,(%)=0. A
megadott specialis esetben ¥, =0, @,(%,)=-7 .

A DI esetben az x/=x, feltételbsl @,(K%, +®,(®,(%))+#)-% =0, és ezt
fethasznélva %, =@, (¥, ). A megadott specidlis esetben a feladat nem egyszertisodik.

Az egyenletek megoldhatésaga vagy a megoldas egyértelmiisége egyik esetben
sem biztositott.

M-3. Vezessiik be a kovetkezd jeloléseket (a vesszd a fliggvény derivéltjatt jeloli, a
derivalt a megadott egyensulyi értékénél szamitando):
E=Kxi+@(x,)+u, &=% , &=X;
Fn =Kd51'(§1), F,= ¢1,(§1)¢3’(§3)» = qul(fz)
Az egyenstlyi pontban a linearizalt allapotvaltozés leirds karakterisztikus egyenlete
A-F, -F,
- F, A

21

E}“z“Ful - F,F, =0.
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Az egyensulyi allapot akkor ¢s csakis akkor stabilis, ha
FI: F,<0, F,F, <0.
DI: F,F,<1-F,, F,F,<1+F,, 'Flenl<l-

M-4. A Fl esetben a @,(%,)=—# egyenletnek nincs feltétleniil megoldasa. Ez a helyzet,
ha példdul a Karakterisztika telitédé jellegli, mint amilyen @,(&)= Adarctga&) és
#|>2]4)/z. A DI eset az eléz8hoz hasonléva valik ha @(£)=Cé,, ezért ennél

4ltalanosabb esetben sem mindig megoldhato.

*M-5. Tekintsitk példaul a &,(%,)=—# egyenletet. Legyen a karakterisztika folytonos és
intervallumonként linedris (4, B, a, b pozitiv allandok):
A&, lE|<a
¢3(§)= Aa, - - aslg“!sb,
B(é-b)+4a,  b<l.
Ekkor w=—4a gerjesztés esetén minden az (g, b) intervallumba esd ¥, egyensilyi

allapot, tehat példaul X, =(a+b)/2 nem izoldlt egyensulyi allapot. Ennek oka a
karakterisztikara valasztott specialis kozelités.

M-6. Az dbra alapjan némi rendezéssel kapjuk, hogy
x=—-K, x—Kx,+Ku, x, =K3x1—K4x2~K3¢(x2); y=x,.

M-7. A DIesetben ¥, = K, {- %+ }/ {I + K, } felhasznalasaval (K, = -1) a
{1+ K,)(0+K)+ KK 5+ {1+ K, } K, O(%,)=K K, &
nemlineéris egyenlet megolddsa adja az x, egyensulyi allapotot (4llapotokat).
A Flesetben ¥, = {K, /K, } {- %, + u} felhasznalaséval (K2 #0)a
K K, + K, K, }%,+K,K, D(x,)=K K, u
nemlinearis egyenlet megoldésa adja az X, egyensulyi allapotot (4llapotokat).

Az egyensulyi allapotban linearizalt rendszer karakterisztikus egyenlete mind a DI,
mind a FI esetben F' = (D’(ﬂ; jeloléssel

A+K, K a2k, + PR+ K (K K, + FKGK, + KoK ,)=0
-K, A+K,+FK,| 2 st K, 185 2R3 TR/

Az egyenstlyi allapot stabilitisanak feltételi egyenldtlenségei mar konnyen eldallithatdk.

M-8. A haloézat memoriamentes hurkot tartalmaz, ezért nem meglepd, hogy az explicit
alak altaldnosan nem 4allithaté elé. Az allapotvaltozés leirds két olyan implicit alakja,
amely csak egy megoldand6 nemlinearis egyenletet jelent:

(I) x'=&, flzdjz(x‘*'@l( 1)); y:x+¢1(1)'

(H) XIZ(pz( 2)+”: & =x+¢1(¢2(§2)+u); y=4&.
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Rogzitett ¢ vagy k mellett x és u ismeretében k6zépsé egyenletbdl & vagy &,
numerikusan szamithaté, majd az allapotegyenlet jobb oldala és a valasz értéke is.
Nem jelent Iényeges egyszeriisitést, ha a két erdsit6 barmelyike linedris.

M-9. Behelyettesitéssel igazolhaté a megoldas helyessége. Esetiinkben az elsérendit

tdn ]
y;[n(l—n)—aojdr'

Ebbol mar egyszerlien kovetkezik, hogy a megadottdl eltéré megoldds nincs is. A két
egyensulyi dllapot y =0és y= 1. Ha 0 < y, <1 és a> 0, akkor y(f) monoton névekszik az
¥, kezdeti értékrdl az 1 értékre, mig ha a < 0, akkor y(#) monoton csokken az y, kezdeti

értékrdl a 0 értékre. Ha a kezdeti érték a (0, 1) intervallumon kiviili, akkor a megoldas
szakadasos. Ha a szakadasi hely ¢ valamilyen pozitiv értékénél 1ép fel, akkor ez
valésziniileg nem értelmes megoldas.

M-10. Az allapotegyenlet explicit alakja y'=11—+a— yyy= y[k].
+ay

Behelyettesitéssel igazolhaté, hogy a megadott megoldas ezt kielégiti. Ha
0<yp<1és 0<a<ow (azaz 1 > ¢>0), akkor y[k] monoton ndvekszik a 0 értékrdl az 1
értékre, mig ha —1 <a <0 (azaz « > g > 1), akkor y[k] monoton csokken az y, értékr6l a

0 értékre; ha viszont a <-1 akkor g negativ és ezért lehet, hogy y[£] minden iitemben
eljelet valt. Ha a kezdeti érték nincs a (0,1) intervallumban, akkor a megoldasnak lehet
szingularis pontja. Tobbnyire csak az elsd és a masodik eset értelmes.

2.5-2. Az allapotegyenlet megoldasa
2.5-2.1. Altalinos megfontoldsok

Mig a lineéris, invarians rendszerek allapotegyenlete adott idofiiggvényii gerjesztés esetén
zart alakban megoldhato, vagyis adhaté egy x = x[£] illetve x = x(¢) alakt képlet (2.3-2.
szakasz), ez nemlinedris rendszerekre csak kivételesen lehetséges. Ilyen kivételes eset csak
ritkan tekinthet$ valamilyen gyakorlati feladat modelljének.

A diszkrét idejii rendszer &llapotegyenlete a fokozatos behelyettesités modszerével
(,,1épésrdl 1épésre mbdszer”; 2.3-1.2. pont) megoldhat6. Ennek soran ugyanis nem jelent
érdemi kiilonbséget, hogy x[k+1] az x[k] és az u[k] linedris figgvénye 4llando
egyiitthatokkal, vagy ennél bonyolultabb moédon fiigg x[£] és u[k] értékétél. A folytonos
idejii nemlinedris rendszer éllapotegyenletének megolddsdhoz azonban szinte mindig
kozelitd eljarasra van sziikség.

A kovetkezOkben harom kozelitd eljarast fogunk targyalni: az egyensulyi allapot
koriili linearizéldst, a tartomdnyi linearizéalast és a helyettesitési értékek szamitasat.

Az egyensulyi dllapot koriili linearizdlds moédszere akkor alkalmazhatd, ha
elegendd az egyensulyi allapot egy olyan kellden kis kdrnyezetét vizsgdlni, amelyben
minden nemlinedris fiiggvény kieldégitéen kozelithetd linedris fliggvénnyel. Ebbdl
kovetkezben a moédszer nem mindig alkalmazhaté. Ha azonban alkalmazhat6, akkor
rendkiviil hatékony és ltalinos kovetkeztetések levonasara is alkalmas. A ,kelléen kis”
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kornyezet kijelolése rendszerint nehéz feladat, de pontos ismeretére gyakran nincs is
szilkség. A linearis rendszer az objektumnak az egyensilyi allapot (gyakran X =0) koruli
linearizalt modellje. Nyilvanvald, hogy nagy értékii, kelléen hosszan tartd gerjesztés
esetén semmilyen objektum nem modellezhetd linedris rendszerrel.

A tartomdnyonkénti linearizdalds moédszerét rendszerint elsé kozelitésként
hasznaljuk. Az eljards hibaja tetszblegesen csokkenthetd a tartomanyok szaménak
novelésével. Ekkor azonban a médszer nagyon nehezen kezethetévé valik. Gyakran az
egyenstlyi allapotok szamdénak, stabilitdsdnak és a kozelité értékének meghatdrozdsara
szoritkozunk az eljaras alkalmazasa soran.

A helyettesitési értékek szamitasdnak modszerét numerikus kozelitd modszernek is
nevezik, noha az el6z6 két eljaras is részben vagy egészben numerikus. Ezek a numerikus
modszerek folytonos idejli rendszerek szamitasara szolgalnak, tehat eredményiik a valasz
(0),2(2,), ¥(t; ),..., ¥(2,, ) értékei. Hibajuk tetszdlegesen csokkenthetd a szamitasi munka
és 1d6 novelése aran. A legtdbb matematikai programcsomag tartalmaz egy vagy tobb
ilyen eljarast. E modszer hatranya, hogy segitségével csak akkor tudunk a rendszer
miiksdésérdl altalanos megallapitasokat tenni, ha kelléen sok konkrét feladatot
megoldottunk (példaul azonos gerjesztés ¢s kiilonboz6 kezdeti allapotok, azonos kezdeti
allapot és kiilonbozo gerjesztések). Korantsem egyszerii azonban annak eldéntése, hogy
mikor vizsgaltunk mar meg ,kellden sok” konkrét esetet. Ezért is van jelentdségik a
kiilonb6zd durva kozelitéseknek, kvalitativ vizsgalatoknak.

A vdlasz dbrdzoldsdt rendszerint a szokasos mddon végezziik a k,y illetve a ¢,y
koordinatarendszerben. Ugyanigy 4brazolhatjuk az allapotvaltozokat is. Utobbiakat
célszeriibb lehet N =2 (esetleg N =3) esetén az dllapotsikon (az dllapottérben) a
trajektoria gorbéjével abrazolni. Ilyenkor az idGskalatdl vagy eltekintiink, vagy csak
nagyon durva skdldzdsra szoritkozunk. A rogzitett (rendszerint allandd) gerjesztéshez és
kiilonb6z6 kezdeti llapotokhoz tartozd trajektéridk seregének abraja a fazisportré. E név
magyarazata az, hogy az abrazolasi médot eredetileg masodrendii FI rendszerekre és az y,
y' valtozokra, a ,fazisvaltozokra” alkalmaztdk. Ezek gyakran 4llapotvaltozok, de nem
feltétlentil azok. )

2.5-2.2. Linearizalas az egyensiilyi dllapotban

A rendszer gerjesztését mindig elballithatjuk u[k]:ﬁ +u [k] illetve u(t)=m+4 (t)
alakban, ahol # allandé. Az @ jelentheti példaul a gerjesztés allandosult értékét (mint az
el6z0 pontban), kezdeti értékét, de egy célszerlien valasztott mas értékét is.

Jelolje az allandé @ gerjesztéshez tartozo allapotvektort X é€s a valaszt ¥.
Nevezziik czeket egyensulyi dllapotmak és egyensllyi vélasznak, noha ezek az
elnevezések csak akkor jogosak, ha 7 a gerjesztés allandosult értékét jelsli. Tekintsiik az
egyenslyi értékeket ismertnek (2.5-1.5. pont).

A véltozdkat ezek szerint a k§vetkez alakban allitjuk eld:

u=u+i, x=X+X, y=V+¥. (2.5-13)

A feladat megoldasa soran ennek a felbontdsnak akkor van haszna, ha az W, X,y véltozok
»kelléen kicsik”. Nem konnyii eldonteni, hogy az ismert i mikor tekinthetd ,kelléen
kicsinek”, az ismeretlen X,¥ OsszetevOkrdl pedig csak a szamitds végén 4llithatunk
valamit, elézetes becslést adni nagyon nehéz. Mindezek ellenére a felbontis sok gyakorlati
esetben eldnydsen alkalmazhato.
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Az x'=F(x,u), y=G(x,u) allapotvaltozés leirdssal jellemzett nemlineéris,
invaridns rendszernek az egyensulyi allapotbeli linearizalasan alapuld kézelité analizise a
fenti felbontas alapjan a kovetkezd 1épésekbol all.

(1) Az egyensulyi dllapot meghatdrozdsa

Hatdrozzuk meg a 2.5-1.4. pontban leirt médon az @ 4llandé gerjesztés-
Osszetevohoz tartozdé X egyensulyi dllapotot. Ha tobb egyensulyi allapot van, akkor a
tovabbiakban egy kivélasztott stabilis egyensulyi allapotrél van szo.

Hatarozzuk meg a stabilis egyensulyi allapotban az F és a G fiiggvénynek az x és
az u valtozdk szerinti derivalt matrixat. Szimbolikusan

G (x,u)

=201
ox

4 OF(x,u)
ox

. B- ﬁF(x,u)
Ju

5G(x,u)

) D:
Su

T

. (25-14)

XU

5

X,u XU

Az A szamitismodjat részletesebben a (9) adja, a tobbi matrixra ez értelem szerint
alkalmazhatd. A C €s D szamitasra nincs feltétleniil szikség.

(2) A linearizdlt rendszer vizsgalata
A stabilis egyensulyi allapot kornyezetében a nemlinearis rendszert az

X¥=A%+ B, ¥=Ci+Dii (2.5-15)

allapotvaltozos leirdsu, linedris, invaridns rendszerrel helyettesitjiik. Ezt a linedris
allapotegyenletet valamilyen (példaul a 2.3. fejezetben targyalt) modszerrel megoldjuk. Az
iifk] illetve az U(z) gerjesztés jelalakjéra nem vonatkozik megkotés.

Az allapotvektor ismeretében a valasz szamithatd vagy a linearizalt 6sszefliggésbe
vagy a G fliggvénybe helyettesitéssel. Mindkét eljarasnak vannak eldnyei és hatranyai.

(3) 4 kozelités jogossdga

A megoldas ismeretében ellendrizniink kell, hogy linearizalasi eljarasunk jogos
volt-¢. Erre tébb lehetdségiink van, néhanyat megemlitiink.

Megadhatjuk elére az X; és &, valtozok azon legkisebb és legnagyobb értékét,
amelyek kozott az F (és a G) fuggvények linearis kozelitése az egyensulyi pont
komyezetében elfogadhatd. A linedris feladat megoldasa el6tt ellendrizzik az i, a
megoldas ismeretében az ¥; valtozékra vonatkozo feltételek teljesiilését.

Ugy is eljarhatunk, hogy a linedris kozelitéssel kapott megoldas ismeretében
vizsgaljuk az F (és a G) fiiggvények eltérését linearis kozelitésiiktol, majd eldontjiik, hogy
azok elfogadhatdk-e.

A haldzati reprezentdcié ismeretében célszerti lehet az ellendrzést a nemlinedris
erésitok karakterisztikdjara elvégezni. Ekkor a ~§i valtozok idofliggését is szamitanunk
kell. Ez rendszerint nem jelent szamitasi tébbletet.

Az ?7=@(§) karakterisztikdji nemlinedris erdsité linearizalt kozelitése egy &

egyensulyi pont komyezetében 7 = @'(€ )iy, vagyis a nemlinedris erdsitét egy K = @'(5— )
erdsitésii linedris erdsitével helyettesitjiik. Egy két-bemenetii er6sitd linearizalt kozelitése

_o26.%) (2.5-16)

77:4)(51’52): ﬁ:Klgl“'Kzgz’ K, .
%z

Ez két linedris erdsitvel és egy Osszegezd csomobponttal realizalhat6.
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A linearizalt modellt kiilonGsen akkor kell kritikusan kezelniink, amikor a
nemlinearis rendszernek tGbb stabilis egyenslyi allapota (egyensilyi pontja vagy
allanddsult trajektériagja) van. Ekkor ugyanis a vizsgalt stabilis egyensulyi ponttol
Hulsidgosan tavol” a kdzelités teljesen hamis eredményt adhat, mert az onnan induld
trajektoria esetleg nem a vizsgalt stabilis egyensulyi ponthoz tart, hanem egy masikhoz
vagy egy stabilis hatarciklushoz. A linearizalt allapotegyenlet alapjan ennek eldontésére
kevés a tampontunk. Ezt a problémat mas modszerrel sem egyszerii megoldani.

Mint mar emlitettiik, ezt a kdzelitést elterjedten alkalmazzuk - esetleg gy, hogy
nem is vagyunk tudataban. Amikor ugyanis egy rendszert linedrisnak tekintiink, akkor
tobbnyire az # =0 gerjesztéshez tartozé X =0 stabilis egyensilyi pont koriili linearizalt
modellt vizsgaljuk, és ekkor # =u, vagyis maga a gerjesztés. Egy masik gyakori eset,
amikor 7 az allandd, névleges (lizemi) gerjesztést jelenti, mig # az ettdl valo szandékos
vagy zavar jellegii eltérést.

Példa Egy folytonos idejli rendszer allapotvaltozos leirasa (2.5-1.5. pont)
== @(x)+u, y=d(x); D(x)=300x-45x>+2x".
Ennek linearizalt megfelel6je valamely #, ¥ koérmyezetében
¥=-@' @3+, y=0'(FR; O'(x)=300-90%+6%".
Ha 7 =550, akkor két stabilis egyensulyi allapot is van (2.5-1.6. pont):

%, =3012; ¥'=-8336%+7, y=8336%;
x,=11,653; ¥'=—6597% +&, §=6597%.

Konnyen belathatd, hogy a <D(x) fiiggvénynek maximuma van az x, =5 helyen;
ennél nagyobb x értékekre az elsd kozelités biztosan nem hasznalthato (J? < 2). Mivel a
@(x) fuggvénynek minimuma van az x, =10 helyen, ezért ennél kisebb x értékekre a
masodik kozelités biztosan nem hasznalhaté ()7 > - 1,6). -

Ha példaul az ¥, kornyezetében a linedris kozelitést a 2 < x < 4 intervallumban
tekintjiik érvényesnek, akkor az intervallum két szélén pontosan és a

&(x)~ D(x)+ @' (x)x-x,)
kozelitéssel
D(2)=436; D(2)~550+83,36(2—x,)=4657;
@(4)=608; @(4)~550+83,36(4-x,)=632,4,

ami +7%, illetve +4% relativ hibat jelent. A nemlinearis karakterisztika kozelitésének
relativ hibaja ezek szerint legfeljebb 7%. Ez tobbnyire elfogadhaté, ezért az intervallum
megfeleldnek tekinthet. A nemlinearis karakterisztika relativ hibaja csak egy becslése a
valasz relativ hib4janak. Még ebben az egyszerii esetben sem konnyil &ltalanosan
vélaszolni arra a kérdésre, hogy az u(t) vagy az #(f) gerjesztésnek milyen feltételeket kell
kielégitenie ahhoz, hogy x(¢) vagy %(r) a megengedett intervallumon beliil maradjon. A
kozelités elfogadhatosagat ezért minden esetben meg kell vizsgalni. #
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2.5-2.3. Tartomanyonkénti linearizalas

Az egyvéltozos fiiggvényt — példaul egy nemlinearis er6sité karakterisztikajat - tébbnyire
tetszOleges pontossaggal kozelithetjiik intervallumonként linearis fliggvénnyel:

n=®(¢) = n=K,E+L,, £, vagy £, <E<E (2.5-17)

A K, és az L, paramétert célszerii gy megvalasztani, hogy az intervallum két

végpontjaban a kozelit6 érték a pontossal egyez6 legyen. Ha a mddszert els6 kozelitésként
hasznaljuk, akkor a vizsgalt tartomanyt csak néhéany intervallumra bontjuk.

Tételezziik fel egyel6re, hogy az allapotvaltozds leirasban csak egyetlen ilyen
fiiggvény szerepel. A fenti kozelitéssel elallitottuk az dllapotegyenlet tartoményonként
linearis kozelitését. Az allapotegyenlet kozelitd megolddsanak menete ezek utin a
kovetkezd. A kezdeti allapot (rendszerint x = 0) kijeloli azt az (2, tartomdnyt, amelyben a

megoldas indul. A linedris, invaridns allapotegyenlet megoldasa a korabbiakban targyaltak
alapjan nem okoz elvi nehézséget.

Szerencsés esetben ebben a tartomdnyban van olyan stabilis egyensulyi 4llapot,
ahova a trajektéria tart a nélkiil, hogy a tartomanybol kilépne. Ekkor a feladatot ebben a
kozelitésben megoldottuk.

Tébbnyire azonban van egy olyan f id8pont, amikor a & valtozo elér induld

tartomanyanak hatarara, tehat atkertil valamelyik szomszédos tartoményba. Elfajulé
esetektd] eltekintve ez a szomszédos tartomany egyértelmiien kivalaszthato. A ¢ idGpont

tobbnyire numerikusan szdmitando. Az 1j tartoményban x(f,) a kezdeti &llapot. Most

ismét egy linearis, invarians rendszert kell vizsgalnunk, csak mas paraméterekkel.
Az allapotvektor esetleg a masodik tartomanyban egy egyensulyi allapothoz tart,
de tobbnyire egy ¢, idopontban a & valtozo eléri e tartomany hatarat, a trajektoria atkeriil

egy harmadik (specidlisan az els6) tartomanyba. Az eljaras igy folytatandd, amig nincs
okunk a megéllasra (bedll valamilyen allanddsult allapot, elérkeziink a vizsgalat
valamilyen hatdrdhoz).

A szamitas eredménye tobbféle lehet.

(1) Az allapotvektor egy stabilis egyensulyi dllapothoz tart (a trajektéria egy
stabilis egyensulyi pontban végzédik).

(2) Az allapotvektor egy periodikus dllapothoz tart (a trajektoria egy zart gérbéhez
simul). Bz lehet a periodikus gerjesztés altal meghatarozott, ekkor a periodikus allapot
periddusideje a gerjesztés periddusideje altal meghatarozott, gyakran azzal megegyez0.
Eldéallhat periodikus gerjesztés mas (példaul &llandd) gerjesztés esetén, ekkor a
periodusidd a rendszer altal meghatarozott. Utobbi esetben a trajektoria egy stabilis
hatdrciklus, a komyezetébdl (esetleg az allapottér minden pontjabol) indulé minden
trajektoria ehhez a zart trajektoridhoz tart.

(3) Az allapotvektor korldtlanul ndvekszik. Ez arra utal, hogy modelliink csak
bizonyos hatarig érvényes, hiszen a valésagban a valtozok nem ndvekedhetnek
korlatlanul.

(4) Az allapotvektor korlatos marad, de nem mutat periodikus ismétlédést. Ekkor
kaotikus viselkedésrol beszéliink. Ez is mutat bizonyos szabalyossagot, de részletezése
meghaladja kereteinket.

A tartomanyi linearizalas modszerét gyakran csak elsé kozelitésként, példaul az
egyensulyi dllapotok meghatirozasdra és stabilitasanak eldontésére hasznaljuk. Az igy
kapott megoldast esetleg valamilyen modszerrel finomitjuk.
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Ha célunk csak az egyensulyi allapotok szdmdnak és koriilbeliili helyének
felderitése, akkor a (7) szerinti F(x,u)=0 nemlinedris egyenletrendszer megoldésa helyett
minden (2, tartomanyra egy linedris egyenletrendszert kell megoldanunk. Ha a linedris
egyenletrendszer megolddsa a vélasztott tartomanyba esik, akkor az egy lehetséges
egyensulyi allapot, ellenkezb esetben egy ,,hamis megoldas”, vagyis csak azt dllapitottuk
meg, hogy a valasztott tartoményban nincs stabilis egyensulyi allapot.

Nem jelent elvi bonyodalmat, ha az allapotvaltozds leirdsban tobb egyvaltozés
fiiggvény szerepel. Ez a helyzet, ha a halézati reprezentacio tobb egybemenetdi, 7, = (&)

karakterisztikaji nemlineéaris erdsit6t tartalmaz. Ekkor t6bb egyvaltozés fliggvény
intervallumonkénti linearis kozelitését kell el6allitani és alkalmazni. Két fiiggetlen valtozo

esetén egy (2, tartomany a fl,p <& <$1,P+1,£2, . <§2<422, gn cgyenlétlenségek altal
meghatarozott téglalap a & ,&, sikon. Ertelem szerint az £, tartomany jelentése tobb

fiiggetlen véltozd esetén. Uj tartomany adédik, ha barmelyik fiiggetlen valtozéd eléri
intervallumanak hatérat.

Ha a feladatban kétvaltozos nemlinedris fiiggvény szerepel, akkor annak
tartomanyonként linearis kozelitése

Uch(él’éz) = 77=Ki,1§1+Ki,2§2+Li7 ¢,6,€0,. (2.5-18)

Kézenfekvd azt gondolni, hogy az (2, tartomany most is a 421,,] < <§A,,p+,,

fz,q <¢, <§2’q+1 értekek altal kijelslt téglalap. Nem lehet azonban a harom szabad

paramétert Ugy megvalasztani, hogy a koézelitd érték a pontos értékkel a téglalap mind a
négy sarkdban megegyezzék. Ezért nem lehet a folytonos két- vagy tSbbvaltozds
fliggvényt ilyen tartomanyonként linedris és folytonos fiiggvénnyel kozeliteni. Ez viszont
a megoldas soran kiilonféle bonyodalmakat okoz. Az (2, tartomanyt ezért kétvaltozos
esetben haromszdgeknek, haromvaltozos esetben tetraédereknek kell valasztani, és igy
tovabb. Ezek kezelése természetesen koriilményesebb, de elvileg nem jelent ujdonségot.

A tartomanyonkénti linedris kozelités nagy eldnye, hogy elegend6 a szerepld nem
linedris fliggvények néhdny pontjdt ismerniink a kozelité fiiggvény eldallitdsahoz. Nincs
szilkség tehat arra, hogy elballitsuk a nemlinedris figgvények elemi fliggvényekkel
(példaul polinomokkal) tortén6 kozelitését. Ez tobbnyire nehéz feladat, egyszerii
kozelitésekkel ritkan lehet elfogadhatdan kis hibét biztositani.

1. példa A 2.5-1.3. pont példajaban mér vizsgalt @(&)=300£-45¢&%+2&° fiiggvénynek
konnyen beldthatéan @(5)=625 a lokilis maximuma és @(10)=500 egy lokalis
minimuma. A @(0) = 0 és &(15) = 1125 tovabbi pontokra tdmaszkodé tartoméanyonkénti
(esetlinkben intervallumonkénti) lineéris kozelités
125¢, -5<£<5, (2)
D)= @,(£)=1750-25¢&, 5<&<10, (2,)
125£-750, 10<£<20, (£2,).

A tovabbi példikban ezt a @,(¢) kozelitést fogjuk hasznalni és a @(&) figgvényt
pontosnak tekintjiik (holott az valosziniileg maga is kozelités). #
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2. példa Egy folytonos idejii, invaridns rendszer allapotegyenlete (2.5-1.5. pont)
X'=- di(x) +u,
ahol @ az el6z6 példaban megadott fliggvény.
Hatdrozzuk meg az eléz6 példdban megadott kézelités felhasznalasaval az
allapotvaltozo x(t)idéﬁiggve’nyét, ha a belépd gerjesztést u(t): 550 g(t) irja le!
Az egyensulyi allapotok a tD(x)— 550=0 egyenlet megoldasai. A @, (x)—550=0
kozelitd linedris egyenlet megoldasai (zardjelben a 2.5-1.3. pont példajanak pontosnak

tekintett eredményei)
-5<x<5: x,=440; (x=3012);

5<x<10: X,=8,00; (x,=7,835);
10<x<20: X,=10,40; (x,=11,653).
Mindharom megoldds a megfelelé tartomdnyba esik, tehat harom egyensilyi pont van. A
linearizalt dllapotegyenlet a harom tartomanyban
x'==125x+u, 02 -5<x<5;
x'=25x-750+u, £0,: 5<x<l10;
x'==125x+750+u, £2;: 10<x<20.

Esettinkben u = 550 a ¢ pozitiv értékeire.
Mivel x(0) = 0, ezért a trajektéria €2 -ben indul. Kénnyen belathatoan

He)=a4{1-c"*"}, 0<r<y,.

Mivel x(t)<5, ezért #, =co, vagyis ekkor az X, egyensilyi allapot all be monoton
novekedéssel.

Valéjaban x(f) nem exponencidlis valtozasl, egyensulyi értéke nem 4,4 (hanem
3,01). Az azonban hihetd, hogy a valddi folyamat monoton, a stabilis egyensuly
beallasahoz sziikséges id6 3/125 = 0,024 koriili értck. #

3. példa Oldjuk meg az eléz6 példat, ha u(t)="750 &(¢).

Az 1. példa szerinti koézelitéssel az egyetlen egyensilyi allapot ¥ =12,0 (az £,
tartoméanyban) és ez stabilis. A pontos @(x) alapjan x, =13,39 az egyenstlyi allapot.

Az € tartoményban az allanddsult 4llapot 750/125 = 6, ami nincs £2,-ben. Ennek
megfelelden a trajektoria elsé szegmense

x()=6{1-e2"}, 0< i<ty 6{1-e4}=5 = 1,=0,0143.

Ezutan a trajektoria az €2, tartomanyba keriil, amelyben az allandosult allapot éppen 0
(ami nincs £2,-ben). Az x{r,)=5 felhasznalaséval (az 4llapotvaltozo folytonos)

x(£)=5e""), 1 <r<t,; 5 M=10= 1, =0,0421.
Ezutan a trajektéria az (2, tartoméanyba keriil. Az el6z6hoz hasonlo eljarassal
x(f)=12-2e750%) 1 <1<, ,

ahol esetiinkben #; = oo . Ezzel a folyamat szamitdsat be is fejeztiik. #
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4. példa Egy folytonos idejii, invarians rendszer allapotvaltozés leirdsa

X =—10x,-D(x,)+ 6 x, ,
x=-10x-x,+10u; y=x,

ahol @ az 1. példaban megadott fiiggvény.
Hatérozzuk meg az u(t)=18,5 &(r) belépd gerjesztéshez tartozé valaszt!
Az egyensulyi allapotok az x) =0, x; =0 alapjan adddo linearis egyenletrendszer

0(-5<x,<5): % =5,692(hamis), X, =128,1;
02,(5<x,<10): X,=8(valodi), X,=105;
2,(10<x, <20): %,=9,538 (hamis), X,=89,62.

Az allapotegyenlet linearis kozelitésben
X =Ax+6x,+B, A=-135, 4,=+15, 4,=—-135,
B =0,  B,=-750, B,=+750.

x,=—10x—-x, +185;

A karakterisztikus egyenlet
i-d -6 }5/12+(1-A)/1+(60—A)=0.

10 A+l

Ennek megoldasai a sajatértékek:
2,0 A,=-13455, A4,=-1,4493, 2 1 =49, A,=+5.

Mivel az (2 és az (2, tartoméanybeli (hamis) egyensilyi allapot stabilis, ezért a
trajektoria ahhoz tart, de mivel nincsen benne a tartoményban, azt nem éri el. Az 2,
tartomanybeli valodi egyensulyi allapot viszont nem stabilis! Ennek alapjan azt varjuk,

hogy éllandésult rezgés (stabilis hatarciklus) fog kialakulni.
Az dllapotegyenlet megolddsanak 4ltaldnos alakja a ¢, < < ¢,,, intervallumban
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2.5-5.4bra A példaban vizsgalt rendszer valasza a tartomanyi linearizalassal (folytonos vonal) és

pontonkénti szamitissal (szaggatott vonal)
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) =%+ Mlaela(t_,')"' Mlbelb(tit“) » M, =- /1"1(_;1 a2
= 4,04 2(-2) A, +1
X, () =X+ My, e™ M, e Mlb:_——lo_Mzb .

Az M,,, M,, é&llandsk x(t,) és x,(t)ismeretében szamithatok az &llapotvaltozok
folytonossaga alapjan.

Az 5. 4bran vézoltuk az x; = y éllapotvaltozo (és egyben a valasz) id6fiiggését.
Ennek értelmében a folyamat a kezdeti felfutds utdn viszonylag hamar (kb. a 1, =1,63
id6pont utan) periodikussa valik, a periédusidé T'= 1,38 idéegység.

Az id6fliiggvény pontossagit illetden lehetnek kételyeink, de kvalitativen az
eredmény helyesnek tekinthetd, vagyis valosziniileg van periodikus allanddsult valasz,
amely kb. y_. =4,5¢s y . =10,5 kozott valtozik.

Az 5. abran szaggatott vonallal megadtuk egy numerikus kozelitd szamitas
eredményét is. Lathatd, hogy a két eredmény jellegre megegyezik. A tartoményi
linearizélassal kisebb amplitidéju és kisebb periddusidejii rezgés adodik (a pontosabb
szamitas szerint T =1,57). A pontonkénti szadmitds eredménye szerint az allanddsult
allapot joval kés6bb 4ll be (ez az 5. abrabol nem olvashaté le).

/N
120 1 T
. A

100 - o . 2

Num.
80 —+ 4

60 - )' Lin.
40 - F

201

0o b

2 4 6 8§ 10 12 x

2.5-6. abra A trajektoria az allapotsikon. Szaggatott vonal: tartomanyi linearizdlds eredménye; folytonos
vonal: pontonkénti szamitas eredménye

A 6. 4bran az Allapotsikon 4brazoltuk a trajektéridkat a tartomanyonkénti
linearizélas modszerével szdmitva (szaggatott vonal), illetve a pontonkénti numerikus
eljarassal szdmolva (folytonos vonal). Ezen is megfigyelhet8k az el6bb emlitett és az 5.
abran szemléltetett jellegzetességek. Igy példaul a tartomanyonkénti linearizalas alapjan a
trajektoria az elsé ,koriilfordulds” utdn mar olyan kézel keriil a hatarciklushoz, hogy az
eltérés méar nem is &brazolhat. A pontosabb szamitds szerint ehhez legalabb két
kériilfordulasra van sziikség. #
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2.5-2.4. A diszkrét idejii Allapotegyenlet megoldasa

A diszkrét idejii, x' = F(x, u, k) alakti, vagy részletesebben felirva az
x[k +1]=F(x[k], ulk], k) (2.5-19)

alaku allapotegyenlet megoldasa az u[k],keN gerjesztés és az x[O] kezdeti 4llapot

ismeretében igen egyszerli a fokozatos behelyettesités modszerével (,,lépésrol 1épésre
modszer”):

x{1]=F(x[0], u0]. 0),
x[2)=F(x[1],u[1], 1), (2.5-20)
x[3]=F(x[2],u[2].2), ....

Mint mar emlitettiik (2.5-2.1. pont) e megoldasi médszer hatranya, hogy ismeretében
nehéz dltalanos kovetkeztetéseket levonni. Elénye viszont, hogy nem igényli a nemlinearis
kapcsolatok elemi fliggvényekkel torténd (gyakran nagy hibat okozd) kozelitését. Mig
linedris, invarians rendszer esetén adhaté a megoldasra altalanos képlet, nemlineéris
rendszerre ez csak nagyon kivételesen fordul eld.

Az allapotvektor ismeretében a valaszvektor értékei az y = G(X, u, k) egyenletbe
helyettesitéssel ugyancsak iitemenként szamithatok.

1. példa A diszkrét idejii, els6rendii rendszer allapotegyenlete x'= wx(l —x), ahol w egy
valds paraméter.

E rendszer a k=0 iitemtdl gerjesztetlen, az ismertnek tekintett x[0] kezdeti
allapotot a gerjesztés korabbi értékei hozzak létre.

Vizsgaljuk meg e rendszer lehetséges egyensulyi dllapotait!

Az ¥=wX(1-X) egyenlet megoldasaval a két egyensilyi allapot x,=0 és
X, =1—-w™. Az egyensulyi allapot koriili linearizalt allapotegyenlet (x =xX+X )

% =0: X'=wX; % =l-w': ¥=(2-w)3.

Ebbdl lathato, hogy X, akkor stabilis egyensilyi allapot, ha -1 <w <+1, mig X, akkor
stabilis egyensulyi allapot, ha 1 <w <3. Ha w <-1, vagy ha w > 3, akkor a kezdeti
allapottdl fiiggben az allapotvaltozd vagy korlatlanul ndvekszik, de elképzelhetd, hogy
egy véges intervallumban marad, esetleg periodikusan valtozik. #

2. példa Egy diszkrét idejii, masodrendii rendszer allapotegyenlete

0,7 -10 08 -04
X'=Ax; A= X +x,<1; A= , X +x,>1.
09 08 0,7 05

E gerjesztetlen rendszer tartoményonként linearis. Az x[0] kezdeti allapotot a
korabbi gerjesztés hozza létre.

Az allapotegyenlet megoldasa a fokozatos behelyettesités modszerével nem jelent
nehézséget. Mindkét tartoméanyban az x = 0 az egyensulyi allapot. Az els6 tartomanyban
az egyensulyi pont nem stabilis, a masodik tartomanyban nincs egyenstlyi pont. Ebbél
sejthetd, hogy bizonyos kezdeti allapotok esetén oszcillald (esetleg periodikus) folyamat
dllhat eld. Az Olvasé6ra bizzuk annak numerikus ellendrzését, hogy x, [0]:1,2; X, [O]:O
kezdeti  allapot esetén olyan x[k] allapotvektor adodik, amelyre a
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0 < k <100 intervallumban -2,1 < x;[k], x2[k] < 4, és nem ismétlddik. Ebbdl természetesen
még nem kovetkezik biztosan, hogy nem kezd-e az allapotvaltozd késébb masként
viselkedni. #

2.5-2.5. A folytonos idejii Allapotegyenlet megolddsa

Mint korabban maér emlitettiik, a folytonos idejli, nemlinedris rendszer Aallapot-
egyenletének csak kivételesen tudjuk megtaldlni a zart alakii megoldésat. Kozelité
megoldas eldallitisara sokféle modszer ismeretes. Kereshetjiik példaul a megoldast egy
kivalasztott intervallumban elére megvalasztott fliggvények (példdul hatvanyfliggvények)
szerinti sor alakjaban. Ilyenkor a feladat a fliggvények egyiitthatoinak (valamilyen
értelemben) optimalis értékének meghatarozasa.

A tovabbiakban azt az elterjedtebb mddszert ismertetjilk, amikor az allapotvektort
bizonyos idopontokban szamitjuk. Ezek a . idOpontok lehetnek elére megvalasztottak
(rendszerint ¢, =rT,r €N) vagy lehetnek a szamitds soran adaptivan valasztottak
(tu=t.+h ; a h 1épéskdzt alkalmasan vélasztijuk meg). A masodik eljaras
koriilményesebb, de sokkal hatékonyabb.

Meg kell adni annak kritériumat is, hogy meddig kivanjuk a szamitast elvégezni.
Ez lehet elore rogzitett (megadjuk 7., értékét), de fiigghet a megoldastol is (példaul
amikor az allapotvektor mar alig véaltozik vagy periodikussa valik).

Altaldnos dttekintés

Tekintsiik adottnak a folytonos idejii rendszer allapotegyenletét és kezdeti allapotat
x'=f(x,7); x(0)=x, (2.5-21)

alakban adottnak. Az id6t6l valé figgést okozhatja a gerjesztés ismert id6beli valtozasa,
vagy a rendszer varians jellege. Célunk az x(t,) értékek meghatdrozasa. A kozelitd értéket
jeldlje x,, vagyis

x, #x(t,). (2.5-22)

Feladatunk a ¢, =t +#h id6pontbeli x,,, kozelitdé érték (minél pontosabb)
meghatarozasa, ha a korabbi x,, x,_, , ... értékek mar ismertek. Az eljaras kozelitd jellege
miatt x,,, még akkor sem lenne pontos, ha az el6z0 értékek pontosak lennének, de
természetesen azok is csak kozelitések (az x, kivételével).

Mint mar emlitettiik, gyakran célszerii az allapotvaltozokon kiviil a nemlinedris
kapcsolatok fliggetlen valtozoit is bevezetni (példdul a nemlinedris er8sitdk bemeneti
valtoz6i). Ezeket nem célszerli vagy nem is lehet fiiggvénykeént kikiiszobolni. Az alabb
targyalandé numerikus eljardsok sordn e valtozdk értékeit minden ¢, idépontban
numerikusan hatirozzuk meg x, ismeretében.

A kozelité megoldast szolgaltaté algoritmusokat a kvetkezd szempontok szerint
csoportositjuk (a magyarazatot 1. alabb):

~ egylépéses és tobblépéses (k-1épéses) algoritmusok;
— elsérendii és magasabbrendi (p-edrendii) algoritmusok;
— explicit és implicit algoritmusok.

A megold6 algoritmus egylépéses, ha x,,, szamitisdhoz csak x, értékét

hasznaljuk, kétlépéses, ha x, és x,_, értékét haszndljuk, stb. Az x; csak egylépéses
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algoritmussal szamithatd, az x, csak egylépéses vagy kétlépéses algoritmussal és igy
tovdbb, vagyis a magasabbrendii algoritmusokat alacsonyabb rendliekkel kell inditani.
Minél tbb l€péses az algoritmus, annal pontosabb eredményt szolgaltat.

A p-edrendii algoritmusok pontosan megadjak x,,, értékét, ha x(7) egy p-edfoki
polinom lenne és ha a felhasznélt x,, x,_; , ... értékek pontosak lennének. Természetesen
egyik feltétel sem teljesiil, de az nyilvanvald, hogy minél nagyobb p, annal kisebb az
algoritmus hibaja.

Az algoritmus explicit, ha x,,, az x,,X,,... értékekkel explicit moédon
kifejezett, mig implicit, ha x,,, meghatdrozdsdhoz nemlinearis egyenlet vagy egyenlet-
rendszer megoldasara van sziikség. Utdbbi esetben rendszerint ugy jarunk el, hogy egy
explicit algoritmussal szamitunk egy elsé becslést (prediktor), majd ezt iteracidkkal
pontositjuk (korrektor). T6bbnyire néhany korrektor 1épés utin az eredmény nem viltozik,
ekkor a korrekciot abbahagyjuk. Az implicit algoritmusok nem csak pontosabbak, de
jobban védettek numerikus instabilitas ellen is.

A bonyolultabb eljardsok ugyanannyi szamitasi munkaval tobbnyire pontosabb
eredményt szolgaltatnak, mint az egyszerlbbek. (Az ,ugyanannyi szamitdsi munka”
azonban nem egyértelm{i mérészam.) A szAmitasi pontossdg novelésének kézenfekvé
modja a 1épéskozok minél kisebbre valasztisa, de legalabb ennyire fontos a 1€péskdzok
célszerli megvalasztdsa és a megoldé algoritmus kivalasztdsa is. A szakirodalom
korantsem egységes a ,,legcélszertibb algoritmus” kijelolésében.

Alabb néhany eljarasnak csak az alapgondolatit ismertetjik, nem tériink ki
szamitastechnikai részletekre.

Néhany algoritmus

A kovetkezOkben - a teljességre valé torekvés igénye nélkiil - ismertetiink néhany
egyszer{ algoritmust az x' = f(x, 7) dllapotegyenlet kizelité megoldasara.
Az eldrelépd Euler-algoritmus egylépéses, elsbrendd, explicit:

X, =x,+h f(x,,2.); r=0,1,2,... (2.5-23)

Ez az algoritmus elsrendii esetben szemléletesen az jelenti, hogy x(t) gorbéjét a
t, helyen az érintdjével helyettesitjiik, amelynek irAnytangense x'(t,)~ f (x,,t,) és igy
szamitjuk x(z,,,) értékét.
A hatralépd Euler-algoritmus egylépéses, elsbrendi, implicit:
X, =x,+h f(x,,1.,); r=0,1,2,.... (2.5-24)

E nemlinedris egyenlet megoldasara szolgélé prediktor-korrektor algoritmus:

X9 =x,+h, f(x,.1,);

r+l

X(r,:‘l): x+h f(x(j) ,m); j=0,12,....

r+1>

(2.5-25)

A korrektor iteracidjat addig folytatjuk, amig a korrekcié mar elhanyagolhatova valik.

Ez az algoritmus elsérendii esetben szemléletesen az jelenti, hogy x(t) gorbéjét a
t, helyen a ¢, pontbeli érintéjével helyettesitjiik, amely azonban csak kozelitéen
szamithato.
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Példa Linearis, autoném, elsérend(i rendszer dllapotegyenlete:
x'=—x;x(0)=1.

Ennek megoldasa kénnyen belathatdéan
d)=e 1R, = x{h)=g', gue” =1-he L, reN.

Vizsgéljuk meg a fenti két Euler-modszerrel adédé megoldasokat allandd 4
1épéskoz esetén. Ezek most zart alakban elééllithatok.
Az elbrelépd Euler-modszerrel a (23) alapjan az

X, =x—hx E(l—h )x, ; Xy =1
differenciaegyenlet adodik. Ennek megoldasa behelyettesitéssel belathatoan
x=q;, q,=1-h, reN.

A hatralépd Euler-moddszerrel a (24) alapjan ad6dé differenciacgyenlet

1
X =xX-hx =>x =——Xx, x,=1.
7+l r r+1 r+1 1+ % r 0
Ennek megoldasa behelyettesitéssel belathatoan
X, =q,, 4, E~1—=l—h+h2 — ., reN.

1+h

Lathatd, hogy ¢, és ¢, els6fokt Taylor-polinomja megegyezik pontos g els6foka Taylor-
polinomjaval. Mig ¢, felhasznilasaval csak A < 1 esetén, addig g, felhasznalasival
tetsz6leges 1épéskoz esetén is nulldhoz tarté sorozat adédik. Ez illusztralja, hogy az
implicit modszerek kevésbé kényesek a 1épéskoz megvalasztasara, #

A Runge—Kutta-algoritmusok egylépésesek és explicitek. Altaldnos sémajuk
X, =x+hm_, r=012.., (2.5-26)

ahol m, a p szZamu m,; meredekség sulyozott atlaga. Az igen elterjedt p = 4 rendszdmu
algoritmus egy szokdsos alakja:

h h
m, =f(x,,7,), m,,=f| x,+ 2 m,,?, += |,
rl (r r) r2 (Xr 2 r1>%r 2)
h, h,
m,,=f X4, 4 m,,=f(x,+ A m,,,t, +h,); (2.5-27)

mrzé {mr1+2 m,+2m, -+ mr4}'
A Runge—Kutta-algoritmusok hasznalhatok tobblépéses algoritmusok inditdsara.
Megemlitjiik, hogy a p=1 eset az elorelépd Euler-mddszer, a p =2 eset pedig a
modositott Euler- (trapéz-) vagy az Euler—Cauchy-algoritmust jelenti.
A Gear-algoritmus kétlépéses, masodrendi, implicit. Egyik szokasos alakja
4 1

=353 %At % hE(x,,.0,,), r=12,.... (2.5-28)

xr+1 3



182 2. Analizis az idétartomanyban

Az x, valamilyen egylépéses algoritmussal szamitandé. A nemlinedris egyenlet
megoldasat a (25) szerinti prediktor-korrektor algoritmussal végezzik. Prediktorként
barmelyik explicit algoritmus hasznalhato.

A felsorolt algoritmusok csak izelitdt adnak a sokféle kidolgozott eljarasbol.

*2.5-2.6. Stabilitasvizsgalat

A nemlinearis rendszer stabilitisanak vizsgalata fogalmilag is, szadmitastechnikailag is
joval koriilményesebb a linedris, invarians rendszer stabilitdsdnak vizsgalatanal. Az
egyensulyi dllapot stabilitdsa linearizaldssal eldénthet (2.5-2.2. pont). Ennek egy fogalmi
és szAmitastechnikai altaldnositdsat targyaljuk az aldbbiakban. A tovdbbiakban folytonos
idejti, autondm ( allandé gerjesztésl és invaridns) rendszerekre szoritkozunk.

Az egyensulyi dllapot stabilitdsa

Elészor megadjuk az egyensulyi allapot stabilitisara vonatkozé kiilonféle fogalmi
definiciokat. A pont végén megadunk egy eljarast a stabilitas eldontésére.

A folytonos idejli, autondm rendszer egy X; egyensulyi dllapotdt akkor nevezzik
(Ljapunov értelemben) stabilisnak, ha az X, kellden kis kérnyezetében 1év6 barmely x(O)
kezdeti 4llapot esetén az x(7) allapotvektor az X; egyenstlyi allapot kérnyezetében marad.
Az egyensulyi allapot aszimptotikusan stabilis, ha az allapotvektor a kezdeti 4llapotbdl az

X; egyensilyi allapothoz tart.

Az egyensiilyi pont stabilitdsanak alabb részletezett pontosabb megfogalmazasanal
az x vektor stlyozott euklideszi normajat hasznaljuk:

W= (Sc. oo

A C, sulyok megvalaszthatok (minden C,=1 lehetséges, de nem mindig célszerli
vélasztés).

(1) Egy X, egyensulyi dllapot akkor stabilis (Ljapunov értelemben stabilis), ha
barmely, kelléen kis £ > 0 értékhez taldlhaté egy olyan (az ¢ értékétdl fiiggd) & > 0 érték,
hogy az x(0) kezdeti értékii allapotvektorra teljesiil, hogy

xe)-x]<e, 1>0 = |x(0)-x]<5. (2.5-29)

(2) Egy X, egyensulyi dilapot akkor aszimptotikusan stabilis, ha (Ljapunov
értelemben) stabilis és még

[x0)-%[ <5 = lim|x(-)-x,]=0. (2.5-30)

(3) Az X egyenstilyi allapot akkor globdlisan aszimptotikusan stabilis, ha x(t)
barmely x(0) kezdeti allapotbél az egyetlen X egyensilyi allapothoz tart.

A definiciéban az & ,kellden kis” értékét azért kell kikotni, mert ha a rendszernek
t6bb stabilis egyensulyi allapota, vagy stabilis periodikus allapota van, akkor a stabilis X;
egyensulyi allapottdl ,tavoli” x(0) kezdeti 4llapot esetén az allapotvektor esetleg ezek
valamelyikéhez tart. Ez indokolja a kovetkezé stabilitasi definiciét.
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2.5-7. abra Misodrendii rendszer trajekidridjanak viselkedése az X egyensulyi 4llapot kérnyezetében, ha az
egyensulyi llapot (a) aszimptotikusan stabilis; (b) Ljapunov értelemben stabilis; (c) és (d) korlatos

(4) Egy X, egyensulyi allapot korldtos, ha megadhat6 egy olyan §> 0 és egy olyan
(a 6 értékétdl fiiggd) ¥ > 0, hogy az x(0) kezdeti értékii allapotvektorra teljesiil

Ix(0)-x|<6 = [(O)-x|<y, t>0. (2531

A Ljapunov értelmii stabilitas értelmezésénél egy valasztott & értékhez kell egy
alkalmas & értéket talalni, a korlatossaghoz egy & értékhez kell egy y értéket talalni.
A fentiek szerint az egyensilyi allapotokat a kévetkezd tipusokba is sorolhatjuk:
— aszimptotikusan stabilis (globélisan vagy csak lokalisan);
— Ljapunov értelemben stabilis (globélisan vagy csak lokalisan);
— korlatos (ekkor Ljapunov értelemben vagy stabilis vagy nem stabilis);
— Ljapunov értelemben nem stabilis, nem korlatos.
Ezeket szemlélteti a 7. abra N = 2 éllapotvaltozé esetére.
Kiilén megfontolast érdemel, hogy mennyiben tekinthetd stabilisnak egy Ljapunov
értelemben stabilis, de nem aszimptotikusan stabilis egyensulyi allapot. Ez az eset
egy¢bként ritkan fordul el§.

A rendszer stabilitdsa

A gerjesztett rendszer stabilitdsarol nagyon keveset lehet dltaldnossagban mondani.
A gerjesztetlen rendszer stabilitasaval kapcsolatban a kovetkez§ két definicié
megadasara szoritkozunk.

A gerjesztetlen rendszer globdlisan stabilis (Lagrange értelemben stabilis), ha
barmely kezdeti allapot esetén az dllapotvektor korldtos marad.

A gerjesztetlen rendszer abszoliit stabilis, ha globalisan stabilis és barmely kezdeti
allapot esetén az allapotvektor ugyanahhoz az egyensulyi dllapothoz tart.
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A stabilis hatdrciklussal bird rendszer (a trajektoridk egy zart gérbéhez tartanak)
ezek szerint lehet globalisan stabilis, de nem abszolut stabilis.

A gerjesztetlen lineéris, invaridns rendszer egyetlen egyensilyi allapota X=0. Ha
a rendszer aszimptotikusan stabilis (minden trajektoria az X =0 ponthoz tart), akkor e
rendszer abszolGt stabilis, igy globalisan stabilis is. Ha a rendszer a stabilitds
hatarhelyzetében van (minden trajektdria korlatos), akkor a rendszer globalisan stabilis, de
nem abszolut stabilis.

Stabilitasvizsgdlat Liapunov-fiiggvénnel

Az autondm nemlinearis rendszer egyensulyi allapotanak hatékony, habar némi intuiciét
igényl§ stabilitasvizsgalati médszere a kovetkezo.

Az x'=f (x) allapotegyenletli rendszernek egy, az f (i): 0 altal meghatarozott X
egyenstlyi allapota és annak kornyezetének stabilitasa vizsgalhaté Ljapunov kovetkezd
tétele (,,Ljapunov direkt modszere™) alapjan.

A folytonos ideji autondém rendszer egy X egyensilyi allapota aszimptotikusan
stabilis, ha talalhatd az X=x—-X valtoz6 olyan, az X=0 (azaz x = X) kornyezetében
pozitiv definit ¥(X) figgvénye, amelynek V'(X) id6 szerinti derivaltja az allapotegyenlet
i(t) megolddsa mentén negativ definit; az egyensulyi allapot (Ljapunov értelemben)
stabilis, ha V’(i) negativ szemidefinit. A V fiiggvényt ekkor Ljapunov—fiiggvénynek
nevezik, az ilyen V(i) fiiggvény elballitasat Ljapunov direkt médszerének.

Egy V(i) skalar fiiggvény akkor pozitiv definit (illetve pozitiv szemidefinit) az
X =0 pont koriili tartomanyban, ha ott V(i) folytonosan differencidlhatd, vagyis minden
oV | 9%, 1étezik és folytonos; V(0) = 0; V(i) >0 (illetve V(i)z 0) ha X# 0. Egyszeri
pozitiv definit fliggvény példaul

N
v(x)=Y.Cc}%*, C =0. - (2.5-32)
i=1

A V(i) gyakran a rendszer 4ltal tarolt energiat jelenti. Ilyenkor Ljapunov tételének az a
szemléletes tartalom adhatd, hogy X=0 (azaz x=X) akkor aszimptotikusan stabilis
(illetve stabilis) egyensulyi allapot, ha koérnyezetében az energia a folyamat soran
allandoan csokken (illetve nem ndvekszik).

A mbdszer alkalmazasanak lényege az, hogy alkalmazésahoz, vagyis a ¥'(¥) id6
szerinti derivalt képzéséhez nem kell az ’i(t) megoldast ismerniink. A differencidlas lanc-
szabalyanak értelmében ugyanis

V(&)= dlf):g?% f(E+%). (2.5-33)

i

Ez a megvalasztott V' ¢és az adott f fliggvény ismeretében szamithato.

Az allapottér azon része, amelyben a vilasztott V(i) valoban Ljapunov-fiiggvény

(vagyis pozitiv definit, derivéltja negativ definit vagy legalabb negativ szemidefinit), a
vizsgalt egyensilyi allapot stabilitdsi tartomdnya.
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Eppen a stabilitési tartomany értelmezhetdsége az a tobblet, amit Ljapunov direkt
modszere az egyenstlyi allapotbeli linearizdlashoz képest nyiijt. Utobbi eljarassal
ugyancsak eldonthet6 az egyensilyi pont stabilitdsa, de semmi informacionk nincs arrél a
tartomanyrol, amelybdl indul6 trajektéridk éppen a vizsgilt, aszimptotikusan stabilis
egyensulyi dllapothoz tartanak.

Az egyes Ljapunov-fliggvények rendszerint killonbozé stabilitdsi tartoményokat
jelolhetnek ki. Ezek unioja is stabilitasi tartomany. Szerencsés esetben kideriilhet, hogy
csak egyetlen egyensulyi allapot van és a stabilitasi tartomany az egész allapottér. Ekkor a
rendszer abszolut stabilis (de legalabb globalisan stabilis).

Ha egy V fuggvény az egyensulyi allapot kérnyezetében pozitiv definit, de
derivéltja nem negativ definit (illetve negativ szemidefinit), abbol még nem kévetkezik,
hogy a vizsgilt egyensulyi pont nem aszimptotikusan stabilis (illetve nem Ljapunov
értelemben stabilis), hiszen lehet, hogy csak ligyetleniil valasztottuk a V fliggvényt. Ha
linearizalassal eldonthetd, hogy a vizsgalt egyensulyi allapot aszimptotikusan stabilis,
akkor biztosan létezik Ljapunov-fiiggvény. Nem ismert azonban olyan altalanos modszer,
amellyel egy Ljapunov-fliggvény ténylegesen eldallithaté. Mint mar emlitettiik, a (32)
alakkal érdemes probalkozni, de az alkalmas egyiitthatok megvalasztasa ekkor sem
egyszerii feladat. Léteznek mas eljardsok is, amelyek segitenek Ljapunov-fiiggvényt
valasztani, de ezeket nem targyaljuk.

Ljapunov mddszerének alkalmazasahoz ismerniink kell az f fliggvény matematikai
alakjat. Mint mar tobbszor emlitettiik, nem egyszerii jol kezelhetd és mégis kell6en pontos
fiiggvényt eldallitani.

Ljapunov direkt modszere akkor is alkalmazhatd, ha az f fiiggvény az egyensilyi
pontban nem differencidlhatd, tehat az egyensulyi pont koriili linearizalds modszere nem
értelmezett. A modszer ennyiben is altaldanosabb a egyenstlyi allapotbeli linearizalas
modszerénél, de ennek inkabb csak elvi jelentdsége van.

1. példa Tekintsiik azt a folytonos idejli, linedris, invarians autoném rendszert, amelynek
allapotegyenlete

x=ax+bx,,
xX,=cx+dx,.
Ennek egyetlen egyensilyi allapota ismeretesen ¥, =0, x,=0. Mint tudjuk, ezen allapot
aszimptotikus stabilitasanak feltételei a+d <0,ad -bc>0.
Keressiik a Ljapunov-fiiggvényt a kévetkezo alakban (esetiinkben X, = x,):

V(x,,xz)zé(x,ﬁ szf),

ahol K egyelbre tetszéleges. E pozitiv definit fiiggvény id6 szerinti derivaltja
V'(x,, x, )= x,x| + K2x,x, = x,(a x,+ bx, ) + K*x, (cx, + dx,)=
=ax’+ (b + ch)x,x2+ K*dx.
Ez akkor negativ definit, ha

a<0, d<0, (p+K*cf-4K*ad<0.
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Az utolsé feltétel més alakja ad > (b+K2cf /4K?. A jobb oldal akkor minimlis, ha
K= [b/ c[. Ebbdl kovetkezik, hogy az egyensulyi allapot (s a linedris rendszer) biztosan
aszimptotikusan stabilis, ha

b be>0;
a<0,d<0,ad>l b+ 2c _]¢, pe=bs
4 V|b c 0, bc<O.

Az a<0,d<0 feltétel-par szigorabb a valésagos a+d <0 feltételnél, a
harmadik feltétel pedig egyenértékii az ad > bc feltétellel. #

2. példa Legyen az el6zd példédban a = -2, b = —4,c = 1, d = 1. Ekkor az egyensilyi
allapot aszimptotikusan stabilis, de az el6z példaban valasztott Ljapunov- fliggvénybdl ez
nem kovetkezik!

Keressiink egy masik Ljapunov-fliggvényt a kdvetkez6 alakban:

V(xl,x2)=%xf +2xl+Hx x,.

A figgvény pozitiv definit, ha ]H } <2. A fiiggvény idd szerinti derivaltja

V‘(xl,x2)=xl(—2x,—-4x2)+4x2(x1 +x2)+H(—2x1—4x2)x2+Hxl(xl +x2)=
=~(Q2-H)x+4(0-H)x} -Hx, x, .

Ez negativ definit, ha H< 2, H>1és H? <16 (2 H)(H —1) egyszerre teljesiil. Barmely
1 < H < 2 érték véalaszthatd. Ennek alapjan az deriil ki, hogy ekkor a vélasztott V a teljes
x,,x, éallapotsikon Ljapunov-fiiggvény, vagyis a vizsgalt rendszer abszoldt stabilis (ezért
globalisan stabilis is).

Mivel a rendszer linedris, ezért aszimptotikusan stabilisnak is nevezhetjiik, amint
azt persze eleve tudtuk is. #

3. példa Tekintsiik azt a folytonos idejd, invaridns, elsrendii rendszert, amelynek
allapotegyenlete

xX=-@(x)+u; @O(x)=300x~45x"+2x; u=550,1>0.
Mint a 2.5-1.6. pont példajabol tudjuk, a rendszernek ekkor harom egyensiilyi pontja van:
X, =3,012 (stabilis), X, =7,835 (nem stabilis), X, =11,653 (stabilis).

Az egyensulyi 4llapot kornyezetének vizsgalatihoz vélasszuk a V(¥)=%/2

pozitiv definit fiiggvényt. A derivaltat képezve

VI(F)=F ¥ =% {550 -300 (7 + %)+ 45(x + ¥ —2(F + %)’ }.
A @(%)=550 figyelembe vételével ebbél

7'(%)=- 2% {332~ 455 +150)+ (3%~ 22,5) % + % .

Ez X, és %, kornyezetében negativ, x, kornyezetében pozitiv. Kénnyen belathat6, hogy V'
az X, kornyezetében x < 7,835 esetén negativ, az ¥, komyezetében x > 7,835 esetén
negativ, vagyis ilyen kezdeti allapot esetén lesz ¥, illetve az dlland6 gerjesztés hatdséra
eldallé X, az egyensulyi pont. Ez elemi uton is belathaté.

Ebben az egyszeri példdban az egyetlen pozitiv definit V fliggvény egyuttal
Ljapunov-fliggvény, s6t pontosan megadja a stabilitasi tartomanyokat is. #
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2.5-2.F. Feladatok

F-1. Egy folytonos idejii rendszer allapotegyenlete
X =50x—-@(x)+6x,, x;=—10x,-8x,+10u, D(£)=300£-45£%+2¢°
Hatdrozza meg az & =50 id6ben allandd gerjesztéshez tartozd egyensilyi

allapot(ok) koriili tartomanyban a linearizalt allapotegyenletet! Dontse el az egyenstlyi
pont(ok) stabilitasat!

F-2. Oldja meg az el§z6 feladatot, ha az allapotegyenletben 50x; helyére —10x, keriil s az
allandosult gerjesztés # =100.

X =—10x,-®(x)+6x,, x;=—10x,-8x,+10u, D(£)=300&-45£7+2&°,

F-3. Egy folytonos idejli rendszer allapotegyenlete, illetve gerjesztése
x'=—@(x)+u; ult)=700{1-&(t)]+550 £(z),

ahol @ az el6z6 feladatok szerinti fliggvény.
Hatérozza meg az éllapotvaltozé idéfiiggvényét ¢ pozitiv értékeire! Hasznélja fel a
2.5-2.3. pont 1. példajaban megadott tartomanyonkénti linedris kozelitést!

F-4. Egy folytonos idejii rendszer allapotegyenlete
X =ax—-®(x)+bx,, x,=—x—-x,+u, O(£)=3006-45&2+28°,

A tovébbiakban hasznélja a @ fiiggvénynek a 2.5-2.3. pont 1. példijaban megadott
tartomanyonkénti linearis kozelitését!

(a) Valassza meg az a, b és u értékét gy, hogy X, =4¢és x; =12 egyarant
egyensulyi értékek legyenek!

(b) Elsirhatd-e ekkor az ¥, egyensilyi érték is?

(c) Mi a feltétele annak, hogy mindkét eldirt egyensilyi allapot stabilis legyen?

(d) Elbirhat6-e, hogy az egyik egyensiilyi allapot stabilis, a masik labilis legyen?

F-5. Az el6z6 feladatban legyen mindkét egyensilyi dllapot stabilis. A gerjesztés a £ =0
id6ponttdl kezdve allando.

Igaz-¢, hogy ha a kezdeti 4llapot a tartoméanyonként linearizalt karakterisztika azon
tartomanyaba esik, ahova egy stabilis egyensulyi allapot, akkor az lesz a tényleges
egyensulyi allapot?

F-6. Tekintse a 4. feladatban targyalt rendszert, amelynek minkét elbirt egyensilyi
allapota stabilis. A gerjesztés a ¢ = 0 iddponttol kezdve allandd # érték.

Hatdrozza meg a b paraméter azon értéktartomanyat, amely esetén x, () gy tart
%, = 4 4llanddsult értékéhez, hogy nem I€p ki az els6 linearizélasi tartomanybol!

F-7. Egy folytonos idejii rendszer 4llapotegyenlete (az allapotvaltozo ardnyos a vélasszal)
és gerjesztése y'=—(y—1)(y - 2)+u; u(t)= 6(t).

Hatarozza meg y(7) értékét a £ = 0; 0,02; 0,04; 0,1; 0,2 és 1 id6pontokban a
kovetkez6 modszerekkel.

(@ A differencialegyenlet megoldasaval, ami esetiinkben a valtozok
szétvalasztasaval lehetséges.

(b) Az elérelépd Euler-médszerrel /2 = 0,01 &llandé 1épéskoz valasztasaval.
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(¢) Az Euler—Cauchy-modszerrel, amelynek sémiéja a (26) jeloléseivel

h h
mrl zf(xr’tr)’ mr2 =f(xr +7rmr1, tr +?’j’ mr:mrz ’
A = 0,02 4llandé 1épéskoz valasztasaval.
Milyen kovetkeztetéseket tud levonni a kozelitdé és pontos eredmények
osszehasonlitasaval?

*F-8. Egy x' = f(x, 7) allapotegyenletii, folytonos idejii rendszemek adott alland6 (vagy
allandé értékhez tartd) gerjesztés esetén két stabilis egyensulyi dllapota van. Az x(0)
kezdeti allapottol fiigg, hogy melyik egyensilyi allapot all be.

A szeparatrix azon N-dimenzids felillet az allapottérben, amely szétvilasztja
egymastdl a kétféle egyensilyi allapotot eredményez6 x(0) kezdeti allapotok halmazat.

(a) Adjon eljarast a szeparatrix meghatarozasara!

(b) Milyen kapcsolat van a szeparatrix és a rendszer labilis egyensilyi pontjai
kozott?

(c) Igaz-¢, hogy egy labilis hatarciklus egyuttal szeparatrix is?

*F-9. Egy folytonos idejii, masodrendii rendszer allapotegyenlete
1

X =X H(xl,xz)—[}xz , X=X, H(xl,xz)—i-[}xl; H(xl’xz):m~

(a) Hatarozza meg az autonom (és gerjesztetlen) rendszer egyensulyi dllapotait,
vizsgaljuk meg a stabilitasukat!

(b) Tgazolja, hogy V(x,, x,)=(x}+x3)/2
a rendszer egy Ljapunov-fliggvénye; a trajektoridk az x; = 0, x; = 0 egyensulyi dllapothoz
tartanak, ha a kezdeti allapotra x(0) + x2(0)<1 teljesiil! (Lasd a kovetkezé feladatot is!)

*F-10. Tekinise az inverz alakjaban megadott kovetkezd r(f) fuggvényt:
r’—da’~-lnr’=r; teR,,

ahol a” =r?(0)—~1In r*(0) a kezdeti értékek 4ltal meghatarozott.

(a) Vézolja fel az r(¢) fliggvény gorbéjét!

(b) Egy folytonos idejii rendszer allapotvaltozoi a fenti r(¥) fliggvénnyel

x,(6)=r{t)cos 21t, x,(t)=r(t)sin2¢

alakban fejezhetdk ki. Mit mondhatunk ekkor a trajektoriak viselkedésérdl?

(¢) Lassa be, hogy az el6z§ feladatban megadott 4llapotegyenlet megoldasa éppen
a (b) szerinti!

Mi kovetkezik ebb6l a 9(b) feladat megoldasara?

2.5-2.M. Megoldasok

M-1. Az egyensalyi llapotokat (x] =0, x, =0) a 2 x’— 45 x?+257,5 x,~ 375=0 egyenlet
%, gyokei adjék és X, = —1,25 X, + 62,5. A linearizalt allapotegyenlet

X =a¥%+6%,,% =-10%-8%,; a=-250+90x-6% .
Az egyensilyi allapot akkor stabilis, ha a karakterisztikus egyenlet egyiitthatdi pozitivak,
ami a < 7,5 esetén teljesiil. Hirom egyensulyi llapot van:
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(@) x,=2,258, x,=59,678, a=-77390; stabilis;
() x,=5,718, x,=55353, a=+68,444; labilis;
(c) x,=14,524, x,=44344, a=-208,554; stabilis.
A kozelités hasznalhatosagara vonatkozo megfontolasokat illetben 1. a 2.5-2.2.

pont példajat. A labilis egyensulyi pont kdriili linearizalt kézelitésnek csekély a gyakorlati
haszna.

M-2. A megoldandd egyenlet 2x; —45x) +317,5x,—750=0. Ennek egyetlen valos
gyoke van. Az egyetlen egyenstlyi dllapot X, =11,606, ; X, =110,494, ekkor a =-73,61,
ezért az egyensulyi allapot labilis. Ez a kozelités gyakorlatilag alig hasznalhaté. (L. a 2.5-
2.3. pont példajat!)

M-3. Az i =700 gerjesztéshez tartozd allandosult allapot x(0) = 11,6 (v6. 2.5-2.3. pont
3. példa). A trajektéria (2-ban indul, 4llandésult értéke u =550 esetén x(oo):10,4,
amely ugyancsak (2 -ban van. Ebb6l kovetkezéen

x(t)=10,4+12e77" 0<t<y,.

Mivel x(f) nem 1ép ki £2-bol, ezért 1, = o0, vagyis a megoldas (a valasztott linearis
kozelitésben) a ¢ id6 minden pozitiv értékére érvényes.

M-4. Egyenstlyi allapotban x,=—x,+% .
(@) A kijelolt egyensulyi érték akkor all be, ha

(a-125-b)4+bu=0, és (a—125-5)12+750 +bw =0.

Ebbol példaul a =31,25+b, w =375/b, ahol b tetszOleges (nem nulla), vagyis a
feladatnak végtelen sok megoldasa van.

(b) Igen; az x, =—Xx, +375/b egyenletbdl b kifejezhetd.

(¢) A karakterisztikus egyenlet az egyensulyi pontoknak megfeleld mindkét
tartoméanyban A4* + (94,75 - b)ﬂ +93,75=0. Mindkét egyensilyi allapot akkor stabilis, ha
b<94,75.

(d) Mivel a valasztott kozelitésben cb(x) meredeksége a két tartomanyban
megegyezik, ezért a két egyensulyi allapot stabilitasi tulajdonsdgai megegyeznek. A
vizsgélt példaban ez nem fiigg a kozelités modjatol. Egyik allitds sem altalanos érvényt.

M-5. Ez 4ltalaban nem igaz. Ha azonban a kezdeti dllapot ,,elég kozel” van az egyensulyi
allapothoz és minden sajatérték valos része ,.elég nagy” negativ érték, akkor a trajektoria
benne fog maradni abban a tartomédnyban, amelyben a kezdeti allapot és a stabilis
egyensilyi 4llapot is van. Altalaban azonban a trajektoria ki fog 1épni a kezdeti
tartomanybdl, noha lehet, hogy a trajektoria végiil a szoban forgd egyensulyi ponthoz tart.
A trajektoéria lehetséges menete nem csak a vizsgalt rendszert6l, hanem a tartoméanyok
megvalasztasanak modjatol is fiigghet, ami ugyancsak arra utal, hogy a kérdésre altalaban
nem lehet igenl6 valaszt adni.

M-6. A paraméterckre vonatkozod elSirasokat és a karakterisztikus egyenletet lasd a 4.
feladat megolddsanal. Mindkét sajatérték valés, ha b<94,75- /375 ~75,385. Ekkor az

el6iras teljesiil. Numerikusan ellenérizhetd, hogy ez a feltétel nem csak elegendd, hanem
sziikséges is.
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M-7. (@) A kezdeti érték y(0) =0. Az u = 6 behelyettesitésével

Y d l_e
sz_t = y(’)=4e(t)m.

A (b) és (c) feladatok szamitégéppel konnyen megoldhatok. Az eredményeket a
kovetkezd dsszeallitas tartalmazza:

-5t

t= 0 0,02 0,04 0.1 0,2 0,4 1,0
(@ y= 0 00824 0,169 0,4594 11,0230 22439 3,8688
® y= 0 00812 01671 04528 1,0107 22336 3,8747
(¢ y= 0 00824 01695 04592 10229 22440 38684

Amint latjuk, mindkét kozelités hibaja igen kicsi. A bonyolultabb Euler-Cauchy-
modszer a kétszer akkora 1épéskoz ellenére is pontosabb az egyszerli Euler-mddszernél. A
feladat illusztralja, hogy bonyolultabb algoritmusok alkalmazisa hatékonyabb szokott
lenni a 1épéskdz csokkentésénél.

*M-8. (a) Ha visszafelé¢ kovetjilk a stabilis egyensiilyl pontba befutd trajektoriat, akkor
vagy az allapottér (valamelyik) végtelen tdvoli pontjaba vagy a szeparatrixhoz tartd gorbét
kapunk. Ha tehat valamilyen (rendszerint kozelité) modszerrel megoldjuk a t— -7
helyettesitéssel eléalld x' =—f(x,—7) differencialegyenletet kiilonbozé kezdeti értékek
mellett, akkor van ra esélyiink, hogy olyan gorbéket kapjunk, amelyek a szeparatrixban
vannak (N =2 esetén: a szeparatrix gorbe egy szegmensét adjak). Az eljaras csak N =1
esetén reményteljes, amikor a szeparatrix egy pont és N =2 esetén, amikor a szeparatrix
egy gorbe az allapotsikon.

(b) A labilis egyensilyi pont a szeparatrix egy pontja. Ez az (a) szerint értelmezett
egyes inverz trajektoridk végpontja.

(c) A labilis hatérciklus a szeparatrix egy gérbéje. Ha N=2, akkor a labilis
hatarciklus szeparatrix. Ha NV = 3, akkor a hatarciklus egy gorbe a szeparatrixot jelentd zart
feliileten, és ugyanez a helyzet nagyobb rendszam esetén is, de ez mar nem szemiéltethetd
egyszerien.

*M-9. (@) Konnyen belathatd, hogy x; =0, x,=0 egy egyensilyi allapot. Tobb
egyensulyi allapot nincs is. Linearizalassal adodik, hogy ez az egyensilyi allapot stabilis.

(b)) A fiiggvény derivaltja r’=[x12+ xf]H(xl,xz). Ez negativ, ha H nevezdje
negativ, ami az x +x} <1 tartomanyban biztosan teljesiil. Mas Ljapunov-fiiggvénnyel
ennél nagyobb stabilitasi tartomany adodhat.

*M-10. Az r(?) fiiggvény nem fejezhet ki explicit alakban.

(a) Ha r(%) > 1, akkor (f) monoton n6vekszik. Ha 0 < #(#) < 1 akkor r(#) monoton
csOkkenve nullahoz tart.

(b) Ha x,(t, ) x, (t,) az egységsugara koron kiviil van, akkor a trajektoriak kifelé
spiralozédnak, ellenkezd esetben pedig az origd felé. Az x'+x? =1 egyenletii kor ezek
szerint nem stabilis hatarciklus, nevezik labilis hatarciklusnak is.

(c) A megadott fliggvény derivaltjat képezve r'r = H adddik. Ebbol egyszeri
szamitassal mar kovetkezik az allitds. A valasztott Ljapunov-fiiggvény ezek szerint
pontosan megadja a stabilitasi tartomanyt, nem kell ennél ,,jobb” Ljapunov-fliggvényt
keresni.



