Bevezetés a szamitaselméletbe I1.
Zarthelyi feladatok — pontozasi atmutato
2013. aprilis 25.

Altalanos alapelvek.

A pontozéasi utmutatd célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az
utmutaté minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait és az ezekhez
rendelt részpontszamokat kozli. Az atmutatonak nem célja a feladatok teljes értéki megoldasanak
részletes lefrasa; a leirt 1épések egy maximalis pontszamot éré megoldéas vazlatanak tekinthetdk.

Az atmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcso-
16d6 gondolat egy attekinthets, vilagosan leirt és megindokolt megoldas egy 1épéseként szerepel
a dolgozatban. Igy példaul az anyagban szerepls ismeretek, definiciok, tételek puszta leirasa azok
alkalmazasa nélkiil nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megol-
déasban valoban szerephez jut). Annak mérlegelése, hogy az atmutatoban feltiintetett pontszam a
fentiek figyelembevételével a megoldonak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javito
hataskare.

Részpontszam jar minden olyan otletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gon-
dolatmenet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldésa volna kaphat6. Az atmutatoban
szereplé részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az utmutatoban leirttol eltérs jo
megoldés természetesen maximalis pontot ér.

Minden feladat 10 pontot ér. Az elégséges hatara 24 pont. A vizsgajegybe a dolgozat pontszama
szamit bele, igy a dolgozatokra osztalyzatot nem adunk.

1. Az aldbbi matrix egy hurokélmentes, iranyitott graf illeszkedési méatrixa. Adjuk meg a hianyzo
(O-val jelolt) elemeket és rajzoljuk le a grafot!
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darab (—1)-es talalhato, az Gsszes tobbi elem 0. Ez alapjan mar a métrix minden hidnyzo6 eleme
megallapithato:

1 0 0 1
0 -1 1 -1 (5 pont)
-1 1 -1 0
A métrix ismeretében pedig a graf mar (definici6 szerint) rekonstrualhato: ha vy, v, illetve vg jeloli

sorban lefelé haladva a métrix sorainak megfelel§ csticsokat és hasonléan eq, ..., e4 az oszlopoknak
megfelel éleket, akkor az alabbi grafot kapjuk:

U1
€4 & (5 pont)
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Ha egy megoldo felcseréli a matrixbeli 1-esek és (—1)-esek szerepét (és igy a fenti abrahoz képest
minden élt forditva rajzol), az ezért 1 pontot veszitsen.



2. A legaldabb négy ponti G graf barmely két, nemszomszédos pontja kozott taldlhaté G-ben
harom, paronként éldiszjunkt ut. Mutassuk meg, hogy G-nek barmely két szomszédos pontja
kozott is talalhatd harom, paronként éldiszjunkt tt!

* k% kX

Legyenek s és t szomszédos pontjai G-nek és tegyiik fel indirekt, hogy ezek kozott nem létezik
harom, paronként éldiszjunkt at G-ben. Ekkor Menger megfelel (iranyitatlan grafbeli éldiszjunkt
utakra vonatkozo) tétele szerint kell legyen G-ben két olyan él — jelolje ezeket ey és e; — amelyek
az Osszes, s 6s t kozotti utat lefogjak. (Megjegyezziik, hogy e; és ey egyike nyilvan az s és t kozotti
él kell legyen — de ez a megoldas szempontjabol k6zombos. ) (2 pont)
Ekkor az e; és ey elhagyasaval kapott G’ graf méar nem 0Osszefiiggs, igy a cstcsai szétoszthatok a V;
és Vo nemiires halmazokra tgy, hogy G'-nek nincs Vi-beli cstcsot Va-belivel 6sszekots éle.(2 pont)
Ha most v; € V] és vy € V5 tetszblegesek, akkor nyilvidn nem lehet vy és vy kozO6tt héarom,
paronként éldiszjunkt ut G-ben, mert e; és ey a vy és vy kozotti utakat is lefogjak. (2 pont)
Ezért (a feladat feltétele szerint) vi-nek és vo-nek szomszédosaknak kell lennitik G-ben. (2 pont)
Mivel ez barmely v; € Vi és vy € V5 csuesparrdl elmondhato, ezért G-ben legalabb |Vi| - [V3]
olyan élnek kell lenni, ami Vj-beli cstucsot kot 6ssze Va-belivel. Ez azonban ellentmondas: egyrészt
[Vi|+ V2| > 4 miatt |Vi|- V5| > 3, masrészt V) és V; kozott G-ben csak az e és es élek mehetnek.
Ez az ellentmondéas bizonyitja a feladat allitasat. (2 pont)

3. Egy egész szam 222-vel vett osztasi maradéka 4-gyel kisebb, mint a szam 60-szorosanak a 222-vel
vett osztasi maradéka. Milyen maradékot adhat ez a szam 222-vel osztva?
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A keresett szamot n-nel jelolve a feladat szovege szerint n = 60n —4  (mod 222). ( )
Atrendezve az 59n =4 (mod 222) linearis kongruenciat kapjuk. ( )
4-gyel szorozva: 236n = 16  (mod 222), vagyis 14n = 16 (mod 222). (1 pont)
2-vel osztva: Tn =8 (mod 111), ahol (2,222) = 2 miatt kellett a modulust 2-vel osztani.(1 pont)
16-tal szorozva: 112n = 128 (mod 111), vagyis n =17 (mod 111). ( )
Ebbsl n =17 (mod222) vagy n = 17+ 111 = 128 (mod 222). (1 pont)
Ellenérzéssel kidertil, hogy a 17 hamis gytk (ami a 4-gyel szorzas miatt jott be, ami nem ekviva-
lens 1épés, mert (222,4) > 1). Igy a megoldas n = 128 (mod 222) (vagyis a kérdéses szam 128
maradékot adhat 222-vel osztva). (3 pont)
A linearis kongruencia nagyon sokféleképp megoldhato jol (akar hamis gyokot behozo 1épés nélkiil
is). Aki a fenti megoldast, vagy més, hamis gyokot behozd megoldéast ad, de nem foglalkozik a
hamis gyok kisziirésével, az értelemszeriien 3 pontot veszitsen. Ha valaki csak azt ellenérzi, hogy
(59,222)|4, igy a kongruencidnak van megoldéasa, de a megoldast kiszamolni nem tudja, az (az
atrendezéssel egyiitt) Osszesen 3 pontot kapjon. Szamolasi hibékért 1-1 pont vonandé le, de a
maradék pontszam csak akkor jar, ha a hiba miatt a feladat nem lett lényegesen koénnyebb.

4. Egy n egész szam 3 maradékot ad 82-vel osztva. Milyen maradékot adhat az n szdm 182-vel
osztva?
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A feladat azt kérdezi, hogy azn =3 (mod82),n =a (mod 182) kongruenciarendszernek milyen
a€{0,1,...,181} értékekre van megoldésa. (2 pont)
Az els6 kongruenciabol n = 82k + 3 valamilyen k € Z esetén. ( )
Ezt a méasodikba helyettesitve: 82k +3 =a (mod 182). ( )
Atrendezés utan a 82k = a —3  (mod 182) linearis kongruencidra jutunk. (1 pont)
A tanult tétel szerint ez pontosan akkor megoldhato, ha (82, 182)|a — 3. (2 pont)
Mivel (82,182) = 2, ezért ez azzal ekvivalens, hogy 2|a — 3, vagyis hogy a paratlan szam.(1 pont)
Tehéat n barmilyen paratlan maradékot (1,3,5,...,181) adhat maradékul 182-vel osztva.(2 pont)
Természetesen nem jar pontlevonés azért, ha valaki a fenti megoldés els¢ mondatat nem irja le,
de a megoldéasbol kideriil, hogy valdjaban a paraméteres kongruenciarendszert oldja meg.
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5. Hany olyan n egész szam van 1 és 100 kozott, amelyre (n + 51!)°2 — 1 oszthaté 53-mal?
X % % % %

Mivel 53 prim, ezért Wilson tétele szerint 52! = —1  (mod 53), (1 pont)
vagyis 52! = 52 (mod 53). (1 pont)
Ezt 52-vel osztva: 511 =1 (mod53), ahol a modulus (52,53) = 1 miatt nem valtozott. (1 pont)
Mindkét oldalhoz n-et adva, majd 52-edik hatvanyra emelve:

(n+51)%2 = (n+ 1) (mod53). (1 pont)
Mivel 53 prim, ezért ¢(53) = 52, (1 pont)
igy az Euler-Fermat tétel miatt ¢®> = 1 (mod53) teljesiil minden 53-hoz relativ prim, vagyis
53-mal nem oszthatoé a-ra. (1 pont)

Osszevetve az eddigieket: ha n + 1 nem oszthato 53-mal, akkor
(n+51)2=(Mn+1)°2=1 (modbh3),

vagyis (n + 51!)%? — 1 oszthaté 53-mal. (2 pont)
Ha viszont n + 1 oszthat6 53-mal, akkor nyilvan (n + 1)°? is oszthaté 53-mal, igy a fentiek szerint
(n +51!)°? is. Ezért ilyenkor (n + 51!)°2 — 1 nem oszthat6 53-mal. (1 pont)
Kovetkezésképp 1 és 100 kozott 99 darab olyan n van, amelyre (n + 51!)°2 — 1 oszthato 53-mal: az
52 kivételével mindegyik. (1 pont)

Ha egy megoldo elfelejtkezik az Euler-Fermat tétel feltételérsl (miszerint (a, 53) = 1) és ezért arra
jut, hogy az allitds minden n-re teljesiil, az (ha egyébként a megoldas hibatlan) ezért 2 pontot
veszitsen (a fenti pontozés szerinti 6. és 8. részpontokat).

6. Legyen H = {a,b,c,d,p,q,r, s} és értelmezziik a H halmazon a * miveletet az alabbi miiveleti
tabla szerint:

x|a b ¢ d p q r s
a|lb g d r a p s c
blgq p r s b a c¢ d
cls r b a ¢ d p q
d|c s q b d r a p
pla b ¢ d p q r s
q|p a s ¢ q b d r
rid ¢ p q r s b a
s|r d a p s ¢ q b

(A miveleti tabla hasznalata magatol értet6ds: az = * y mivelet eredménye az z-nek megfelels
sor és az y-nak megfelel oszlop keresztezddésében talalhato. Igy példaul g% c =5 és bx q = a.)
Dontstik el, hogy a H halmaz csoportot, illetve Abel-csoportot alkot-e a * miiveletre nézve, ha azt
mar tudjuk, hogy * asszociativ! (Az asszociativitast tehat nem kell ellenérizni.)
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A miveleti tablabol latszik, hogy *-ra nézve p egységelem, mert x * p = p* x = x minden z € H

elemre igaz. (2 pont)
Ezért a inverze ¢ (és viszont), mert a x ¢ = ¢ * a = p. Hasonléan latszik, hogy ¢ és r egymaés
inverzei, d és s is egymas inverzei és b és p sajatmaguk inverzei. (3 pont)
Mivel a miivelet asszociativ, van egységelem és minden elemnek van inverze, ezért (H,x*)
csoport. (2 pont)
Viszont * nem kommutativ: példaul a x ¢ = d, de ¢ * a = s. Igy (H, ) nem Abel-csoport.(3 pont)



